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INTRODUCCION

Este libro fue escrito como preparacion de un curso de 10 dias sobre caos y
dindmica no linea a dar en Facultad de Ingenieria de la Universdad de
Belgrano. También srvid de guia para la ensefianza ddl caos en la materia
"Introduccién a la Fiscd' de la carrera de Nutricion de la misma
Universidad en € 2001. Este tema fue incluido en esta carrera en vistas de
la gplicacion dd caos d organismo humano. El corazon enfermo (1), la
fibrilacion; asi como aplicacion d EEC (2) y d ECG (2). También se ha
golicado d estudio de la respuesta eéctrica de los nervios (3), @ cerebro
(4) etc. Por este motivo d caos a ddo viso de utilidad en ciencias
biol6gicasy médicas.

En este libro no solo hablaremos de caos sino también esbozaremaos sus
implicancias filosficas. ES por esto que trataremos también dd azar y la
causa, dd caosy lalibertad, etc.

Los requistos para entender en toda profundidad este libro son €
conocimiento de andiss matemético, las matrices, fiSca clésica basica,
una idea de ecuaciones diferencides ordinarias, computacion.

En muchos libros de caos se comienza por € estudio de los sstemas
dinamicos linedes y no linedes, sus propiedades, las hifurcaciones, etc.,
para llegar recién en los Ultimos capitulos d caos. Hemos incluido € caos
dede d primer capitulo, ya que d mapa logigico es suficientemente
sencillo de entenderse. Asi d lector comprendera e caos desde d principio.

Pero consderamos también que toda ciencia se hace por hombres en un
contexto socid y por eso hemos incluido nuestras ideas de la rlacion de la

ciencia con la Universdad, la palitica cientifica y la filosofia politica en
generd.

Para profundizar més, después de este libro, recomiendo € de Strogatz (9),
a cud hemos seguido en muchos temas de este libro.
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CAPITULO 1

HISTORIA, POINCARE Y LORENZ. DEFINICION DE CAOS

Las dos grandes revoluciones de la Fisca dd principio dd siglo XX son la
Mecanica Cuantica de Planck y la Teoria de la Rdlatividad de Eingein. Asi
mismo podemos decir que los otros dos grandes descubrimientos de la
segunda mitad del sglo XX son la unificacion dectrodéebil de Weimberg y
Sdam, y d Caos de Lorenz. La Mecanica Cuantica dice que d intercambio
de energia se hace de a “cuantos’ y no en forma continua. Esta mecanica se
mostré muy Uil para lo microscopico (&omos, moléculas...) pero en lo
macroscopico se puede seguir usando la mecanica clésica de Newton. La
rdaividad especid se aplica a paticulas a veocidedes cercanas a la
velocidad de la luz y nuevamente podemos usar la Mecanica Clasica para
sistemas con velocidad chica respecto de la luz. La Fisica Sempre busco la
unificacion entre sus diversas ramas. As fue como la dectricidad y €
magnetismo fueron unificadas en € Electromagnetismo. Unificar dgnifica
dar unas ecuaciones que permitan describir ambas teorias relacionando sus
magnitudes. Son cuatro los tipos fundamentades de fuerzas que existen:
electromagnética, gravitacion, fuerte y débil, estas dos Ultimas son de
origen nuclear. La fuerte es regponsable de la araccion entre los nucleones,
componentes del nicleo y la débil la que explica la emison beta La
unificacion eectrodébil logrardacionar € dectromagnetismo y la déhil.

La teoria dd Caos empezd en 1963 con € trabgo de Lorenz (5) publicado
en una oscura revita de ciencias de la amdésfera Ede trabgo fue
desconocido por los fiscos y mateméticos hasta que poco a poco e lo llegd
aver tan importante como & nacimiento de una nueva ciencia (6).

En € trabgo de Lorenz s intentaba dar una explicacion y prediccion
global dd clima atmosférico. Las ecuaciones que modeaban la amosfera y
gque hoy se saben que son insuficientes (7), son gproximaciones a las
ecuaciones de Navier-Stokes. Se llegaba findmente a estas tres ecuaciones
diferencides (5):

dx

—~=s(Y-X

g - S-X)

Y x-v-xz [1
ot
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d—Z:XY- bz
dt

Aqui nointeresaquees X, Y, Z dede d punto devisafisco sno  que
nos quedaremos s0lo con su aspecto matematico. Recordemos que la
gproximacion de Lorenz d clima es inauficiente (7). Es decir X, Y, Z son
tres vaiables. Lo importante es que edas tres variables dependen dd
tiempo t. En las ecuaciones [1] vemos como varian con d tiempo. A la
izquierda tenemos las derivadas de cada una con en tiempo, formando asi
un sstema de tres ecuaciones diferencides ordinarias no linedes.

Se llaman ecuaciones diferenciaes porque envueven derivadas y se llaman
ordinarias porque no gparecen derivadas parciaes.

Aqui es importante destacar que nos encontramos ante lo que e llama un
sstema dinamico no lined. Llamaremos ssema dindmico a un sSstema
dependiente del tiempo semgante a de Lorenz pero donde € ndmero de
ecuaci ones puede ser menor (1 o 2), igua o mayor que 3.

Es no lined porque la solucion dd ssema de ecuaciones no se puede
poner como combinacion lined de soluciones. Es decir, en un sigema
lineal, s f(t) es solucion entonces k f(t) es solucion. Ademés s f(t) es
solucion y g(t) es solucion, también sera solucion f(t) + g(t). En generd la
combinacion lined Kk f(t) + p g(t) sera solucion.

Un sstemalined vendria dado por

X = AX [2]

Donde x es un vector de n componentes, x 1 R" ; & punto sobre la x
sgnifica derivada respecto d tiempo y A es una mariz cuadrada de
coeficientes constantes, A T R" ™. Aqui R son los niimeros redles.

El dsema de Lorenz no es lined porque contiene productos entre sus
variables. Por tanto, es facil probar que la combinacion lineal de soluciones
no es solucion.

Como gemplo de sstemallined [2] podemos dar |a ecuacion ddl resorte:

X=Yy
y = - WX [3]

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS 7

Aqui w es la frecuencia angular o raiz cuadrada de la congtante dd resorte
sobre la masa. No se asuste d lector 9 no vio nunca a resorte asi escrito,

con un smple reemplazo podra volver alaecuacion conocida.

Hemos escrito asi la ecuacion del resorte [3], para que tenga la forma de los
sstemas dinamicos. Es decir en forma semgante a las ecuaciones de
Lorenz [1].

Una de las razones de la aplicacion dd caos a didtintos tipos de ciencias
naturdes condste en que s tratla de ecuaciones donde las variables
dependen dd tiempo. Ahora esas variables pueden ser fiscas, como la
posicion y velocidad de un péndulo; concentraciones de componentes
guimicos que varian con € tiempo en una reaccion; las oscilaciones de un
terremoto; la gréfica de un EEG, etc.

Pero hemos puesto las ecuaciones de Lorenz y no las hemos resudto.
Quédese tranquilo d lector. Estas ecuaciones no las resolvid ni Lorenz ni
nadie hasta @ presente, como la mayoria de las ecuaciones diferenciades no
linedles.

Lorenz las atacd usando & méodo numérico, es decir la computadora. El
usd una Royal Mc Bee de su época y encontr6 un comportamiento
dtamente oscilatorio y deatorio para dguno de los parametros constantes
que figuran en [1].

Pero lo més interesante que encontrd Lorenz era que cambiando las
condiciones inicides muy poquito d cabo de un tiempo la solucidon era
completamente distinta. ES decir descubrid la esencia del caos, 0 sea la
" alta senghilidad a las condiciones iniciales' . Esta aqui cas la definicion
dd caos Decimos cas porque puede haber gran senghilidad a las
condiciones inicides y no caos . La solucion puede divergir a infinito con
gran senshilidad a las condiciones inicides y no tendremos caos ya que
sabemos de antemano a donde va la evolucion. Ya lo veremos mas
addante.

Para mas detalles de como Lorenz encontrd en la computadora la gran
variacion con las condiciones iniciaes ver las referencias (5), (6) v (8).

La dta senghilidad a las condiciones inicides es la que hace imposble un
prondstico meteorolégico a largo plazo. Este gran cambio que puede
producir una pequefia diferencia en las condiciones inicides s la ha
gemplificado con € efecto mariposa de 2 maiposas que detean en
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Buenos Aires, una puede no producir nada mientras que la otra produce un
huracén en € Caribe.

Otro componente importante del caos y de los sstemas dindmicos en
generd es que son deterministas. ES decir que dado una condicién inicid,
las ecuaciones determinan € comportamiento subsiguiente.

Entonces caos queda definido como:  soluciones de sistemas dindmicos no
lineales deterministas que oscilan aleatoriamente, con una oscilacion
irregular y aperiodica, y donde se tiene una gran sendgbilidad a las
condiciones iniciales, lo que lleva a la imposbilidad de la previson de
comportamiento a grandes tiempos (9).

Toda medicion fisica tiene error. Ponemos por gemplo (2.142 + 0.001) cm.
S usamos como condicion inicid € vaor medido con ese pequefio eror,
este se agrandara notablemente, dando soluciones muy distintas entre Si. Es
decir cdculando con 2143 cm vy luego con 2141 cm, € resultado en
funcion de tiempo, para tiempos grandes es completamente distinto,
cuando se trata de sistemas cadticos.

Para seguir con un poco de historia debemos destacar como precursor del
caos a Poincaré (10) en d ddgo XIX. A d le debemos, entre otras cosss €
tratamiento "geomérico" de las ecuaciones diferencides y & uso dd
epacio de las fases, que veremos mas addante. También los famosos
mapas de Poincaré.

Podemos preguntarnos porqué hubo que esperar més de medio siglo para
que € caos gparezca. Esto se debe a dos razones. Por un lado a la fdta de
computadoras y por otro lado d hecho de que haya prevdecido d
"programa’ de Hamilton y de Hilbert en la fisca clésicay cuantica, en vez
del programa de Poincaré. Especidmente € hamiltoniano de é@omo de
hidrogeno, con su solucidén anditica exacta y su prediccion dd espectro.
Para luego aplicarlo en forma gproximada a &omos con mas de un eectron
y luego a las moléculas, usando la separacion de Born-Oppenheimer y los
tratamientos de Roothaan-Hartree-Fock y meoras sucesivas.

También es de destacar @ trabgo de Birkhoff (11) de 1927 como un
importante tratado de sstemas dinamicos.

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
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LA CONVECCION

No gueria dgar de nombrar someramente, aunque luego se va a entender en
mayor profundidad, a la conveccion. Este hecho fisco se estudia desde
principios de dglo con Benad (12) y Rayleigh (13). Consste en la
trangicion hacia la turbulencia de un fluido que es cdentado desde abgo.
Egse ssema es interesante ya que puede observarse aln en una cocina
cuando calentamos agua en una olla con fideos. Primeramente d liquido se
mantendra estable. Al seguir aumentando la temperatura se producira la
conveccion, es decir rollos de liquido mas cdientes que suben, se enfrian y
bgan. A mayor temperatura estas estructuras se complican llegando a la
turbulencia (caos). Egte experimento casero puede visudizarse meor,
perdiendo la sopa, § introducimos un poco de tinta roja El paso a la
turbulencia a través de las etapas convectivas equivae a la ruta d caos por
bifurcaciones. Y a explicaremos en capitulos Sguientes a estas Ultimas.

El estudio de la turbulencia en tubos lo empezd a estudiar desde 1883
Oshorne Reynolds (14). El famoso numero de Reynolds servira para
disinguir entre flujo laminar y turbulento. El flujo es laminar por gemplo
ad abrir una canilla moderadamente, se trandformard en borbotones
desordenados d  dbrirfla d maéximo (turbulencia). También podemos
obsarvar la diferencia entre flujo laminar y turbulento en € humo que sde
de un cigarillo depostado en € cenicero. Primero asciende laminar y
ordenado hasta una dtura de unos 15 cm para luego mostrase desordenado
y turbulento.

MAPA LOGISTICO: CARACTERISTICAS. APLICACION EN
BIOLOGIA

Antes gue nada diremos que hay dos tipos de sstemas dindmicos. Uno es €
ya vigdo, basado en ecuaciones diferencides ordinarias, donde d tiempo es
continuo.

Ademas esta d caso donde € tiempo es consderado discreto. Consgte en
"ecuaciones de diferencias’ 0 “mapas’":

Xn+1 = (Xp) [4]

Se da un % como condicién inicid. Con [4] sacamos X, Yy lo volvemos a
introducir en la férmula y asi sucesvamente. A este caso también s le
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llama método de la férmula recursiva. Este mapa [4] es unidimensiona
(1D). También se pueden hacer sistemas de mapas de mas de una variable.

El mapa logigtico es

Xpe1 =T (X - X3) [5]

En la figura 1 vemos edta funcién y nos ayudamos de larecta y = x paa
obtener X,.

Figura 1: Telarafia en el mapa logistico

A —1r=36

——y=x

Xn+1

Xn

Este mgpa de May (15) es muy famoso por ser uno de los mas smples que
presenta caos para dgunos vaores del parametro r. La interseccion entre la
pardbolay larectaa 45’ ese punto fijo correspondienteax = 1-1r.

Tiene gplicacion en Biologia ya que X, podria representar la poblacion de
un organismo o de una especie anima a un determinado afio. % Seria
nimero de seres vivos de la especie en condderacion dd afio siguiente y
as sucesvamente. S en la ecuacion [5] prescindiéramos de  término
cuadrético tendriamaos, para r > 1 un crecimiento continuo en la poblacion
de afio en afo. r podria dar idea de la intensdad con que se reproducen. Sin
embargo sabemos que a crecer la poblacion de estos bichos podria suceder
gue no acance la comida 0 que sean victimas de un depredador. Por eso se
agrega restando € término cuadrético en este moddo.

Pueden suceder varias cosas. que la poblacion decaiga a cero con la muerte
de todos, que se estabilice d un nimero congtante de individuos, que oscile
de un modo periddico o que la poblacion oscile cadticamente de afio en
aho. Es una experiencia por todos conocida que la poblacion de mosquitos
es bastante cadtica.. En un afio hay muchos en otros pocos, etc.
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Pero veamos las caracteristicas de la ecuacion [5], segin € vdor der. Para
reiterar la ecuacion [5] bastara poner la férmula en un programa tan smple
como & Excd. Incluso podremas graficar %, en funcidn de n.

Para vdores der < 1 la solucion tiende a cero. Paravaoresder entre 1y 3
tenemos latendenciaa un vaor congtante asintético (e punto fijo) después
de un corto trangtorio.

En la figura 2 hemos tomado r = 22 y d vdor inicid es de 0.55. La
solucion tiende a 0.5454544...

r=2.2

0.551

0.55 1

0.549 1

0.548 1

0.547 7

0.546

Xn

0.545 1

0.544 7

0.543 1

0.542

0.541 T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n

Figura2: Orbitadd mapa logigtico que se estabilizaen € punto fijo
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Ahora continuamos incrementando r hasta que llega d vdor r = 3. Alli s
produce una bifurcacién que consste en que para valores menores que 3 €
mapa va, como vimos, a un vaor condante;, en cambio pasando 3 €
sistema, después de un trangtorio, oscila indefinidamente entre dos valores.
Egte vaor asintdtico esd punto fijo.

En la figura 3 tomamos r = 3.2 y partimos dd vaor 0.3. Después de un

trangtorio la solucidon oscila entre 0.51304451... 'y 0.79945549..Es un
periodo 2 o un 2-ciclo.

r=32

09

081

0.71

061

051

Xn

041

031

0.21

0.11

1234567 89101112131415161718190D2ARBA5627280DPARBABHIBN0444L2434

n

Figura 3: Orbita del mapa logistico que muestra un periodo 2
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S seguimos aumentando r para d vaor  3.449.. se produce una nueva
bifurcacion
Pasando de la orbita de periodo 2 a una Orbita de periodo 4, ver figura 4.

r=3£

1234567891011 2BUABBTYBOIAN2Z2BASZDEZZBOIIAIZBIAIITIBID

Figura4: Observamos un 4-ciclo para d mapalogdico

S seguimos aumentando r pasaremos aun 8-ciclo y asi sucesivamente

hasta d régimen cadtico que se obtieneenr = 3.57... Enlafigura5
tomamosr = 3.6.
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Figura 5; Caos en el mapa logistico

0
1 23 456 7 8 91011121314151617 1819 2021 22 2324 2526 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
n

Ahora haremos d diagrama de hbifurcacion donde graficamos los 100
Gltimos puntos x, paracadavaor der (Figura6)

Figura 6. Diagrama de hifurcacion y caos dd mapalogistico

a) Diagrama de bifurcaciones b) Detdle

a
i 1A ¥ H 1 4] i It 1ew nmE Rl 8 EE] (T -] Tis

r 3,847 3,857
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Las zonas grises manifiestan d caos. Hay que destacar que dentro del caos
hay ventanas periddicas. Por otro lado S en esas ventanas agrandamos €
gréfico (figura 6b) se ve una edructura muy smilar. Y este tipo de
comportamiento o podemos reiterar y asi tenemos un fractal. Dedicaremos
luego un capitulo alosfractaes.

La poscion de las diferentes bifurcaciones que son camino a caos estén
regidas por la ley de universdidad de Feigenbaum. La referencia (9) puede
ayudarnos aintroducirnos en ese tema.

Ya vimos que en € mapa logistico d punto fijo, ademas dd trivia cero,
estaba dado por 1 - Ur. En cuanto d 2-ciclo serd solucion dd mapa
doblemente iterado, obteniéndose:

r+1+./(r- 3)(r+1)

21

Es importante saber que en cada bifurcacion de este mapa aparecen dos
nuevos puntos fijos estables pero se mantiene € punto fijo que les dio
origen como inestable. Por tanto en @ caos estan presente infinitas orbitas
periddicas inestables (ver punteado de figura 7).

12

oa

L

Figura 7: Los punteados son puntos fijos inestables
que llegan a aravesar la zona cadtica
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EXPONENTE DE LIAPUNOV

Para tener una idea cuantitativa de la dependencia con las condiciones
inicides, sea X% € vdor inicid y condderamos ora condicion inicid muy
proximax, + do. O seale agrego una pequefia diferencia.

Al cabo de n iteraciones la diferencia entre las dos Orbitas d,, la
escribiremos como:

Yo A@ o/ e”

donde | es d exponente de Ligpunov. Un exponente de Ligpunov positivo
sgnificara caos.

Tras un poco de dgebra (9) puede demostrarse que

. @ln
| =limx= a
n®¥8 =0

[6]

Este exponente rara vez puede cacularse anditicamente.

En & caso dd mapalogistico hay que hacerlo numéricamente.
En cambio en & mapa ' carpa’ definido por

f(x) =rx O£ X £05

fx)=r-rx O05£ x £1, [7]
obtenemos inmediatamente

| =Inr [8]

Es decir en d mapa carpahay caos parar > 1.
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Mapa carpaconr =15

Xn+1

Figura 8

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS 18

CAPITULO 2
CONTROL DEL CAOS

Ott, Grebogi y Yorke (OGY) de la Universdad de Maryland en 1990
publicaron un primer aticulo (16) sobre € control del caos. A partir de
entonces ha crecido € interés en d tema, especidmente por las
aplicaciones. no sempre es deseable d comportamiento cadtico. La
edrategia OGY condste en usar pequefias perturbaciones de la oOrbita de
modo que esta se estabilice en una de las 6rbitas periddicas inestables que
exigen en un atractor cadtico como vimos gemplificado en € caso dd
mapa logigico dd capitulo anterior. La perturbacion pequefia significa que
los parametros, apenas variados, corresponden a pleno caos que se va a
controlar. Utilizaremos d smple mapa logigtico con d fin de ensefiar €
control del caos, estabilizando la drbitac 1) En un punto fijo. 2) En un ciclo
de periodo 2. (www.ciencia.cl/CienciaAlDia Nov. 2001)

Deciamos que desde 1990 s ha intentado d control del caos, porque no
dempre es deseeble d Caos. Por gemplo un ingeniero que quiere una
méguina que funcione a determinada frecuencia no le interesa que la misma
entre en caos es decir un funcionamiento donde existe una digtribucion
continua de frecuencias. Ott, Grebogi y Yorke son los pioneros en este
tema de control. Su edrategia es edtabilizar d Sstema usando pequenias
variaciones d parametro que gobierna € caos para estabilizar la orbita en
un punto fijo o en una orbita periddica inestable presente en € seno dd
caos. La edrategia OGY drve para controlar € caos permanente. Y dlos
mismos han encontrado que a veces es deseable € caos, porque teniendo
cans uno puede eegir, d controlar, d tipo de orbita periddica deseada

Esto, en ingenieria, conggtiria en la poshbilidad de tener una maguina, que
sn mayores cambios, trabge en digtintas frecuencias, en vez de disefiar
varias maguinas digtintas.

Célculos

Para clarificar d méodo OGY lo agplicaremos a una de las més sencillas
formulas de recurrencia que presentan caos. El mapa logigtico [5] ya viso
antes.
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Entonces s tenemos pleno caos, por gemplo r = 3.78, laidea OGY no es
cambiar dragticamente d r hagta la zona periddica, ni squiera hasta una
ventana periddica cercana. Tratamos de controlar € caos con variaciones
muy pequefias der en plena zona cadtica.

La clave dd méodo consste en edtabilizar la drbita (Ilos Xn) en dguna de
las infinitas drbitas inestables que hay dentro del atractor cadtico. En
particular controlaremos en d punto fijo inestable 1-1r y la érbita de
periodo 2 correspondiente a

r+1+./(r- 3)(r+1)
2r

Para € control hemos usado d mé&odo OGY simplificado por Flynn y
Wilson (17). Es importante destacar que & genuino método OGY es mas
gened que lo que veremos agui, pero tiene la desventga de acarrear
mucho formalismo matemético. EI méodo de Flynn y Wilson es muy
didéctico.

A) Edabilizacion en un punto fijo:

Para edtabilizar la orbita en d punto fijo inestable 1-1/r procedemos
esqueméaticamente asi:

1) r0=3.78

2) Cdcular Xn

3) Cacular rp=1/(1- Xn)

4) S| rp-r0| <0.01 entoncesr =rp
5 Volvera?2)

Ver abgo programaen Bascy figural
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Figura 1: Control del caos en un punto fijo

* 10=3.78 x0=05

B) Esabilizacion en un ciclo de periodo 2:

Para estabilizar la orbita en la drbita inestable de periodo 2 procedemos
esgueméati camente asi:

1) r0=3.78

2) Cdcular Xn

3) Cdcular Xnt+1

3) Cdcular rp= Xn/(Xn+1 - [Xn+1]%)

6) S |rp-r0|<0.01entoncesr=rp

7) Volver a?2)

Ver abgo programaen Basicy figura2
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Figura 2: Control del caos en una 6rbita de periodo 2

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Programas

'PROGRAMA PARA CONTROLAR EL CAOS EN UN PUNTO FIJO
OPEN "C:OGYLOG1.XLS' FOR OUTPUT AS#1

=1

X=5
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r0=3.78

r=r0

1 X=r*(X-X"2)

PRINT #1 X

i=i+1

IF i>2500 THEN GOTO 3
rp=1/(1-X)

IF ABS(rp-r0)<0.01 THEN GOTO 2
GOTO1

2r=rp

GOTO1

3 CLOSE #1

END

'PROGRAMA PARA CONTROLAR EN UNA ORBITA DE PERIODO 2
OPEN "C:OGYLOG2.XLS' FOR OUTPUT AS#1
i=1

X=5

j=0

r0=3.78

r=r0

1 X=r*(X-X"2)

PRINT #1 X

IF j=0 THEN GOTO 2

GOTO3

2 X1=X

=1

i=i+1

GOTO1

3 X2=X

j=0

i=i+1

IF i>1500 THEN GOTO 5
rp=X1/(X2-X2\2)

IF ABS(rp-r0)<0.01 THEN GOTO 4
GOTO 1

4r=rp

GOTO1

5CLOSE #1

END
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Reflexiones sobre € control ddl caos

Hemos visto como controlar & caos llevandolo a un punto fijo 0 a una
Orbita periddica (2-ciclo). EIl mé&odo OGY permite asi, en principio,
edabilizar € caos en cudquier Orbita periodica inestable degida con un
leve cambio dd pardmetro, entonces la presencia de caos tiene mayor
ventagja. Fidcamente dgnifica que no debo redissiar d experimento
cambiando completamente € parametro para tener una Orbita de un tipo u
otro, Sno estando en d caos, puedo degir facilmente d dstema periddico
gue me conviene usando esta forma de control. Es mas, puedo pasar
facilmente de un comportamiento periodico a otro buceando dentro de
cas y Sn una dteacion cososa dd dgema Edta  flexibilided
"multipropésto” es esencia en las formas de vida mas complgas, y
podemos especular que d caos es un ingrediente necesario para la
regulacion del cerebro (16). Sin embargo debemos conocer antes la forma
en que nuestro cerebro concibe los conceptos (18).

Para un buen “review” sobre @ control del caos y su sus aplicaciones, ver
lareferencia (19).
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CAOSTRANSITORIO

Es d caso de drbitas que por un tiempo parecen cadticas pero que
findmente tienden a edtabilizarse en un punto fijo, en una oOrbita estable o
bien puede divergir ainfinito.

Vamos directamente a un gemplo usando € mismo mapa logistico. Es
importante € concepto de “"criss'. Se da la crisis cuando d vaiar d
parametro pasamos de un régimen de caos permanente a un régimen de

caos trangtorio. Vimos que en € mapa logistico hay caos desde 3.57...
hasta 4 (excepto para dgunas ventanas periodicas). El vaor 4 representa la

cidgs ya que S r > 4 la drbita puede sdir dd cuadrado unidad como
muestra lafigura 3:

VAN

A

Figura 3: Escape de una érbita para mapa logigtico

Por tanto en € caos trandtorio dd mapa logigtico la drbita que escgpa
tiendea-¥.

V eamos ahora casos donde la érbita del caos trandtorio se estabilizaen un
punto fijo.

(www.ciencia.cl/CienciaAlDiazvolumen3/numero2/arti cul ogarticul o4.html
Junio 2000)

Nosotros estudiaremos ahora € sguiente mapa unidimensional Smetrico,
sempre dentro del cuadrado unidad:

X1 =1 (1 - coS(px,)) [9]

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS 25

Figura 4. Mapa unidimensional
con 3 puntos fijos

1.2

0.8 —
064 v r=0.85

0.4 1 —Y=X
0.2

Xn+1

Xn

Encontramos tres puntos fijos como muestra la figura 4 y los [lamamos. O,
uy v. El cero es un punto fijo estable para la cuenca de condiciones
iniddes [0, u) E (1-u, 1]. El punto fijo u depende de r y es siempre
inestable. El punto fijo v también depende de r y pasara de ser estable a
inestable cuando (9):

vE'(v) %=1 [10]

A patir de este punto tenemos la primera bifurcacion y corresponde a
vaor r=0.62... y andogamente al mapa logistico aumentando € r se obtiene
una ruta a caos por bifurcaciones. A partir de r=0.74... tenemos caos. En
ede caso @ caos snlo se da para las condiciones inicides comprendidas en
(u, 1-u).

Sin embargo, sellegaaun vaor der parad cud:

f=u=1-r [11]

Ver figura5
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Figura 5: "Telarafia" del caos transitorio

1.2
1 4

0.8 ~ —
0.6 - r=0.879021

0.4 - ¥
0.2 -
0 T T

0 0.5 1 15

Xn

Xn+1

Obtener exactamente la condicion 3 dependera de la precison del cdculo.
Tomaremos dos €asos, Uno por exceso Y otro por defecto:

r = 0.879019
u = 0.120981 [124]
f(r) = 0.1209814

En este caso tenemos caos redl.
En cambio para

r=0.879021
u=0.12098 [12b]
f(r) = 0.120978

las Orbitas que exploran puntos cercanos d maximo r pueden caer en la
cuenca ddl 0, es decir [0, u) E (1-u, 1], pero d haber pocos puntos que
caigan en eta cuenca, la drbita puede ser larga 'y su aspecto es d del caos,
aunque sabemos que e trata de caos trandtorio. Dependiendo de la
condicion inicid d trangtorio sera mas 0 menoes largo. La figura 6 muestra
caos trangtorio no detectado para r = 0.879021 y condicion inicid X, =
0.61, hasta n = 2000 tenemos caos aparente. En la figura 7 para d mismo
valor de r pero con x = 0.62 la orbita cae a cero aproximadamente en 1075:
Tenemos caos trangtorio. Dependiendo de % la érbita tarda mas 0 menos
en caer acero.
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Figura 6: Caos transitorio no
detectado

I
0 500 1000 1500 2000 2500

|+ r=0.879021; X0 = 0.61 |

Figura 7: Caos transitorio

.“‘l‘zwﬂf;""(’i’?".-s‘"-::
Rt LA A A TR

0 T T T L I T
0 500 1000 1500 2000 2500

|- r=0.879021y X0 =0.62 |

Unos resultados and ogos se obtienen con € mapa asimétrico:

X w1 = I (COS(pXN/2) — cos(pXn/2)) [13]
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Exponente de Liapunov para € caostransitorio

Mostraremos 4 casos de caos trangtorio, en mapas 1Dy para dlos
computaremos € exponente de Ligpunov con laformula[6].

Los mapas degidos son los ya vistos

a) Logistico ......... | =+ ¥
b) Mapa carpa.... ... | = Inr Edgevaor esindependientede s setrata
decaos

permanenteotrangtorio(r =2+ e, e<<1)
1 >0
c) Mapasmétricodelaecuacion[9]: | =-¥
d) Mapaasmétricodelaecuacion [13] : | =-¥

Por lo tanto d exponente de Liapunov tal cual esta definido no nos
Srve para caostrangtorio.

CONTROL DEL CAOS TRANSITORIO

En la dltima década existe abundante bibliografia basada en d trabgo de
Ott, Grebogi y Yorke (OGY) (16) sobre d control ddl caos estabilizando la
solucidn en un punto fijo inestable 0 en una orbita periddica inestable. Sin
embargo la gran mayoria de estos trabgos se refieren d control dd caos
permanente, para € cua un buen review se encuentra en d libro de Chen'y

Dong (20).

Respecto d control ddl caos trangtorio la literatura es mas ecasa y
tenemos como gemplos los trabgos de Té (21) y de Place y Arrowsmith

(22)y (23).

La idea fundamentd de este trabgo consste en mantener d criterio OGY
de que d control dd caos se logra usando pequenas vaiaciones dd
pardmetro p que rige d comportamiento dd sstema, para estabilizarlo en
un punto fijo inestable o en una Orbita periddica inestable. Para € caso dd
caos trandtorio cercano a la cridgs tenemos p > - , donde - corresponde a
lacriss (ladiferenciap - pc €s pequefia).
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Controlar @ caos trandtorio seria variar p de modo td que |Dp| < p -
(Optimo |Dp| << p - pd). S no fuera asi ya no estariamos en la "situacion
fidcd' de caps trandtorio, SN0 que se nos permitiia pasar d caos
perramente para dli controlar. Viéndolo desde € punto de visa opuesto:

con una variacion permitida de p tan grande seriamos capaces de llevar d
Ssema desde d caos permanente d trangtorio y Sn necesdad de buscar
puntos fijos u oOrbitas inestables estariamos controlando € caos permanente.

El criterio OGY no tiene sentido S podemos variar p hasta la zona no
cadtica. El criterio de OGY hace muy pequefias variaciones de p
edabilizando € sSstema en vdores de p que estan en pleno caos. Dd
mismo modo edtabilizar € caos trandtorio deberia conddtir en variaciones
de p en lamisma zona de caos transitorio.

Teniendo esto en mente sabemos vemos en la literatura (21) que €
trangitorio cerca de la crisis tiene un largo promedio t>~ (p - pc )

Esta misma formula se aplica d control del caos permanente (16), es decir
e tiempo que se tarda en controlar & caos <t> ~ |Dp|[®

En nuestro caso tenemos las dos Stuaciones. Tenemos un caos trangitorio
gue puede escapar de su aractor ad mismo tiempo que lo estamos
controlando. Por tanto la drbita terminara por escapar 0 ser controlada. En
vidta de la condicion |Dp| < p - pe (Optimo |Dp| << p - po) pareceria que la
Situacion de escape es mas probable que la de control y por tanto € control
del caos trandtorio tendria bga probabilidad. Esto es solo una conjetura
pues no conocemos la formula generd ded exponente g Es mas, no
sabemos de la diferencia de g entre & escape y € control. Té (21)
argumenta que d tiempo para lograr control en caos trangtorio es condante
y del orden de magnitud de lavidamedia del trangtorio.

Es edte trabgo probamos la vdidez de la conjetura de bga probabilidad de
control del caos trandtorio en € caso paticular de un experimento
numérico usando & mapa logistico cerca de la criss.

Xpa = (4+d) . (Xn- [Xo]?)
Donde pc =4, d=p - pc>0, e= |Dp , donde Dp es la vaiacion dd

parametro p = 4 + d para controlar la 6rbita estabilizandola en € punto fijo
1-Up.
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De acuerdo d criterio de pequeiias variaciones hemos tomado e £ d. Enlos
cdculos usamos e = d, d/10, d/100.

El experimento numéico usa d méodo de control de Flynn et d. (6)
basado en la edraegia OGY. Utilizamos 10000 condiciones inicides
“random” para cada par d, e y cdculamos la probabilidad de escape o
control. El escape se dara cuando x>1y d control cuando p, = 1/( 1 - x,)
difierade p en menos de e.

L os resultados |os podemos ver en latabla

d e Escape Control N° defdlas
10" 10 0.957 0.043 0
10" 10° 0.9959 0.0041 0
10" 10° 0.9998 0.0002 0
10 10° 0.986 0.0138 2
102 10° 0.998 0.0018 2
10 10 0.9998 0.0002 0
10° 10° 0.9955 0.0045 0
10 10* 1 0 0
10° 10° 1 0 0

Vemoas que la probabilidad de control esbgismay decrececond y e.
Estos calculos ambiando la secuencia de nimeros random tienen un error
maximo en la probabilidad de 0.002. Hemos permitido un nimero maximo
de iteraciones de 1000000 y de acuerdo a las didintas series random se
obtienen entre 4 (presente) y 7 casos entre las 10000 condiciones inicides
donde la 6rbita alcanza € 1000000 de iteraciones Sin escgpe ni control.

Por dltimo, mirando la literatura de control de caos trandtorio podemos
decir que Place et d (22) obtienen en agunos casos dtas probabilidades de
control en @ caso dd caos trangitorio, en & mapa "carpa’, porque elos no
toman en cuenta d criterio de peguefias variaciones para € control. Ese
trabgo consdera que hay control cuando la oOrbita entra en un intervao de
longitud arbitrariamente largo conteniendo & punto fijo, lo que equivde a
grandes variaciones de p.

La longitud equivaente de control en d segmento [0,1] para  presente
trabgjo es gproximadamente €/16 mientras que la condicién de escape es
aoroximadamente d*?/2.
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CAPITULO 3

FLUJOSEN UNA DIMENSION. INTERPRETACION
GEOMETRICA. PUNTOSFIJOS. ESTABILIDAD

Tratamos con la ecuacion en una sola variable x:
x =f(x) [ 14

Donde f puede ser muy complicada (12). La gréfica de la ecuacion [14]
podria ser:

Figura 1

S bien no conocemos la solucion anditica podemos decir hacia donde
evoluciona X de acuerdo d dgno de la derivada En este caso has dos
puntos fijos, uno edtable y € otro inestable. Llamamos puntos fijos a
agudlos cuya derivada es aro. S estoy en d punto fijo exactamente no me
muevo ni para la izquierda ni para la derecha. El punto fijo es estable,
cuando, a correrme ligeramente de €, d dsema vudve ad punto. Al
contrario S me corro un poquito de un punto fijo inestable  sistema se
degade @ buscando a punto estable més cercano

Circuito RC (12): 3

Figura 2
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R eslaressenciay C d capacitor. S en @ t = 0 conectamos € circuito,
con un voltge condante V, edando inicidmente descargado en
condensador se ird acumulando carga en este, la cua notamos con Q (t).
Edgte problema es lined y tiene solucidn anditica, pero queremos hacer agui
lainterpretacion geométrica

Vo +RdQ/dt + Q/C =0
reordenado:

dQ/dt =Vo/R - Q/RC
graficando:
Q
e \\\

= - A -0
o*

Figura3

El punto fijo es estable. Mas aun es globamente estable en € sentido que a
é van todas las condicionesinicides.

Andliss de la estabilidad lineal

Vimos como digtinguir la estabilidad de los puntos fijos con d méodo
geométrico. Para tener unaidea més cuantitativa de la estabilidad
linearizaremos drededor del punto fijo. (9)

Sea X laposicion dd punto fijo

Agregaremos una pequefia perturbacion h definida por:

h () =X () - %er

dhidt=dx/dt= f(x)=f (% + h)
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Desarrollando en serie de Taylor:
f(Xr + h)=f(er)+hf'(Xe)+O(h).

donde O (h*) denota términos cuadréticos en h, que pueden despreciarse.
Findmente queda

dh/dt = hf'(xpf)
vemos entonces que la perturbacion crece exponencialmente s f ' (%) > 0

y decrecesi f'(xpr) < 0. Entoncesladerivadadef en d punto fijo

determina la estabilidad y su vaor dardlarapidez dd acercamiento o
adgamiento del punto fijo.
Otros gemplos (12) propuestos d lector:

@ x=-x3 () x=x3 () x=x? (d) x=0

BIFURCACIONES. TIPOS DE BIFURCACIONES.
BIFURCACIONES IMPERFECTAS

L a bifurcacion Saddle-node:
En dla se crean o destruyen puntos fijos:

2

X=T+X [15]

Seguin d vaor dd parametro r tendremos:

S r <0 hay dos puntos fijos uno estable y otro inestable

S r =0 hay un solo punto fijo en parte estable y en parte inestable
S r>0no hay puntosfijos.

Ver figura4 * *

(a) r<0 () r=0 () r>0

Figura4

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS 34

Graficando la posicion de los puntos fijos en funcion de r tendremos:

X

Figura5
Bifurcacion transcritica:

Se trata de una bifurcacion donde no se crean ni destruyen puntos fijos pero
9 cambian de estabilidad d variar € pardmetror (12)
Usamos la ecuacion

X=rX- X2 [ ]
16

4\

(@) r<0 by r=0 ) r>0

Ve figura6

Figura 6

Graficando ahora la posicion de los puntos fijos en funcidn de r tendremos
lafigura7

Figura7
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Bifurcacion tenedor:

35

Seré una bifurcacion tenedor supercritica (9) en @ caso en que escribamos:

X=rx- x3 [17]

Ver figura 8:

\

I}

x <

(@) r<0 (b) r=0

Figura8

S graficamos | os puntos fijos en funcion de r tendremos la figura 9:

X

Figura9
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Como aplicacion alafiscade la bifurcacion tenedor supercritica pensemos
en un gemplo de conveccion. Unalamina de liquido es caentada desde

abgjo segun figura 10:

z

I Y _...b

OOOO00

Fgura 10
Al principio tendremos conduccion, hasta que la temperatura llegue a un
vaor critico Tc. Proponiendo un perfil de temperaturas q:

q(z=h2x,t)=Acoskx + c [18]
y modelamos & comportamiento tempord de A de la Sguiente manera

_T-Tc
Tc

A

A [19]

S T < Tc tendremos una exponencia decreciente hacia @ punto fijo A =0
y este model o representa bien la conduccion

Pero paa T > Tc, A diverge. Algo fdla. El problema es que la ecuacion
[19] representa solo Arquimedes y es necesario condderar un término de
rozamiento entre los rollos de la conveccion. Megoramos d modeo
cambiando la ecuacion [19] por:

A= TC0 | p2Up [20]
&€& Tc g u

L os puntos fijos son:
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A=0 paaT<Tc, caso delaconduccion
T-Tc

A=2 Tcr 21

paraT > Tc, esdecir laconveccion quedamegor modeladay esun
gemplo de bifurcacion tenedor supercritica segiin muestralafigura 11:

A
A
Figura 11(a)
/ A
....... f:Tc
Figura 11(b)

Tendremos bifurcacion tenedor subcritica (12) en @ caso:
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X=rx+x3 [22]

Aqui d diagramade bifurcacion lo vemos en lafigura 12

FHgura 12
BIFURCACIONES IMPERFECTAS
Se trata de romper la smetria de las ecuaciones anteriormente vistas.

x=h+rx- x3 [23]
Usamos la ecuacion:

donde h es € padmetro de impefeccion. S h es cero tenemos la
bifurcacion tenedor supercritica conocida. S h es digtinta de cero, parar £
0 tendremos un solo punto fijo, para r > O, dependiendo del vaor de h
tendremaos un punto fijo o tres puntos fijos. Ver figura 13;

y=re=X Ly I [h]> h,
2P il [ y=*h ______ b -~ - ‘hI:hc
S U VA [l < b

@r£0 (b)r>0

FHoura13
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Podemos ver variostipos de gréficos. En lafigural4 vemoshvs. r,
indicando la zona donde hay un punto fijo y la zona donde hay tres:

2-

H 1PF

o 1 0 | 2
Fgura 14

Volviendo a nuestros diagramas de | os puntos fijos en funcion de r vemos
como e deformad tenedor d serh 1 0, enlafigura 15:

X X

/

@h=0 (b)h1 O
Hgura 15
También podemos graficar la posicion de los puntos fijos en funcion de h
paraloscasosr £ 0 y r > 0 enlafigura 16:

X

—
d

h

//‘

(@r<o (b)yr>0

Fgura 16
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Por ultimo es muy ingtructivo mostrar un gréfico 3D donde los gessonr, h
y X. En la figura 17 vemos una especie de plano doblado llamado
"superficie de catastrofe’.  El término catastrofe se debe a que en la zona
de doblez, d ir disminuyendo h por gemplo d sstema de puntos fijos
pega un sdto. Ver figura 18.

Sera una verdadera catastrofe 9 sucede dgo asi en d equilibrio de un
puente o de una determinada construccion.

h
j ' rT
Fgura 17

N
%h

Figura 18

r
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CAPITULO 4
FLUJO EN EL CIRCULO. FANTASMA Y CUELLO DE BOTELLA.

Trataremos con la ecuacion del tipo:
q="(d [24]

Aqui q es un angulo correspondiente a un punto dd circulo. Bgo cierto
aspecto es semgante d flujo visto en x. Sin embargo € flujo en d circulo
lo podemas ver como d més sencillo de los Sstemas que pueden ostilar, ya
que pueden volver asu poscidn inicia después de unavudta (9).

Oscilador uniforme:

Lo definimos como

q=w [25]

donde w eslavelocidad angular o frecuencia angular. La solucion:

q(t)=wt+qg

la solucién es periddicacon un periodo T = 2 p/ w.

Oscilador no uniforme:

La ecuacion:

g=w- asinq [26]
Aparece en dectronica (phase-locked loops), en biologia (neuronas
oscilantes), en materia condensada (juntura Josephson y en mecanica

(péndulo sobreamortiguado con torque externo congtante).

Parad caso a< w, tenemos una oscilacion donde € flujo es més rgpido en
lazonabgay méslento en lazonadta Ver figuras lay 2a.
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(@ a<w b)a=w ) a>w
Figura 1
Para a acercandose a w tenemas un cudlo de botella en la zona dta. Esta
zona es atravesada con gran lentitud para luego pasar muy répidamente por

d resto dd circulo.

Paraa= w agparece un punto fijo mitad estable mitad inestable y nace una
bifurcacion del tipo saddle-node. Ver figuras 1b y 2b.

lento 0=rm/2
rapido
(@) a<w b a=w c)a>w
Figura 2

Paraa> w tendremos dos puntos fijos. Uno establey € otro inestable
(aparicion de saddle-node). Ver figuras 1cy 2c.

Periodo de oscilacion

Paraa < u caculamos € periodo como:

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS

2p dt

T =t = —d
odt = G aq q
Obteniéndose
T=_2P
w? - a2

que graficamos d lafigura 3:

T

2r/w

43

[27]

[28]

Figura 3

Podemos decir que T tiende aiinfinito d acercarse ad vaor w. Esteesd

remanente del saddle-node o fantasma.

Severabien enlasfiguras 4y 5.
]
\_/ 0 o

cuelio de
botella

Figura4
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EL NERVIO

Esd demostrado que § uno edimula una neurona con una pegqueiia
perturbacion, todo vudve a la normaidad. Pero superando cierto "umbra”
la neurona reacciona con una gran variacion dd potenciad eéctrico. Por eso
e oscilador no uniforme con dos puntos fijos (caso a > w ) Srve como
modelo de la respuesta ddl nervio. Partamos del reposo (punto fijo estable),
hagamos una perturbacion moviendo € punto un poco hacia € punto fijo
inestable y dgemos ver que sucede. El sstema vueve por e mismo camino
d punto fijo estable. Pero 9 la perturbacion supera un cierto umbrd, es
decir se pasa dd punto fijo inestable, d sstema pegara la vudta a todo d
circulo, es decir una gran respuesta. Dicho de otra forma hard un gran
recorrido en € espacio de lasfases.

(a) & estimulo menor que (b) d estimulo
mayor que
e umbrd (-----p) e umbrd (--—---»
)
respuesta( — ) respuesta (—,,
)
Figura 6
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CAPITULO 5
SISTEMASLINEALES. ESPACIO DE LASFASES
CLASIFICACION.

Un sstema lined, como o vimos en € capitulo 1, ecuacion [2], vendria
dado por

X = AX [29]

Donde X es un vector de n componentes, x 1 R" ; & punto sobre la x
significa derivada respecto & tiempo y A es una mariz cuedrada de
coeficientes congtantes, A 1 R"". Aqui R son los niimeros redles. El origen
es sempre punto fijo.

Lasolucion de Iaecuacién [29] es.

x (t) =e”'x(0) = § a ANt" /n'—x(O) [30]

7]
Sin embargo esto es muy d|f|cil en genard de llevarlo ala practica (7). Una
forma de smplificarlo es hacer un cambio de coordenadas de formatd que
me quede una matriz diagond. Esto se puede hacer sSempre que
encontremos n autovectores linea mente independientes.

Cuando eso no es posible podemos, d menos, llevar lamatriz alaformade
Jordan:

(. B\
N
N7 o
A= |
0 .
dn
g _J
Donde p N
éa
68 O
0 éa
g © J

Cone eslo0
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Entonces todo se reduce a resolver por bloques de Jordan:
J=1,U+D

Aqui U eslamatriz unidad y D eslamatriz nilpotente:

(0 1 2
01 0
0 1.
D= 0 0 1
0
. )

Con laventgade que D" = 0. Entonces

2 Dn-ltn-l
ePl=u+Dt+ TS
2 (n- 1)!
Puede verse que esta sumanos lleva alimatri Z
1t 9 . ™
1t &, (n—gl\!
1t tf_/z
eDt —
0 /,
1t
1

entonces para congruir la solucion de bloque debo cacular d producto de
matrices.
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gt = ditu Pt (31]

Y averemos mas adelante un g emplo.

Una vez conocido & proceso en generd, nos redringimos a dos
dimensones. Es decir que necesito saber d vador de dos magnitudes
solamente para conocer € estado de sstema. Esto podra graficarse en un
grafico plano de dos dimendones. A ese gréafico lo llamamos espacio de
las fases. Cuando teniamos d flujo en 1D bastaba decir hacia donde iba €
Sstema estando en un determinado punto. Una consecuencia de los casos
1D es que no podia haber oscilacion. El flujo sdia de los puntos fijos
inestables y moria en los estables. El retrato de fases en 2D dgnifica dar en
cada punto dd plano cud es la evolucion posterior dd sstema. Por eso los
retratos de fase son lineas que no pueden cortarse, (S8 no, habria dos
futuros).

La diagondizacion de una matriz de 2 © 2, equivae a resolver @ problema
de autovaoresy autovectores Sguiente

Av=1v [32]

Donde | esun nimero complgo y se llama autovaor, v en esta ecuacion es
un autovector.

Antes de seguir veamos que pasar de la ecuacion [29] a la [32] es suponer
gue yo puedo escribir

X (t) =e' ty

Esto es suponer un flujo en la direccion vy | edta relacionado con la
velocidad dd crecimiento exponenciad en esa direccion v 1 0. Sin embargo
como la matriz es red, 9 los autovaores tienen pate imaginaria los
autovectores también imaginarios y no posble ponerla en su forma de
Jordan y por lo tanto tampoco diagondizarla En estos casos no hay
direcciones v redes privilegiadas. Luego veremos que € retrato de fase en
estos casos son dipses 0 expirdes.

Debo resolver: la ecuacion [32]:

det(A-1U)= 0 [33]
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Sea

a b

Expandiendo € determinante de la ecuacion [33]:
12-t] +det(A) =0 [35]

Donde latrazade A es.
t=a+d

y d determinante de A es

det (A) = ad - be

Lasolucién de [35] seré:

t++/t% - 4det(A)
2

l 12 = [36]

La gdtuacion més tipica es que haya dos soluciones digtintas|; * |5, @
dgebra lined nos dira entonces que habra dos autovectores digtintos vy
V. linedmente independientes. Puedo representar todo € plano con una
combinaciéon lined de estos dos autovectores. En particular la condicién
inicid puede escribirse:

X(O) =CiVit GV
y la solucién para todo tiempo, sera
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X(t) = Clel 1tVl + Clel 2tV2 [37]

Usemos € primer gemplo (9) donde

-5 LE oo

Los autovaores son:
| 1= 2, | 2= -3

Los autovectores son:

— 880
v, =&Y
=8

— 0
2= 4

Lasolucion sera

1 1

X(t)=c| |+ |e
1 4

Donde los coeficientes ¢ dependen de las condicionesiniciaes.

A edte tipo de solucion llamamaes punto saddle o de endlladura y d retrato
de fases de la figura 1 muestran dos direcciones rectas generadas por los
autovectores. Una de dlas eslarama estable y la otralaramainestable.

Todas las demés direcciones en que puede evolucionar € sstema cumplen
gue para tiempos - ¥ e acercan a la rama edable, mientras que para
tiempos+ ¥ tienden alaramainestable
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i

Figural

Esfacil ver que los saddle corresponden d caso det (A) < 0.

Para € caos det (A) > 0 9 tengo dos autovaores redes dd mismo signo
tendré nodos
estables (t < 0 )o inestables (t > 0), ver figuras 2ay 2b; y 9 los autovadores
son complejos tendré espirales estables ¢ < 0 ) o inestables € > 0 ), ver
figura3ay 3b.

\‘b
. v

@ (b)
Figura2
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@ ()

Figura3

Ahora andicemos los casos que nos fatan. Por un lado @ caso de un solo
autovalor, o sea |, = |, = | . Para este caso puede haber dos poshbilidades:
gue haya dos autovaores, en ese caso cudquier direccion es autovector y
tendremos estrellas edables (t < 0) o edrellasinestables (t > 0). Ver
figuras4ay 4b.

@ ()

Figura4

Laotra poshilidad es que haya un solo autovector es @ caso de la matriz:
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_ bo
A‘§6 I

Como caso paticular es interesante resolverlo para hacer uso de lo visto d
principio dd capitulo.

Sea lamatriz;

_ 16
A=E 1
Lo interesante de este caso es que yatiene laforma de Jordan.

At — gUt- oDt

At R oégé to_ R te'd
éo el ;&0 1g §o e 5

Entonces la solucién queda:

X=X € +yte

y=Yo €

El retrato de la fase se ve en lafigura 5. A estos casos se |os llama nodos de
Jordan o nodos degenerados.
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Y

A
Y

a7

Figura5

Otro caso seria @ que tiene un autovalor cero y d otro distinto de cero. En
ese caso uno de los ges esta formado por una infinitud de puntos fijos no
adados, ver figura 6

Es llamado nodo sngular

Figura 6

En otro caso tenemos una matriz con traza'y determinante cero del tipo:
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_® 15
A=% o,

A este caso lo Ilamamos sngularidad nilpotente. Ver figura 7

>
-
1‘
Figura7
El oscilador armonico
X=n
_ 2
n=-w"X [39]

L os autovaores son puramente imaginarios +i w

En este caso d espacio de las fases estd formado por los ges X, n donde n
es la velocidad. Del andids de las ecuaciones [39] resulta que € retrato de
las fases, sobre los ges, tiene un flujo perpendicular a dlos. Graficando
otros puntos llegamos a la figura 8. A este caso < le llama "centros' que no

son més que dipses dd tipo:

w2 +n=C

conCs3 0
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Yy

Figura 8
Un gréfico donde podemos poner toda la clasificacion vida la podemos ver

en lafigura9

(1
)

x
nodos
inestables
espirales inestables
saddles
CENTROS
espirales estables
nodos
estables
nodos
degenerados
FHgura 9
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En € caso dd oscilador con rozamiento en vez de tener centros tendremos
espirdes edables Sendo € origen € reposo find. Ver figura 10

Fgura 10
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CAPITULO 6

SISTEMASNO LINEALES. LINERIZACION. RETRATO DE LAS
FASES.

Trataremos con sistemas no lineales en 2D:

X1 =f1(X1,X2)

Xo=15 (X1,X2)
O en forma compacta
x = f (x)

Donde x y f son de dos componentes

Lo que hay que tener en cuenta ahora es que podemos tener puntos fijos en
cudquier lugar dd plano y no solo en d origen como sucedia en € caso
lineal. También, como veremos puede haber Orbitas cerradas o ciclos
limites aidados. Es decir no necesariamente centros. Las trayectorias
cercanas d ciclo limite pueden acercarse o0 dgarse de €, por gemplo en

espird.

Una pregunta que nos podemos hacer es ¢porqué dedicar tanto a los
ssemas linedes? La respuesta es que S nos mantenemos cerca de los
puntos fijos del caso no lined podemos "lineariza™ de la Sguiente manera

(9):
Primero debemos calcular los puntos fijos X que cumplen
f(x)=0

Volvamos a explicitar las dos variables:
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x=f(x,y)

y=9(x,y)

Supongamos que (X, ') es un punto fijo
O sea

f(x,y)=0, g(x,y)=0

u:X:f(x*+u,y*+n)

desarrollando en serie de Taylor y despreciando los Ordenes cuadréaticos

tendremos:
™x Ty

Procediendo igua con n, se obtiene

n= UE+ n@
> Ty
Por lo tanto:
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Donde A eslamatriz Jacobiana de las derivadas parcides sguiente
7o
™ Yax .y

La pregunta es ¢cudndo me puedo olvidar de los términos cuadréticos? O
sea ¢jcudndo € sgtema linedizado serd correcto cerca del punto fijo?
Cuando se trata de casos que no sean de tipo borderline. Osea  sstema
linearizado predice € no lined para saddle, nodos 0 espirales. Los casos de
centros, nodos degenerados, edtrellas y puntos fijos no adados son mucho
mas delicados y pueden ser perturbados por pequefios términos no linedes,

Vamosaun gemplo
X=-X+ X3
y=-2y

Los puntos fijos son (0, 0), (1,0) y (-1,0)

Linearizando (9), los tres puntos fijos vemos que tenemos un nodo
aractivo en d origen y dos saddles en (1, 0) y €1, 0). Ahora debemos
"llenar” € retrato de fases con las lineas de flujo. ESto es cas un arte se
trata de unirlos con € criterio de que las lineas no se pueden cortar.

Sin embargo para un comportamiento cuantitativo mas riguroso debemaos
hacer correr un programa de integracion numerica con varias condiciones
inicides. Para  méodo de integracion computaciond se suele usar €
agoritmo de Runge-Kutta (9).

El retrato de las fases queda mostrado en figura 1.
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Figura 1

PENDULO SIN Y CON ROZAMIENTO

El problema dd péndulo es la tipica ecuacion lined que aparece en fisica
bésica. En los cursos mas smples de fisica se trabaga con la gproximacion
seng »q

con lo cud laecuacion saelined.

En ausencia de rozamiento y de fuerza excitadora externa tenemos.

2
M+gsenq:0
dt? L

Suponemos que la masa esta unida a una barrita de masa despreciable de
longitud L. Lo primero que hacemos es congruir la ecuacion adimensond
gue le corresponda introduciendo

t=wt

con edta sudtitucion la ecuacion queda:

© 2001 JUAN IGNACIO CASAUBON
Todos los derechos reservados



CAQOS 61

q+seng=0

escribiendo esta ecuacion como |os sstemas dinamicos:

q=n

n=-senq

Los puntos fijos estah en (g, n) = (k p, 0), donde k es un entero
cudquiera

Como d dstema e repite cada 2 p basta consderar los puntos fijos (0, 0) y

(0, 0).
Linearizando en (0, 0) tenemos.

_#H 15
A‘§?1og

Por tanto tenemos un centro. Es centro también en d sstema no lined a
pesar de ser un borderline (Ver ref. (9))

Para e otro punto fijo (p, 0), lalinearizacion da:

_ 106
A‘§ Og

O sea tenemos un punto saddle.

Hasta ahoratenemos € retrato de fases cerca de los puntos fijos en figura2:
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Figura 2

Llenando d espacio de fases, con arte, 0 ayudandonos con € méodo
numerico tendremos:

|
|

@\
&

Figura3

. 2

&
6

>>
PP

Las curvas ceradas se llaman libraciones y corresponden a la oscilacion
comin de péndulo. Las uniones entre los saddles (en este caso
Sseparatrices) representan la inverson de movimiento d llegar d tope de la

trayectoria. Las curvas no cerradas que hay por fuera de las separatrices
smbolizan d caso de suficiente energia como para seguir rotando siempre
en e mismo sentido. La velocidad serd méxima en (0, 0) y minima (p, 0)
cosa que e repite cada 2 p. Edtas trayectorias se llaman rotaciones, porque
s de exe tipo d movimiento que rediza € péndulo.

Péndulo con rozamiento

Laecuacion ahora sera:
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g+bg+senq=0

Con b > 0. Los centros se transforman en espirdes esdtables y los saddles se
mantienen. El retrato de fases hecho computacionalmente es dd tipo de la

figura4:

NS

Houra4
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CAPITULO 7

CICLOSLIMITES.

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aidada. Puede ser 1) estable, 2)
inestable 0 3) mitad estable y mitad inestable, como vemos en lafigura 1.

Figural

Estos ciclos tienen importancia en dsemas que muestran oscilaciones
autosogtenidas (12). O sea pueden mantenerse oscilantes Sin accion de
fuerzas externas. Ejemplos de esto son € batir del corazdn, d ritmo de la
temperatura del cuerpo a través de las horas del dia, reacciones quimicas
autooscilantes. Los ciclos limites vimos que no gparecian en € caso lined,
(dli habia centros no aidados). Es decir los ciclos limites son propios de la
dinamicano lined.

Como gemplo ssa d gstema

r=r(- r?), q=1

Donder 3 0. Las ecuaciones estan desacopladas. Tratando la primera como
el flujo en 1D tendremoslafigura 2:
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Figura 2

La segunda ecuacion da una rotacion a velocidad angular condante. El
retrato de fases seriala dada en figura 3:

//
/“{33 .
.~

Figura3
OSCILACIONES DE RELAJACION

Edtas fueron muy estudiadas por la ingenieria pero son Utiles en ciencia en
genegd:

Sead sstema:
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X =y- XS +X

V = - eX O<exkl]l

El movimiento en y es muy lento
Nos ayudamos para d dibujo con la ecuacion de "puntos fijos'

y=-x+x°

El retrato de las fases es dado en figura 4

Figura4

La oscilacion en funcidn de tiempo es:
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Fgura5

Mapas de Poincar é

Los mapas 0 secciones de Poincaré son muy Utiles para andizar d flujo de
los sgemas no linedes y edtablecer 9 hay Odrbitas periddicas o cicdos
[imites. Para un sstema de n variables € mapa serd de n -1 variables. Pero
pensemos en tres dimensiones. En este caso la seccion de Poincaré sera un
auténtico plano. Este plano se lo ubica de td modo que d flujo lo corte
perpendicularmente, como en lafigura6

>

Figura 6
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S setrata de una smple 6rbita cerrada € mapa:
Xnr1= P (%)

tendra un punto fijo:

X =P (X)

Para estudiar la estabilidad de las oOrbitas periddicas podemos estudiar la
estabilidad del punto fijo dd mapa (12).

Cas nunca es posible dotener una expreson anditica para P. En generd los
Sstemas cadticos presentan una infinidad de puntos en la seccion de
Poincaré. Yalo veremosd find.

Ahora veamaos un gemplo donde se obtiene una expreson anditica para en
mapa de Poincaré. Usaremaos € caso visto d principio de ete capitul o:

r=r(- r?), q=1

La superficie aqui se trandforma en una recta, € ge x. Sea I, la condicion
inicid, la primera vez que d flujo cruce € ge x sera después de un "tiempo
de vudo":

t=2p

2p " dr
odt=2p= o——-
0 r,rd-r-)

Evduando laintegral se obtiene:
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-1/2
r =[1+e *P(rp? - 1)

O sea e mapa 1D de Poincaré ser&:

P(r) :[1+e' Pre- J)]' V2

La drbita se estabilizaen e punto fijo estable r =1
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CAPITULO 8
CAOS. EL MOLINO DE LORENZ

Y a habiamos definido caos en € capitulo 1y mostramos dli extensamente
el caos en mapas 1D. Deciamos que tenemos caos para las.

Soluciones de sistemas dinamicos no lineales deter ministas que oscilan
aleatoriamente, con una oscilacion irregular y aperiddica, y donde se
tiene una gran sengbilidad a las condiciones iniciales, 1o que lleva a la
imposbilidad de la previsén del comportamiento a grandes tiempos

).

Vimos que en dos dimendones las ecuaciones diferencides ordinarias no
presentan caos. S puede haber caos para un sitema de més de tres
varigbles

Llamamos molino de Lorenz o rueda de agua cadtica a un digpostivo
mecanico experimentd obtenido en d MIT en 1972 (24).
Esqueméticamente lo podemos dibujar segiin figura 1.

:.:x; IHI llllml
1 M |

Figural

Cee agua en forma constante desde arriba llenando los bades que pierden
agua por debgjo. También se podria hacer con bades cerrados abgo pero
con un liquido de rpida evaporacion.
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Cuando € flujo de agua entrante es pequeio no se vence d rozamiento y la
rueda permanece estable. A mayor cauda gira en una u otra direccion
dependiendo de la condicion inicid. Y 9 ain incrementamos € flujo llega
un momento en que la rotacion es cadtica. Gira varias veces en un sentido
para luego girar un nimero de veces en d otro sentido Sendo & nimero de
giras cadtico.

La mateméica de este digpostivo es dgo complicada (9), pero lo

interesante dd caos es que = llegan a unas ecuaciones andogas a las de
Lorenz.

ECUACIONES DE LORENZ. CARACTERISTICAS. LIAPUNOV
PARA LORENZ.

Las ecuaciones de Lorenz son

X=s(y-X)
Yy=rx-y+xz [40]
z=Xy- bz

Cons, r,b>0.
Por un lado esta ecuacion es no lined por |os téerminos cuadréticosxy y xz

Tiene unaimportante Smetria(x,y) ® (-x,-y)

Posee contraccion de volumen en d espacio de las fases (9). ESo Sgnifica
por gemplo, que S tomamos un conjunto de condiciones inicides que
ocupen un volumen V, d evolucionar € sstema va hacia un volumen cero.

L os puntos fijos son de dos tipos

1) El origen es punto fijo para cudquier vaor de los parametros.
2) Parar > 1 habratambién un par de puntos fijos.

x*:y*:ialb(r-l), Z =r-1
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Estos dos puntos fijos selosllaman C*y C.
En cuanto ala estabilidad lined del origen vemos que depende der

Parar < 1 hay edabilidad globa dd origen (9). Es decir € origen esun
sumidero donde van a parar todas las trayectorias cuaquiera sea su
condicioninicid.

Parar > 1, lalinearizacion podemos desacoplarla ya que:

z2=-bz

O sea cerca dd origen z decae a cero exponenciamente rgpido. Ademas

giz r -1 yg

Latraza es negdtiva, y € determinante sera negativo para e caso en
consideracion, por tanto tenemos un saddle. Pero es un nuevo tipo de

saddle, en 3 D. Con dos ramas estables y una inestable.

En cuanto ala estabilidad de los puntosfijos C* y C, son lineimente
establespara (9):

S(s+b+3)
s-b-1

1<r<ry =

Lo nombramos con H porque los puntos fijos pierden estabilidad por una
bifurcacion de Hopf (12). Es decir un circulo limite inestable que rodea d
punto fijo estable C desgparece y @ punto fijo C para a ser inedtable. ESto
lo podemos visudizar en lasfiguras 2y 3:
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/

C+

\

Figura 2

Figura 3

Antes de perder estabilidad vemos en figura 4 como & s sema se goroxima
aC
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Entonces parar > Iy
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A\

trayectorias s2 van ainfinito?
No, hemos llegado a la zona dd caos, donde las trayectorias tienen un raro
comportamiento. Se acercan a uno de los C dli empiezan a girar en un
espira, dando un nimero de vudtas para luego pasar a girar entorno a otro
punto C un nimero arbitrario de vudtas y asl sucesvamente. Desde €
punto de vista epacid estas dos series de espirales se dan précticamente en
dos "das de Mariposa' como vemos en lafigura 5:

20
10,7

Figura 5
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Eseesd asi llamado atractor extraio de Lorenz.

El exponente de Ligpunov para Lorenz lo caculamos suponiendo una
pequenia diferencia en las condicionesinicides dy

Jd(o] >[do]e *

En lafigura 6 mostramos que la pendiente es positiva, para parametros en
donde hay caos.

pendiente A

In3)| \\

Figura 6

La senshilidad alas condiciones inicides las mostramos en lafigura 7
donde hemos tomado los valores

s=3
r=26.5
b=1

X,Y1,2=(0,1,0)

X21YZ,22:(0,1-1,O)
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Figura7
De todos modos quedaria un punto de duda. En todo esto, hemos andizado
e ddema de Lorenz numéicamente con computadora. Cabria
desconfianza ante este método. Sin embargo Tucker (25), en 1999, probd

gue d sistema de Lorenz es un verdadero atractor cadtico basandose en
concepto de hiperbolicidad sngular y en la técnica de formas normales

(26).

SISTEMA DE ROSSLER

El sstema de Rosder es en tres dimensiones quizas € mas smple que da
soluciones cadticas,

X=-y-2Z

y=X-ay [4]]

z=b+2z(x- c)

Lo interesante del caso es que se acercad caos por duplicacion de periodo.

Usando los vaores:
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a=+0.2
b=+0.2
c=25,35,4y5.

Variando ¢ vamos obteniendo lasfiguras8a, b, ¢, d

Figura8
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CIRCUITO ELECTRICO CAOTICO.

El circuito de la figura 9 muestra una ruta d caos por duplicacion de
periodo de latenson entre los puntos A y B (figura 10)

L"Q

M#/VMWVWWM”W}

T

rmg
i
i

!
{
_

o

Figura9
Datos de |os componentes
R=200 W
L =100 mH
Diodo: 1IN 4004

Fuente Frecuencia3 MHz, Amplitud0.1V a 10V
Se grafica (figura 10) lasefid en la fuente contra la sefid en laressencia

A medida que s incrementa la amplitud se obtiene una respuesta en €
osciloscopio:
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Fgura 10

Tenemos periodo 1, periodo 2y d grisado ya es caos.
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CAPITULO 9
FRACTALES. CANTOR. KOCH. DIMENSION DE UN FRACTAL

Podriamos decir que un gemplo de fractad seria una fotografia donde hay
una persona mostrando una fotografia de esa misma persona mostrando una
fotografiaya s sucesvamente.

Es decir un fractd es un objeto geométrico que tiene autosmilaridad a
cudquier escda Esta autosmilaridad a veces es exacta y a veces solo en
gpariencia

Hemos vigto en € diagrama de bifurcaciones dd mapa logistico que habia
fractdidad d agrandar una partecita de una ventana Los atractores
extrafios también tienen estructura de fractdl.

Los fractaes se dan mucho en la naturdeza. Basta pensar en un &bol. Este
tiene un tronco del cud sden ramas. A su vez cada rama tiene otras ramitas
gue sden en forma cad autosmilar d tronco y sus ramas mencionado.
Luego cada ramita tiene otras ramitas.. incluso s llegamos a la hoja
volvemos a ver ramificacion en sus nervaduras.

El fractd de Cantor es un segmento d que se le saca d tercio centrd. (se
saca un abierto, 0 sea 1/3 y 2/3 pertenecen d fractd). Luego a los dos
pedazos que quedan s le vudve a sacar € tercio centrd y as
sucesvamente d infinito. Ver figura 1:

0 1

0

o=
wed
—

Cantor

Figural
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Es facil probar que este fractd de Cantor tiene medida cero y que contiene
un ndmero infinito de puntos. También puede verse que e trata de un
infinito no contable (9).

El fractal de Koch se congtruye de la sguiente forma (figura 2):

:
3

%

Koch

Figura2

Lalongitud de la curva de Koch tiende ainfinito.

La forma mas sencilla de definir la dimension de un fracta es como sigue

).
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Sea d sguiente fractd smple (figura 3):

m=4 m=
r=2 r=
Figura3
m = nimero de copias
r =factor de escda
Estasmy r cumplen que:
m=r [42]

Enloscasosvistos4 =27y 9=37 donde 2 esladimension de cuadrado.

Usando [42] definimos dimensién de un fractd:

Inr

Aplicando estaformula d fractal de Cantor tendremos

d=In2/In3»0.63
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Es decir tiene menos dimension que un segmento pero mayor que Cero

Parala curvade Koch

d=In4/In3» 1.26

Es decir una curva que tiende a una longitud infinita termina por tener una
dimension que etaentre 1y 2.

Una variante de la curva de Koch es @ sguiente esquema arborescente tipo

pulmoén de lafigura4:

3 2\
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Figura4

Hay otras maneras de definir dimension (9) y se ha demostrado que la
dimension dd fractal dd atractor de Lorenz es 2.05 + 0.1. Correspondiente

a plano de las "das de mariposa'.
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CAPITULO 10

ATRACTORES EXTRANOS. HERRADURA DE SMALE. MAPA
DEL PANADERO

En un atractor extrafio las trayectorias se mantienen en una region acotada
pero divergen de sus vecinas exponencidmente rdpido, a menos
inicidmente (9).

El mecanismo basico es la repeticion de edtirar y doblar. Al estirar dos
puntos proximos se dgan entre S pero como no puedo edirar hasta
infinito, ladoblo (figura 1):

estiro

reinyetk / doblo

Figura 1l

Repitiendo la secuencia llamamos herradura de Smde a la dguiente
congruccion de lafigura 2:

Figura 2
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El mapa dd panadero es un magpa en 2D que edtd definido por las
Sguientes ecuaciones:

(Xne1s Yrer) = (2%, ayn) paa OF£x, <172

(Xns1, Y1) = (2%, - 1, @y, +1/2) paa 1R2£x, £1

con O<a£l2 y O£ xE£ 1, O£y £1

Cada transformacion se puede ver como la sucesion de edtirar y apilar
como en lafigura 3:

(a) ()

Figura3

La sucesiva gplicacion de este mapala vemos en figura 4:
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Figura4
MAPA DE HENON

El mapa de Hendn es un mapa 2D dados por las ecuaciones

- 2
Xp+1 =Yn +1- axy

Yn =bX,

s puede demostrar que estas ecuaciones equivaen a un ediramiento y
doblez (9),

El aractor que genera este mapatiene laforma de lafigura 5:

0.3t @

Houra 5
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OSCILADOR DE DOBLE POZO. CUENCAS CON LIMITES
FRACTALES.

La ecuacion de Newton para una particula en un potencia de doble pozo:
V (x) =X'14 - X2

y que ademés eda sometida a una fuerza periodica y a rozamiento, se
ecribe:

X +dxX - X +x3 = Fcoswt

Paralos vdores:
a=+0.25
w=1

F=04

Tenemos un comportamiento cadtico de lafigura 6:

0.8 r

04 |

0.2 r

-0.2 -

04 -

-0.8 -

Figura6
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La seccidn de Poincaré la mostramos en figura 7

06 F ' %

0.4

06 | L ' ! .

-1.5 -1 0.5 ] 0.5

Figura7
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En las figura 8 y 9 modramos que dos condiciones inicides muy
proximas, después de pasar por un corto trangtorio van a parar a diferentes
atractores periodicos

Figura8
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Llamamos cuenca de un atractor a conjunto de condiciones inicides que

van a para a e dractor. A veces las cuencas estan separadas en forma

nitida, pero otras veces, como en € caso arriba visto, estos bordes son de
tipo fractd, es decir, no puedo de antemano predecir a que aractor va a

paralatrayectoria
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CAPITULO 11
CAOS, RUIDO, AZAR, CAUSA

Como dijimos en los primeros capitulos € caos aqui tratado trata de caos
determinigtico. Es decir determinado por unas ecuaciones concretas. Por un
lado @ hecho de haber encontrado caos en las ciencias naturales no implica
que todo sea cadtico. Ya vimos que se da caos para ciertos vaores de los
parametros que gobiernan las ecuaciones del sistema dinamico.

En cuanto d ruido la Stuacion es diferente. Ruido es un comportamiento
intrinsecamente aeatorio. Se han hecho muchos trabgos donde se agrega
ruido d caos (16) y (17). En estos casos particulares se ve obstaculizado €
control del caos debido d ruido. Es decir la drbita a veces es pateada fuera
dd control para ser controlada nuevamente.

Se ha escrito mucho sobre como introducir algo intrinsecamente aeatorio
(en inglés random), hasta se ha intentado usar @ mismo caos para generar
nimeros d azar (27).

El lector entenderd que ruido no es solo € que entra por € oido. Hay ruido
auditivo pero también hay ruido en la tenson de 220 Volts que recibimos
en casa Es decir § midiéramos con un instrumento sensible veriamos un
continuo fluctuar drededor de los 220 Volts Este podria ser un ruido
genuino ya que las oscilaciones de la linea dependen dd uso libre de
artefactos eéctricos por pate de todos los usuarios de la red déctrica
interconectada.

En cuanto d azar y la causa. De la casudidad y la causdidad podrian
decirse varias cosas. Cuando hablamos del azar enseguida pensamaos en los
juegos de azar. Tirar d are una moneda y ver cuando sde cara'y cuando
seca. En redidad agui no hay verdadero azar. La moneda sde de la mano
regida por € impulso angular dado por € dedo y su movimiento se rige por
la mecanica dd cuerpo rigido. Lo que sucede es que son tan digtintos los
tiros.. Pero un hombre con paciencia y adiestramiento podria dominar
relativamente sus tiros, la distancia hasta que toque € piso, €c... y asi
lograr una mayoria de caras por gemplo. No se cumpliria la ley
probabilistica de 50%. Lo mismo podemos decir de un croupier del casino.

En todo caso podemos hablar juegos de azar debido a imposhilidad de
controlar lapogcioninicid (28), y lo complicado de los movimientos.
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Pero d azar existe. En primer lugar 9 existe una paldora para designarlo ya
nos damoas cuenta de una redidad subyacente.

Cuando me encuentro en la cdle sorpresvamente con un amigo, me
encuentro por casudidad es decir por azar. S en cambio llamo por teléfono
ami amigo y quedamos en encontrarnos en una esquing, ese encuentro fue
previamente causado.

Pero andlicemos d encuentro casud. Veremos que d azar se explica por la
causa y no la causa por d azar. (Hay corrientes modernas que asi lo
afirman por gemplo para Big Bang). Yo me encuentro con un amigo
porque habia decidido (causa find) ir a comprar  diario. Mi amigo iba
hacia la facultad (con causa find de edtudia). Y nos encontramos.
Definiremos azar a la “interaccion entre series causdes’ (32). Otra
componente dd azar en d gemplo mencionado es la sncronizacion en d
tiempo y d espacio de esas dos series causdes: su marcha a la facultad y
mi sdida a comprar d diario. Pero no llegamos a entender del todo €
porque se produce € encuentro.

CAOSEN LA ECONOMIA Y EN LASCIENCIASSOCIALES

Se ha intentado aplicar d caos a la economia En paticular a las
ostilaciones dd mercado de acciones. El magpa logidico tiene la
"gpariencid’ de las oscilaciones en la bolsa Pero es solo apariencia S la
cotizacion fuera determinista habria que encontrar la férmula dd sstema
dindmico y podriamos hacernos ricos prediciendo los vaores a futuro. Pero
aqui como en las ciencias socides interviene @ hombre con su libertad y d

comportamiento no es determinista.

La economia "neoclésica’ (ortodoxa) intenta establecer su ciencia d modo
de la fisca dn condderar la libetad individud (30). S no se puede
predecir no es por la libertad sino por fdta de datos. Luego, la escuda
audtriaca, da un poco mas de cabida a la incetidumbre dd accionar
individua (30). Por ultimo Crespo andiza "la Economia humanista de Lutz
y Lux, con la importancia de la psicologia También en esta obra (33) se
habla de la "Retdrica en economia’ de D McCloskey y dd renacimiento de
la"Economia palitica.

Lo que si podemos decir es que los mercados serdn més azarosos cuando
una gran parte de una sociedad confunde libertad con libertinge. De este
modo & comportamiento socid se haria mas "caprichoso”. Habria mas
ruido y seria aun menos adecuado € caos determinista.
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CAPITULO 12
CIENCIA, EDUCACION, CULTURA, CIVILIZACION, TECNICA
El caracter utilitario delaciencia.

S bien es conocido por todos d admirable avance de la técnica actud, no
es bien comprendido € pape de la ciencia en este proceso, 0 se entiende a
eda Ultima como Unica responsable de la primera Aun entre agunos
cientificos, para los cudes d unico fin de la ciencia, es la tecnologia, reina
un cierto escepticisamo, sobre la verdad que la ciencia, podria descubrir. Es
decir una desviacion en la misma definicion de ciencia, en su punto de

partida.

Definiendo bien qué es cienciad cientifico queda abierto ala verdad en
generd. No sdlo alaverdad de su ciencia particular Sno también a saber
darle d lugar que les corresponde a sus saberes dentro de los demés
conocimientos.

Sn embargo en muchas ocasones la ciencia es entendida de modo
utilitario solamente, como "preambulo de la tecnificacion” (31). Esta
tendencia puede verificarse en, numerosas publicaciones. Sus autores en
vez de introducirnos en d campo dd saber que corresponda, empiezan sus
articulos citando las aplicaciones que sus teorias podrian tener.

Es cierto que la técnica se nutre de la ciencia, ya que esimposible poner d
sarvicio del hombre la naturaleza, S ésta no se conoce. Pero este esd
objetivo de la ciencia gplicada, (ingenieria, medicina...) que, ademés de la
ciencia que lafundamenta (fisica, biologia...) debe vaerse de criterios de
utilidad. S estos criterios de utilidad estan rectamente orientados a bien
del hombre y de la sociedad esas técnicas cumpliran satisfactoriamente su
fin.

Se da en la ciencia, por un lado la busqueda de la verdad, y por otro lado, la
capacidad de controlar € experimento y asi ser de utilidad préctica

Lo absurdo es que en publicaciones de ciencia pura, Se invogue como
supremo fin de las mismas su gplicacion técnica, en vez de su interés
intrinseco cientifico: € conocimiento de un aspecto de la verdad.

Es cierto que esos preambulos de los articulos cientificos, en los cudes se
explicita € fin dd trabgo, se deben a veces a exigencias impuedtas por €
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empleador, d cud, d dirigir € depatamento de investigacion de una
ingtitucion solo orientada a la practica, obliga a los empleados a redizar
una ciencia que sea Util.

Caen en la misma critica los estados que relegan d papd de la ciencia d
binomio ciencia y tecnologia en detrimento dd trinomio ciencia, educacion
y cultura.

Entiendo por cultura d conjunto de habitos humanos que heredamos de
pasado. La cultura es mas bien dgo interno de los hombres: como piensan,
como quieren. Muy relacionado con edto tenemos a la civilizacion.
Civilizacion hace mas bien a los objetos exteriores que € hombre va
desarrollando através de los Siglos.

Por gemplo @ tren a vapor es una muestra de civilizacion pasada. Las
obras de la civilizacion caen en desuso, y es importante resguardarlas en
museos. Ahora bien, los conocimientos de cdmo funcionan los trenes es
pate de la cultura Estos conocimientos los heredamos de nuestros
profesores y libros, bueno ahora Internet también. Es decir un libro sobre
trenes es un objeto de la civilizacion. Los conocimientos que contiene son
parte de la Cultura.

Se ha hablado bagtante dd drama de las dos culturas. La humanigica y la
de las ciencias naturdes. También se ha nhombrado como "tercera cultura'
alos excritos de divulgacion.

Sigamos con la ciencia. Cuando la motivacion de la ciencia es solamente su
gplicacion a la técnica, la ciencia misma se degrada, ya que e la priva de
su verdadero significado y se la gparta de su rlacion con la verdad.

Dependencia e independencia entre ciencia y técnica.

En generd se comprende bien que no toda la ciencia, termina por aplicarse
alatécnica. Es més, hay ciencias enteras como la filosofia que carecen por
completo de utilidad inmediata. Pero asi como es tan patentemente indtil es
tan patentemente amable per si misma (32).

No toda la técnica termina en un servicio dd hombre (o perjuicio); d
contrario, hay técnicas que a su vez son Utiles a la ciencia. Por gemplo una
técnica de laboratorio.
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Pero e aspecto mas interesante del terna que estamos tratando es que puede
hacerse una brillante técnica con un conocimiento poco sabio de las
leyes naturdes involucradas en la parcda de la naurdeza de la cud se
srve d proceso de tecnificacion (aunque sempre se necesite un minimo de
conocimientos, que no sempre es pequerio).

Para comprobar |0 que acabamos de afirmar basta contemplar & inmenso
desarollo de la tecnologia nucear: centrales nucleoeléctricas, propulsion
de submarinos, bombas atOmicas, etc. Sn embargo, no se conoce con
exactitud |a fuerza de origen nudear, la interaccion que es responsable del
fendbmeno. Al menos no se la conoce con la precison y claridad con que
conocemos la ley de atraccion y repulson de particulas cargadas (Ley de
Coulomb) (33). Bibliotecas plagadas de libros y estanterias colmadas de
colecciones enteras de revisdas especidizadas Sn encontrar la expreson
fiscomatemética precisa es @ resultado de mas de cincuenta afios del Sglo
XX.

Mostremos un gemplo mas sencillo: d condructor de un tobogan solo
necesta saber que los nifios caen. No le hace fdta conocer la ley de gra-
vitacion universal, y menos ain la més moderna interpretacion de los fend-
menos gravitatorios, es decir que los cuerpos sSiguen la curva geodésica
determinada por la geometria que genera la tierra segun, las ecuaciones de
Eingein de larddividad generd.

Hacia un correcto planteamiento de la nocién de ciencia

"La ciencia misma, -en su entrafia, en su orientacion de fondo, en su modo
de condruirse y de expresarse, -deberia recuperar la integrided de lo red —
e ente—, que parece haber perdido desde hace ya mucho tiempo. Para €llo,
habria que purificar € conocimiento cientifico de adherencias filosdficas
desviadas' (31).

Parte, de la desviacion consste en un erréneo concepto del "modelo” en las
ciencias. Los moddos de la redidad son necesarios para € avance de las
ciencias, pero esos moddos deben mgorarse y reemplazarse por otros cada
vez mas perfectos y adecuados a la redidad. Por € contrario agunas
corrientes filosdficas dan mas importancia d modeo que a la redidad, més
importancia a la coherencia interna de la teoria que a su verdad. De dli a
desvincular d modelo de la redidad hay un solo paso. En ciertos casos
quedarian débilmente vinculados a la redidad por d solo hecho de brindar
datos de lo factico Utiles para la técnica; entonces modelos digtintos serian
aceptados 9 arrojan los mismos datos.
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Entendemos ciencia como conocimiento cierto de la redidad por sus
causss. Con ede concepto desinteresado de ciencia abrimos nuestra
inteligencia a los digtintos tipos de saberes, diversficados por @ sector de
la redidad que abarcan, y por d méodo de estudio empleado, ya sean
particulares (Fisca, Matemética, Biologia...); como generdes y filosoficos,

Quizés podemos completar y actudizar la definicidn de ciencia diciendo
que en las cencias nauraes debemos ir por induccion dexde d
experimento, organizar sseméicamente € mismo, formular hipotess,
compararlas con @ experimento, hacer modelos, congtruir teorias, €tc.

En cambio s definimos ciencia como "preambulo de la tecnificacion” nos
encerramos en un circulo vicioso 0 a lo mas en un circulo antropocéntrico,
en d cud reolver las necesdades materides del hombre seria en Ultimo
término € objeto dd uso de su inteligencia

Egte camino es a su vez desesperante para @ cientifico, porque ya nos
ensefia la higoria -que, en generd, pasan muchos aios desde los
descubrimientos cientificos hasta las aplicaciones précticas. No es este d
caso de la tecnologia nuclear a la que nos hemos referido, la cud se ha
desarrollado rgpidamente y ha provocado un exagerado juicio de "éxito" de
la ciencia del nicleo, juzgandola, mas por sus espectaculares gplicaciones
gue por si misma.

Dexde d descubrimiento de la reaccion quimica que se utilizaria en
fotografia hasta la primer foto pasaron cerca 100 afios. Sin embargo desde
el descubrimiento de que d laser serviria para hacer e CD, hasta d primer
CD, pasaron 4 meses. Para controlar la fusén nuclear pasd cas todo
sglo XX 'y seguimos esperando.

En resumen, 9 es cierto que la ciencia tiene relacion con la técnica, no es
eda su Unica rdlacion ni la més importante. Antes que nada las ciencias
paticulares tienen rdacion con € sdber generd, dendo asi no SOlo
informativas de recetas de congruccion tecnolGgicas sSno  también
formativas de hébitos intdectudes que permitan d hombre volar hacia
verdades cada vez més profundas y por dlo més verdaderas, felices y
trascendentes.

Sin embargo a Latinoamérica en generd le vendria bien, hoy por hoy, un
mayor desarrollo del aspecto ciencia-tecnologia
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FILOSOFIA POLITICA Y SOCIAL

Ahora nos toca enmarcar la ciencia como actividad inserta en b sociedad y
la poliica No dendo un especidisa en sociologia y politica, puedo
equivocarme grandemente. Sin embargo o que sigue servira como aguellos
supuestos que un hombre dedicado a la fisica tiene respecto a la insercion
socid delamisma

Se ha definido € fin dd Estado como € "bien comin® tempora. En mi
opinién yo diria que la meta dd Estado es d "ser comun”. Los partidarios
dd bien comun no tendran dificultad en aceptar esto ya que "ens et bonum
convertuntur".

Ahora las principaes notas dd ser son unidad, bondad, verdad y belleza
Hacia esos cuatro fines se deberia mover d Estado.

S hay cuatro notas o fines bascos yo daria la prioridad a cuatro
ministerios. El de politica y relaciones exteriores (unidad y relacion entre
las indtituciones), d de bienestar socid, sdud y deporte (bien), € de ciencia
y educacion (verdad) y € de arte y urbanismo (belleza).

Las universdades con sus clases e investigacion pertenecerian a de ciencia
y educacion. En cuanto a la técnica, por gemplo, no seria otra cosa que
cietardacion entre d ministerio de cienciay d de bienestar socid.

De edta forma nos sdvamos del economicismo, donde todo depende de la
economia en vez de poner a esta subordinada a los fines politicOs. Es
preciso volver a plantearse seriamente las prioridades paliticas.

Pero todo esto provino de que d fin de la ciencia es la verdad. S bien esto
es correcto. Ademas de andizar la ciencia como verdadera o fasa podemos
verla como:

Util o perjudicia
Nueva o band

Cara o barata
Interesante o trivia
Elegante o fea
Auténoma o0 sojuzgada
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Se dice que la dendia es indiscutible y la palitica discutible (34). Lo que
hemos intentado es un poco lo contrario. Criticar y opinar con fundamento
lacdenday dar unaciertasolidez alapolitica

ETICA EN LA INVESTIGACION BASICA

10.

Cumplir & horario con flexibilidad. (A veces paseando 0 en casa s
descubre ago).

Amor alaverdad: adecuacion entre larazén y la redidad.

Investigar para encontrar la verdad dd propio campo de estudio y
para difundirla. No por mero afan de publicar ni por urgencias de
aplicaciones,

Ubicar d propio estudio en € marco de las demés ciencias y en €
lugar que le corresponde dentro del saber generd 'y filosdfico.

Conocer y citar las fuentes, In sdeccionarlas arbitrariamente para

satisfacer intereses de parte.

Respetar la propiedad intdlectud y no atribuirse gportaciones de los
demas.

No hacer "bombos mutuos'. (Y o te cito para que vos me cites).

No dar vaor absoluto alo que solo es hipotess.

Tener rigor intdectud y seguir € método cientifico.

Respetar, formar y promover a los dumnos y colaboradores que den
muestras de capacidad y dedicacion, conviviendo amigablemente con

dlos

No hacer gastos superfluos para la nvestigacion, en viges, materid,
etc.
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No extrapolar indebidamente los conocimientos del propio estudio a
otras ramas de la ciencia Tener en cuenta la opinién de cada
epecidida

Tener y guiarse por una filosofia (ideas mas profundas), ya que €

dentifico que no la posea es un artesano, artesano complicado, pero
artesano d fin.

Tratar de que d cientifico reciba un sueldo que le permita sostener
con dignidad una familia
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CAPITULO 13
LA LEYENDA DE LA FRUTA MARRON

Voy agui a resumir un cuento que circuld por los laboratorios de fisica en
la década de los '80 con d titulo La légende de la "papate’ ou Qu' est ce
gue cet? (Una contribucion a la pregunta: ¢dl electron es un corplsculo o
una onda?) de N. Stolterfoht (I ngtitut Hahn Meitner, Berlin) y traducida &
franceés por Catheriney Léon Sengdlin.

Incluyo este cuento porque nos acerca a lo que es d expiritu de la
investigacion origind. Es decir nos habla dd descubrimiento de ago nuevo
y laactitud que debe tener un cientifico

Habia una vez en Andorra un vendedor de frutas. Estaba casado con una
francesa y tenia dos hijos, uno de cuatro afios y una de dos. Los cuatro
hablaban € castellano y € frances. No era un comerciante cuaquiera, habia
podido hacer dgunos cursos de filosofia. Era repetado en su ciudad.

Las ates y las ciencias estaban en pleno desarrollo. Pero o mas interesante
es que s habia descubierto la redondez dd planeta y las lganas tierras
Stuadas d otro lado del océano.

A la gente le gudaba vigar dlende los mares y tragr todo tipo de souvenirs
exoticos de América

Fue asi como llego la fruta marrdn, del grosor de un pufio y agradable ya
sea cocida o cruda. Dentro de las frutas conocidas se parecia a la manzana
y alapera. Algunos gemplares tenian forma de pera, otros de manzana.

Fue ad que se produjo en la ciudad una divisén entre la gente. Unos decian
gue se trataba de una manzana y 10s otros que era una pera.

Los comerciantes de frutas se dividian en dos. Unos vendian pera 'y otros
manzana. Puesto que la fruta marron se veia como un buen negocio, se
entiende que ambos grupos de comerciantes reivindicaran para S la
exclusvidad de laventadela fruta marron.

Habiendo subido € tono de la discusion, la corporacion de comerciantes
decidié6 mandar la fruta a la Universdad para que estudien su naturaeza.
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Alli se hicieron proyectos de investigacion a largo plazo, donde también
fue propuesto € tema como tesis de los doctorandos.

Es cierto que los estudiantes estén por encima de las preocupaciones de los
profesores ya que a elos solo les interesa " pueblo’. Sin embargo no fue
asi en este caso. Se formaron dos facciones, € PP (Partido de la Pera) y
PM (Partido de la Manzana).

¢Cud fue la actitud de nuestro comerciante de frutas? El dudaba. Es cierto
que estaba entre los vendedores de manzanas, pero estaba la poshbilidad de
conseguir una licencia para abrir filides nuevas en pueblos vecinos donde
venderia pera.

El se retird a reflexionar sobre la naturdeza de la fruta, descuidando sus
deberes familiares y se lo vela cabizbgjo y meditabundo y a veces hablaba
Llo:

QU est cequecest ?

Al fin de cuentas habia estudiado cursos de filosofia donde se hacian
sempre esta pregunta. Pero € temalo hacia adelgazar y e daba insomnio.
Hasta se olvidaba de pagar € hotel de su mujer, quien no recibia cartas
como era de costumbre.

Su mujer estaba pasando sus vacaciones en la playa con su hijo mayor. La
otra hija, de dos afios, habia quedado en la ciudad, con €, porque no le
haciabien d s0l.

El habia oido hablar de los primeros resultados sensacionaes de un grupo
de investigacion dirigido por € profesor La Reynette. Lo fue a ver y le
pregunto:

QU est cequecest ?

El profesor le mostré cinco trabgos recientemente publicados donde se
deducia, provisoriamente, d origen manzanezco de la fruta marron basados
en mediciones de precison dd dmiddn y azlcar de lamisma

S embago € decano Caumissee, defensor ded origen dd tipo pera,
criticaba los escritos de La Reynette por haber andizado especimenes
localmente extraidos. El trabgo del decano era en cambio detipo globdl.
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Dgemos por un ingtante las reflexiones de nuestro comerciante. Su hija
menor se divertia jugando con las frutas marrones, ya las hacia rodar, ya se
las tiraba a los gatos vagabundos que pasadban por su vereda. A dla le
gustaba ver a los mas pobres comerciantes, que en bicicleta ofrecian la
fruta marron:

Vendo papas, vendo papas!

Un dia llego la mujer y su hijo mayor. Este, viendo € nuevo "juguete’
marron le pregunto a la chiquita:

QU est cequecest ?
Es una papa !

Fue en egte instante que nuestro comerciante conoci6 la redided de la fruta
marron. El comprendio la respuesta de su hija de dos afios. La fruta marrén
no era ni una pera ni una manzana SNo una papa. Era smplemente adgo
nuevo.

Ni los profesores ni los estudiantes habian podido reconocer dgo nuevo.
Ellos y nuestro comerciante de frutas eran demasiado vigos como para
admitir ago nuevo que no conocian.

Todo termind bien. A pesar de los dias perdidos por las refriegas entre
estudiantes por PP y PM todos pudieron felizmente rendir sus examenes. Y
empezO asi un nuevo capitulo de investigacion sobre |la papa recientemente
descubierta.
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