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Presentación a 
la octava edición 

a u m e n ta d a

Esta octava edición aumentada de Cálculo aplicado para administración, economía y cien
cias sociales (© 2004) incluye cuatro capítulos adicionales:
• Capítulo 8, Ecuaciones diferenciales
c Capítulo 9, Aproximaciones a series infinitas y series de Taylor 
« Capítulo 10, Probabilidad y cálculo
* Capítulo 11, Funciones trigonométricas

Cálculo aplicado para administración, economía, y ciencias sociales satisface las necesida
des del maestro que trabaje sobre temas en uno o más de estos cuatro capítulos, junto con los 
temas que cubren los siete capítulos iniciales en un curso de un semestre, o las necesidades 
de quien imparta un curso de dos semestres que cubra el material de los 11 capítulos de este 
libro. (La palabra “aplicado” del título distingue este volumen de la edición más breve.) 
Nuestro libro introduce cálculo en un contexto práctico; nuestra meta principal es dar un co
nocimiento lógico e intuitivo de conceptos básicos que ios estudiantes necesitan cuando ha
gan carreras en negocios, ciencias biológicas y ciencias sociales. Nos esforzamos por 
enseñar técnicas de derivación y cálculo integral sin sacrificar la precisión matemática. Ex
presamos de manera cuidadosa y completa los principales resultados, motivando y explican
do al estudiante en forma intuitiva o geométrica cuando es posible. Hemos tratado de hacer 
que cada concepto sea tan fácil de entender como sea posible. El logro de estas metas ha si
do validado por el uso continuo y exitoso de nuestros libros en un gran número de universi
dades.

La edición previa de Cálculo aplicado para administración, economía y ciencias socia
les fue muy exitosa. En los últimos cinco años, más de 75 000 estudiantes se han preparado 
con este libro y más de un cuarto de millón de estudiantes han aprendido cálculo aplicado de 
ediciones anteriores. Para ayudar a construir ese éxito, hemos considerado las sugerencias de 
numerosos usuarios. Formamos un extenso panel de revisores para guiamos en la elabora
ción de textos de la octava edición. Los revisores ayudaron a confirmar la necesidad de te
mas adicionales tratados en este volumen aumentado. También nos han ayudado a 
concentramos en los temas más importantes y aplicaciones que hacen que este libro sea apro
piado para uso de estudiantes de administración, economía y ciencias sociales. Además, 
nuestros revisores nos han ayudado a diseñar las características que hacen a este texto una 
eficaz herramienta para enseñar y aprender cálculo aplicado. Los revisores nos han ayudado 
a mantener este libro actualizado y a la vanguardia al damos sugerencias para tratar en él 
nuevas aplicaciones.

Al seguir el consejo de nuestros revisores, hemos construido sobre estos puntos fuertes 
al mismo tiempo que nos esforzamos en mejorar la presentación. Hemos agregado numero
sos recuadros nuevos de procedimientos, definiciones e ilustraciones para aclarar los temas. 
Hemos escrito nuevas introducciones para muchos temas y hemos agregado innumerables 
ejemplos aplicados para motivar conceptos. Nuestros revisores también nos indicaron que 
nuestros conjuntos de ejercicios son excelentes y nos hicieron sugerencias para mejorarlos 
aun más. Para satisfacer sus necesidades, hemos agregado un número importante de proble
mas de rutina para obtener un conocimiento más gradual de aptitudes al trabajar con los pro
cedimientos y conceptos presentados.

Cuando se les preguntó: “¿Qué hace que nuestro texto sea más didáctico en un curso?”, 
los revisores señalaron nuestra orientación aplicada a conceptos, nuestro método de resolu
ción de problemas y el estilo sencillo de escritura. La meta siempre ha sido ayudar al maes
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Mejoras a 
esta edición

tro a organizar la materia de modo que cada sección del texto corresponda a una sola clase y 
que cada capítulo contenga la cantidad correcta de material para un examen. Los estudiantes 
necesitan saber la forma en que el cálculo se aplica a su particular campo de interés. Para 
ayudar al maestro a relacionar aplicaciones a una audiencia en especial, hemos organizado 
secciones de aplicación según los grados de utilidad en negocios y economía o en ciencias 
sociales y biológicas. La octava edición incluye gran cantidad de ejercicios aplicados.

Hemos hecho varias mejoras considerables e importantes dentro de la octava edición, en res
puesta a recomendaciones de usuarios y sugerencias hechas por nuestro panel de revisores.

Mejor cobertura de i:en?as
Cada sección de este texto fue sometida a un cuidadoso análisis y revisión a fondo para ase
gurar la presentación más benéfica y clara. Por ejemplo, el tratamiento de cantidades y opti
mización se han mejorado con la adición de muchos ejemplos y ejercicios nuevos. El 
tratamiento de límites se ha mejorado con la inclusión de límites al infinito en el capítulo 1. 
Más adelante en este prefacio se puede hallar una lista más detallada de cambios capítulo por 
capítulo.

Presentación eficaz cíe la
Esta edición presenta una exposición mejorada de la integración. La integración definida se 
introduce ahora inmediatamente después de antiderivación y sustitución del capítulo 5, se
guida de una nueva sección sobre modelado con la integral definida. Para máxima flexibili
dad, las aplicaciones de la integral definida están organizadas en secciones separadas para 
administración y economía y para ciencias biológicas y sociales. El capítulo 6 amplía el de
sarrollo de integración definida para incluir integración por partes, así como una nueva co
bertura de integración usando tablas e integración numérica. Las secciones sobre integración 
por sustitución e integración por partes se han modificado a fondo.

Conjun tos mejorac áe e ; 2_; c: o
Se han agregado varios cientos de nuevos ejercicios aplicados y de rutina a los ya extensos 
conjuntos de problemas. Con base en retroalimentación de usuarios, se han agregado ejerci
cios de rutina en donde era necesario para asegurar que los estudiantes tengan práctica más 
que suficiente para dominar conocimientos básicos. Además, un gran número de nuevos ejer
cicios aplicados se ha agregado para ayudar a demostrar lo práctico que es el material. Estos 
nuevos ejercicios vienen de muchos campos de estudio, incluyendo economía, negocios, bio
logía, medicina y otros campos de ciencias biológicas. Se ha ampliado un gran número de 
nuevos ejercicios que comprenden integración, teniendo cuidado de aseguramos que los 
ejercicios usan sólo conjuntos actualizados de datos.

Cobertura am pliada c’e . ;¡ r-. • v-
Esta edición se extiende aún más sobre la ya considerable exposición de economía de la edi
ción previa. En particular, ya antes se introducen funciones económicas y se usan en ejem
plos y ejercicios en forma más amplia. También hay una nueva exposición ampliada de 
elasticidad de demanda en precios.

Cobertura am pliada de oplico.ciov,!.-. » - soda  Jes
Un nuevo y muy importante aspecto es la cobertura ampliada de aplicaciones del cálculo a 
ciencias biológicas. Entre los nuevos temas tratados son la alometría (crecimiento relativo de 
una parte con respecto a todo un organismo), modelado matemático de epidemias, difusión 
de poblaciones de animales y varias aplicaciones de otras ramas de las ciencias biológicas, 
que incluyen fisiología, medicina, nutrición y ecología.
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r.::: ■ • • • , ■ . : ó a d j precisión
Esta nueva edición se ha beneficiado de un intenso esfuerzo por asegurar su precisión. El li
bro ha sido revisado por varios revisores técnicos que han verificado ejemplos, ejercicios y 
cálculos. No sólo se ha verificado extensamente el nuevo material, sino que también se ha he
cho una doble verificación del material incluido de la edición previa.

Una nueva característica de la octava edición es el Repaso justo a tiempo, que se utiliza pa
ra recordar que los estudiantes recuerden de manera inmediata conceptos de álgebra univer
sitaria o precálculo cuando se usen en ejemplos y estudios. Cada uno de estos repasos 
aparecen a manera de ladillos junto al texto en donde se emplea el material revisado del te
ma. Un estudio ampliado de estos conceptos se puede hallar además en el apéndice “Repaso 
de álgebra” al final del libro, pero estos recordatorios rápidos alertan a los estudiantes respec
to a datos clave sin distraerlos del material bajo estudio. Los temas seleccionados para estos 
repasos provienen de experiencia en salones de clase y sugerencias hechas por revisores.

El papel del modelado matemático se ha ampliado considerablemente en la octava edición. 
El modelado se introdujo en el capítulo 1 y aparece como tema recurrente en todo el texto en 
aplicaciones que comprenden ciencias administrativas y biológicas. El tema del modelado 
está reforzado por numerosos nuevos ejemplos y ejercicios que se refieren a porcentajes, op
timización y la integral definida. Para complementar la cobertura del modelado, al principio 
se introduce el análisis de datos. En particular, se anticipa la aproximación de mínimos cua
drados en el capítulo 1 y luego se desarrolla con mayor detalle en el capítulo 7, que también 
incluye una introducción a la regresión no lineal. El modelado con ecuaciones diferenciales 
y de diferencia se expone en el capítulo 8. El uso de funciones trigonométricas para modelar 
fenómenos periódicos se aborda en el capítulo 11.

i i. _. 'j • ! ■ '*> 1 i  ̂ ' i - t ¿ 1 #

Cada capítulo concluye con un nuevo ensayo llamado “Reflexione acerca de9” que se basa en 
modelado. Estos ensayos son mucho más sustanciales que los de la edición previa, y están di
señados para mostrar al estudiante la forma en que el material introducido en el capítulo se 
puede usar para construir modelos matemáticos útiles. Tomados en su conjunto, los ensayos 
ilustran cómo se construyen modelos, cómo dan soluciones útiles pero sólo aproximadas a 
problemas, y cómo el proceso continúa con la construcción de modelos más refinados. Los 
ejercicios que siguen a cada ensayo son un excelente punto inicial para estudio independien
te y se pueden exponer en el salón de clases o servir como base para proyectos en grupo. Las 
soluciones a estos ejercicios se pueden hallar en el sitio web www.mhhe.com/hoffmann.

Cada una de las secciones “ ¡Explore!” de la octava edición se ha actualizado para mejorar la 
compatibilidad con calculadoras actuales, y se ha reescrito para enfocarse con más claridad 
en ejemplos específicos dentro del texto. Cada sección “¡Explore! Actualización”, al final de 
capítulo, se ha reescrito para dar sugerencias más detalladas y soluciones a secciones “¡Ex
plore!” seleccionadas.

O i:; *?•. v'Ki'í*',!! c. o.>!cuíac?oros grañcodoras
Nueva a la octava edición es una extensa introducción a calculadoras graficadoras que apa
rece en las páginas xxrn a x x x iii  de este prefacio. El material incluye instrucciones referen
tes a teclas comunes, terminología e introducciones a aplicaciones de calculadoras más 
avanzadas que se desarrollan en detalle en lugares apropiados en el texto. La “Introducción 
a las calculadoras” puede servir como manual para estudiantes no familiarizados con el uso
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de calculadoras graficadoras, o como guía para un uso mejorado para quienes tengan alguna 
experiencia con calculadoras.

Equipo ampliado de colaboradores del autor
Para reforzar su ya fuerte equipo, Kenneth H. Rosen colaboró en la octava edición y es coau
tor de esta octava edición aumentada. Ken ha trabajado en la industria y en actividades do
centes, siendo autor de libros de computación entre los que se incluye Discreta Mathematics 
and its Applications, quinta edición, publicado por McGraw-Hill. Muchos maestros gustan 
en especial de la combinación de conceptos y aplicaciones relevantes que expone Kenneth. 
Su creatividad, atención a detalles y experiencia en la industria contribuyen a una adaptación 
natural para ampliar el método aplicado de este texto.

Cambios capítulo por capítulo
Los usuarios de la séptima edición de Cálculo para administración, economía y ciencias so
ciales encontrarán útil la siguiente lista detallada de cambios. Esta lista destaca cambios he
chos a los capítulos 1 al 7. Estas mejoras fueron posibles por aportación de revisores y 
retroalimentación de usuarios.

Capítulo 1: Funciones, gráficas y límites
o Introducción temprana y uso de funciones económicas.
* Vista preliminar de regresión lineal en la sección 1.3 y un análisis de su uso.
* Se introduce y estudia el modelado matemático en la sección 1.4.
« Se introducen límites que comprenden el infinito, con otros límites, en la sección 1.5. 
c Límites de un lado introducidos en la sección 1.6 y empleados como parte de una nueva 

exposición gráfica que ilustra el significado de continuidad y discontinuidad. 
q Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” sobre alometría.

Capítulo 2: Derivación: Conceptos básicos
* La regla de la cadena se introduce inmediatamente después de la regla del producto y la 

regla del cociente (en la sección 2.4).
* Derivadas de orden superior introducidas en una subsección de la sección 2.3.
* Numerosos ejercicios nuevos de rutina y ejercicios aplicados que comprenden porcenta

jes.

Capítulo 3: Aplicaciones adicionales de la derivada
® Procedimiento de gráficas modificado para uso más fácil.
9 Varios ejemplos de gráficas con otra redacción para mejorar la claridad.
® Una nueva lista de procedimientos para ayudar a estudiantes a resolver problemas de op

timización.
e Un análisis más amplio de elasticidad de demanda en precios.
* Numerosos y nuevos problemas aplicados y de rutina, así como otros de trazado de cur

vas y optimización.
* Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” en el modelado de fallecimientos por el 

SIDA (con uso de regresión).

Capítulo 4: Funciones exponenciales y logarítmicas
® Varios ejemplos nuevos aplicados.
® Análisis aumentado de logaritmos y gráficas logísticas.

Muchos y nuevos ejercicios aplicados y de rutina, en especial los relacionados a ciencias 
biológicas.

  www.FreeLibros.com



I Prefacio ! xv

* Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” sobre el modelo de Arrhenius de investiga
ción del chirrido de grillos.

Capítulo 5: Integración
o Reorganización del material de integración. El capítulo 5 se inicia con la antiderivación y 

el método de sustitución (como en la séptima edición), pero ahora estos temas son segui
dos inmediatamente por la integral definida y sus aplicaciones. La integración por partes 
está ahora en el capítulo 6.

* Una sección 5.2 extensamente modificada sobre el método de sustitución.
* El modelado con la integral definida se estudia en la sección 5.4, con aplicaciones de in

terés general tal como área entre curvas, valor promedio y análisis de la curva de Lo- 
rentz.
Las aplicaciones más especializadas de la integral definida se dividen en dos secciones 
separadas: la sección 5.5 para administración y economía, y la sección 5.6 para ciencias 
biológicas y sociales.

* Nuevos ejemplos aplicados, así como ejemplos ampliamente modificados tomados de la 
séptima edición.
Se han agregado numerosos ejercicios aplicados y de rutina.

<•- Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” sobre diferencias que apenas se notan.

Capítulo 6: Temas adicionales de integración
* Material extensamente modificado sobre integración por partes en la sección 6.1.
» Nuevo material sobre integración con uso de tablas.
* Cobertura mejorada de material sobre integrales impropias en la sección 6.2.
* Una nueva sección sobre integración numérica que ilustra la forma en que la regla del 

trapecio y la regla de Simpson se pueden usar para estimar integrales definidas que repre
sentan cantidades como área, valor promedio y valor presente de un flujo de ingreso.

o Numerosos ejercicios adicionales aplicados y de rutina.
« Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” sobre el ritmo cardíaco,
o La cobertura de probabilidad continua se ha cambiado al capítulo 9.

Capítulo 7: Cálculo de varias variables
* Un nuevo estudio y resumen de la prueba de segundas parciales.
o Expansión del material sobre aproximación de mínimos cuadrados en toda una sección.
* Nuevo material sobre regresión no lineal (log-lineal).
* Un nuevo ensayo de “Reflexione acerca de...” sobre modelos de difusión de población.
* La cobertura ampliada ahora incluya integrales dobles sobre regiones no rectangulares.
e Se ha agregado la aplicación de integrales dobles al cálculo de volúmenes, al igual que el 

uso de integrales dobles para calcular valores promedio de funciones de dos variables.

Apéndice
* Los límites de evaluación con la regla de L’Hópital se tratan ahora en el apéndice A.

Los maestros familiarizados con Cálculo para administración, economía y ciencias sociales, 
interesados en los capítulos agregados a esta edición aumentada, encontrarán útiles los si
guientes detalles:

Capítulo 8: Ecuaciones diferenciales
Este capítulo está diseñado para enseñar a los estudiantes a usar ecuaciones diferenciales, 
concentrarse en cómo usarlas para estudiar aplicaciones importantes a la administración, 
economía y ciencias sociales. Se introduce la noción básica de una ecuación diferencial, al
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igual que técnicas para resolver ecuaciones diferenciales separables y de primer orden. Entre 
las aplicaciones tratadas están el crecimiento logístico, la propagación de epidemias, mode
los de ajuste de precios, modelado de carta de valores financieros y la ley de enfriamiento de 
Newton. También se ha abordado la solución aproximada de ecuaciones diferenciales con el 
uso del método de Euler. Por último, este capítulo introduce los conceptos básicos de ecua
ciones de diferencia con aplicaciones a amortización de préstamos, administración de pesca 
y modelos de aprendizaje. La interacción entre oferta y demanda se estudia usando un mode
lo de telaraña. El capítulo también explica los primeros pasos de modelar con uso de ecua
ciones diferenciales y de diferencia.

Capítulo 9: Aproximaciones por series infinitas y series de Taylor

El papel de este capítulo es llevar a estudiantes la idea de una serie infinita convergente para 
demostrar la forma en que se usan series infinitas en aplicaciones. Se estudian aplicaciones 
de series geométricas infinitas a economía y a ciencias biológicas. Se introducen la serie ar
mónica y su aplicación a la frecuencia con la que se rompen marcas (como en atletismo). La 
sección 9.2 examina la convergencia de series con términos positivos con el uso de pruebas 
integrales y de comparación, motivada con razonamiento geométrico. Por último, se estudia 
la noción de la aproximación de funciones con el uso de la serie de Taylor.

Capítulo 10: Probabilidad y cálculo

La meta de este capítulo es desarrollar los aspectos más importantes de probabilidad para es
tudiantes en negocios y economía y en ciencias biológicas. El capítulo empieza por introdu
cir variables aleatorias discretas, cubriendo funciones de densidad de probabilidad discretas, 
histogramas, valores esperados y variables. Con todo detalle se estudian variables aleatorias 
geométricas y sus aplicaciones a temas como es la confiabilidad de productos. Se introducen 
variables aleatorias continuas, así como funciones de densidad exponencial y uniforme. Las 
funciones de densidad de probabilidad conjunta se estudian usando integrales dobles. Se mo
tivan y definen el valor esperado y la varianza de variables aleatorias continuas. El capítulo 
muestra la forma de aplicar la distribución normal para estudiar problemas en negocios y 
ciencias biológicas. Se introduce la distribución de Poisson y también se explican sus am
plias aplicaciones.

Capítulo 11: Funciones trigonométricas

Este capítulo cubre los aspectos más importantes del cálculo de las funciones trigonométri
cas. Después de un breve repaso de las funciones trigonométricas y sus propiedades, se estu
dia la derivación e integración de estas funciones. Finalmente, se estudian aplicaciones de las 
funciones trigonométricas, incluyendo aplicaciones que comprenden periodicidad. Los pri
meros pasos de modelado con funciones trigonométricas también se introducen.
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D efiní*

SECCIÓN 4.3 Derivación di? fundones loyarilmlcas y exponenciales 321 

Si Q( v) es una función derivable de ,v. observe que

(/ ,  ̂ O'»-*»— (In Q) = ——
dx Qlx)

donde la razón a la derecha es la razón de cambio relativa de Q(x). Es decir, la razón de 
cambio relativa de una cantidad Q lx) se puede calcular encontrando la derivada de In 
Q. Esta clase especial de derivación logarítmica se puede ulilizar para simplificar los 
cálculos de varias razones de crecimiento, como se ilusira en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO ’ ¿.3.1:1

Un país exporta tres bienes, trigo IV, acero S  y petróleo O. Suponga que en determinado 
momento, l = tu, el ingreso (en miles de millones de dólares) derivado de cada uno de 
estos bienes es

= 4 SUn) = 7 0(/„) =  10

y que S  crece a 8%, O crece a 15*3. en tanlo que IV disminuye a 3%. ¿A qué razón rela
tiva crece el ingreso total de las exportaciones en este momento?

C jlt iJ o n

Sea R  =  11' + S + O. En el tiempo t =  i0, se sabe que

/?(/,.) = »'(/„) + S(tn) +  0<i„) = 4 + 7 +  10 = 21

y

= -  0.03 S'U„) = o.os o'd0)
=  0.15

IVfío) 5(/„) Odo)

de manera que

ll''(/0) = - Q . 0 m i u) S'(/„) = 0.08S(/„) <?'(/«) = 0.15 0 (tn)

SECCIÓN 2.6 Derivación Implícita y tasas relacionadas 163

Procedimiento p.-iro resolver problemas d-; tasas relacionadas 
| 1 ■ Se dibuja una figura (si es apropiado) y se asignan variables.

Se determina una fórmula que relacione las variables.
Se usa la derivación implícita para determinar cómo se relacionan las tasas,

i ‘3 Se sustituye cualquier información numérica dada en la ecuación del paso 3
para encontrar la razón de cambio deseada.

A continuación se presentan cuatro problemas prácticos que implican lasas rela
cionadas.

EJEMPl.0 2.6.5

El gerenle de una compañía determina que cuando se producen <j cientos de unidades de 
cierto bien, el costo toial de producción es C miles de dólares, donde C 2 -  3</'* =  4 275. 
Cuando se producen l 500 unidades, el nivel tío producción se incrementa a una 
razón de 20 unidades por semana. ¿Cuál es el costo total en este momento y a qué razón 
cambia?

dC
Se desea determinar —  cuando q = I5( I 500 

di
por semana). Derivando implícitamente en la i

Las definiciones y conceptos clave se ponen 
de relieve en cajas sombreadas para dar fácil 
referencia al estudiante.

Aplicaciones
En todo el texto se hace un gran esfuerzo 
para aseguramos de que las técnicas se apli
can a problemas prácticos poco después de 
su introducción, dando métodos para mane
jar cálculos de rutina y problemas aplica
dos. Estos métodos y estrategias para 
resolución de problemas se introducen en 
ejemplos aplicados y se practican en los 
conjuntos de ejercicios. A esta octava edi
ción se agregaron nuevos ejemplos aplica
dos, desde una amplia variedad de fuentes 
con cuidadosa atención a datos obsoletos o 
anticuados.

Ejemplos de procedim iento  
y recuadros
Este texto intenta abordar cada nuevo 
tema con cuidadosa claridad al pre
sentar técnicas paso a paso para resol
ver problemas. Estas técnicas se 
demuestran en numerosos ejemplos 
de procedimiento que trabajan estos 
problemas, así como en frecuentes re
cuadros de resumen de procedimiento 
que destacan las técnicas demostra
das.

C riterio  de la primera durivcida para extremo» relativos * Sea 
c un número crítico para /(.t) [es decir,/(c) está definido y se tiene que /'(<•') = 0

Un máximo relativo si /'(*•) >  0 a 
la izquierda de c y f \ x )  <  0 a la 
derecha de r

Un mínimo relativo si f '( x )  <  0 a la 
izquierda de c  y / ’(.v) >  0 a la derecl 
de c

No es un extremo relativo si / ’(x) 
tiene el mismo signo a ambos lados 
de c

E JE M P L O  ! 3 .1 .3

Encuentre lodos las números críticos de la función

/(.v) = lv 4 -  4.v2 +  3

y clasifique cada punto crítico como un máximo relativo, un mínimo relativo o ninguna 
de las dos cosas.

X X
r >  o c / '< 0

X
/ ’< 0 c f >  0

X  X
/ '> 0  c / ‘ >0 / '  < 0 c /* < 0
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S E C C I Ó N  3.3 j Tra/udo

RfcPASO
E3 importanto rocordar quo ’■ 
no os un número. So uso sólo 
para representar un procoso do 
crecimiento sin limites o el re
sultado do tal crecimiento.

Hasta ahora en este capítulo se lia analizado cómo utilizar la derivada /'(ti paru hallar 
dónde la gráliea de /(.vi os ascendente y dónde es descendente, y cómo utilizar la segun
da derivada/"(.v) para determinar la concavidad de la gráfica. De la misma forma que 
estas herramientas son adecuadas para ubicar los puntos altos y bajos de una gráfica y 
para marcar sus giros y vueltas, también existen otras caractei ísiícils gráficas que pue
den describirse mejor con la ayuda de límites.

Recuerde de la sección 1.5 que un límite de la forma lím /(.vio Imi /(.O. en los 
cuales la variable independíeme v puede aumentar o disminuir sin límite, se denomina 
limite al infinita. Por otra pane, si los mismos valores funcionales f u )  crecen sin límite 
cuando v se aproxima al número r, entonces se dice que/i.v) tiene limite infinito en v = c  
y se escribo como lím /(.v> = + *. si /(.v) aumenta indefinidamente cuando .v tiende a 

« . . .  
r  o lím /(a ) = - *  si J'(.v) disminuye indeliniilamente. En conjunto, los límites al infi
nito y los límites infinitos son llamados límites que conciernen al infinito. El primer 
objetivo en esta sección es ver cómo los limites que conciernen al infinito pueden inter
pretarse como un comportamiento gráfico. Esta información se combinará con los mé-
i.'.-t/'v fl.. 1-.1 .1,-riv 1,1.. .1.- |.'v v.-.yí.vii-': t I V T.? ,niu_i'l lin di' ulMiMii-r.iinjmvi'dimiiuilii-

ReparvO ju s to  a  t i e m p o
Nuevas en esta edición, estas referencias se usan 
para que los estudiantes recuerden rápidamente 
los conceptos del álgebra universitaria, o el pre- 
cálculo, sin distraerlos del material bajo estudio. 
También se pueden hallar estudios más detalla
dos en el apéndice A, “Repaso de álgebra”.

Ejercicios
Siempre una característica fuerte de ediciones pa
sadas, la octava edición aumentada ofrece más de 
1 000 nuevos ejercicios para aumentar la efectivi
dad de estas secciones. Los ejercicios de rutina se 
han agregado donde es necesario para estar segu
ros que los estudiantes tendrán suficiente práctica 
en dominar conocimientos básicos, y se ha agre
gado una gran cantidad de nuevos ejercicios apli
cados para ayudar a demostrar lo práctico del 
material. Las respuestas a problemas impares de 
fin de sección y de repaso de capítulo se pueden 
hallar al final de este texto, con soluciones com
pletas en el Manual de soluciones para el estu
diante (consulte con su representante local).

3- Ib SECCIÓN 3.1 Fundones crecientes y decrecientes; extremos relativos 197

fe'/1 loi problemas 45 a ■IS se da la derivada de una función /(.vi. En cada caso encuentre los números críticos de 
/ (  v) y elaxifüfilelos como un máximo relativo, mi mínimo relativo o ni lo uno ni lo otro . según corresponda.

45. / ’(.v) = v2(4 -  .v: ) 

f.v + 112(447‘ = (VJ +  |

F.n los p ro b lem a s  -19 a  52  

49 .

3.»)'

v(2 -  v)

/'<-> = .ttttt

4S. f ' i .x )  =  .v ' ( I r  -  7 h v  +  5 l

.ve da la gráfica de una función f. En cada caso represente una gráfica para f  

! 50. .

i I

51. 52.

3-<M

43.

£

44.

45.

Olí \  I í OI i .1.'  Recuerde del problema 60 en 
la sección 2.4 que. de acuerdo con los resultados'’ 
deTuckcr y Schmidl-Koenig, la energía gastada por 
ciertas especies de periquitos está dada por

£tv) = -|0 .074(v -  3513 + 22] v
donde <• es la velocidad del ave (en km/li).
а) ¿Qué velocidad minimiza el gusto de energía?
б) Lea un artículo acerca de cómo se pueden utili

zar los métodos matemáticos para el estudio del 
comportamiento animal y escriba un parágrafo 
si piensa que tales métodos son válidos. Puede 
comenzar con la referencia citada en csie pro
blema.

i 1 > \H  M u  \ .  .i li • ■ i Suponga que el con
sumo total nacional está dado por una función Ctv), 
donde a cs el ingreso total nacional. La derivada 
C'(.v) se denomina propensión marginal al consu
ma. Entonces S  = x  -  C representa los ahorros to- 
lalcs nacionales, y S'(.v) se conoce como 
propensión marginal al aburro. Suponga que la 
función de consumo es C(.v) = 8 -  O.Kv -  0.8Va-. 
Encuentre la propensión marginal al consumo y de
termine el valor de x  que corresponde al menor 
ahorro total.

A I M I  I M r  ' i M !  • t o s  

Con frecuencia, la reacción del cuerpo a los medica- 
memos se modela7 por una ecuación de la forma

S E C C IÓ N  3 .4  O p tim izac ió n  2 4 7

donde .-1 y B son constantes positivas. Se ha descu
bierto de manera experimental que el arrastre se 
minimiza cuando r  =  160 millas/h. Utilice esta

información par.i encontrar el cociente —.

47. I 1 1 i l< 11 ■ M  > Cuando una resistencia de R 
ohms se conecta a una batería con fuerza electromo
triz de £  volts y una resistencia interna de r ohms. la 
corriente que pasa es de / amperes y genera una po
tencia de P watts, donde

£/  = ------  y P = I ’R
r + R 3

Suponiendo que r  es constante, ¿qué valor de R pro
porciona la máxima potencia?

48. .* Mil I v j v ¡ ... i \  n i  \  |i i \ \i i.' ' i ii A  

sabe que la cantidad de agua que ocupa I litro a 
0 CC ocupa

Se

i . ; \  i :>i'i i |i  El por- 
ilen de los huevos del gusano 
:mperalura T  (grados Cel-

- 209 para 15 s  r  S  30 
unción ll{T). ¿A qué tempe- 
sale el máximo porcentaje de 
:emaje máximo? (Véa el 
s acerca de”, que aparece en 
.•ncr mayor información so- 
izanu.)

inulation MrsJcl oí P«>pulülton 
titii ponuwrtiu", íicoht^irjl MíhIi0- 
-274.

r +

R(D) H £ - f )

46.

donde D es la dosis, y C (constante) es la dosis má
xima que se puede administrar. La razón de cambio 
R(O) con respecto a D se denomina sensibilidad.
a) Determine el valor de D para el cual la sensibili

dad es la mayor. ¿Cuál es lu mayor sensibilidad? 
(Exprese su respuesta en términos de C.)

b) ¿Cuál es la reacción (en términos de C) cuando 
se usa la dosis que resulta en la mayor sensibili
dad?

* !' 1 ■’ ‘! • 11' '  En el diseño de aeroplanos,
una característica importante es el inuy conocido 
“factor de arraslre”. que es la fuerza relardadora 
ejercida sobre el avión por el aire. Un modelo mide 
el arrastre por una función de la forma 

b

49.

/•<>■) Av‘ +

'  V. A. Tucí,ci y K. Scliniwll-KwniE. “Miflii S|>cc*i\ ul ISitcín in Rc- 
Ijfion to Eiicrfclicv and WiuJ Diwclious*'. 1 hr Aui, Vol. KK (1071), 
pjg:iru> 97-107.

K. M . T I i/ jI I  ft di.. Sütnr MiithfmuHt d i M iutrli in flinhi/y. t i.  ul 
IK'iliJ'Jll, |V07.

litros cuando la temperaiura es T “C, para 
0 £  T  £  30.
a) Utilice una calculadora graficadorn para trazar 

\\T ). para O s T í  10. La densidad del agua es 
máxima cuando l'(Tj es mínima. ¿A qué tempe
ratura ocurre esto?

b) ¿Le extraña la respuesta del inciso </)? Pues sí,
debería sorprenderle. El agua cs el único líquido 
cuya máxima densidad ocurre por encima de su 
pumo de congelación (0 *C para el agua). Lea 
un artículo sobre la supervivencia de vida acuá
tica durante el invierno y luego escriba un párra
fo acerca de cómo las propiedades del agua 
examinadas en este problema eslán relacionadas 
con tal supervivencia.

1‘l f i i l i r i  | ( i N ’ O I  i I I  M V. Recuerde del 
problema 60 en la sección 2.3 que un modelo útil 
para la producción p(x¡ de células en la sangre con
sidera una función de la forma 

A.v
/7,V) = « 7 7

donde v es el número de células presentes y ,4, [I y 
ni son constantes positivas."
a) Encuentre la lasa de producción de sangre 

Rlx) = //(a  ) y determine dónde A’(.v) = I).
b) Encuentre lu tusa a la cual A’(.i) cambia con res

pecto a a y determine dónde R 't v) -  0.
c) Si m >  I, ¿el número critico diferente de cero 

encontrado en el inciso b) corresponde a un má
ximo relativo o a un mínimo relativo? Explique.

M C. Miickry y L. Oláis, "Ovill.iimni and Cluus lu Pliyslotu^f- 
c j| ( ’onlrol Systems", Sdrllcr, Vnl. I'IV. pj|'Jn¡n 2X7.2.X1)

54.

55.

AN '-t IMS M . I \  Ni El costo total de pro
ducir a unidades de cierto articulo está dado por 
C(.v) = V 5.v + 2 + 3. Trace la curva de costo y en
cuentre el costo marginal. ¿El costo marginal crece 
o decrece con el aumento de la producción?
\ M  \l M .N  .1  \ ' . t -  I . ,  M  Seap =  ( \ 0  -  3x f  
para 0 £  x  £  3 el precio al cual se venderán .v cien
tos de unidades de cierto artículo, y sea /?(.vl = 
xpl.x) el ingreso obtenido de la venta de las x  unida
des. Encuentre el ingreso marginal R ’tv) y dibuje Ixs 
curvas de ingreso y de ingreso marginal en la mis
ma gráliea. ¿Para qué nivel de producción se maxi- 
miza el increso?

h?ercictos C 2 escr í 1 ava
Todo conjunto de ejercicios incluye problemas 
de escritura que están relacionados con otros 
problemas que aparecen en los ejemplos y ejer
cicios, designados por el icono de escritura

. Estos problemas desafían la capacidad de 
pensamiento crítico del estudiante y lo invitan a 
investigar temas por sí mismo, explorando el 
lenguaje de las matemáticas.

£jercicios co n cal cu l o <\o •:o
Cada una de las secciones incluye numerosos 
problemas que se pueden completar sólo por 
medio del uso de una calculadora graficadora. 
Estos ejercicios están marcados claramente con 
el icono de calculadora .
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Resumen de! capitulo 83

Términos importantes, símbolos y fórmulas
Función
Notación de función/ ( vi , ’ .
Dominio y rango de una función i * i 
Convención del dominio < i ,
Variables independíenles y dependientes i 
Funciones usadas en economía:

Demanda i-m 
Oferta 11?i 
Costo i '  i 
Ingreso i > i 
Utilidad i ' i  

Composición de funciones: gtfttf)) n>i 
Gráfica de una función: los puntos <»./(»>> 
Intersecciones con los ejes v y y : l '  i 
Función definida en partes ¡ i :
Función de potencia i?ni 
Polinomio .Tu.
Función racional O lí  
Tnierio de la recta vertical • ' ■_________

Proporcionalidad conjunta: Q = Lxy 1U 1 

Equilibrio de mercado: ley de I» oferta y lu demanda
117,
Escasez y abundancia i •! 71 

Análisis del pumo de equilibrio i-i7i 
Límite de una función lím f(x )  i p 
Límites al infinito:

lím /(.v) y lím /(.r) (M i

Regla del recíproco de la potencia:

lím -7 = 0 y 
i'-> * • x

lím —7
.r

0 k > 0 d in

. is .
Límites al infinito de una función racional f(x )  = ——:

íf(v)
Divida lodos los términos de f(x )  entre la potencia 
más alia v‘ en el denominador </(.v) y utilice la regla 
del recíproco de la potencia. im>i 

Asiniota horizontal ifó i 
Límite infinito: lím /(.v)
Límites laterales:

O
_ p
o
v~
a.
S

D
Zty

3
ISJ
e ¿

Rsvísión de capítulo
Una nueva “Revisión de capítulo” presenta 
un rápido examen para estudiantes para 
probar su comprensión de los conceptos in
troducidos en el capítulo. Todas las respues
tas a este examen aparecen en las 
“Respuestas clave” al final del libro.

Reposo de capítu lo
Esencial para la comprensión del estudiante es el 
material de “Repaso de capítulo” que ayuda a 
sintetizar los conceptos importantes presentados 
dentro del capítulo. Los términos, símbolos y 
fórmulas importantes dan una lista maestra de 
todos los términos técnicos clave y matemáticas 
que se estudian en el capítulo.

Verificación para el cap itu lo  2 |
UJ
C£

En cada caso, determine la derivada — .
<lx

b.

y = 3.rJ -  4 \ / í  + -  7

>• =  (3aj  -  ,v+ I )(4 -  r )  
5 .r  -  3.r + 2

'  I - 2 x  
d. y  = (3 -  4.í +  3-v2),/2 

Delennine la segunda derivada de la función 

f ( i )  = l(2t +  I)2.

Encuentre la ecuación de la recta tángeme a la curva 
y  = x~ -  I r  + 1 en el punto donde.r =  -  I.

Determine la lasa de cambio de la función

/(.O = x  + I
5.t

con respecto a x  cuando x — 1.

O
- J

• ! nCL
<o
ILi
O
cC
(JJ
SE
Z?
{ /)
LU

Problemas de repaso

En los problemas I y 2 tilHice la definición de lu derivada 
para determinar f '( <■').

J. f(x )  =  .r- -  3.v+ I

2- /<•'•> = 7=1
En los problemas i  a 13 encuentre la derivada de la fun
ción dada.

3. f(x )  = élvj  -  7.v5 + I r  + v"2

4. f(x) = .r-‘ -  + 2\T x -  -  +
3,r .v .r

1  -  r 2

5. y =

c) /(O  = r V  -  I ) en f =  0
d) f ( t )  = ( r  -  31 + 6 ),/2 en / = 1

19. En cada uno de los casos siguientes, encuentre la 
tasa de cambio porcentual de la función/(r) con 
respecto a I en el valor dado de I.
a) / ( /)  = r  -  3/ +  V / en I =  4
b) f ( t )  =  / 2(3 -  21?  en t =  I

c ) fU) = en / = 0
t + I

20. Utilice la regla de la cadena para determinar-^-.

> Los 
00. el 
a una 
le una 
+■ 1 800

o a la 
X>3? 
el im-

n objeto 
na que su 
= 2 / •' -

ación a(Ü .

3.v- + I

6. y  = (*» + 2-v -  7)(3 + x -  x 2)

7. /(.v) = (5.vJ -  3.v2 + Z\ + l ) lw

8. /(.r) =  V . r  + I

’• - J s

a) y = 5m* + ti — I; m =  3.<r +  1

b) y  = —j; ii = 2.V + 3

21. Utilice la regla de la cadena para determinar -f- para
ax

el valor dado de .v.

a) y  =  i i }  — 4i/2 + Su + 2; u =  ,v2 + I ; para .r = 1
b) y  = V 7i. u = .v2 +  2v -  4; para x  = 2

22.
II. /l.v) = (3a- + l)V6.v + 5 

(3jt + I )3
( I -  3.v)

Encuentre la segunda derivada de cada una de estas 
funciones:

o) f(x )  =  d r '  -  4.v' +  5.r2 -  Zv + ^

-
En los problemas N  a 17 determine una ecuación para la 
recta tangente a la gráfica de la función dada en el punto 
indicado.

14. f tx )  = x 1 -  3.V + 2; x  = I

4
15. ax) = ------ -;.v = I

x  -  3

l6- /Ü, = 7TT:v = 0
17. ftx )  =  Vjc2 + 5; .v = - 2

18. En cada uno de los casos siguientes determine lu 
lasa de cambio de fii)  con respecto a t en el valor 
dado de t.
a) f l i )  = i y -  412 + 5 tV t — 5 en I =  4
. ,  2 í2 -  5b) AD = j —̂ mi=-\

b) : = TT?
c) y  = (3.r2 + 2V1
d) f{x) = Zx(x + 4)'' 

x- Ie) /(.v) =

23.

(v + I)-
dy

Detemiitie ~~ mediante derivación implícita.
ax

a) 5.v +  3.v =  12
b) x 2y  =  I
c) ( I r  + 3y)* = .v +  I
d) ( I -  I r v 5) ' =  .r +  4y

24, Utilice la derivación implícita para encontrar la pen
diente de lu recta tangente a la curva duda en el 
punto indicado.
a) V  = 8; ( 1. 2)
b) x*y -  ZKy ' + 6 =  2x +  2y; (0,3 )

10.

b) ¿Cuándo el objeto está estacionario? ¿Cuándo 
avanza? ¿Cuándo retrocede?

c ) ¿Cuál es la distancia total recorrida por el objeto 
para 0 £  í 2  2?

COSTO DL PRO D U CCIÓ N  Suponga que el 
coslo de producción de x  unidades de cieno bien es 
C(.t) =  0.04a' +  5.v +  73 cientos de dólares.
a) Use el costo marginal para calcular el costo de 

producción de la sexta unidad.
b) ¿Cuál es el costo real de producción de la sexta 

unidad?

PRO D U CCIÓ N  INDUSTRIAL En cierta 
fábrica, la producción diaria es Q = 500L',J 
unidades, donde L denota el tamaño de la fuerza 
laboral en horas-trabajador. Actualmente, se em
plean 2 401 horas-trabajador cada día. Utilice el 
cálculo (incrementos) para estimar el electo que 
tiene sobre la producción el incrementar el tamaño 
de la fuerza laboral en 200 horas-trabajador. 

M ED IC IÓ N  PC.DIÁTUICA Los pediatras em
plean la fórmula S = 0.2029u', J::'  para calculare! 
área superficial S  (m2) de un niño de 1 m de altura 
que pesa »r kilogramos Ckg). Un niño pesa 30 kg y 
gana peso a una razón de 0 .13 kg por semana mien
tras permanece de I metro de aliura. ¿A qué razón 
cambia el área superficial del niño?

CRECIM IENTO DL UN 1 UM OIt Un tumor 
canceroso tiene forma aproximadamente esférica. 
Calcule el error porcentual que se puede permitir en 
la medición del radio r para garantizar que no se 
cometa un error mayor al 81*- en el cálculo del

Problem as de repaso
Una gran variedad de problemas adi
cionales de rutina y aplicados aparecen 
en los conjuntos de ejercicios de fin de 
capítulo, ofreciendo más oportunida
des para practicar.
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¡EXPLORE! ACTUALIZACION
O
ü
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A las soluciones completas de lodos los recuadros ¡EXPLORE! del texto se puede ac
ceder desde el sitio web del libro, ■ n - i t « t i i . f i i M u n .

. t ............. Introduzca la función /(v) =  I r 1 + 3.v* — 1 2 .1 - 7  en V I, utilizando un estilo de
• la  «.•(.. io n  gratieación en negritas. e introduzco la derivada numerica/'l.v) en Y2. Utilizando una
v(‘l 0 : - l  ! <ic pantalla modificada [—4,7.4.7)1 por | -20,2012, se obtienen las gráficas que se mucs-

iiO lm  io n  itl i!¡rl< Ivio 
d e  

ii:x i
u i» i  i iu i  I S ¡ ■ tran más abajo. Usando la instrucción trazadora de su calculadora gralicadora puede 
1 1 ‘ ubicar dónde la derivada f ( x )  interfecta al eje r (el valor de y que aparece en nota

ción c&nlUica 2 E -6  =  0.000002 se puede considerar despreciable).

Noti H oti M«t»
NViB2X''3+3X2-12X
•«.YzBnDerivs'Vi rXr 
X?
'-V j  =xVl| =
n V s = ___________________

VirtibsrlvCMi

¡t=*2

: /  I ‘

T=2£*fi

Vtentier¡v(Vii HjKI ( 1

R=1 t - ZE-fi

Observe que la gráfica dc/(.r). en negritas, es decreciente entre x  = - 2  y x  =  I. el 
mismo intervalo en el cual/ ’(.r) es negativa. Adviena que la gráfica d e /'( .r) está por 
abajo del eje x  en este intervalo. Donde f(x )  es creciente./'(.v) es positiva, especili-

Tecnología
Para quienes incluyan un enfoque de gráfi
cas en su curso, los recuadros “ ¡Explore!” 
dan una trayectoria opcional del material. 
Estas exploraciones, unidas a ejemplos es
pecíficos, continúan guiando a estudiantes 
en el uso de calculadoras graficadoras y de
safían su comprensión de los temas presen
tados. Cada capítulo concluye con una 
sección “¡Explore! Actualización” que da 
soluciones y sugerencias a recuadros selec
cionados en todo el capítulo.

Reflexione acerca de...
Los ensayos “Reflexione acerca de...”, que 
se basan en modelado, muestran al estu
diante la forma en que el material introduci
do en el capítulo se puede emplear para 
construir modelos matemáticos cuidadosos, 
al mismo tiempo que explican el proceso 
del modelado. Los ejercicios que siguen a 
cada ensayo de éstos son un excelente pun
to de partida para proyectos del estudiante y 
se pueden cubrir en el salón de clases o ser
vir como base para proyectos de grupos.

mi
M O D E L O S  A L O  M E T R I C O S )  o

<

donde tanto a como li están medidas en (cml.s Esta relación se muestra en la siguiente 
figura.

Tamaño Je (a comamcnUi

Cuando se desarrolla un modelo matemático, el primer paso es identificar las magnitu
des de interés, y el segundo es encontrar las ecuaciones que expresan las relaciones 
entre dichas magnitudes. Estas ecuaciones pueden ser muy complicadas, pero existen 
muchas relaciones importantes que se pueden expresar en la forma relativamente sim
ple y  = Cx . en donde una magnitud y se expresa como un múltiplo constante de una 
función de potencia de otra magnitud .r.

En biología, el estudio de las respectivas tasas de crecimiento de diferentes partes 
de un onanism o se llama a lo m a ría , del griego alo (otro o diferente) y metrí (medida). 
En los modelos alométricos las ecuaciones de la forma y  = Cx1 se usan con frecuencia 
para describir la relación entre dos mediciones biológicas. Por ejemplo, se ha demostra
do que el tamaño a de la cornamenta de un alce de punta a punta está relacionado con 
/«, la altura del lomo de los alces, por la ecuación alométrica

a =  0.026/1*7
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Material complementario
" Este texto cuenta con varios materiales complementarios de apoyo, para mayor informa

ción contacte a su representante local.

n Al igual que en ediciones anteriores, hemos elaborado una lista de los maestros que utilizan 
este texto que nos han retroalimentado; así como de quienes usan otros textos, para señalar 
posibles áreas a mejorarse. Nuestro extenso panel de maestros proporcionó una gran canti
dad de detallada información sobre el contenido de este libro y los cambios necesarios de su 
curso. Numerosos cambios hechos en esta octava edición son el resultado directo de un con
senso entre este panel. Agradecemos a todas las personas que tomaron parte en este proceso.

Mi'ví: de ]•?. octavo edición
Faiz Al-Rubaee, University ofNorth Florida
George Anastassiou, University ofMemphis
Neal Brand, University ofNorth Texas
Paul W. Britt, Louisiana State University—Baton Rouge
Beverly Broomell, SUNY-Suffolk
Steven Castillo, Los Angeles Valley College
Deanna Caveny, College o f Charleston
Terry Cheng, Irvine Valley College
Lynn Cleaveland, University o f Arkansas
Dominic Clemence, North Carolina A&T State University
Cecil Coone, Southwest Tennessee Community College
Jean F. Davis, Texas State University-San Marcos
John Davis, Baylor University
Margaret Ehrlich, Georgia State University
Haitao Fan, Georgetown University
Klaus Fischer, George Masón University
Michael Freeze, University ofNorth Carolina—Wilmington
Constantine Georgakis, DePaul University
Sudhir Goel, Valdosta State University
Lauren Gordon, Bucknell University
Angela Grant, University ofMemphis
Doug Hardin, Vanderbilt University
Jonathan Hatch, University o f Delaware
Matthew Hudock, St. Philips College
Zonair Issac, Vanderbilt University
Shafiu Jibrin, Northern Arizona University
Víctor Kaftal, University o f Cincinnati
Georgia Katsis, DePaul University
Fritz Keinert, lowa State University
Donna Krichiver, Johnson County Community College
W. Conway Link, Louisiana State University-Shreveport
Yingjie Liu, University o f Illinois at Chicago
Jeanette Martin, Washington State University
Kailash Misra, North Carolina State University
Rebecca Muller, Southeastern Louisiana University
Karla Neal, Louisiana State University
Devi Nichols, Purdue University—West Lafayette
Ray Otto, Wright State University
Virginia Parks, Georgia Perimeter College
Shahla Peterman, University o f Missouri—St. Louis

Lefkios Petevis, Kirkwood Community College
Mohsen Razzaghi, Mississippi State University
Arthur Rosenthal, Salem State College
Mansour Samimi, Winston-Scilem State University
Anthony Shershin, Florida International University
Ken Shores, Arkansas Tech University
Brian Smith, Parkland College
Nancy Smith, Kent State University
Charles Stanton, California State University—San Bernardi-
no
Jim Stein, California State University-Long Beach 
Hugo Sun, California State University—Fresno 
Dinh Van Huynh, Ohio University 
Maria Elena Verona, University o f Southern California 
Kimberly Vincent, Washington State University 
Hiroko Warshauer, Southwest Texas State University 
Xiao-Dong Zhang, Florida Atlantic University 
Jay Zimmerman, Towson University

Revisores de ediciones anteriores
Dan Anderson, University oflowa
Don Bensy, Sujfolk County Community College
Randall Brian, Vincennes University
James F. Brooks, Eastern Kentucky University
Laura Cameron, University ofNew México
Rick Carey, University o f Kentucky
Gerald R. Chachere, Howard University
William Chin, DePaul University
Charles C. Clever, South Dakota State University
Peter Colwell, lowa State University
Raúl Curto, University oflowa
Karabi Datts, Northern Illinois University
Ken Dodaro, Florida State University
Dan Dodero, Florida State University
Eugene Don, Queens College
Dora Douglas, Wright State University
Bruce Edwards, University o f Florida
Maurice Ekwo, Texas Southern University
George Evanovich, St. Peters College
Ronnie Goolsby, Winthrop College
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John Gresser, Bow'ling Green State University
Murli Gupta, George Washington University
William Hintzman, San Diego State University
Joel W. Irish, University o f Southern Maine
Erica Jen, University o f Southern California
Sheldon Kamienny, University o f Southern California
Melvin Kieman, St. Peter's College
Harvey Lambert, University o f Nevada
Donald R. LaTorre, Clemson University
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James E. McClure, University ofKentucky
Mark McCombs, University ofNorth Carolina
Ann B. Megaw, University o f Texas at Austin
Fabio Milner, Purdue University
Mohammad Moazzam, Salisbury State University
James Osterburg, University o f Cincinnati
Hiram Paley, University o f Illinois
Murray Peterson, College ofMarin
Cyril Petras, Lord Faiifax Community College
Natalie Priebe, Rensselaer Polytechnic Jnstitute
Georgia Pyrros, University o f Delaware

Richard Randell, University oflowa
Nathan P. Ritchey, Youngstown State University
Judith Ross, San Diego State University
Robert Sacker, University o f Southern California
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Thomas J. Sharp, West Georgia College
Robert E. Sharpton, Miami-Dade Community College
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El siguiente análisis tiene la íinalidad de ser una breve introducción a las funciones estándar 
de una calculadora graficadora que se hallan en casi todas las máquinas de este tipo. Las cal
culadoras graficadoras típicas que se pueden adquirir comercialmente son los modelos TI-83 
Plus o la TI-84 Plus, producidas por Texas Instruments, Inc. Esta introducción y las siguien
tes secciones “ ¡Explore! Actualización” y soluciones, usan como base la calculadora TI-83 
Plus (edición Silver). El teclado común incorpora las teclas estándar numéricas, de edición y 
de flechas de cursor, así como las teclas para acceso a operaciones matemáticas y científicas, 
y funciones gráficas y de programación. Para instrucciones más específicas, consulte el ma
nual que acompaña a su calculadora.

jya ii ñ ü í ic p R prbi
flpFrac.
22 t>Dec
4 2  3J-<era y.J¡-
62 fHin<  
74-fMa

IP l^ N U n  CPK PRB
C JB

6 s fM in <
7-
8 2 n D e r iv <
92 f  n lnt<
MiSoluer..._______

ílñTH I3IBUL CPX PRB 
glabsk 
25 round< 
32 iP a r t í  
42fP a r t í  
52 in t<  
62min< 
7 ^ n a x <

}T. S • ' ii *j A :iiGUR¡j

Al presionar la tecla MATH, por ejemplo, aparece una pantalla descendente con múltiples 
opciones de menú (figuras 1 y 2), que se pueden seleccionar por número o moviendo la tecla 
hacia abajo del cursor a la selección deseada y presionando la tecla ENTER. Note que hay 
selecciones adicionales que se obtienen con la flecha hacia abajo, tales como las opciones 
8:nDeriv( y 0:SoIver. Al presionar la tecla de flecha derecha se tiene el uso de más pantallas 
(figura 3) donde la función de valor absoluto es el primer renglón que aparece bajo el menú 
numérico NUM. Los números complejos (CPX) y probabilidad (PRB) redondean el resto de 
pantallas de menú.

Dos teclas de color del teclado dan entrada a capas adicionales de funciones de la calcu
ladora: la tecla verde ALPHA da acceso al alfabeto y otros símbolos, mientras que la tecla 
de función 2n<l color oro da entrada a comandos de color oro. Por ejemplo, presionar la te
cla de función 2nd y luego MODE (QUIT) permite acceso a una “pantalla inicial" en la que 
se puede escribir texto o cálculos. Trate de escribir la pantalla que se muestra en la figura 4. 
Use 2nd ALPHA para bloquear la tecla ALPHA y obtener el espacio en blanco con el uso de 
la tecla 0 (en modo ALPHA). El signo igual se pude tener como primer elemento de la 
TEST (2nd MATH), como en la figura 5. En realidad, usamos la capacidad de memoria de 
las variables alpha para ejecutar cálculos numéricos. Por ejemplo, use la tecla STO-> 
(columna inferior izquierda del teclado) para crear la pantalla que se muestra en la figura 6, 
en la que se obtiene la longitud de la hipotenusa de un triángulo recto.

PYTHRG0RFI5 THEOR 
EN2 R2+B2=C2

3+R
3

4+B
4

J<fl2+B2>
5

FíGUFvÁ 4 FIGURA 5 FIGURA 6
xxiii
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Solucionados* de 
ecuaciones

Modo

Estilo de gráficas

Pantallas

Un método más eficiente para resolver ecuaciones es accesible por medio EQUATION 
SOLVER de la tecla MATH, donde hemos escrito la ecuación de Pitágoras que se ve en la 
figura 7, con todos los términos del lado derecho de la ecuación. Al presionar ENTER se ob
tiene la figura 8, con valores de entrada de 5 para A y 13 para C, en un intento por despejar 
el valor de B. Ponga ahí un valor inicial razonable y luego ejecute el comando de color ver
de SOLVE (ALPHA ENTER) para obtener la solución anticipada (figura 9). Note que tene
mos la facilidad de despejar cualquier variable faltante, dados los valores deseados o pedidos 
para las otras variables.

EQURTION SOLVER 
e°fn5 é=ñ2+B2“C2

|R2+E¡Z-C2=0 
R = 5  
B=i 
C=13
bound=C “1 e99? 1...

F|2+B Z -C 2=0
r=5

■ B=12. 000000000... 
C=13
bound=í "1e99? 1... 

ale f t - r t = 0

FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9

La característica predominante de una calculadora es su facilidad para presentar, exhibir vi
sualmente y analizar las muchas funciones que hay en cálculo. Supongamos que el lector es
tá interesado en la relación entre las dos funciones f(x) = x2 — 1 y g(x) = 5 — x. Presione la 
tecla MODE, y observe los ajustes predeterminados que se ven en la figura 10. De la fila 4 
observamos que estamos en el modo de función (Func), en oposición a paramétrico (Par), 
polar (Pol), o secuencia (Seq). La posición de Connected de la fila 5 se refiere al hecho de 
que las gráficas se van a generar de un modo conectado en lugar de con puntos intermitentes. 
La posición de Sequential de la fila 6 se refiera al orden en que se van a generar las gráficas, 
una después de la previa y no todas al mismo tiempo (simultáneamente). Ahora presiona la 
tecla Y=, llamada “editor de ecuaciones,” localizada en la esquina superior izquierda del te
clado, y escriba/(jc) en Y1 y g(x) en Y2, como se ve en la figura 11.

Se-i En9 
0123456789 

DeSree 
ar Pol Se î 

Dot
1 Siroul 

H oriz G-T

N ati. H aíti F-lofcj:
■'•Vi ÜX2 “ 1

^ V 3 = i  
•vVh =  
x V s  =  
xVfi =
■'•Y? =

Nofcl No!* Nofc-

■vVziS-K
• ^ 3  =
x V h =
*'*V5 =
W f i  =
*^v?=

c R Á  'il 8GÜRA 12

Se seleccionan diferentes estilos de gráficas para cada función, al mover el cursor a la iz
quierda del símbolo de función Y, y presionando la tecla ENTER en sucesión. Las opciones 
de estilo de gráfica que aparecen en orden son negritas, sombreado arriba de la función, som
breado abajo, esfera con línea que sigue, esfera sola, línea desconectada y luego regresa al 
estilo de gráfica inicial regular estándar. Si se presiona una vez la tecla ENTER cuando el 
cursor está a la izquierda de Y1 se obtiene un estilo de gráfica en negritas para/(.v) = .y2 — 1, 
como se ve en la figura 12.

La mayor parte de las calculadoras graficadoras tienen varias pantallas opcionales puestas 
para dimensiones prescritas. En la TI-83 Plus, a estas pantallas se tiene acceso por medio de 
la tecla ZOOM (situada en la parte media de la fila superior del teclado). Si se presiona esta 
tecla se obtiene la figura 13. Una pantalla estándar, 6:Zstandard, genera una gráfica que se 
muestra en la figura 14. Las dimensiones de esta “pantalla estándar” son —10 ^  X ^  10 y
- 10 <  Y  <  10, con los ejes a escala en marcas unitarias designadas por Xscl = 1 y Y scl = 1, 
respectivamente. Presione WINDOW y vea la pantalla que se muestra en la figura 15.
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iUJM NENORV 
Z B ok  
Zoon In  
Zooro Out 

45ZDecinal 
52 ZS^uare 
giZStandard  
7 ÍZ T r i9

FIGURA 13

WINDOW 
Snin=“10 
Xnax=10 
Ksc-l=l 
V n in = ”10  
Vnax=10 
Vsc-l=l 
Xres=l

FIGURA 14 FIGURA 15

Otro tipo útil de rectángulo de observación es la “pantalla decimal”, a la que se tiene acceso 
por el menú ZOOM, 4:Zdecimal. Las dimensiones de la pantalla decimal están denotadas 
[ —4.7, 4.7] l por [ — 3.1, 3.1 ] 1 para designar intervalos de valores X y Y, respectivamente, 
donde los valores 1 después de los paréntesis indican que Xsd =  1 y Yscl =  1 (vea la figura 
16). Las dimensiones especiales de la pantalla decimal permiten que el cursor pueda rastrear 
valores decimales de la variable X, en incrementos de 0.1. La modificación de las dimensio
nes Y de esta ventana permite una mejor observación de las gráficas de ambas funciones, co
mo se ve en la figura 17, donde —2 <  Y <  10. Cuando las dimensiones de la ventana se 
modifican, la tecla GRAPH (ubicada arriba a la derecha del teclado) debe usarse para obte
ner la gráfica deseada, como se muestra en la figura 18.

WINDOW 
ftmin= "4b 7 
ftrfiax=4H 7 
feo 1=1 
VFiin= -3 .1  
Vnax=3B1
V S G l = l
Kres=l

WINDOW 
fWiin= “4* 7 
X m a K = 4 - 7  
Ks&l=1 
Vmin= _2 
Vnax=10l3 
V s c l= l 
K re s= l

FIGURA 16 'Ü6URA 17

I razo El movimiento a lo largo de la gráfica de la función se maneja con el uso de la tecla TRACE 
(fila superior del teclado), maniobrando a derecha o izquierda en una gráfica con el uso de las 
teclas de flecha apropiadas derecha o izquierda, como se ve en la figura 19. Observe que los 
valores x  del punto de trazo son decimales, puesto que la gráfica se generó usando una ven
tana decimal modificada. Use las teclas de flecha arriba o abajo para saltar de esta función a 
la otra, en este caso la función g(x) =  5 — x, como se ve en la figura 20. Podríamos continuar 
haciendo trazos en ambas gráficas para hallar el punto de intersección, que parece ser el pun
to (2, 3), que se puede confirmar fácilmente en forma analítica.

Y1=p-i
V-T" ■*-

/
--V.

■ Jtr. .

K=1.3 ^ Y=É9 X=1.3 7=3.?

v¿=s:-K

K=2 ^ 7=3

FIGURA 19 FIGURA 20 FIGURA 21

u n ció n  para
intersección

Para demostrar una de las funciones de calculadoras de gráficas, mostramos la función de ha
llar intersecciones de la TI-83 Plus, que se calcula con la tecla CALC (2nd TRACE), como 
se ve en la figura 22. Note que también podemos hallar valores funcionales, raíces, valores 
de mínimo y máximo, así como algunas operaciones de cálculo. Encontremos el otro punto de 
intersección d e /’Cv) y g(x). Seleccione 5:intersect e identifique las dos curvas y un punto 
de intersección estimado, presionando ENTER sucesivamente para alcanzar el siguiente 
paso del proceso. Entonces la calculadora tratará de buscar el punto exacto de intersección, 
como se ve en la figura 24.
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a a s f i ia a ia
1¡valué
2Szero
35minimum
45 máximum
pH intersect
&sdy''d  x
7 S tr f < x )d x

V1=K2-i
H ■ /

: /

\ N/
\ : /  > > *

FiFst c u m ? ¡:
K=’ 2.5 7=5.25

lftWHCKiOh 
H= -3

FIGURA 22 FIGURA 23 FIGURA 24

Representación Otra función útil de una calculadora graficadora es su capacidad de representar funciones
s im b ó l ic a  simbólicamente. Ya hemos puesto funciones en Y1 y Y2 del editor de ecuaciones, Y =. Hay

muchas ocasiones cuando necesitamos usar estos símbolos en ecuaciones y expresiones. Por
2 *ejemplo, suponga que deseamos escribir Y 1(5) para evaluar/(x) =  x  -  1 en * = 5. ¿Cómo 

se hace esto? El símbolo Y1 se puede hallar por medio de la tecla VARS, y moviendo la te
cla de flecha derecha a Y-VARS, seleccionando l:Function, y luego escogiendo Y1 o Y2. 
Estos pasos se ilustran en la secuencia de pantallas que se ve en las figuras de la 25 a la 27.

m r n  v -vfirs
MlJandow...
2¡¡Zoom...
35GDB...
45 Pie-ture...
55 S ta tis tio s ... 
SsTable...
75 5trin9...

VRR5 BfflBHB 
MFunction... 
zsparametric-... 
35 Polar...
45 OrVOf f ...

FIGURA 25 FIGURA'26 FIG J ' 27

Los símbolos Y1 y Y2 se pueden manipular en combinaciones funcionales, como lo ha
ríamos con/(jc) y #(*). Por ejemplo, sumas, productos y combinaciones así como traslacio
nes y transformaciones se construyen fácilmente. Con Y1 y Y2 como se define, escrita Y3 = 
Y1(X + 2). Primero, sin embargo, borre la selección de Y1 y Y2, de modo que sus gráficas 
no aparezcan en la pantalla. Esto se hace al mover el cursor al signo de igualdad y presionan
do ENTER para quitar la selección de la función deseada, como se hace en la figura 28, don- 
de a Y1 y Y2 se les ha quitado la selección. La gráfica resultante, usando una pantalla 
estándar ZOOM y con la tecla TRACE activada, aparece en la figura 29. ¿Qué ecuación tie
ne esta función? Finalmente, quite la selección de Y3 y escriba Y4 = Y1(Y2), la combina
ción de f(g(x)). Su gráfica aparece en la figura 30. De nuevo, ¿cuál función es ésta?

Plofcl Flot2 MotS

^Vz=5-X 
xV 3B V iíX + 2J 
x V h  =  
x V s =  
xVfi =
■vV? =

V3=rKK*2>

..ÍJ
H=0

..........

7=3

u
K=H.Q*125532

X j y -

7= -.IJ032S56

FIGURA 28 FIGURA 29 FIGU?'.- :-:-

Selección ele Uno de los desafíos clave para presentar gráficamente una función es crear la mejor pantalla 
pan ta llas  Para ver Ia parte importante de esta gráfica. La pantalla estándar o la decimal disponibles por 

medio de la tecla ZOOM no pueden exhibir la gráfica en forma apropiada. Ver una tabla de 
valores puede ser el mejor primer paso para obtener un fijo en comportamiento funcional. 
Como ejemplo, exploremos cómo presentar las mejores dimensiones de pantalla para la grá
fica de la función/ ( a )  = 15 + 30x/(x~ +  1), que ponemos en Y l. Primero, creamos un ajus
te de tabla para poder ver el comportamiento de la función alrededor del origen. Presione 2nd 
WINDOW (TBL SET) y cambie los ajustes de tabla para obtener un valor inicial .v de A" = 
- 3  en valores de incremento unitarios, es decir, fije TblStart = - 3  y ATbl = 1, como se ve
en la figura 31. Ahora presione la tecla TABLE (2nd GRAPH) para obtener la tabla de valo
res que se muestra en la figura 32.
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TRBLE SETUP
T b l5 ta r t=  -3
* T b l= l

In d p n ts  pp.kü? Rsk
Dependí nitral? ñsk

UUNDÜW 
Xmn= “4*7  
X w a x = 4 m 7  
üsol=l 
V n i n = “ 5  
Vmax=35 
Vscl=l 
ji¡res=l

La observación de la tabla de valores da una buena idea de los márgenes de valores fun
cionales y un dominio razonable con el cual trabajar. Parece que deberíamos fijar el margen 
de valores y un poco mayores a [0, 30], por ejemplo —5 ^  Y ^  35. Como el dominio de los 
valores x  debe estar fuera de x  =  —3 a 3, usamos una pantalla decimal modificada, por ejem
plo —4.7 <  X <  4.7. Presione las siguientes teclas: ZOOM, 4:Zdecimal, y luego WIN- 
DOW, y cambie los ajustes como se dan en la figura 33. Estas dimensiones quedarían 
expresadas como [—4.7,4.7] 1 por [-5, 35] 1. Finalmente, al presionar GRAPH se crea la grá
fica que se ve en la figura 34, donde la tecla TRACE identifica la función y puntos específi
cos en la gráfica.

La gráfica mostrada en la figura 34 tiene un punto máximo aparente, ubicado alrededor 
de x = 1. La tecla TRACE puede ser aquí muy útil, especialmente, porque la pantalla deci
mal modificada permite trazar sobre valores decimales, como se ve en la figura 35. Casi to
das las calculadoras graficadoras tienen una función de búsqueda máxima para ayudar a 
localizar este importante punto. Presione la tecla CALC (2nd TRACE), 4:maximum, como 
se ve en la figura 36. Será necesario especificar un límite izquierdo razonable, límite derecho, 
y estimar, presionando la tecla ENTER según sea necesario, antes que el programa rectifi
que sobre el punto máximo, que se identifica como .y =  0.99999881, como en la figura 40. 
Note que este punto es técnicamente x  = 1 dentro de los límites de tolerancia de la calcula
dora, pero esto se puede verificar en forma analítica por métodos de cálculo como x — 1 
exactamente, como se demostrará más adelante en el capítulo 3.

BjüBBBIBSBia
15 valué  
2= zero
T! mínimum 
H r o a x i m u m  
b* i n t e r s e s t 
ea  d y ^ d *
7* JT<íOdx

Y f s i S + S O H r t K i f - L )

JT--ví
L4H Pí'Uhd?1- 
K=.fi

i ■ i ■
7=20.235254

Y1=Í5*3úH.'ÍKa*l)

R¡3irtBoun-n-
H=l.fi

■
7=2H.H031MS

Y i = Í 5 - O ú K . ' C K i C f t )

J 11
j

i 1

K = 1 . 5 V = 2 0 . B S É 1 5 4

i

r -
■

i

» - ! 9 9 9 9 9 B f l l 7 = 3 0

x x v ü
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. importante concepto en matematicas es el de una secuencia, un conjunto de números que,
por lo general, está indizado por los números naturales, o enteros positivos. En cálculo, se en
cuentran secuencias en aproximaciones y generalmente asociados con límites y empleados 
para formar series (para un estudio de series, vea el capítulo 9). Un ejemplo de una secuen
cia finita sencilla de enteros es {1,4, 7, 10, 13, 16}. ¿Cómo puede introducirse esto en la cal
culadora? El comando de secuencia se encuentra por medio de la tecla LIST (2nd STAT), 
usando el menú OPS, renglón 5.:seq(, como se ve en la figura 41. La sintaxis para este co
mando es seq(rule, variable, beginning índex, ending índex, increment), aun cuando el 
valor de incremento puede omitirse. La figura 42 muestra tres intentos diferentes de construir 
la secuencia de ejemplo al determinar la regla o ajustando los índices, sólo dos de los cuales 
son correctos.

FIGURA 41 FÍGURA 42

También es útil exhibir secuencias como listas en una calculadora graficadoras. Presio
ne la tecla STAT, situada hacia la parte media del teclado, y seleccione la primera opción 
l:Edit para exhibir las primeras tres de seis posibles listas, L1 a L6. (El usuario puede tener 
que analizar la opción 5:SetUpEdidtor, si algunas de estas listas están ocultas o faltantes.) 
List 1 contiene la lista de enteros del 1 al 6 (figura 43), y List 2 se generó al escribir L2 =  
seq(3X—2,X, 1,6) en la línea de comando de la parte superior de la columna (figura 43). Si 
hay otras listas de datos no deseados, por ejemplo como en List 3, mueva el cursor a la par
te superior de esa lista (figura 44), presione la tecla CLEAR, y luego presione la tecla de fle
cha abajo. Esto borrará todos los datos anteriores y estará lista para los nuevos datos, como 
se hace para List 3 (figura 45).

L1 L:: 2
i 3 b
ú Bb

12
H
r

9H
«•
b

Li- =se-=i<3X-;"■ V 1 i. n . i  ? 1 ...

L1 L2 l:< 3

i 1 l - ̂ ' |
iL Li7
4 10
r 13
b Ib

L3Í1)=

L1 L2 13 3

1 1 3 b¿ H Bbmi 12
H 10 3H
c; 13
b Ib

L3 =-C3f:■ ? 86 ? 12? 94}

En cálculo, el proceso de límite requiere el uso de secuencias infinitas. Un ejemplo sen
cillo es el de los recíprocos de cuadrados de enteros positivos, { l//r: /? = 1, 2, 3 ,...  }, que 
aparecen en la teoría de sumas de Riemann. En esta secuencia, los términos decrecen en 
magnitud y parecen tener un límite de cero. Una pregunta clásica es si la suma acumulativa 
de estos términos, llamada la secuencia de sumas parciales, y denotada {S( 1/A'“) }, sumada de
1 a /z, alcanza una suma infinita o crece sin límite. El capítulo 9 de este texto considera esto 
y otras preguntas relacionadas.

Por ahora podemos explorar cómo es que la calculadora graficadora nos ayuda a mane
jar series infinitas. Guarde la íunción/(.y) = l/.y2 en Y1 del editor de ecuaciones de su calcu
ladora. En List 1 del stat editor, genere la secuencia de enteros positivos de 1 a 50, por 
ejemplo, usando el comando L1 = seq(X, X, 1, 50). En List 2, escriba L2 = Y1(L1) para 
generar los términos de la secuencia, como se ve en la figura 46. Para generar sumas acumu
lativas en List 3, tenga acceso al menú OPS de la tecla LIST (2nd STAT) y seleccione la op
ción 6.cumSuni(. Ahora escriba L3 = cumSum(L2) con el cursor hasta la línea del extremo
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superior de List 3, como se ve en la figura 47. Si se presiona ENTER se obtiene una lista de 
sumas parciales en L3, como en la figura 48. Al mover con la tecla de flecha abajo a la fila 
50, se observa que la serie S(l//?2) sólo suma hasta el valor de aproximadamente 1.625 para 
los primeros 50 términos. ¿Cómo se comportará cuando n se aproxime al infinito? Vea el ca
pítulo 9.

L1 LE

1 i
1 ¡> ¿r
i .11111
H .0b¿5
r .OH
b M??E
1 .020H1

L3 =

L1 L¿

i i
.£5
.11111

H .0fi£5
r .OH
b"11 .020H1

L5 =cur ■ibun í. L  ¿ )

L1 11
1 1 ■
2 21 1.2E
2 .11111 1.5611
H .0b¿5 1.H236
E .OH 1.H636
b .0£??B 1.H91H
? .020H1 i.SlíB

L3Í1)=1

Las secuencias también pueden ser representadas en forma repetitiva por reglas que ge
neran los términos de una secuencia por medio de alguna combinación de términos previos. 
Una secuencia repetitiva muy famosa es la de Fibonacci (un gran matemático de la Edad Me
dia) {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...}. La regla repetitiva para generar esta secuencia es un = un. x + 
u,,—2i donde = 1 y u2 = 1. Para construir secuencias en forma repetitiva en la calculado
ra graficadoras, el MODE debe ponerse en modo de secuencia, mostrado en la figura 49. El 
símbolo u se encuentra arriba del número 7 como opción de la función 2nd, mientras que el 
símbolo /? se obtiene de la tecla [X,T,0,n]. El editor de ecuaciones (Y=) ahora exhibirá fun
ciones en forma repetitiva, como en la figura 50. En esta pantalla, ponga um¡n = 1, u(n) = 
u(n — 1) -i- u(n — 2), y u(umjn) = {1,1}» como en la figura 50. Por último, ai escribir se- 
q(u(n), n, 1, 10) en la pantalla de inicio se generan los primeros 10 términos de la secuencia 
de Fibonacci, como en la figura 51.

F'lotl F'1*t2 se°K u(n) ? fí? 1 ? 10)
;vM i n= 1

\u  < ) iu  < ;v-1 )+u<» ■Cl 1 2 3 5 8 13...
-2> 0

u í. wM i n > B L1 ? 1 > S
( n  > =

«v'0?Min> =
\m c! )=

"SUiUKA Dv *21 • * • *)

i . ; , Otra función importante de una calculadora graficadora es su facilidad de modelar datos es
tadísticos, es decir, hallar y exhibir la mejor función para representar un conjunto de datos 
obtenidos en forma experimental o teórica. Considere la siguiente tabla de datos, la pobla
ción de Estados Unidos (en millones) de las encuestas del U.S. Census para las pasadas va
rias décadas, como se cita en el Britannica Almanac 2003.

Año 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Pobl. U.S. 131.67 151.33 179.32 203.30 226.54 248.72 281.42

El primer paso es guardar estos datos de población en las listas de la calculadora grafi
cadora. Introduzca el stat editor por medio de la tecla STAT y presione l:Edit (figura 52). 
Ponga los años 1940 a 2000 en List 1 y la población de Estados Unidos en List 2 (figura 53).

S e i  E n 9  
0123456789

p eg ree  
a r  F u í  

Doi 
b i m u l  

\  re"‘m  
Horiz n
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CflLC TESTS 
it . . .  

5TSoriñ< 
3 : SoriD< 
4 : C l r L is t  
5 ¡S e tU p E d ito r

L1 L£ Wl 5
19H0
1950
1960
1970
19B0
1990
¿000

151.67
151.55
179.52
£05.5
£26.5H
¿HB.72
2B1.HS

IIr--i

La segunda fase del proceso de presentación de datos es establecer las gráficas estadís
ticas. Presione la tecla STAT PLOT (2nd Y=) para dejar ver una pantalla con tres seleccio
nes de gráfica, como se ve en la figura 54. Escoja la primera opción y seleccione los valores, 
línea por línea para los 5 renglones, para coincidir con la exhibición de la pantalla de la figu
ra 55. En Line2, especificamos el tipo de datos al mover la tecla de flecha a la derecha y pre
sionar la tecla ENTER para seleccionar, en orden, una de las siguientes opciones: gráfica de 
dispersión, gráfica de línea, histograma, gráfica de caja con resultados aislados identificados, 
gráfica de caja regular, gráfica normal. Hemos escogido la primera selección, gráfica de dis
persión, para nuevos datos bivariados. La variable Año en List 1 es nuestra Xlist, mientras 
que la población de U.S. es List2 como Ylist. La marca de gráfica es un pequeño símbolo 
cuadrado.

■ S T O F f
L1 L2

2 = P lo t2 ...0 ff
iDesj li í

3 = P lo t3 ...0 ff
\r~' Li L2

4 4 -P lo ts Ü ff

f f
s m  üüfei

»CTH I.-"
X lis ts L i  
Vlist-SLs 
h a r k s  l  * ■

Ahora que los valores de gráfica se han seleccionado, usamos la función ZOOM de la 
TI-83 Plus, seleccionando 9:ZoomStat, como se ve en la figura 56, para obtener una gráfica 
instantánea, como se muestra en la figura 57, para la cual se puede presionar la tecla TRA
CE para identificar los valores de cada uno de los puntos de datos. La forma de la gráfica pa
rece lineal, de modo que intentamos hallar la mejor recta de la forma Y = aX + b, que se 
ajuste a los datos de población. Este proceso se denomina de regresión lineal, con base en el 
método de mínimos cuadrados de Gauss, que produce los coeficientes de regresión a y b pa
ra la función lineal que mejor aproxima los puntos de datos. Presione la tecla STAT, una vez 
la tecla de flecha a la derecha a CALC, y seleccione la opción 4:LinReg(ax+b), que se 
muestra en la figura 58. Prepare una pantalla clara, presione esta selección, y luego escriba 
los tres símbolos: L l, L2, y Y l, separados por comas, como se muestra en la figura 59. Re
cuerde que Yl se obtiene por medio de la secuencia: VARS, Y-VARS, l:Function, 1:Y1. 
Por último, presione ENTER para obtener los resultados deseados, como se muestra en la fi
gura 60.

_  MEHORV 
^iDec-imal 

5sZ5°íu are  
65 ZStandard 
7 = ZTri9  
8sZInte9er

F*1:L1j.L2
o

□

□
□

□
a

a=13H«)---------7=131.67 . . .

EDIT gaffi TESTS 
1s1 -V a r i t a t s  
2"2-V ar S ta ts  
3sMed-Med 
|PLiriRe9<ax+fcO 
5SQuadRe9 
62 CubioRe9 
74*QuartRe9
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LinRe9<ax+b) L i ? LinRe9
L 2 ? V 1 1 y=ax+b

a - 2 . 46*81 5
b = -4660 .251786
r 2=.9972382288
r = .9986181597

!.J: i; vf 7 3 ! P - ; r q o FIGURA 60

El coeficiente de regresión a representa la pendiente de la función Y l, y su valor, a = 
2.47, indica que en Estados Unidos hubo un promedio de aumento anual de 2.46 millones de 
habitantes en el periodo. El punto de intersección con el eje y, b = - 4  660, no tiene interpre
tación relevante, siendo la población supuesta de Estados Unidos en el año cero, bastante 
fuera del alcance de los datos. El valor r es el coeficiente de correlación, un valor entre — 1 y 
1, que indica lo bien que la ecuación lineal se adapta a los datos. Como r = 0.9986, esto es 
un ajuste muy bueno, como veremos en la siguiente pantalla.

Presione las teclas ZOOM y 9:ZoomStat y observe la gráfica de dispersión y función 
de regresión lineal de la figura 61. La tecla TRACE muestra que, como ejemplo, cuando 
X = 1970, la población real era Y = 203.30 millones, como se ve en la figura 61, mientras 
que la población pronosticada, basada en la ecuación lineal, es 203.19 millones de habitan
tes, como se muestra en la figura 62. En el modo TRACE, use las flechas hacia arriba/abajo 
para cambiar entre la gráfica de dispersión y la recta de regresión. Con el cursor en la recta, 
podemos también escribir cualquier valor para X  centro de los márgenes de datos, por ejem
plo X  = 2003, y aparecerá el valor pronosticado Y, en este caso 284.65 millones de habitan
tes (figura 63).

1:L1jL2

X=1S70______7=203.3_____

RGUIRÁ 61

¿m
w

K=1S70______7=203.105?! -

FIGURA 62

Vi=2.Há075Xt -4&ÉÚ.25Í7BS..

y "

K=2003______7=2BH.G5HHfi .

Los demógrafos esperan que la población crezca de manera exponencial, porque el por
centaje de crecimiento de una población particular suele ser proporcional a la población mis
ma. Tratemos de ajustar una curva exponencial a los datos. Presione STAT, flecha a la 
derecha a CALC, y luego la flecha hacia arriba a la opción 0:ExpReg, como en la figura 64. 
Agregue L l, L2, Y2 después del comando ExpReg, de modo que la curva exponencial se 
pondrá en la ubicación Y2 del editor de ecuaciones; aparecerá esta exhibición de la figura 65. 
En la figura 66, hemos quitado la selección Yl y cambiado Y2 a un estilo de gráfica en ne
gritas para mostrar lo que sería la población pronosticada en 2003, con base en esta curva ex
ponencial.

ED3T HSOBE TESTS
7TQuartRe9 
82LinRe9<a+bíO
9=LnRe9
¡¡BExpReg
H ü P w r R e g  
B 5 L o 9 i s t i c  
C2 SinRe-9

ExpRe9 
a=3.8129315E“9 
b = l .012600612 
r 2 = .9915209117 
r = .9957514307

K=2003______7=237.01337 .

FIGURA 64 FIGURA ó5 FIGURA 66
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Regresión 
de polinomios

P¿ ogm m ación simple

Concluimos este ejemplo de análisis de datos al ajustar una función de polinomios a los datos 
de población. Hay suficientes curvas en la figura de los datos para intentar una curva de la 
forma, Y3 =  aX4 + bX3 + cX2 + dX + e, polinomio de cuarto grado llamado forma de re
gresión cuártica. Presione STAT, tecla de flecha a la derecha a CALC, y escoja la selección 
7:Quart-Reg, como se muestra en la figura 64. Prepare la pantalla que se exhibe en la figu
ra 67, que da las figuras 68 y 69.

FIGURA 67 'IGURA 63 FIGURA 69

Finalmente, presiones Y= y quite la selección de Y1 y Y2 y sólo muestre Y3, como se 
ve en la figura 70. Al hacer rastreo al año 2003 se obtiene el valor pronosticado de 295.36 mi
llones de habitantes, con base en la ecuación de regresión cuártica, como se ve en la figura 
71.

VSri.HhfiSlíílíiiíiSSE-EK'K

K=2M3______ 7=295.359?

FIGURA 70 FIGURA 7 1

La U.S. Census Bureau utiliza refinadas técnicas de modelado para pronosticar más po
blaciones de Estados Unidos [Projections ofthe Population ofthe U.S. by Age, Sex, and Lo- 
cation: 1995-2050K (2002), U.S. Bureau of the Census]. ¿Cómo se comparan los tres 
modelos de regresión con esta proyección? La tabla siguiente presenta las comparaciones:

Modelo que pronostica población
en millones 2010 R2

Regresión lineal 301.94 0.998618
Regresión exponencial 325.10 0.995751
Regresión cuártica 339.71 0.999914
Proyección de la U.S. Census Bureau 299.86

Con base en los 7 puntos de datos (U.S. Population for Decades, 1940-2000), los tres 
modelos de regresión estiman demasiado la proyección de la U.S. Census Bureau, siendo la 
estimación lineal la más cercana. La regresión cuártica se ajusta mejor a los puntos, donde R~ 
sirve como medida del ajuste del modelo.

En la sección “¡Explore! Actualización” de algunos capítulos de este libro de texto, se inclu
ye programas sencillos para crear histogramas estadísticos y diagramas de campo pendiente. 
Así, es oportuna una breve introducción a las teclas de calculadora relacionadas con progra
mación. Presione la tecla PRGM de la parte media del teclado para obtener una lista de pro
gramas ya escritos o copiados (figura 72). Con flecha pase a NEW para iniciar, seleccione 
l'.CreatNew, y escriba un Ñame para el nuevo programa (figura 73). Entonces los pasos pa
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ra el programa se pueden escribir después de cada punto y coma. Un ejemplo de algunas lí
neas de programa para histogramas con binomios aparecen en la figura 74.

aaag edit new PROGRRM PRGGRñM:BINOHIST
ÉMBTNÜHIST Har'ie=0 :Input "HUMBER T
2: GEOMHIST RIñLS=";H
3:HISTOGRfi : I r iP u t "PROB SUC
4: MM CESS= " 7 P
5:RñNGER :se-=t<XjKj0jH)^Li

i
sbinonpdf(H?P?Li

FIGURA 72 FIGURA 73 FIGURA 74

Al estar dentro del programa, si se presiona la tecla PRGM se tendrá acceso al necesa
rio control y comandos de entrada/salida requeridos para escribir las líneas, como se mues
tra en las figuras 75 a la 77. Vea el manual de su calculadora para más instrucciones sobre 
cómo escribir programas en su máquina.

1 1 /0  EXEC
T f

jftjj 1 /0  EXEC 
StPause

CTL t B Í  EXEC 
®IriPUL

•“ l ■ 
■ Then 9: Lb 1 z  s Prop'ipi

~T mO- El se 0s Goto 3 s D i  s f
4: FoK H= IS X 4:DispGraph
5 =While B:DS< < 5s DispTable
6: Repeai C:Menu< 6:0utput<
74End ÍHprgn 7¿getKey

FIGURA 75 •RA 76 FIGURA 77

xxxüi
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El precio de un bien en el mercado es una función de la cantidad demandada por 
los consumidores.

UNCIONES
AFICAS LIMITES

1 Funciones
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3 Funciones lineales
4 Modelos funcionales
5 Límites
6 Límites laterales y continuidad  
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Problem as de repaso 

¡Explore! Actualización  
Reflexiones acerca de...

  www.FreeLibros.com



2 CAPÍTULO 1 ! Funciones, gráficas y límites I

En muchas situaciones prácticas, el valor de una magnitud puede depender del valor de 
una segunda magnitud. Por ejemplo, la demanda del consumidor de carne puede depen
der del precio actual en el mercado; la cantidad de contaminación en el aire de un área 
metropolitana puede depender del número de automóviles en los caminos; o el valor de 
una moneda rara puede depender de su antigüedad. Con frecuencia estas relaciones pue
den representarse matemáticamente como funciones.

Dicho con sencillez, una función consta de dos conjuntos y una regla que relaciona 
los elementos en un conjunto con los elementos del otro. Por ejemplo, suponga que 
quiere determinar el efecto del precio sobre el número de unidades de un artículo en par
ticular que se venderá a ese precio. Para estudiar esta relación, se necesita conocer el 
conjunto de precios permisibles, el conjunto de niveles de venta posibles y un criterio 
para asociar cada precio con un nivel de ventas particular. La definición de función que 
se utilizará es

Función a Una función es una regla que asigna a cada objeto de un conjunto A 
exactamente un objeto de un conjunto B. El conjunto A se llama dominio de la fun
ción y el conjunto de objetos asignados de B se denomina rango.

Para la mayoría de las funciones en este libro, el dominio y rango serán conjuntos 
de números reales y la función misma se denotará con una letra/. El valor que la fun
ción/asigna al número x  en el dominio se denota por/(:v) (y se lee como “/d e  jc”), que 
es a menudo dada por una fórmula, tal como/(x) = x2 4- 4.

FIGURA 1.1 Interpretación de la función f{x).

¡EXPLORE!
Guarde f{x) = x2 + 4 en su 
calculadora graficadora. 
Calcule parax = -3 ,  -1 , 0,1 y 
3. Elabore una tabla de 
valores. Repita usando 
g(x) = x2 -  1. Explique en qué 
se diferencian los valores de 
/■(*) y de g[x) en cada valor 
dex.

Puede ser útil pensar que la función es como una “transformación” de los números 
de A en los números de B (figura 1.1 a), o como una “máquina” que toma un número da
do de A y lo convierte en un número de B a través de un proceso indicado por la regla 
funcional (figura 1.1b). Por ejemplo, la función f(x) = x2 + 4 se puede considerar como 
una “m áquina/’ que acepta una entrada a\  luego lo eleva al cuadrado y le suma 4  para 
producir una salida y  = x2 + 4. No importa cómo decida considerar una relación fun
cional, es importante recordar que asigna uno y sólo un número del rango (salida) a ca
da número del dominio (entrada). Por ejemplo.

EJEM PLO I 1.1.1 

Encuentre/(3) sif(x) = x2 + 4. 
Solución

=  'X2 4 - Á =  n
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Observe la conveniencia y la simplicidad de la notación funcional. En el ejemplo l . I. I, 
la fórmula compacta f(x) = x  4- 4, define completamente la función, y se puede indicar 
que 13 es el número que la función asigna al 3 escribiendo simplemente/(3) =  13.

Con frecuencia es conveniente expresar una relación funcional con una ecuación 
y = /( .y), y en este contexto, x  y y se denominan variables. En particular, como el valor 
numérico de y se determinó por el valor de a\  entoncesse dice que y es la variable de
pendiente y que ,y es la variable independiente. Observe que no son exclusivos los 
símbolos jt y y. Por ejemplo, la función y = x2 + 4 se puede representar por s = t2 4-4
o por w = u + 4 .

La notación funcional también se puede usar para describir datos tabulados. Por 
ejemplo, la tabla 1.1 lista los promedios del costo de colegiaturas e inscripciones de uni
versidades privadas con carreras de 4 años, a intervalos de 5 años, desde 1973 a 2003.

IÁ B LA  1.1 C osto p rom ed io  de inscripción y 
coleg ia turas para universidades  
privadas con carreras de 4 años

Año aca
démico que 
termina en Periodo n

Costo de 
inscripción 
y colegiaturas

1973 1 $1 898
1978 2 $2 700
1983 3 $4 639
1988 4 $7 048
1993 5 $10 448
1998 6 $13 785
2003 7 $18 273

FUENTE: Animal Survey o f Coliches, The College Board, Nueva York.

Se pueden describir estos datos como una función/definida por la regla

_  promedio del costo de colegiatura e inscripción al 
comienzo del periodo de 5 años

Así,/(1) = 1 898,/(2) = 2 700,. . .  ,/(7 ) =  18 273. Observe que el dominio d e /e s  el 
conjunto de enteros A = {1, 2 ,. . .  , 7}.

El uso de la notación funcional se ilustra también en los ejemplos 1.1.2 y 1.1.3. Se 
advierte que en el ejemplo 1.1.2 se usan letras diferentes d e /y  x  para denotar la función 
y su variable independiente.

REPASO________
Recuerde que x a/b =  \/x® 
siempre que a y b sean enteros 
positivos. El ejemplo 1.1.2 usa 
el caso cuando a = 1 y b = 2; 
x1/2 es otra forma de expresar
V i.

EJEMPLO I 1.1.2
Si g(t) = (t ~  2)1/2, encuentre (si es posible) £(27), g(5), g{2) y g(l).

Solución

Reescriba la función como g(t) = 'Vt — 2. (Si se requiere un repaso de potencias frac
cionarias, consulte el análisis de notación exponencial en el “Repaso de álgebra” que se 
encuentra al final de este libro). Entonces,

£(27) =  V 27 -  2 =  V 25 = 5 
g(5) =  V 5 -  2 = V 3 «  1.7321 

y g( 2) =  V 2 ^ 2  =  V 0  =  0
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4 CAPÍTULO 1 Funciones, gráficas y lím ites 1-4

n

EXPLORE!
Introduzca g{x) = V x  -  2 en el 
editor de funciones de su cal
culadora graficadora como 
Y1 = V(x -  2). Ahora en HOME 
SCREEN construya Y1(27),
Y1 (5) y Y1 (2), o alternativamen
te Y1 ({27, 5, 2}), donde las lla
ves se usan para encerrar una 
lista de valores. ¿Qué sucede 
cuando usted escribe Y1 (1)?

XPLORE!
Cree una función simple, 
definida por partes, usando la 
instrucción de álgebra 
booleana de la calculadora 
graficadora. Escriba Y1 = 2(X 
<  1) + (-1)(X >  1) en el editor 
de funciones. Examine la 
gráfica de esta función, usando 
la pantalla decimal ZOOM. 
¿Qué observa en X = 1? ¿Qué 
valores de Y1 se obtienen en 
X = -2 , 0,1 y 3?

Sin embargo, g(l) no está definida ya que

£(1) = V T ^ 2  = V ^ T

y los números negativos no tienen rafees cuadradas reales.

A menudo la funciones se definen usando más de una fórmula, donde cada fórmu
la describe la función sobre un subconjunto del dominio. Una función definida así gene
ralmente se llama función definida por partes. A continuación se presenta un ejemplo 
de tal función.

EJEM PLO ! 1 .1 .3  

Encuentre / [  —-M ,/(l) y /(2) si

m  =

i

X -  1 
3x2 + 1

si x  <  1 

si x  ^  1

Solución

1
Como x  = — — satisface x  <  1, se usa la parte superior de la fórmula para encontrar

1 1

- 1 / 2 - 1  -3 /2

Sin embargo, x  = 1 y x = 2 satisfacen x  > 1, de manera q u e /(l)  y/(2) se determinan 
usando la parte inferior de la fórmula

jf(l) =  3(1) + 1 = 4 y /(2 ) =  3(2)" + 1  = 13

¡E X P L O R
Introduzca en su calculadora 
graficadora f{x) = 1/(x -  3) 
como Y1, y despliegue esta 
gráfica usando la pantalla 
decimal ZOOM. Utilice la 
instrucción TRACE para buscar 
los valores de la función desde 
X = 2.5 hasta 3.5. ¿Qué 
observa en X = 3? Ahora 
guarde g(x) = V{x  -  2) en Y1, y 
grafíquela usando una ventana 
decimal ZOOM. Use TRACE 
para hallar los valores desde X 
= 0 a 3, en incrementos de 0.1. 
¿Cuándo comienzan a 
aparecer los valores de Y?, ¿y 
qué le indican acerca del 
dominio de g(x)?

uonvemo para calcular e! ¿ :,v c A menos que se especifique otra
cosa, si una fórmula (o varias, como sucede en el ejemplo 1.1.3) se usa para definir ! 
una función/, entonces se supone que el dominio d e /e s  el conjunto de todos los nú
meros para los cuales f(x)  está definida (como un número real). A esto se le llama do
minio natural de /. La determinación del dominio natural de una función con fre
cuencia excluye todos los números x  que resulten al dividir entre 0, o al obtener la 
raíz cuadrada de un número negativo. Este procedimiento se ilustra en el ejemplo
1.1.4.

EJEMPLO i 1.1,4
Encuentre el dominio y rango de cada una de estas funciones

a) f(x) = 1
A' -  3 b) g(t) = V F -  2

Solución

a) Como es posible la división por cualquier número diferente de 0, el dominio d e /  
es el conjunto de todos los números x  #  3. El rango d e /e s  el conjunto de todos 
los números y, excepto 0, porque para cualquier y 0, hay una x  tal que

y ~ ------en particular, x — 3 + —.
yx -  3
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1-5 SECCIÓN 1.1 Funciones ! 5

Funciones usadas 
en econom ía

b) Como los números negativos no tienen raíces cuadradas reales, g(t) puede eva
luarse sólo cuando t — 2 >  0, de manera que el dominio de g es el conjunto de 
todos los números t tales que t > 2. El rango de g es el conjunto de todos los 
números no negativos: para cualquiera de esos números y >  0 , hay un t tal que 
y — V f — 2; en particular, t = y2 + 2.

Hay varias funciones básicas que aparecen con frecuencia en aplicaciones relaciona
das con la economía. Una función demanda p = D(x) es una función que relaciona 
el precio unitario p de un artículo en particular con el número de unidades a  deman
dadas por los consumidores a ese precio. El ingreso total está dado por el producto

R(x) =  ( número de artículos vendidos)(precio por artículo)
=  xp = xD(x)

Si C ( a )  es el costo total de producir* unidades, entonces la utilidad derivada de su ven
ta al precio unitario p está dada por la función

P(x) = R(x) -  C(x) = xD(x) -  C(x)

Estos términos se utilizan en el ejemplo 1.1.5.

EJEMPLO I 1.1.5
La investigación de mercado indica que los consumidores comprarán x  miles de unida
des de un tipo particular de productor de café cuando el precio unitario es

p — — 021 x  +  51

dólares. El costo de producir las x  miles unidades es

C{x) =  2.23a-2 +  3.5a +  85

miles de dólares.

a) ¿Cuáles son las funciones de ingreso y de utilidad, R(x) y P(x) de este proceso 
de producción?

b) ¿Para qué valores de x  es redituable la producción de los fabricantes de café?

Solución

a) La función demanda es D(x) = - 0 .2 7 a* + 51, de manera que el ingreso es

R(x) =  xD(x) = -0 .21  x2 +  51a-

miles de dólares, y la utilidad es

P(x) =  R(x) -  C(x)

=  — 0.21 x2 +  5Lv -  (2.23a:2 +  3 .5a  +  85) 

=  — 2 .5x2 +  47 .5a  -  85

miles de dólares.

b) La producción es redituable cuando P(x) >  0. Se calcula que

P(x) =  - 2 . 5 a2 +  47 .5 a -  85 

=  — 2.5(a 2 -  19a +  34) 

=  — 2.5(a  -  2)(a -  17)
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6 CAPÍTULO 1 Funciones, gráficas y lím ites 1-6

REPASO
El producto de dos números es 
positivo si tienen el mismo 
signo y es negativo sí tienen 
signos diferentes. Es decir, 
ab > 0  si a >  0 y b >  0, y 
también si a <  0 y b <  0.
Por otra parte, ab <  0 si a <  0 
y b >  0, o s i a > 0 y f c > < 0 .

Como el coeficiente -2 .5  es negativo, se deduce que P(x) >  0 sólo si los términos 
(v _ 2) y (x -  17) tienen signos diferentes; esto es, cuando x  -  2 >  0 y * -  17 < 0. Por 
tanto, la producción es redituable para 2 <  x <  17 ._____________________________

En el ejemplo 1.1.6 se ilustra cómo se usa la notación funcional en una situación 
práctica. Observe que para interpretar una fórmula algebraica con más facilidad, las le
tras que representan magnitudes prácticas importantes se usan para la función y su va
riable independiente. (En este ejemplo, la letra C significa “costo” y q significa “canti
dad” fabricada.)

Vír

EXPLORE!
Remítase al ejemplo 1.1.6, y 
guarde la función de costo C[q) 
en Y1 como X3 -  30X2 +
500X + 200. Construya una 
TABLA de valores para C(q) 
usando su calculadora, fijando 
TbIStart en X = 5, con un incre
mento ATbl = 1 unidad. En la 
tabla de valores observe el 
costo de fabricación de la déci
ma unidad.

EJEMPLO I 1.1.6
Suponga que el costo total en dólares de fabricar q unidades de un cierto producto está 
dado por la función C(q) = q3 — 30q2 + 500g 4- 200.

a) Calcule el costo de fabricar 10 unidades del producto.

b) Calcule el costo de fabricar la décima unidad del producto.

Solución

a) El costo de fabricar 10 unidades es el valor de la función de costo total cuando 
q = 10. Es decir,

Costo de 10 unidades = C(10)

= (10)3 -  30(10)2 + 500(10) + 200 
= $3 200

b) El costo de fabricación de la décima unidad es la diferencia entre el costo de fa
bricar 10 unidades y el costo de fabricar 9 unidades. Esto es

Costo de la décima unidad = C(10) -  C(9) = 3 200 -  2 999 =  $201

C om posic ión Hay muchas situaciones en las que una magnitud se expresa como una función de 
de func iones una variable, que a su vez, se puede escribir como una función de una segunda va

riable. Al combinar las funciones en una forma apropiada, se puede expresar la mag
nitud original como una función de la segunda variable. Este proceso se denomina 
composición de funciones o composición funcional.

Por ejemplo, suponga que los ambientalistas estiman que cuando p miles de perso
nas viven en determinada ciudad, el nivel diario promedio de monóxido de carbono en 
el aire es c(p) partes por millón, y que los estudios demográficos independientes indican 
que la población en t años será de p(t) miles. ¿Qué nivel de contaminación se espera en 
t años? Se puede responder a esta pregunta sustituyendo p(t) en la fórmula de la conta
minación c(p) para expresar c como una función compuesta de t.

El problema de la contaminación se retomará en el ejemplo 1.1.11 con fórmulas es
pecíficas para c(p) y p(t), pero primero es necesario analizar algunos ejemplos sobre 
cómo se forman y se evalúan las funciones compuestas. A continuación se da una defi
nición de composición funcional.

C o m p o s ic ió n  de funciones □ Dadas las funciones f(u)  y g(.v), la compo
sición f(g{x)) es la función de x  formada al sustituir u = p(,v) por u en la fórmu
la de /(«).
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1-7 I SECCIÓN 1.1 | Funciones ! 7

Observe que la función compuestaf(g(x)) “tiene sentido” sólo si el dominio d e /  
contiene el rango de g. En la figura 1.2, la definición de la función compuesta se mues
tra como una “línea de montaje” en la cual el ingreso de “materia prima”, x, primero se 
convierte en un producto transitorio g(X) que actúa como el insumo que la m áquina/uti
liza para producir f(g(x)).

FIGURA 1.2 La composición f(g(x)) como una línea de ensamble.

EXPLORE!
Introduzca las funciones 
f{x) = x2 y g(x) = x + 3 en Y1 
y Y2, respectivamente, 
con el editor de funciones. 
Deseleccione (apague) Y1 y Y2. 
Haga Y3 = Y1 (Y2) y Y4 = 
Y2(Y1). Demuestre 
gráficamente (usando el ZOOM 
estándar) y analíticamente 
(mediante una tabla de valores) 
que f[g(x)), representada por 
Y3, y g(f(x)), representada por 
Y4, no son las mismas 
funciones. ¿Cuáles son las 
ecuaciones explícitas para 
ambas funciones compuestas?

va l

¡EXPLORE!
Remítase al ejemplo 1.1.8. In
troduzca f(x) = 3x2 + 1/x + 5 en 
Y1. Escriba Y2 = Y 1 (X -1 ). 
Construya una tabla de valores 
para Y1 y Y2 de X = 0,1 a 6. 
¿Qué observa acerca de los 
valores de Y1 y Y2?

EJEMPLO I 1.1.7
Encuentre la función compuesta/(^(x)), donde/(w) — u + 3u + 1 y g(jc) =  x  +  1.

Solución
Remplace u por x  + 1 en la fórmula de/(w) para obtener

f(g(x)) = (x +  l)2 +  3(* +  1) +  1
=  (x2 +  2x 4* 1) + (3x + 3) + 1 
= x2 + 5x + 5

NOTA Al invertir los papeles de /  y g en la definición de función compuesta, 
se puede definir la composición g(f(x)) y, en general, f(g(x))y g(f(x)) no serán 
iguales. Por ejemplo, con las funciones del ejemplo 1.1.7, primero se escribe

g(w) = w + 1 y f(x) = x2 4- 3x + 1

Y  luego se remplaza w por x2 + 3x 4- 1 para obtener

*(/(*)) =  + 3x +  1) +  1
— xT + 3x +  2

que es igual a f(g(x)) = x  +  5x + 5 sólo cuando jc =  —3/2 (esto debe verifi
carse). □

El ejemplo 1.1.7 se hubiera podido reescribir de manera más compacta como sigue: 
Encuentre la función compuesta f ( x  + 1) donde/(«) = u + 3 u + 1. El uso de esta no
tación compacta se ilustra al detalle en el siguiente ejemplo.

EJEM PLO  I 1 .1 .8
Encuentre f ( x  -  1) si f(x) = 3,v2 + — +  5.

x
Solución
A primera vista, este problema puede parecer confuso porque la letra x  aparece tanto co
mo la variable independiente en la fórmula que define a / , como parte de la expresión

1
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x  — i. Debido a esto, puede ser útil empezar escribiendo la fórmula para /en  términos 
más generales, como

/ ( □ )  = 3(D )2 + ±  + 5

Para encontrar/(x -  1), simplemente se necesita insertar la expresión x -  1 dentro de ca
da cuadro, para obtener

f ( x  -  1) = 3 0  -  l)2 + + 5

8 I CAPÍTULO 1 ! Funciones, gráficas y límites i 1-8

En ocasiones, se tiene que “separar” una función compuesta dada g{h{xj) e identi
ficar la “función exterior” g(u) y la “función interior” h{x) que la formaron. El procedi
miento se demuestra en el ejemplo 1.1.9.

EJEMPLO I 1.1.9

Si f{x) = —------f  4(x — 2)3, encuentre las funciones g(u) y h(x) tales que f(x) = g(h(x)).
x  — 2

Solución

La forma de la función dada es

m  = A  + 4(n)3

donde cada cuadro contiene la expresión x  -  2. Así,/(jc) = g(h(x)), donde

5 *g(u) = — I- 4u y h(x) — x  — 2 
u

función exterior función interior

De hecho, en el ejemplo 1.1.9, hay muchos pares de funciones g(u) y h(x) que se

pueden combinar para formar g(h(x)) = f(x).  [Por ejemplo, g(u) =  —- —  + 4(m + l)3
u +  1

y h(x) =  x -  3]. En particular el par seleccionado en la solución de este ejemplo es 
el más natural y refleja claramente la estructura de la función original f(x).

EJEMPLO I 1.1.10
Un cociente incrementa! es una expresión de la forma general

f ( x  + li) -  / ( x) 
h

donde/es una función dada de x , y h es un número. El cociente incremental se usará en 
el capítulo 2 para definir la derivada, uno de los conceptos fundamentales del cálculo. 
Encuentre el cociente incremental para/(Y) = x2 -  3x.

Solución

Se calcula como sigue

ftx  ±  h) - f ( x )  _  [(x + h f  -  3(x + /;)] -  [X2 -  3x1 
h . ~h
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[x2 + 2xh +  hz -  3x -  3/í ] -  [x2 -  3x] v<’ cl
~  . numerador

h
2xh +  h2 — 3/í S(J eombinan los termi-

~ nos cu cl numeradorh
=  2x  +  h — 3 se divide cmrc !i

En el ejemplo 1.1.11 se ilustra cómo puede surgir una función compuesta en un 
problema aplicado.

"EJEM PLO  I 1.1 .11

Un estudio ambiental de cierta comunidad sugiere que el nivel promedio diario de mo- 
nóxido de carbono en el aire será de c{p) = 0.5p + 1 partes por millón cuando la pobla
ción sea p  miles. Se estima que dentro de t años la población de la comunidad será 
p{t) = 10 + 0. Ir2 miles.
a) Exprese el nivel de monóxido de carbono en el aire como una función del tiempo.
b) ¿Cuándo el nivel del monóxido de carbono alcanzará 6.8 partes por millón?

Solución

a) Como el nivel de monóxido de carbono está relacionado con la variable p me
diante la ecuación

c(p) = 0.5 p + 1

y la variable p está relacionada con la variable t mediante la ecuación

p(t) =  10 +  O .lí2

se deduce que la función compuesta,

c(p(t)) =  c(10 +  O .lí2) =  0.5(10 +  0.1 i2) +  1 = 6  +  0.05Í2

expresa el nivel de monóxido de carbono en el aire como una función de la va
riable t.

b) Iguale c(p(t)) a 6.8 y despeje t para obtener

6 +  0.05f2 =  6.8
0.05f2 = 0.8

2 0.8t2 = ----- =  16
0.05

t = V l6  = 4 Se descurta t = — 4

Es decir, dentro de 4 años el nivel de monóxido de carbono será 6.8 partes por 
millón.

P R O B L E M A S  I 1.1

En los problemas 1 a 11, calcule los valores indicados de la función dada.

1. / ( * )  =  3X2 +  5* -  2; / ( 0) , / ( —2) , / ( l )  2. h(t) =  (21 + l ) 3; h ( - 1), /¡(0), h( 1)

3. g W  = x  +  - ; g( - l ) , g ( l ) , g ( 2 )  4. f(x)  =  V 7 -7 ; / ( 2 ) , / ( 0 ) , / ( -  1)
X X  “r  1

5. h(t) =  V ?  +  2t +  4; h(2), h(0), h ( - 4) 6. g(u) = (u +  1)3/2; g(0), g ( - l ) ,  g(8)
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7 . /(< ) =  (2 f -  l ) “ 3/2; / ( l ) , / ( 5 ) , / ( 1 3 )  8- .?W =  4  +  Ixl; ,? ( - 2 ) ,  5 (0 ), l?(2 )

9. /(x )  =  x  -  Lv — 2 l; / ( l ) , / (2 ) , / (3 )  10. h(x) = \  j  4 ^  >  J; « 3 ) , / j( l) ,  / r ( 0 ) , / i ( - 3)

11. / «  =

'3  si r <  — 5
t +  1 s i - 5 < r < 5 ; / ( - 6 ) , / ( - 5 ) , / ( 1 6 )

V/ si t > 5

£/? /as problemas 12 a 15, determine si la función dada tiene al conjunto de todos los números reales como su do
minio.

12. f(x)  =  ' \  +  *, 13. g(x) =  A—
x 2 -  1 1 +  X

14. h(t) =  V r  +  1 15. /(O  =  V i  -  t

En los problemas 16 a 21, determine el dominio de la función dada.

x2 +  5
16. / ( x) = a 3 -  3a +  2x +  5 17. ¿(x) =  ^ +  2

1 +  1 19. / ( x )  =  V 2 x  +  6

/ +  2
20. h(s) =  V r -  4 21. / ( / )  =

En los problemas 22 a 29, halle la función compuesta f(g(x)).

22. f(u) =  u~ +  4, #(a) =  x  — 1 23. f(u )  =  3u2 +  2w — 6, #(a*) =  a- +  2

24. f(u) =  (2w +  10)2, g{x) =  x  — 5 25. /(¿ /) =  (¿/ — l ) 3 +  2zr, g(x) =  a* +  1

26. /(« ) =  g(x) = x 2 +  x -  2 27. f(u ) = -4 , £(a) =  a -  1
u 11

28. /(¿O = ¿r, #(*) =  -  — 29. /(« ) =  + 1, £ ( a ) = a 2 -  1

En los problemas 30 a 33, halle el cociente incremental de f  de la forma, ^  +
/?

30. /(x) = 2x + 3 31. f(x) = x-2

32. /(x) =  4x -  x2 33. /(.*) = I
A

En los problemas 34 a 37, obtenga las funciones compuestas f{g{x)) y g(f(x)), y encuentre todos los valores de x 
(si los hay) tales que / (# (* ) )=  g{f{x)).

34. /(a ) — x2 + 1, g(a) — 1 — a 35. f(x) =  Va:, #(a) =  1 — 3a:

36. m  =  I  S(x) =  Í Z £  37. / (x )  =  g(x) =  £ ± f

En los problemas 38 a 45, halle la función compuesta indicada.

38. /(x  + 1) donde/(x) = x2 + 5 39. f{x  _  2) donde/(x) =  2v2 -  3x +  1

4 0 . / ( x  +  3) d o n d e / (x )  =  (2x  -  6 )2 4 1 . / ( x  -  1) d o n d e f ( x )  =  (x  +  l ) 5 -  3 x 2
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42. /Í -M  donde/(a) =  3a  +  ^

44. /( .v ” — 2v +  9) donde/(.v) =  2a — 20

43. /(a*2 +  3a — l) donde/ ( a) =  V a

45. / ( a + l) donde/(a) =
a — l

£7? /os problemas 46 a 57, encuentre las funciones h(x) y

46. /(.v) = (.y5 -  3.v2 + I2)'1

48. /(.v) = V3.v -  5 

50. /(.y) = V.y + 4 - 1
(.Y + 4)-’

52. COSTO DE FABRICACION Se supone que el 
costo total en dólares de fabricar q unidades de cier
to artículo está dado por la función

C(q) = ql -  30q2 + 400? + 500.
a) Calcule el costo de fabricar 20 unidades.
b) Calcule el costo de fabricar la vigésima unidad.

53. EFICIENCIA DE LOS TRABAJADORES Un 
estudio de eficiencia en el turno de la mañana de 
cierta fábrica indica que un trabajador promedio que 
llega a las 8:00 a.m. habrá ensamblado

/(a ) =  —a3 -I- 6a2 +  15a 

televisores a horas después.
a) ¿Cuántos televisores habrá ensamblado un tra

bajador a las 10:00 a.m.? [Sugerencia: A las 
10:00 a.m., a = 2]

b) ¿Cuántos televisores habrá ensamblado un tra
bajador entre las 9:00 y las 10:00 a.m.?

54. CAMBIO DE TEMPERATURA Suponga que / 
horas después de la medianoche, la temperatura en

Miami era C{t) /" + 4/ + 10 grados Celsius.

a) ¿Cuál fue la temperatura a las 200 p.m.?
b) ¿Cuánto aumentó o disminuyó la temperatura 

entre las 6:00 y las 9:00 p.m.?
55. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se 

estima que dentro de t años la población de cierta
6

comunidad suburbana será P(t) = 20
t + 1

miles.
á) ¿Cuál será la población de la comunidad dentro 

de 9 años?
b) ¿Cuánto aumentará la población durante el no

veno año?
c) ¿Qué le sucede a P(t) a medida que t crece cada 

vez más? Interprete el resultado.

g(u) tales que f(x) = g(h(x)).

47. /(.y) = (.y -  l)2 + 2(x -  1) + 3

49. /Or) = -2
1

x + 1

51. /(.y) = V 2  -  .y +
2 -  ,y

56. PSICOLOGÍA EXPERIMENTAL Para estudiar 
la tasa a la que aprenden los animales, un estudiante 
de psicología llevó a cabo un experimento en el que 
se enviaba a una rata reiteradamente a través de un 
laberinto. Se supone que el tiempo requerido por la 
rata para atravesar el laberinto en el /2-ésimo intento 
era aproximadamente

12f(n) =  3 +  -  
n

minutos.
a) ¿Cuál es el dominio de la función/ ?
b) ¿Para qué valores de n tiene significado f{n) en 

el contexto del experimento de psicología?
c) ¿Cuánto tiempo tardó la rata en atravesar el la

berinto en el tercer intento?
d) ¿En qué intento atravesó la rata el laberinto en 4 

minutos o menos?
e) De acuerdo con la función/, ¿qué sucederá con 

el tiempo necesario para que la rata atraviese el 
laberinto a medida que aumenta el número de 
intentos? ¿ Será capaz la rata de atravesar el la
berinto en menos de 3 minutos alguna vez?

57. FLUfO SANGUÍNEO Los biólogos han encon
trado que la velocidad de la sangre en una arteria es 
una función de la distancia de la sangre desde el eje 
central de la arteria. De acuerdo con la ley de Poi- 
seuille,1 la velocidad (en centímetros por segundo) 
de la sangre localizada a r centímetros del eje cen
tral de una arteria está dada por la función S{r) =  
C(R2 — r2), donde C es una constante y R es el radio 
de la arteria. Suponga que para cierta arteria, C = 
1.76 X 105 y R =  1.2 X 10~2 centímetros.
a) Calcule la velocidad de la sangre en el eje cen

tral de esta arteria.

'E. Batschelet, Introduction (o Mathematics for Life Scientists, 3a. 
ed., Nueva York, Springer-Verlag, 1976, pp. 101-103.
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b) Calcule la velocidad de la sangre en un punto 
medio entre la pared de la arteria y el eje central.

58. COSTO DE DISTRIBUCIÓN Suponga que el 
número de horas-trabajador necesarias para distri
buir los nuevos directorios telefónicos a x% de ca
sas en cierta comunidad rural está dado por la 
función

f(x) =
600.V

300 -  x
a) ¿Cuál es el dominio de la función/?
b) En este contexto, ¿para qué valores de x  tiene 

/(.y) una interpretación práctica?
c) ¿Cuántas horas-trabajador se necesitaron para 

distribuir los nuevos directorios telefónicos al 
primer 50% de las viviendas?

d) ¿Cuántas horas-trabajador se necesitaron para 
distribuir los directorios telefónicos a toda la co
munidad?

é) ¿Qué porcentaje de viviendas de la comunidad 
recibió los nuevos directorios telefónicos des
pués de 150 horas-trabajador?

59. ISLA ECOLÓGICA Se ha observado que sobre 
una isla de área A millas cuadradas, el número pro
medio de especies animales es aproximadamente 
igual a s(A) = 'IS'sfA.
a) En promedio, ¿cuántas especies animales se 

podría esperar encontrar sobre una isla de 8 
millas cuadradas?

b) Si Si es el número promedio de especies sobre 
una isla de área A y s2 es el número promedio de 
especies sobre una isla de área 2A, ¿cuál es la 
relación entre s\ y s2?

c) ¿Qué tan grande debe ser una isla para tener un 
promedio de 100 especies animales?

60. DENSIDAD DE POBLACIÓN Se ha observa
do que para mamíferos herbívoros, se puede estimar 
el número de animales por kilómetro cuadrado, Ny

91.2
mediante la fórmula N = —qTJ’ en Que m es Ia

m
masa promedio del animal en kilogramos.
a) Suponiendo que un alce promedio en una reser

va tiene una masa de 300 kg aproximadamente, 
¿cuántos alces por kilómetro cuadrado se espera 
encontrar en la reserva?

b) Usando esa fórmula, se estima que hay menos 
de un animal de cierta especie por kilómetro 
cuadrado. ¿Qué tan grande puede ser el animal 
promedio de esta especie?

c) Una especie de grandes mamíferos tiene el do
ble de la masa promedio que una segunda espe
cie. Si una reserva en particular contiene 100 
animales de grandes especies, ¿cuántos animales 
de la especie más pequeña esperaría encontrar 
ahí?

61. INMUNIZACIÓN suponga que durante un pro
grama nacional para inmunizar a la población con
tra cierta variedad de influenza, los funcionarios de 
salud pública calcularon que el costo de vacunar a 
x% de la población era aproximadamente

150jc . . .
f(x) = ---------- millones de dolares.
7 w  200 — x

a) ¿Cuál es el dominio de la función/?
b) ¿Para qué valores de .y tiene f(x)  una interpreta

ción práctica en este contexto?
c) ¿Cuál fue el costo de vacunar al primer 50% de 

la población?
d) ¿Cuál fue el costo de vacunar al segundo 50%  

de la población?
é) ¿Qué porcentaje de la población había sido va

cunada cuando se habían gastado 37.5 millones 
de dólares?

62. POSICIÓN DE UN OBJETO EN MOVIMIEN
TO Se deja caer una bola desde la parte superior 
de un edificio. Su altura (en pies) después de t se- 
gundos está dada por la función H(t) = —16t + 
256.
a) ¿Cuál es la altura de la pelota después de 2 se

gundos?
b) ¿Qué distancia recorrerá la pelota durante el ter

cer segundo?
c) ¿Cuál es la altura del edificio?
d) ¿Cuándo la pelota golpeará el suelo?

63. CONTAM INACIÓN O t l  &ÍR1 Un estudio 
ambiental de cierta comunidad suburbana sugiere 
que el nivel diario promedio de monóxido de carbo
no en el aire será c(p) = OAp + 1 partes por millón 
cuando la población sea p miles. Se estima que en t 
años la población de la comunidad será p{t) = 8 +
0.2f2 miles.
a) Exprese el nivel de monóxido de carbono en el 

aire como una función del tiempo.
b) ¿Cuál será el nivel de monóxido de carbono en

2 años, a partir de hoy?
c) ¿Cuándo alcanzará el nivel de monóxido de car

bono las 6.2 partes por millón?
64. COSTO DE FABRICACION En una fábrica, el 

costo total de elaborar q unidades durante un día 
de trabajo es C(q) =  q2 +  q + 900  dólares. En un 
día típico de trabajo, durante las primeras t horas se 
fabrican q(t) = 2 5 1 unidades.
a) Exprese el costo de fabricación total como una 

función de t.
b) ¿Cuánto se habrá gastado en la producción al fi

nal de la tercera hora?
c) ¿Cuándo llegará el costo total de fabricación a 

los $11 000?
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En los problemas 65 y 66, la función de demanda D(x) y la 
función de costo total C(x) de un artículo en particular es
tán dadas en términos del nivel de producción x . En cada 
caso encuentre

a) El ingreso R(x) y la utilidad P(x).
b) Todos los valores de x para los cuales es redi

tuable ¡a producción del artículo.
65. D(x) = -0 .0 2 a- + 29 y

C(a) =  1.43a2 +  18.3a +  15.6

66. D(x) = - 0 .3 7 a + 47 y
C(a) =  1.38a2 +  15.15a +  115.5

67. DEMANDA DEL CONSUMIDOR Un impor
tador de café brasileño estima que los consumidores

4  374
locales comprarán aproximadamente Q(p) = —

P
kilogramos de café por semana, cuando el precio 
sea de p dólares por kilogramo. Se estima que en t 
semanas el precio del café será

p(t) = 0.0412 + 0.2/ + 12

dólares por kilogramo.
a) Exprese la demanda de consumo semanal de 

café como una función de t.
b) ¿Cuántos kilogramos de café comprarán los 

consumidores al importador al cabo de 10 se
manas?

c) ¿Cuándo será la demanda de café de 30.375 ki
logramos?

68. COSTO DE LA EDUCACIÓN En la tabla 1.2 
se indican los promedios de los costos fijos totales 
anuales (matrícula, inscripción y pensión completa) 
para estudiantes universitarios según el tipo de insti
tución, en dólares constantes de 2002 (ajustada a la 
inflación) para los años académicos desde 1987- 
1988 hasta 2002-2003. Se define el índice del costo 
de educación (ICE) de un año académico dado co
mo el cociente del costo fijo total para ese año entre 
el costo fijo total del año académico base, que es el 
que termina en 1990. Por ejemplo, para institucio

nes públicas de 4 años, en el año académico que ter- 
tninó en el 2000, el índice de costo de educación es

CEI(2000) =  =  1.28
6 476

a) Calcule el ICE en el tipo de institución donde 
usted se encuentra para cada uno de los 16 años 
académicos mostrados en la tabla. ¿Cuál es el 
aumento anual promedio en el ICE para el pe
riodo de 16 años en ese tipo de institución?

b) Calcule el ICE en los cuatro tipos de institucio
nes para el año académico que terminó en 2003 
e interprete los resultados.

c) Escriba un párrafo acerca del índice del costo de 
educación. ¿Puede continuar aumentando como
lo ha hecho? ¿Qué piensa que sucederá en el fu
turo?

69. VALOR DE LA EDUCACIÓN La tabla 1.3 in
dica el ingreso promedio en dólares constantes del 
2002 (ajustada la inflación), por logros educaciona
les para personas de al menos 18 años de edad de la 
década de 1991-2000. Se define el índice del valor 
de educación (IVE) para que un nivel particular de 
educación en determinado año sea el cociente del 
ingreso promedio obtenido ese año entre el ingreso 
promedio obtenido por el nivel de educación más 
bajo (sin diploma de preparatoria) durante el mis
mo año. Por ejemplo, para una persona que haya 
terminado su carrera en 1995, el índice del valor de 
educación es

IVE(1995) = 43 450 
16 465

=  2.64

a) Calcule el IVE para cada año en la década 1991- 
2000 para el nivel de educación que usted espe
ra obtener.

b) Compare el IVE del año 2000 para los diferen
tes cuatro niveles educacionales que requieren al 
menos de un diploma de preparatoria. Interprete 
sus resultados.

TABLA 1.2 Costos promedio totales fijos anuales (matrícula, inscripción, pensión completa) según el 
tipo de institución, en dólares constantes del 2002 (ajustada la inflación)

Sector/Año 87-88 88-89 89-90 90-91 91-92 92-93 93-94 94-95 95-96 96-97 97-98 98-99 99-00 00-01 01-02 02-03

2 años pública l 112 1 190 1 203 l 283 l 476 1 395 1 478 1 517 1 631 1 673 1 701 1 699 1 707 1 752 1 767 1 914

2 años privada 10 640 11 159 10 929 ll 012 ll 039 11 480 12 130 12 137 12 267 12 328 12 853 13 052 13 088 13213 13 375 14 202

4 años pública 6 382 6417 6 476 6 547 6 925 7 150 7 382 7 535 7 680 7 784 8 033 8 214 8311 8 266 8 630 9 135

4 años privada 13 888 14 852 14 838 15 330 15 747 16 364 16 765 17216 17 560 17 999 18 577 18 998 19 368 19 636 20 783 21 678

Todos los datos son promedios ponderados e intentan reflejar los precios promedio de las instituciones. 
FUENTE: Annual Sun’ey o f Colleges. The College Board, Nueva York, NY.
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TABLA 1.3 Ingreso anual promedio por nivel educacitivo en dólares constantes de 2002

1-14

Nivel de educación/Año 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

Sin diploma de preparatoria 16 582 16 344 15 889 16 545 16 465 17 135 17 985 17 647 17 346 18 727

Con diploma de preparatoria 24 007 23 908 24 072 24458 25 180 25 289 25 537 25 937 26439 27 097

Carrera trunca 27017 26 626 26 696 26 847 28 037 28 744 29 263 30 304 30 561 31 212

Carrera terminada 41 178 41634 43 529 44 963 43 450 43 505 45 150 48 131 49 149 51653

Posgrado 60 525 62 080 69 145 67 770 66 581 69 993 70 527 69 777 72 841 72 175

FUENTE: Census Bureau de EUA (obtenido en línea): (www.census.gov/hhes/incomc/hisiinc/p2S).

70. VALOR DEL COSTO DE EDUCACIÓN Se define el índice del valor del 
costo de educación (IVCE) como el cociente del ingreso promedio obtenido por 
una persona con un determinado nivel de educación durante el primer año des
pués de su graduación entre el costo anual promedio para conseguir ese nivel de 
educación. Por ejemplo, en la tabla 1.3 se indica que en promedio, una persona 
que terminó su carrera universitaria en 1999 ganó $51 653 por año, comenzando 
en el 2000. La tabla 1.2 indica que si este mismo estudiante entró a una institu
ción pública de 4 años durante el año académico 1995-1996 y se graduó en 1999, 
él pudo haber gastado un promedio de

$7 680 + $7 784 + $8 033 + $8 214 = $31 711
4 4

$7 928

«  71 .
&

m 72- 

i 73-

por año de su educación. Por tanto, el índice del valor del costo de educación pa
ra tal estudiante sería

IVCE(2000) = = 6.52

Calcule el IVCE de los años 1995 y 2000 para los cuatros tipos de instituciones 
indicados en la tabla 1.2. Suponga que la categoría “carrera trunca” dada en la ta
bla 1.3 se aplica a estudiantes con 2 años en universidades públicas y privadas, 
mientras que “carrera terminada” se aplica a graduados de 4 años en universida
des públicas y privadas. Interprete los resultados.

4x2 -  3¿Cuál es el dominio de f ( x ) =

¿Cuál es el domino de f(x) =

2x + x  — 3 
I x 1 -  4

-7------------- ?
x3 -  2x + 4

Para f(x) — 2 v x  — 1 y g(x) — ,v3 — 1.2, encuentre/(»(2.3)). Use dos cifras de- 
cimales.

*>ara /W  — 2 V a  — 1 y g(x) — a3 -  1.2, encuentre g(f(4.8)). Use dos cifras deci- 
males.

Las gráficas tienen impacto visual. También revelan información que puede no ser evi
dente de las descripciones verbales o algebraicas. En la figura 1.3 se muestran dos grá
ficas que representan relaciones prácticas.

La gráfica de la figura 1.3a describe la variación de la producción industrial total en
cierto país duiante un periodo de 4 años. Observe que el punto más alto en la gráfica se
alcanza cerca del final del tercer año, lo cual indica que la producción fue la mayor en 
ese momento.
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Producción i

a )

La gráfica de la figura 1.3b representa el crecimiento demográfico cuando los fac
tores ambientales imponen un límite superior en el tamaño posible de la población. Es
ta indica que la tasa  de crecimiento demográfico se incrementa al comienzo y luego dis
minuye a medida que el tamaño de la población se aproxima cada vez más al límite su
perior.

Punto más alto

/

■Tiempo

Momento de máxima producción

b)

•3» » fS»  j» f .'i yí ««jj

H uU K A  í.o  a) Una función de producción, b) Un crecimiento demográfico acotado.

Para representar geométricamente una función y  = / ( j c )  como una gráfica, es común 
usar un sistema coordenado rectangular en el que se marcan las unidades para la varia
ble independiente x  en el eje horizontal, y las unidades de la variable dependiente y  en 
el eje vertical.

O rá tic a  d e  u n a  fu n c ió n  a La gráfica de una función/ consta de todos los 
puntos (je, y),  donde x  está en el dominio de /  y y  = /(je); esto es, todos los pun
tos de la forma (je, /(je)).

En el capítulo 3 se estudiarán técnicas eficientes del cálculo que se pueden usar pa
ra dibujar con precisión las gráficas de las funciones. Sin embargo, para muchas funcio
nes, se puede lograr una buena gráfica trazando unos cuantos puntos, tal como se ilustra 
en el ejemplo 1.2.1.

EJEM PLO  I 1.2.1

Grafique la función/ ( j c )  = x 2.

Solución

Comience por construir la tabla.

1 1
X - 3 - 2 - 1 0 1 2 3

2 2

y  = x2 9 4 1
1

0
1

1 4 9✓ 4 4

FIGURA 1.4 La gráfica de Después marque los puntos (je, y) y conéctelos con una curva suave como la que se 
y = x2. muestra en la figura 1.4._____________________________________________________
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■ú^v

vi¡§5

EXPLORE!
Introduzca f{x) = x2 en Y1 del 
editor de ecuaciones, usando 
negritas. Represente g[x) = 
x2 + 2 mediante Y2 = Y1 + 2  
y /i(x) = x2 -  3 mediante 
Y3 = Y1 — 3. Use el ZOOM 
de graficación decimal para 
mostrar cómo se relacionan las 
gráficas de g{x) y h(x) con la 
de f(x). Ahora elimine Y2 y Y3 y 
escriba Y4 =  Y1 (X + 2) y Y5 = 
Y1(X — 3). Explique cómo se 
relacionan las gráficas de Y1, 
Y4 y Y5.

NOTA Muchas curvas diferentes pasan por los puntos del ejemplo 1.2.1. Va
rias de estas curvas se muestran en la figura 1.5. No hay forma de garantizar que 
la curva que trazamos a través de los puntos marcados sea la gráfica real de /. 
Sin embargo, en general, entre más puntos se representen, más probable será que 
la gráfica resulte más precisa, n

%:A 1.5 Otras gráficas que pasan por los puntos del ejemplo 2.1.

EXPLORE!

m  = m =

Ciertas funciones que son defi
nidas por partes se pueden in
troducir en una calculadora 
graficadora usando el indica
dor de funciones en secciones. 
Por ejemplo, la función de valor 
absoluto,

*  s i x > 0  
- x  si x  <  0

puede ser representada me- 
dianteYI = X(X >  0) + (-X)(X 
<  0). Ahora represente la fun
ción del ejemplo 1.2.2, usando 
el indicador de funciones, y 
grafíquela en una pantalla con 
dimensiones apropiadas. 
[Sugerencia Se necesitará 
representar el intervalo,
0 <  X <  1, mediante la expre
sión booleana (lógica),
(0 <  X)(X <  1).]

En el ejemplo 1.2.2 se ilustra cómo dibujar la gráfica de una función definida por 
más de una fórmula.

EJEM PLO  I
Grafique la función

9  9í— o íí-o

f(x) =

Solución

2x  si 0 ^  x  < 1
2/x si 1 ^  x  <  4
3 si.x 4

Cuando se hace una tabla de valores para esta función, se debe usar la fórmula apropia
da para cada valor particular de x. Usando la fórmula/(x) = 2x cuando 0 <  x <  1, la 

2
fórmula / ( a) = — cuando 1 <  x  <  4, y la fórmula f(x)  =  3 cuando x  ^  4, se puede

construir la siguiente tabla:

f tx )

0

0

2

2
3

Ahora se representan los puntos correspondientes (a\ / ( a') )  y se dibuja la gráfica como en 
la figura 1.6. Observe que las partes para 0 ^  a'  <  1 y 1 ^  a* <  4 se conectan una con la 
otra en (1, 2) pero que la parte para a  >  4 está separada del resto de la gráfica. [El “pun

to abierto en ^4, — j  indica que la gráfica se aproxima a este punto, aunque dicho pun- 

to en realidad no está sobre la gráfica].
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fc-ÍGU&A 1 ,6  La gráfica de f(x) = *

2x O < x <  1 
2
-  1 <  jf <  4.x
3 A '> 4

In tersecciones

¡EXPLORE!
Usando su calculadora granea
dora, localice las interseccio
nes de f{x) = - x 2 + x + 2 con 
el eje x. Esas intersecciones se 
pueden localizar primero usan
do el botón ZOOM y después 
pueden ser verificadas usando 
el comando raíz de la calcula
dora graficadora. Haga lo mis
mo para g(x) = x2 +  x  -  4. ¿Qué 
forma de radical tienen estas 
raíces?

*
i

(0, 2) < 
i

>
L

>• ( 1 , 2 )
v

(-1 ,0 ) 

( -2 ,-4  ) /
&
::
¡¡

( -3 .-1 0 ) !

í (2 , 0 )  

l ( 3 , - 4) 

\  
q (4, -10)

FIGURA 1 .7  La gráfica de 
/ ( a )  = - x 2 + x + 2.

Los puntos (si los hay) donde una gráfica corta al eje a  se llaman intersecciones con 
el eje x, y de manera similar, una intersección con el eje y  es un punto donde la grá
fica corta al eje y. Las intersecciones son características clave de una gráfica y se 
pueden determinar usando el álgebra o la tecnología junto con los criterios que se 
muestran a continuación.

Cómo hallar las intersecciones con los ejes x y y 
Para hallar cualquier intersección de y =  / ( a ) ,  con el eje y se hace a  =  0  y se cal
cula y. Para hallar cualquier intersección de y = / ( a )  con el eje a ,  se hace y  =  0 
y se calcula a .  La única intersección posible de una función con el eje y es j 0 = 
/(O), sin embargo, las intersecciones con el eje a  pueden ser difíciles de hallar.

EJEM PLO  I 1 .2 .3
Grafique la función/ ( a ) ' = —a 2 + a  + 2. Incluya todas las intersecciones con los ejes 
xyy .

Solución
La intersección con el eje y  es/(O) =  2. Para hallar las intersecciones con el eje a , re
suelva la ecuación / ( a ) = 0. Al factorizar, se obtiene que

~ x “ +  a  +  2  =  0  

— ( a  +  1 ) ( a  — 2 )  =  0  

a  =  — 1, a  =  2

Entonces, las intersecciones con el eje a  son (— 1, 0) y (2, 0).
Ahora se crea una tabla de valores y se dibujan los puntos correspondientes (a , / ( a )) .

A - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

f tx ) - 1 0 - 4 0 2 2 0 - 4 -1 0

La gráfica d e /se  muestra en la figura 1.7.
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G ráficas de 
p aráb o las

NOTA La factorización en el ejemplo 1.2.3 es muy directa, pero en otros pro
blemas se puede necesitar revisar el procedimiento de factorización que se en
cuentra en el apéndice A2.

Las gráficas de las figuras 1.4 y 1.7 reciben el nombre de paraboIas. En general, la 
gráfica de y = Ax2 + Bx + C es una parábola siempre y cuando A ^  0. Todas las pa- 
rábolas tiene “forma de U”, y la parábola y = Ax2 + Bx + C abre hacia arriba si 
A >  0 y hacia abajo si A <  0. El “pico” o “valle” de la parábola se denomina vér-

_£
tice, y siempre se encuentra donde x  — (figura 1.8; vease también el problema 48).

Dichas características de la parábola se deducen mediante los métodos del cálculo desa
rrollados en el capítulo 3. Observe que para obtener un trazo razonable de la parábola 
y = Ax2 + Bx + C, es necesario determinar tres características clave

/ - B \
1. La localización del vértice (donde x — J

2. Si la parábola abre hacia arriba (A >  0) o hacia abajo (A <  0).
3. Cualquier intersección con los ejes de coordenadas.
Así, en el ejemplo 1.2.3, la parábola y  =  - x 2 + x  + 2 abre hacia abajo (dado que

- 5 - 1 1
A = - 1  es negativa) y tiene su vértice (punto más alto) en x -  ^

y
i

x = -B
2 A

m

. /

\
■ Vértice

a ) b)

FIGURA s.8 La gráfica de la parábola y = Ajc + Bx + C. a) Si A > 0, la parábola 
abre hacia arriba, b) Si A < 0, la parábola abre hacia abajo.

En el capítulo 3, se estudiará un procedimiento mediante el cual la gráfica de una 
función de interés práctico se obtiene gracias a técnicas del cálculo, y luego se interpre
ta para obtener información útil acerca de la función, tal como sus valores mayor y me
nor. En el ejemplo 1.2.4 se usará lo que se conoce acerca de la gráfica de una parábola 
para determinar el ingreso máximo obtenido en un proceso de producción.

"EJEMPLO I 1 .2 .4  '

Un fabricante determina que cuando se producen x  cientos de unidades de un artículo en 
particular, todos ellos se pueden vender a un precio unitario dado por la función deman
da/? — 60 — x dólares. ¿A qué nivel de producción se maximiza el ingreso? ¿Cuál es el 
ingreso máximo?
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Solución

El ingreso derivado de producir* cientos de unidades y venderlos todos a 60 — * dóla
res es R(x) = a(60 — x) cientos de dólares. Observe que R(x) ^  0 sólo para 0 ^  ^  60. 
La gráfica de la función ingreso

R(x) = x(60 — x) = — x2 + 60x

es una parábola que abre hacia abajo (ya que A = — 1 <  0) y tiene su punto más alto
(vértice) en

~ B “ 60 ™

X ~ 2A ~  2(— 1) ~

como se muestra en la figura 1.9. Así, el ingreso se maximiza cuando se producen
x = 30 cientos de unidades, y el ingreso máximo correspondiente es

R(30) = 30(60 -  30) = 900

cientos de dólares. El fabricante debe producir 3 000 unidades y a ese nivel de produc
ción, debe esperar un ingreso máximo de $90 000.

/?(100 dólares)

RGUFLA, 1 ,9  Una función ingreso.

Remítase al ejemplo 1.2.5. Use 
su calculadora graficadora pa
ra hallar todos los puntos de 
intersección de las gráficas de 
f(x) = 3x + 2 y g(x) = x2. Tam
bién encuentre las raíces de 
g(x) -  f(x) = x2 -  3x -  2.¿Qué 
puede concluir?

2
Observe que también se puede encontrar el valor más grande de R (x) = — x  + 60a 

completando el cuadrado
0 n se favtoriza  - 1, que es el coefi-

R(x) =  - x *  +  60.v =  —( j t  — 60x) cierne de x
=  - ( x 2 -  60x +  900) +  900 se completa el cuadrado dentro

i _______ A del paréntesis sumando
-900 + 900 (—60/2)2 = 900

= ~(x  -  30)2 + 900
De esta manera, R(30) = 0 + 900 = 900, y si c es cualquier número diferente de 30, en
tonces

R (C) =  - ( C -  30)2 + 900 < 900 ya que - ( c  -  SO)2 < 0 

así que el ingreso máximo es 900 cuando x  = 30.___________________________

In tersecciones A veces es necesario determinar cuándo dos funciones son iguales. Por ejemplo, un
de g rá ficos  economista desea calcular el precio de mercado en el que la demanda del consumi

dor para un artículo sea igual a la oferta. O un analista político quisiera predecir cuán
to tardará un aspirante en alcanzar la popularidad de un titular. En la sección 1.4 se 
analizarán algunas de esas aplicaciones.
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En términos geométricos, los valores de x para los cuales las dos funciones/(x) y 
g(x) son iguales son las coordenadas x de los puntos donde intersecan sus gráficas. En la 
figura 1.10, la gráfica de y =  f(x)  interseca a la de y =  g(x) en dos puntos, identificados 
como P y Q. Para hallar los puntos de intersección algebraicamente, se iguala /(x) a g(x) 
y se resuelve la ecuación obtenida para x. Este procedimiento se ilustra en el ejemplo
1.2.5.

REPASO________
La fórmula cuadrática se usa 
en el ejemplo 1.2.5. Recuerde 
que este resultado indica que 
la ecuación Ax2 + Bx + C = 0 
tiene soluciones reales si y solo 
si B2 -  44C >  0, en cuyo caso, 
las soluciones son

- B  + VS2 -  44 C

y
- e  -  Ve2 -  44C 

Í2 ~ 2A

En el apéndice A2 puede 
encontrar un repaso de la 
fórmula cuadrática.

y

FIGURA 1.11 La inter
sección de las gráficas de 
f(x) = 3x + 2 y g(x) = X2.

J
J

\

/

i

V.

\ \ /  \
0

/
/

\ AQ \
\  /  v  
\ / \
^  — f = g W

\

FIGURA 1.10 Las gráficas de y = f(x) y y = g(x) intersecan a P y Q.

EJEMPLO ni.2 .5
Encuentre todos los puntos de intersección de las gráficas de/(x) = 3x +  2 y g(x) =  x2. 

Solución

Hay que resolver la ecuación x2 =  3x +  2. Reescriba la ecuación de la forma x2 -  3x -
2 = 0 y aplique la fórmula cuadrática para obtener

- ( - 3 )  ±  V ( - 3 ) 2 -  4(1)(—2) 3 ±  V i l
2( 1) "  2

Las soluciones son

3 +  V l7  3 -  V n
* = -----  ----- « 3 .5 6  y x = ------  —-  ** —0.56

2 2

(Los cálculos se hicieron en una calculadora, y los resultados se redondearon a dos ci
fras decimales.)

Al calcular las coordenadas correspondientes de y a partir de la ecuación y — x2, ha
llará que los puntos de intersección son aproximadamente (3.56, 12.67) y (-0.56,0.31). 
[Como resultado de los errores de redondeo, se pueden obtener valores ligeramente di
ferentes para las coordenadas de y si se sustituye en la ecuación y  = 3x + 2]. En la figu- 
ra 1.11 se muestran las gráficas y los puntos de intersección. _____

Funciones potencio, 
polinomios y 

funciones racionales
-2

Una función potencia es una función de la forma/ (x )  =  x n, donde n es un número 
real. Por ejemplo, / (x )  =  x2, /(x )  =  x  3, y / (x )  =  x 1/2 son funciones potencia.

También lo son /(x )  = y f(x)  = V x  ya que pueden reescribirse como / (x )  = x

y /M  = * 1/3 respectivamente.
Un polinomio es una función de la forma

p(x) = +  tf / j- ix "  ' - ( - • • • +  a jX + a0
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\’

EXPLORE!
Use su calculadora para grafi- 
car el polinomio de tercer gra
do f[x) = x3 -  x 2 -  6x + 3. Ha
ga conjeturas sobre los valores 
de las intersecciones con el eje 
x y confírmelos usando el pro
cedimiento de determinación 
de raíces de su calculadora.

donde n es un entero no negativo y a0, <Z|,. . . ,  an son constantes. Si an ¥=■ 0, el entero n 
se denomina el grado del polinomio. Por ejemplo,/(x) =  3a5 — 6.x2 +  7 es un polinomio 
de grado 5. Puede demostrarse que la gráfica de un polinomio de grado n es una curva 
ininterrumpida que cruza el eje a  no más de n veces. Para ilustrar algunas de las posibi
lidades, en la figura 1.12 se muestran las gráficas de tres polinomios de grado 3.

H—h

.. u

{I!
I -

f¡y = x l
¡I
i;

H—I—I—h

¡¡ y = x3 -
t

-
-

¡i
1 f 1 1 h Vi i i i r 1 1 1 ) * A

/  -
i
l¡
i¡

¡¡ y = x i - 4 x
fi

1 , 1 l l » jc

íEífSBRRA 'í•' i’.r» o Tres polinomios de grado 3.

Un cociente —— de dos polinomios p{x) y q(x) es llamado función racional. Tales 
q(x)

funciones aparecen en todo este libro en los ejemplos y ejercicios. En la figura 1.13 se 
muestran las gráficas de tres funciones racionales. Se aprenderá a dibujar esas gráficas 
en la sección 3.3 del capítulo 3.

FIGURA 1.13 Gráficas de tres funciones racionales.

Criterio Hay que tomar en cuenta que no toda curva es la gráfica de una función (figura 1.14). 
de la  recta  vertical P ° r  ejemplo, suponga que el círculo x2 +  y2 = 5 es la gráfica de alguna función y =

f(x). Entonces, como los puntos (1, 2) y (1, —2) yacen ambos en el círculo, se ten
d rá /( l)  = 2 y / ( l )  = - 2 ,  lo que contradice la condición de que una función asigna 
uno y sólo un valor a cada número de su dominio. A continuación se verá una regla 
geométrica para determinar si una curva es la gráfica de una función o no.

Criterio de la recta vertical o Una curva es la gráfica de una función si 
y sólo si ninguna recta vertical la interseca más de una vez.
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P R O B L E M A S  1
En los problemas 1 y 2 clasifique cada función como un polinomio, una función potencia o una función racional. Si la 
función no es ninguno de esos tipos, clasifíquela como “diferente".

1. a) f(x ) =  x lA

b) / ( a ) =  - 2 j?  -  3a2 +  8

c) / ( a ) =  (3a -  5 )(4  -  x)2

d) f(x) =
3a — x  +  1 

4x +  7

2. a) f(x) = - 2  +  Ix 2 + 5x4
b) f(x)  =  V x  +  3x

(x -  3)(-r +  7)
c) /w  _ 5;c3 _  2̂ 2 + 3

d) f(x)
2x +  9 

,x2 — 3
£« /os problemas 3 a 18 dibuje la gráfica de la función dada. Incluya todas las intersecciones con el eje x y con el eje y.

3. / ( a ) = x  

5. f ( x ) = x 3 

7. f(x)  =  2x — 1 

9. / ( a )  =  a(2a +  5)

11. / ( a ) =  —a2 — 2a  +  15 

13. / M  =  V J

A ~  1 SÍ A <  0

4. / ( a ) =  A2

6. / ( a) =  A4

8. / ( a) =  2 - 3a

10. / ( a )  =  (a — 1)(a +  2)

12. / ( a )  =  a 2 +  2a -  8

14. / ( a) =  - A 3 +  1

15. / ( a ) =

1 7 . / ( a ) =

A +  1 SÍ A >  0

A +  A — 3 SÍ A <  1

1 —  2a

16. / ( a ) =

18. / ( A )  =

2 a  — 1 si a  <  2  

3 si a  >  2

Í9 si A <  2
.A +  A — 2 s í a > 2

£« los problemas 19 a 24 encuentre los puntos de intersección (si los hay) del par de curvas dado y dibuje las gráficas. 

19. y = 3x + 5 y y  =  - x  +  3 20. y =  3a +  8 y y  =  3a: -  2

21. y — ^  y y ~  3x ~  2 22. y =  ^  =  ,r  -  j

23. 3^ — 2a  =  5 y j  +  3a =  9
24. 2a — 3>> =  - 8  y 3a  — 5y =  - 1 3
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En cada uno de los problemas 25 a 28, se da la gráfica de una función f(x). En cada caso encuentre:

a) La intersección con el eje y.

b) Todas las intersecciones con el eje x.

c) El mayor valor de f(x) y el valor o valores de x para los que este se alcanza.

d) El menor valor def(x) y el valor o valores de x para los que este se alcanza.

26.

29. COSTO DE FABRICACIÓN Un fabricante 
puede producir grabadoras a un costo de $40  dóla
res cada una. Se estima que si las grabadoras se 
venden a p dólares la pieza, los consumidores com
prarán 120 — p  de ellas al mes. Exprese la utilidad 
mensual del fabricante como una función del precio, 
grafique esta función y utilícela para estimar el pre
cio óptimo de venta.

30. VENTAS AL POR MENOR Una librería puede 
obtener de la editorial un atlas a un costo de $10 dó
lares por ejemplar; se estima que si se vende el atlas 
a x  dólares por ejemplar, se venderán aproximada
mente 20(22  — x) copias cada mes. Exprese la utili
dad mensual de la librería por la venta del atlas 
como una función del precio, grafique esta función 
y úsela para estimar el precio óptimo de venta.

31. GASTO DE CONSUMO Suponga que
x  = —200/? + 12 000 unidades de un artículo en 
particular se venden cada mes cuando el precio del 
mercado es p  dólares por unidad. El gasto de consu
mo total mensual, E , es la cantidad total de dinero 
gastada por los consumidores durante cada mes. 
á) Exprese el gasto de consumo total mensual, E, 

como una función del precio unitario p , y dibuje 
la gráfica de E{p).

b) Analice el significado económico de las inter
secciones con el eje p  de la función de gasto 
E(p).

c) Use la gráfica del inciso a) para determinar el 
precio de mercado que genera el mayor gasto de 
consumo total mensual.

-  - 4

- 4  - 2
- 2  +

  www.FreeLibros.com



24 l CAPÍTULO 1 i Funciones, gráficas y límites 1-24

32. MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL Si se 
lanza un objeto verticalmente hacia amba desde el 
suelo, con una velocidad inicial de 160 pies por se
gundo, su altura (en pies) t segundos después está 
dada por la función H(t) = — 16r + 160/. 
á) Grafique la función H{t).
b) Use la gráfica del inciso á) para determinar 

cuándo chocará el objeto con el suelo.
c) Use la gráfica del inciso a) para estimar la altura 

que alcanzará el objeto.
33. UTILIDAD Se supone que cuando el precio de 

cierto artículo es p dólares por unidad, entonces los 
consumidores comprarán x cientos de unidades, 
dondep = -0.05x + 38. El costo de producir 
x  cientos de unidades es C(x) = O.OZv2 + 3x +
574.77 cientos de dólares.
a) Exprese la utilidad P obtenida de la venta de 

x  unidades como una función de x. Dibuje la 
gráfica de la función utilidad.

b) Use la curva de utilidad obtenida en el inciso a) 
para determinar el nivel de producción x que re
sulte en una utilidad máxima. ¿Qué precio unita
rio p corresponde a la utilidad máxima?

34. FLUJO SANGUÍNEO Refiérase al problema 57, 
sección 1.1, en el que la velocidad de la sangre loca
lizada a r centímetros del eje central de una arteria 
está dada por la función S{r) = C(R2 — r2), donde 
C es una constante y R es el radio de la arteria.2 
¿Cuál es el dominio de esta función? Dibuje la 
gráfica de S(r).

35. CAMINO SEGURO Cuando se conduce un 
automóvil a v millas por hora, el conductor prome
dio requiere D pies de visibilidad para frenar con 
seguridad, donde D = 0.065v2 + 0.148v. Dibuje la 
gráfica de D(v).

36. TARIFAS POSTALES El costo de enviar una \Wv 
carta o un paquete por correo de primera clase es de ^  
37 centavos de dólar por la primera onza y 23 centa
vos por cada onza adicional o fracción de una onza.
Sea P(w) el costo de enviar un paquete que pesa w 
onzas, para 0 <  w <  10.
a) Describa P(w) como una función definida por 

partes.
b) Dibuje la gráfica de P.

37. ¿Qué dimensiones de pantalla deberán usarse para 
obtener una gráfica adecuada para la función cua
drática

f(x) =  -9a-2 +  3 600x -  358 200?

38. ¿Qué dimensiones de pantalla deberán usarse para 
graficar adecuadamente la función cuadrática

f(x) =  4X2 -  2 400x +  355 000?

39. a) Grafique las funciones y  =  .v2 y y — X1 +  3.
¿Cómo se relacionan?

b) Grafique la función y  = x2 — 5 sin efectuar 
cálculos adicionales.

c) Suponga que g(x) = /(x) + c, donde c es una 
constante. ¿Cómo se relacionan las gráficas d e /  
y g? Explique.

40. a) Grafique las funciones y  = x2 y y  = —x2. ¿Cómo
se relacionan las graficas?

b) Suponga que g(x) = —f(x). ¿Cómo se relacio
nan las gráficas d e /y  g? Explique.

41. a) Grafique las funciones y  = x2 y y  = (x — 2)2.
¿Cómo se relacionan las gráficas?

b) Grafique la función y  = (x +  1) sin efectuar 
cálculos adicionales

c) Suponga que g(x) = f(x  — c), donde c es una 
constante. ¿Cómo se relacionan las gráficas d e / 
y g? Explique.

42. Alquilar una pieza de un equipo cuesta $90 dólares, 
más $21 por cada día de uso.
a) Elabore una tabla que muestre el número de días 

en que el equipo está alquilado y el costo del al
quiler para 2 días, 5 días, 7 días y 10 días.

b) Escriba una expresión algebraica que represente 
el costo y  como una función del número de 
días x.

c) Grafique la expresión del inciso b).
o

Grafique g(x) = —3x + Ix  +  4 y encuentre las in
tersecciones con el eje x.
Use su calculadora gráfica para graficar y = x4, y  = 
x4 -  x, y  = x4 — 2x y y  = x4 — 3x sobre los mismos 
ejes de coordenadas, usando [—2, 2]1 por [—2, 5]. 
¿Qué efecto tiene en la forma de la gráfica el térmi
no sumado que contiene x? Repita el procedimiento 
usando y  =  x4, y  =  x4 -  x3, y  =  x4 -  2x3 y 
y  = x4 — 3x3. Ajuste apropiadamente las dimensio
nes de la pantalla.

i*\43.

44.

2E. Batschelet, Introcluction to Mathematics for Life Scientists, 3a. ed.,
Nueva York, Springer-Verlag, 1976, pp. 101-103.
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45. En cada uno de los casos mostrados en la figura, use el criterio de la recta vertical
i  para determinar si la curva dada es la gráfica de una función o no.

PROBLEMA 45

PROBLEMA 46

:¡ :

/
/

' 3 
1

i¡ i

/ ¡ i  ,

;

Jf

.-r-*
/

/
a

w A

)

tí ► X

1 V  1 
1 
1

b) c

► X

)

46. Demuestre que la distancia d entre dos puntos (jc i, y i )  y (jc2 , y 2) está dada por la 
fórmula

d = V(x2 ~  *\)2 + te  ~  yi)2
[Sugerencia Aplique el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo cuya hipote
nusa es el segmento de recta que une los dos puntos dados.] Después use la 
fórmula de la distancia para hallar la distancia entre los puntos
a) (5, - 1 )  y (2, 3)
b) (2, 6) y (2 , - 1)

47. Use la fórmula de la distancia del problema 46 para demostrar que el círculo con 
centro (,a, b) y radio R corresponde a la ecuación

(jc -  a f  +  (y -  b f  = R 2

48. Demuestre que el vértice de la parábola y =  Ax2 +  Bx +  C (A #  0) se alcanza en
— B

el punto donde x =
2A

[Sugerencia Primero compruebe que
. ( £  _  É l  

+ U  4A2
Ax + Bx + C = A

Después, observe que el mayor valor o el menor de f(x) =  Ax2 + Bx + C se debe

alcanzar donde x  = -----.]
2 A  J

PROBLEMA 48

V y

/

o -i
Vértice 

(punto abajo) 
--------- >~x

-B
2A

y
A

/

Vértice 
(punto arriba)

49. Grafique f ( x ) =
— 9x - 3 x - 4

Determine los valores de a para los cuales la
4x2 +  x  — 1

función está definida.
g j^ -2  _j_ _j_ ^

50. Grafique f(x) = — — ---------T- * Determine los valores de x  para los cuales la fun-
x  + x — 1

ción está definida.
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En muchas situaciones prácticas, la razón de cambio de una magnitud con respecto a 
otra es constante. A continuación se presenta un ejemplo de economía.

EXPLORE!
Introduzca la función de costo, 
Y1 = 50x + {200, 300, 400}, en 
el editor de ecuaciones; use los 
paréntesis para listar los dife
rentes costos indirectos. Ajuste 
las dimensiones de la pantalla 
con el menú WINDOW a [0, 5]1 
por [-100, 700]100 para ver el 
efecto de variar los gastos indi
rectos.

EJEMPLO I 1.3.1
El costo total de un fabricante consiste en unos costos indirectos fijos de $200 dólares, 
más los costos de producción de $50 por unidad. Exprese el costo total como una fun
ción del número de unidades producidas y dibuje la gráfica.

Solución
Sea x  el número de unidades producidas y C (x) el costo total correspondiente. Entonces, 

Costo total = (costo por unidad)(número de unidades) 4- costos fijos

donde

Costo por unidad = 50 

Número de unidades = x

Costos fijos = 200

Por tanto,

C(x) = 50x + 200 

La gráfica de función de costo se dibuja en la figura 1.15.

C(.x)

FIGURA 1 .15  La función costo C(x) = 50* + 200.
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El costo total del ejemplo 1.3.1 aumenta a una tasa constante de $50 por unidad. 
Como resultado, su gráfica en la figura 1.15 es una línea recta que aumenta en altu
ra 50 unidades por cada unidad de incremento de X:

En general, una función cuyos valores cambian a razón constante con respecto a 
su variable independiente se dice que es una función lineal. Esto es porque la gráfi
ca de tal función es una línea recta. En términos algebraicos, una función lineal es 
una función de la forma

f(x) = a xx  + a0

3
donde a0 y a x son constantes. Por ejemplo, las funciones f(x) =  — h 2x,f(x) = —5x, y

2
f(x) = 12 son lineales. Las funciones lineales se escriben tradicionalmente en la forma

y = mx + b

donde m y b son constantes. Esta notación estándar se utilizará en el siguiente análisis.

Funciones lineales ® Una función lineal es una función que cambia a una 
razón constante con respecto a su variable independiente.

La gráfica de una función lineal es una línea recta.

La ecuación de una función lineal se puede escribir en la forma

y =  mx + b

donde m y b son constantes.

La pend ien te  Un agrimensor puede decir que una colina con una “elevación” de 2 pies por cada
de u n a  rec ta  pie de “recorrido” tiene una pendiente de

elevación 2
m = -------- —  = — = 2recorrido 1

Así mismo la inclinación de una recta se puede medir por la pendiente. En particular, su
ponga que (jcj, )>]) y (x2, y2) están sobre una recta, tal como se indica en la figura 1.16. 
Entre esos puntos, x  cambia &nx2 ~  x x y y en y2 — y  La pendiente es el cociente

cambio en y _  y2 — y x 
cambio en *

Algunas veces es conveniente usar el símbolo Ay  en lugar de y2 — y¡ para denotar el 
cambio en y. El símbolo Ay se lee “d e l ta /’. De manera similar, el símbolo Ay se usa pa
ra denotar el cambio x2 -  x¡.

Pendiente de una recta ■ La pendiente de una recta no vertical que pa
sa por los puntos {x\, y\) y (x2, y2) está dada por la fórmula
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FIGURA 1.16 Pendiente = —— — =
X 2 — X \  A t

El uso de esta fórmula se ilustra en el ejemplo 1.3.2.

EJEM PLO I 1 .3 .2
Encuentre la pendiente de la recta que une los puntos (—2, 5) y (3, — 1).

Solución

Ay —1 —5 — 6
Pendiente =  -  -  "  —

J
x2 -  Jtj = Ax  

(Recorrido)

|y 2 —>1 = Ay 
(Incremento)

La recta se muestra en la figura 1.17.

Ay = -1 -

FIGURA 1.17 La recta que une (—2, 5) y (3, — 1).

El signo y la magnitud de la pendiente de una recta indican la dirección y la inclina
ción de la recta, respectivamente. La pendiente es positiva si la altura de la recta aumen
ta a medida que x  aumenta, y es negativa si la altura disminuye a medida que x  aumenta. 
El valor absoluto de la pendiente es grande si la inclinación de la recta es severa y pe
queño si la inclinación de la recta es gradual. Esta situación se ilustra en la figura 1.18.
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EXPLORE!
Introduzca los valores variables 
de pendiente {2,1, 0.5, -0 .5 , 
-1 , -2 }  en List 1, usando el 
menú STAT y la opción EDIT. 
Genere una familia de líneas 
rectas que pasen por el origen, 
similar a las de la figura 1.18, 
esto se puede hacer escribien
do Y1 = L1 *X en el editor de 
ecuaciones de su calculadora. 
Grafique usando un ZOOM con 
la pantalla decimal y TRACE 
los valores para las diferentes 
rectas en X = 1.

íGÜRÁ 1.1 3 La dirección y la inclinación de una recta.

Rectas horizontales 
y verticales

Las rectas horizontales y verticales (figuras 1.19a y 1.19b) tienen, de manera particu
lar, ecuaciones simples. Las coordenadas y de todos los puntos sobre una recta hori
zontal son las mismas. Por tanto, una recta horizontal es la gráfica de una función li
neal de la forma y = b, donde b es una constante. La pendiente de una recta horizontal 
es cero, ya que los cambios en x  no producen cambios en y.

La coordenada x de todos los puntos sobre una recta vertical es la misma. Por tan
to, las rectas verticales se caracterizan por ecuaciones de la forma x = c, donde c es una 
constante. La pendiente de una recta vertical no está definida. Esto es porque para los 
puntos de una recta vertical sólo pueden cambiar las coordenadas y, de manera que el

, , . cambio en y
denominador del cociente--------------- es cero.

cambio en x

¡EXPLORE!
Y1=L1*K+i \

\ \

K=ú / Y=i

Determine los tres valores de 
pendiente que deben introdu
cirse en List 1 de manera que 
Y1 =  L1*X + 1 produzca la grá
fica que aquí se ilustra.
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La forma  
intercepto-pendiente  

de la ecuación  
de una recta

•
¡

(0, 6)
V

9 . 

f  1

FIGURA 1 .20  La pendiente 
y el intercepto de la recta 
y  =  mx +  b.

Las constantes m y b en la ecuación y = mx + b de una recta no vertical tienen in
terpretaciones geométricas. El coeficiente m es la pendiente de la recta. Para ver es
to, se supone que (xu y x) y (x2, y2) son dos puntos sobre la recta y = mx + b. En
tonces, yi = mx i + b y y2 = rnx2 + b, así que

(mx2 +  b) — (mxi +  b)y2
Pendiente = —

x 2 ~ x ¡  
mx2 — mxi 

*2

x 2 - X i  
m(x2 -  *,)

X2 -  x¡
= m

La constante b en la ecuación y = mx + b es el valor de y correspondiente a x = 0. 
Por tanto, b es la altura a la cual la recta y — mx b cruza el eje y, y el punto correspon
diente (0, b) es la intersección de la recta con el eje y. La situación se ilustra en la figu
ra 1.20.

Como las constantes m y b de la ecuación y = mx + b corresponden a la pendiente 
y a la intersección con el eje y , respectivamente, dicha forma de la ecuación de una rec
ta se conoce como la forma intercepto-pendiente.

Forma intercepto-pendiente de Sa ecuación de una recta ® La 
ecuación

y = mx + b

es la ecuación de la recta cuya pendiente es m y cuya intersección con el eje y es 
(0, 6).

La forma intercepto-pendiente de la ecuación de una recta es particularmente útil 
para determinar la información geométrica acerca de la recta (es decir, su pendiente o su 
intersección con el eje y) a partir de su representación algebraica. A continuación se da 
un ejemplo típico.

3
i

9

i

■-X
i

— f—

’(0, 2)
•

- \
X  (3,0)

— 1— h -+  . 1 »  -xv
-

FIGURA 1.21 Larecta 
3y +  2x =  6.

< RS/¿

EJEMPLO I 1 .3 .3

Encuentre la pendiente y la intersección con el eje y de la recta 3^ + 2x = 6 y dibuje la 
gráfica.
Solución

Primero escriba la ecuación 3y 4- 2x = 6 en la forma intercepto-pendiente y = mx 4- b. 
Después despeje y para obtener

3y — — 2x + 6 o v =  — x  4- 2 
3

Se deduce que la pendiente es — — y que la intersección con el eje y es (0, 2).

Para graficar una función lineal, marque dos de sus puntos y dibuje un línea rec
ta que pase por ellos. En este caso, ya se conoce un punto, la intersección con el eje 
y (0, 2). Un valor conveniente para la coordenada x  del segundo punto es x = 3, pues-

2
to que la coordenada y correspondiente es y = — — (3) + 2 = 0. Dibuje la recta que

pasa por los puntos (0, 2) y (3, 0) para obtener la gráfica que aparece en la figura 
1 *21«
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Form a
punto-pendiente  de 

la ecuación 
de u n a  recta

Determine los valores de las in
tersecciones con el eje y nece
sarios en List L1 de manera 
que la función Y1 = .5X + L1 
genere la gráfica aquí mos
trada.

F ̂ G O IR A 1.22 La rec ta 
l 3

La información geométrica sobre una recta se puede obtener con facilidad de la fór
mula intercepto-pendiente y — mx 4- b. Sin embargo, en los problemas donde se co
nocen las propiedades geométricas de una recta y el objetivo es hallar su ecuación, 
existe otra forma para la ecuación de la recta que generalmente es más útil.

Forma punto-pendiente de la ecuación de Luna recta □ La ecua
ción

}> ~  = m(x -  x0)

es la ecuación de la recta que pasa por el punto (x0, yo) y que tiene pendiente 
igual a m.

La forma punto-pendiente de la ecuación de una recta es simplemente la fórmula 
sin despejar la pendiente. Para demostrarlo, se supone que el punto (x, y) está sobre la 
recta que pasa por un punto dado (x0, y0) y que tiene pendiente m. Usando los puntos 
(x, y) y (x0, Vq) para determinar la pendiente, se obtiene

y ~  yo-------- =  m
X — Xq

la cual se puede escribir en la forma punto-pendiente

y -  y0 =  m(x ~  x0) 

simplemente multiplicando ambos lados porx — x0.
El uso de la forma punto-pendiente de la ecuación de una recta se ilustra en los ejemplos
1.3.4 y 1.3.5.

EJEMPLO i 1.3.4
Encuentre la ecuación de la recta que pasa por el punto (5, 1) y cuya pendiente es igual

1

Solución

Use la fórmula y — y o = m(x — x0) con (x0, yo) = (5, 1) y m = — para obtener

y -  1 = | ( * - 5 )

lo cual se puede reescribir como

La gráfica se muestra en la figura 1.22.

Como ejercicio de práctica, resuelva la problema 1.3.4 usando la fórmula intercep-* ¿ *1 - *’ t
to-pendiente. Advierta que la solución basada en la fórmula punto-pendiente es más cfi- 9.

* ■ "cíente. '
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En el capítulo 2, se usará frecuentemente la forma punto-pendiente para hallar la 
ecuación de la recta tangente a la gráfica de una función en un punto dado. El ejemplo
1.3.5 ilustra cómo se puede usar la fórmula punto-pendiente para encontrar la ecuación 
de una recta que pase por dos puntos dados.

EJEMPLO I 1.3.5
Encuentre la ecuación de la recta que pasa por los puntos (3, -2 )  y (1, 6).

Solución
Primero calcule la pendiente

Luego, use la fórmula punto-pendiente con (1,6) como el punto dado (x0, y0) para obte
ner

y — 6 = —4(x — 1) o y = —4x + 10

Compruebe que la ecuación resultante sería la misma si se hubiera escogido (3, —2) co
mo el punto dado (x0, Jo)- La gráfica se muestra en la figura 1.23.

FIGURA 1.23 La recta
y  =  —4 x  +  10.

NOTA La forma general de la ecuación de una recta es Ax + By + C = 0, 
donde A, B y C son constantes, con A y B no iguales a cero. Si B = 0, la rec
ta es vertical, y cuando B #  0, la ecuación Ax + By -I- C = 0 se puede escribir 
como

y = x +

Al comparar esta ecuación con la forma intercepto-pendiente y = mx + ¿>, se pue
de ver que la pendiente de la recta está dada por m = —A/B y que la intersección 
con el eje y es b = —C/B. La recta es horizontal (pendiente 0) cuando A = 0. s

Aplicaciones Si la razón de cambio de una magnitud respecto a una segunda magnitud es constan-
p r á c ticas te> entonces la función que relaciona las dos magnitudes debe ser lineal. La razón de

cambio constante es la pendiente de la recta correspondiente. Los ejemplos 1.3.6 y
1.3.7 ilustran las técnicas que se pueden utilizar para hallar las funciones lineales apro
piadas en tales situaciones.

"EJEMPLO ! 1.37ó
Desde el comienzo del año, el precio del pan integral de trigo en un supermercado ha ido 
en aumento a una razón constante de 2 centavos por mes. Para el 1Q de noviembre, el 
precio llegó a $1.56 por unidad. Exprese el precio del pan como una función del tiempo 
y determine el precio al comienzo del año.

Solución

Sea x  el número de meses que han transcurrido desde el primer día del año y y el precio 
del paquete de pan (en centavos). Como y cambia a una razón constante con respecto a 
x, la función que relaciona y con x debe ser lineal, y su gráfica es una línea recta. Pues
to que el precio y aumenta en 2 centavos cada vez que x aumenta en 1, la pendiente de 
la recta debe ser 2. El hecho de que el precio fuera 156 centavos ($1.56) el lQde noviem
bre, 10 meses después del primer día del año, implica que la recta pasa por el punto ( 10,
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156). Para escribir una ecuación que defina y como una función de x, use la fórmula pun
to-pendiente

y -  y0 = m ( x -  xQ)

Con m =  2, x0 = 10, y0 = 156

para obtener y -  156 = 2{x -  10) o y = 2x + 136

La recta correspondiente se muestra en la figura 1.24. Observe que la intersección 
con el eje y es (0, 136), lo cual implica que el precio del pan al comienzo del año era 
$1.36 por unidad.

y

RGURÁ 1.24 El precio creciente del pan: y = 2x + 136.

A veces, con sólo examinar los datos es difícil saber cómo se relacionan dos mag
nitudes x  y y  en un conjunto de datos. En tales casos, es de utilidad graficar los datos pa
ra ver si los puntos (x, y) siguen un patrón claro (es decir, se sitúan a lo largo de una rec
ta). A continuación se presenta un ejemplo de este procedimiento.

EJEM PLO  I 1 .3 .7
En la tabla 1.4 se lista el porcentaje de fuerza laboral que estuvo desempleada durante 
la década de 1991-2000. Dibuje una gráfica con el tiempo (años después de 1991) sobre 
el eje x, y porcentaje de desempleo sobre el eje y. ¿Siguen los puntos un patrón claro? 
Con base en esos datos, ¿qué se esperaría como porcentaje de desempleo en el año 
2005?

Solución
La gráfica se muestra en la figura 1.25. Observe que excepto por el punto inicial (0, 6.8), 
el patrón es más o menos lineal. No hay suficiente evidencia para inferir que el desem
pleo está linealmente relacionado con el tiempo, pero el patrón sugiere que se puede ob
tener información útil determinando la recta que “mejor ajusta” los datos en cierto sen
tido. Uno de esos procedimientos, llamado “método de mínimos cuadrados”, determina 
la recta que aproxima los datos de manera que la suma de los cuadrados de las distan
cias verticales de los puntos dados a la recta sea mínima. El método de mínimos cuadra
dos, que se analizará en la sección 7.4 del capítulo 7, puede ejecutarse en su calculado-
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¡EXPLORE!
Introduzca los datos de la tabla 
1.4 en L1 y L2 usando el editor 
de datos STAT de su calcula
dora graficadora, donde L1 es 
el número de años desde 1991 
y L2 es el porcentaje de de
sempleo. Luego, siguiendo las 
instrucciones de la calculadora 
para gráficas estadísticas, use 
los botones STAT y STAT PLOT 
para verificar la gráfica de dis
persión y la recta de mejor 
ajuste como la mostrada en la 
figura 1.25.

TABLA 1.4 Porcentaje de desempleo civil 
durante 1991-2000

Año
Número de años 
desde 1991

Porcentaje de 
desempleados

1991 0 6.8
1992 1 7.5
1993 2 6.9
1994 3 6.1
1995 4 5.6
1996 5 5.4
1997 6 4.9
1998 7 4.5
1999 8 4.2
2000 9 4.0

FUENTE EUA Bureau of Labor Statistics, Bulletin 2307; and Employ- 
ment and Earnings, mensual.

ra. Cuando este procedimiento es aplicado a los datos de desempleo del ejemplo, se ob
tiene la “recta de mejor ajuste” y =  -0.389* + 7.338, como se muestra en la figura 
1.25. Esta fórmula se puede utilizar para intentar predecir la tasa de desempleo en el año 
2005 (cuando x = 14)

y( 14) = -0.389(14) + 7.338 = 1.892

De esta manera, con base en la extrapolación, mediante mínimos cuadrados, a partir de 
los datos dados, la mejor suposición es que en 2005 habrá aproximadamente una tasa 
de desempleo de 1.9%.
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NO í A Se debe tener cuidado cuando se hagan predicciones extrapolando a par
tir de datos conocidos, especialmente cuando el conjunto de datos es tan peque
ño como el del ejemplo 1.37. En particular, la economía comenzó a debilitarse 
después del año 2000, pero la recta de mínimos cuadrados de la figura 1.25 pre
dice una tasa uniforme de desempleo decreciente. ¿Es esto razonable? En el pro
blema 59, se pide explorar este asunto, primero usando la internet para obtener 
información acerca del desempleo en los años posteriores al 2000, y luego, com
parando estos nuevos datos con los valores que se predicen mediante la recta de 
mínimos cuadrados. ®

Rectas para le las  En las aplicaciones, algunas veces es necesario o útil saber si dos rectas dadas son
y perpendicu paralelas o perpendiculares. Una recta vertical es paralela sólo a otras rectas vertica

les y es perpendicular a cualquier recta horizontal. En los casos que incluyen rectas 
no verticales pueden emplearse los siguientes criterios.

Rectas paraiefas y perpendiculares s Sea m x y m2 las pendientes de 
las rectas no verticales L x y L2. Entonces

Li y L2 son paralelas si y sólo si =  m2

L] y L2 son perpendiculares si y sólo si m2 =
- 1

m l

Estos criterios se ilustran en la figura 1.26. Las pruebas geométricas se presentan en 
los ejercicios 60 y 61. Esta sección se cierra con un ejemplo que ilustra una forma de uti
lizar esos criterios.

A

,■

jry
■
/

y  y
y

*

s
X

d) Las rectas paralelas tienen m x = m2 b) Las rectas perpendiculares tienen m2 = ~l/ml

FIGURA 1.26

EJEM PLO  I 1 .3 .8  

Sea L la recta 4x + 3}' = 3.
a) Encuentre la ecuación de una recta L¡, paralela a L, y que pasa por P(—1,4).
b) Encuentre la ecuación de una recta L2, perpendicular a L, y que pasa por Q(2, -  3).
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Solución

1-36

Escriba Y1 = AX + 2 y Y2 =
(—1/A)X + 5 en el editor de 
ecuaciones de su calculadora 
graficadora. En la pantalla prin
cipal (home), guarde diferentes 
valores en A, y luego grafique 
ambas rectas usando una pan
talla cuadrada ZOOM. ¿Qué 
observa para los diferentes va
lores de A (A t* 0)? ¿Puede re
solver el problema para el pun
to de intersección en términos 
del valor de A)?

Al reescribir la ecuación 4x + 3y = 3 en la forma intercepto-pendiente y  = ~ ~ x  + 1,
4 3

se observa que L tiene pendiente mL = —

4
a) Toda recta paralela a L también debe tener como pendiente m = La recta

buscada contiene al punto P{— 1, 4), entonces

y - 4  =

y =

- j í r + l )

4 8
- - x  + -  

3 3

b) Una recta perpendicular a L debe tener como pendiente m = —l/mL 

la recta buscada L2 contiene al punto <2 (2, —3), se tiene

3 ^  
Como

4

y + 3 = - ( x - 2 )

La recta dada L y las rectas buscadas y L2 se muestran en la figura 1.27.

F!GURA 1 .27  Rectas paralelas y perpendiculares a una recta L dada.

P R O B L E M A S  1.3
En los pioblemos 1 a 6, halle la pendiente (si es posible) de la recta que pasa por el par de puntos dado.

1. (2 ,-3 )  y (0,4) 2. ( -1 ,2 )  y (2, 5)

3. (2, 0) y (0, 2) 4. (5 , - 1) y ( - 2 , - 1)

(2 ,6) y (2, -4 )  «. ( | . - í ) ,  - I I )
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En los problemas 7 a 10, halle la pendiente y las intersecciones de la recta mostrada. Luego determine una ecuación pa
ra la recta.
7. 8.

9. 10.

y

i k

\

\  :

%
\ \  -

s
I I * - 1 ! 1 1 1 1 1 f e  r
1 1 I . 1 1

—

i r  t  l l ►  x

V.

V

l \

-

\

En los problemas 11 a 18, halle la pendiente y las intersecciones de la recta cuya ecuación se da, y dibuje la gráfica de 
la recta.
11. x = 3 12. y = 5

13. y = 3x 14. y = 3x — 6

15. 3x + 2y = 6 16. 5y — 3x = 4

17. ^ = 1
2 5

En los problemas 19 a 34, escriba una ecuación para la recta con las propiedades indicadas 
19 . Pasa por (2, 0) y su pendiente es 1 20. Pasa por

21. Pasa por (5, —2) y su pendiente es — ~

23. Pasa por (2, 5) y es paralela al eje x
25. Pasa por (1, 0) y (0, 1)

27. P a s a p o r^ - j ,

29. Pasa por (1, 5) y (3, 5)

31. Pasa por (4, 1) y es paralela a la recta 2x +  y = 3

22. Pasa por

24. Pasa por 

26. Pasa por

28. Pasa por

30. Pasa por 
32. Pasa por

— 1, 2) y su pendiente es —

0, 0) y su pendiente es 5

2, 5) y es paralela al eje y

2, 5) y (1 ,-2 )

- 2 ,  3) y (0, 5)

1,5) y ( 1 ,- 4 )
—2, 3) y es paralela a la recta x  +  3y = 5

1
33. Pasa por (3, 5) y es perpendicular a la recta x  + y = 4 34. Pasa por y —-  1J y es perpendicular a la recta

2x + 5y = 3
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35. COSTO DE FABRICACIÓN El costo total de 
un fabricante consiste de gastos indirectos fijos de 
$5 000, más costos de producción de $60 por uni
dad. Exprese el costo total como una función del 
número de unidades producidas y dibuje la gráfica.

36. RENTA DE AUTOMÓVILES Cierta agencia 
de renta de automóviles cobra $35 por día más 55 
centavos de dólar por milla.
a) Exprese el costo de rentar un automóvil en esta 

agencia durante 1 día como una función del nú
mero de millas recorridas y dibuje la gráfica.

b) ¿Cuánto cuesta rentar un automóvil para un via
je de 1 día de 50 millas?

c) ¿Cuántas millas se recorrieron si el costo de la 
renta de un día fue de $72?

37. INSCRIPCIÓN A CURSOS Durante el verano 
los estudiantes de una universidad estatal pueden 
preinscribirse por correo para sus clases de otoño. 
Los que no lo hagan deben inscribirse en persona 
durante el mes de septiembre. La persona encargada 
de las inscripciones puede procesar 35 estudiantes 
por hora durante el periodo de registro de septiem
bre. Se supone que al cabo de 4 horas en sep
tiembre, se han registrado 360 estudiantes 
(incluidos los que se habían inscrito previamente).
a) Exprese el número de estudiantes inscritos como 

una función del tiempo y dibuje la gráfica.
b) ¿Cuántos estudiantes se inscribieron después de

3 horas?
c) ¿Cuántos estudiantes se registraron previamente 

en el verano?
38. CUOTAS DE MEMBRESÍA La membresía de 

un club de natación cuesta $250 por las 12 semanas 
de la temporada de verano. Si un miembro se inscri
be después del inicio de la temporada, el costo se 
prorratea; es decir, se reduce linealmente.
á) Exprese el costo de la membresía como una fun

ción del número de semanas que han transcurri
do hasta el momento en que se paga la 
membresía y dibuje la gráfica.

b) Calcule el costo de una membresía que se paga
5 semanas después de haber iniciado la tempo
rada.

39. DEPRECIACIÓN LINEAL Un médico posee 
libros de medicina cuyo valor es de $1 500; para 
efectos de impuestos, se supone que ese valor se de
precia linealmente a cero en un periodo de 10 años. 
Esto es, el valor de los libros disminuye a razón 
constante de manera que será igual a cero al final de 
los 10 años. Exprese el valor de los libros como una 
función del tiempo y dibuje la gráfica.

40. DEPRECIACIÓN LINEAL Un fabricante com
pra $20 000 en maquinaria que se deprecia lineal

38 CAPÍTULO 1 l Funciones, gráficas y lím ites I

mente, de manera que su valor comercial al cabo de 
10 años será de $1 000.
a) Exprese el valor de la maquinaria como una fun

ción de su antigüedad y dibuje la gráfica.
b) Calcule el valor de la maquinaria al cabo de 4 

años.
c) ¿Cuándo será cero el valor de la maquinaria?

Tal vez el fabricante no espere tanto para dese
char la maquinaria. Analice los aspectos a consi
derar por el fabricante para decidir cuándo 
venderla.

41. CONSUMO DE AGUA Desde el comienzo del 
mes, una presa ha estado perdiendo agua a razón 
constante. En el día 12 del mes la presa tenía 200 
millones de galones de agua, y el día 21 tenía 164 
millones de galones.
á) Exprese la cantidad de agua en la presa como 

una función del tiempo y dibuje la gráfica. 
b) ¿Cuánta agua tenía la presa el octavo día del mes?

42. COSTO DE IMPRESIÓN Un editor estima que 
el costo de producir entre 1 000 y 10 000 ejemplares 
de cierto libro es $50 por ejemplar; entre 10 001 y 
20 000, el costo es $40 por ejemplar; y entre 20 001 
y 50 000, el costo es $35 por ejemplar.
a) ¿Qué función F(N) da el costo total de 

producir N ejemplares del libro para
1 000 <  N <  50 000?

b) Dibuje la gráfica de la función F{N) que se de
terminó en el inciso a).

43. PRECIO DE LAS ACCIONES Ciertas acciones 
tenían un precio inicial de oferta pública de $10 por 
acción, y se negocian las 24 horas. Dibuje la gráfica 
del precio de la acción para un periodo de 2 años en 
cada uno de los siguientes casos
a) El precio aumenta uniformemente a $50 por ac

ción para los primeros 18 meses y luego dismi
nuye uniformemente a $25 por acción para los 
siguientes 6 meses.

b) Le toma justo 2 meses aumentar el precio a ra
zón constante de $15 por acción, luego bajar 
lentamente a $8 en los siguientes 9 meses antes 
de aumentar uniformemente a $20.

c) El precio aumenta uniformemente a $60 por ac
ción durante el primer año, pero en ese tiempo 
se descubre un escándalo financiero. El precio 
baja a $25 la acción, luego disminuye uniforme
mente a $5 en los siguientes 3 meses antes de 
aumentar a razón constante para cerrar a $12 al 
final del periodo de los 2 años.

44. UNA FÁBULA AN FIGUA En la fábula de Eso- 
po, acerca de la carrera entre la tortuga y la liebre, 
la tortuga apenas camina a razón constante desde el 
inicio hasta la meta. La liebre comienza a correr

1-38
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uniformemente con paso mucho más rápido, pero a 
medio camino de la meta, se detiene y toma una 
siesta. Finalmente, la liebre despierta, ve a la tortu
ga cerca de la de la meta, y de manera desesperada 
corre lo más rápido posible pero pierde por un pelo. 
En un plano coordenado, grafique las distancias re
corridas respectivamente por la tortuga y la liebre 
desde la línea de inicio, como funciones del tiempo.

45. CRECIMIENTO DE UN NIÑO La altura pro
medio H, en centímetros, de un niño de A años de 
edad se puede estimar mediante la función lineal
H = 6.5/4 + 50. Utilice esta fórmula para responder 
a las siguientes preguntas. 
á) ¿Cuál es la altura promedio de los niños de 7 

años?
b) ¿A qué edad la altura promedio de los niños es 

de 150 cm?
c) ¿Cuál es la altura promedio de los recién naci

dos? ¿Le parece razonable esta respuesta?
d) ¿Cuál es la altura promedio de las personas de 

20 años? ¿Le parece razonable esta respuesta?
46. ACUERDO ENTRE AUTOMOVILISTAS 

Para animar a los automovilistas a realizar acuerdos 
para transportarse en grupos, la dirección de tránsi
to de cierta área metropolitana ofrece un descuento 
especial en los peajes para los vehículos que llevan 
cuatro o más pasajeros. Cuando comenzó el progra
ma hace 30 días, 157 vehículos calificaron para la 
tarifa reducida durante la hora más congestionada 
de la mañana. Desde entonces el número de vehícu
los que han calificado se ha incrementado a una ra
zón constante y hoy día hay 247 vehículos 
calificados.
a) Exprese el número de vehículos que califican 

cada mañana para obtener la tarifa de descuento 
como una función del tiempo y dibuje la gráfica.

b) Si la tendencia continúa, ¿cuántos vehículos ca
lificarán dentro de 14 días durante la hora de 
mayor congestión en la mañana?

47. CONVERSIÓN DE TEMPERATURA
á) La temperatura medida en grados Fahrenheit es 

una función lineal de la temperatura medida en 
grados Celsius. Utilice el hecho de que 0o Cel
sius es igual a 32° Fahrenheit y 100° Celsius es 
igual a 212° Fahrenheit para escribir una ecua
ción que represente esta función lineal.

b) Utilice la función obtenida en el inciso a) para 
convertir 15° Celsius en grados Fahrenheit.

c) Convierta 68° Fahrenheit en grados Celsius.
d) ¿Qué temperatura es la misma en ambas escalas 

(Celsius y Fahrenheit)?
48. ENTOMOLOGÍA Se ha observado que el nú

mero de chirridos que produce un grillo cada minu

to depende de la temperatura. Los grillos no produ
cen chirridos si la temperatura es de 38°F o menos, 
y las observaciones arrojaron los siguientes datos

Número de chirridos (C) 0 5 10 20 60
Temperatura T (°F) 38 39 40 42 50

a) Exprese T como una función lineal de C.
b) ¿Cuántos chirridos se esperaría escuchar si la 

temperatura fuera de 75°F? Si se escuchan 37 
chirridos en un periodo de 30 segundos, ¿cuál es 
la temperatura aproximada?

49. APRECIACIÓN DE BIENES El valor de cierto 
libro raro se duplica cada 10 años. En 1900, el libro 
valía $ 100.
a) ¿Cuánto valía en 1930?, ¿en 1990?, ¿y cuánto 

en el año 2000?
b) Es el valor del libro una función lineal de su an

tigüedad? Responda a esta pregunta interpretan
do la gráfica adecuada.

50. CONTAMINACIÓN DEL AÍRE En ciertas 
partes del mundo, se ha observado que el número de 
muertes por semana, N, está linealmente relaciona
do con la concentración promedio de dióxido de 
sulfuro en el aire, x. Suponga que hay 97 muertes 
cuando x = 100 mg/m3 y 110 muertes cuando x = 
500 mg/m3.
a) ¿Cuál es la relación funcional entre /V y x?
b) Utilice la función del inciso d) para hallar el nú

mero de muertes por semana cuando x  — 300
o

mg/m . ¿Qué concentración de dióxido de sulfu
ro corresponde a 100 muertes por semana?

c) Realice una investigación acerca de cómo la 
contaminación del aire afecta a la tasa de morta
lidad en una población.3 Resuma sus resultados 
en un pequeño ensayo.

51. ADMISIONES UNIVERSITARIAS Los punta
jes medios en el examen SAT de matemáticas para 
los estudiantes que ingresan a una facultad de artes 
se han reducido a una razón constante en los últi
mos años. En 1995, el puntaje promedio en el SAT 
fue 575, mientras que en el 2000 fue de 545.
a) Exprese el puntaje promedio en el SAT como 

una función del tiempo.
b) Si la tendencia continúa, ¿cuál será el puntaje 

promedio en el SAT de los estudiantes que in
gresen en el año 2005?

3 Pueden resultar útiles los artículos: D. W.Dockery, J. Schwartz, and 
J. D. Spengler, “Air Pollution and Daily Mortality: Associations with 
Particulates and Acid Aerosols”, Environ. Res., Vol. 59, 1992, pp. 
362-373; Y. S. Kim, “Air Pollution, Climate, Socioeconomics Status 
and Total Mortality in the United States”, Sci. Total E n v ir o n vol. 42, 
1985, pp. 245-256.
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c) Si la tendencia continúa, ¿cuándo será 527 el 
puntaje promedio en el SAT?

52. NUTRICIÓN Cada onza de alimento I contiene
3 gramos de carbohidratos y 2 gramos de proteína, y 
cada onza del alimento II contiene 5 gramos de car
bohidratos y 3 gramos de proteína. Se supone que x  
onzas del alimento I se mezclan con y onzas del ali
mento II. Los alimentos se combinan para producir 
una mezcla que contiene exactamente 73 gramos de 
carbohidratos y 46 gramos de proteína.
a) Explique por qué hay 3x + 5y gramos de carbo

hidratos en la mezcla y por qué 3x + 5y = 73. 
Determine una ecuación similar para la cantidad 
de proteína. Dibuje las gráficas de ambas ecua
ciones.

b) ¿Dónde se intersecan las dos gráficas obtenidas 
en el inciso á)l Interprete el significado de este 
punto de intersección.

53. CONTABILIDAD Para propósitos de impues
tos, el valor contable de ciertos bienes se determina 
depreciando linealmente el valor original del bien 
en un periodo fijo. Suponga que un bien valía origi
nalmente V dólares y que se deprecia linealmente en 
un periodo de N años, al final del cual tiene un valor 
de rescate de S dólares.
a) Exprese el valor contable B de un bien en el año 

r dentro del periodo de depreciación de N años, 
como una función lineal de í. [Sugerencia Ob
serve que B = V cuando t = 0 y B = S cuando
t = N].

b) Suponga que un equipo de $50 000 se deprecia 
linealmente en un periodo de 5 años, con un va
lor de rescate de $18 000. ¿Cuál es el valor con
table del equipo al cabo de tres años?

54. El cuerpo humano metaboliza el alcohol etílico a 
una razón constante (independientemente de la con
centración). Suponga que la razón es 10 mi por 
hora.
a) ¿Cuánto tiempo se requiere para eliminar los 

efectos de un litro de cerveza que contiene 3% 
de alcohol etílico?

b) Exprese el tiempo T requerido para metabolizar 
los efectos de tomar alcohol etílico como una 
función de la cantidad A de alcohol etílico con
sumido.

c) Analice cómo se puede utilizar la función obte
nida en el inciso b) para determinar un valor 
“extremo” razonable para la cantidad de alcohol 
etílico A que cada persona puede consumir en 
una fiesta.

n  144 630
55^ Grafique y = — x  + y  y y = — x  + —  en el

mismo sistema de ejes coordenados usando [—10,

10] 1 por [-1 0 , 10] 1. ¿Son paralelas las rectas?
_  ^  „ 54 63 139 34656 Grafiquey = — x - - y ) >  = — enel

v p | mismo sistema de ejes coordenados usando inicial
mente un rango de pantalla de [—10, 10] 1 por 
[-10 , 10] 1. Ajuste la configuración del rango hasta 
que se muestren ambas rectas. ¿Son paralelas las 
dos rectas?

57. RENTA DE EQUIPO Una compañía de renta de

t equipos alquila un equipo por una cuota fija de $60 
más un valor de $5 por hora.
a) Elabore un cuadro que muestre el número de ho

ras que el equipo ha estado rentado, así como el 
costo de rentar el equipo durante 2 horas, 5 ho
ras, 10 horas y t horas.

b) Escriba una expresión algebraica que represente 
el costo y como una función del número de ho
ras t. Suponga que t se puede calcular para cual
quier fracción decimal de una hora. (En otras 
palabras, suponga que t es un número real no 
negativo.)

c) Grafique la expresión hallada en el inciso b).
d) Utilice la gráfica para aproximar, con dos cifras 

decimales, el número de horas que el equipo fue 
rentado si la cuenta es de $216.25 (antes de im
puestos).

58. ASTRONOMÍA En la siguiente tabla se indica 
la duración del año, L, (en años terrestres), de cada 
planeta del sistema solar junto con la distancia me
dia D del planeta al Sol, en unidades astronómicas 
(1 unidad astronómica es la distancia media de la 
Tierra al Sol).

Planeta
Distancia media 
desde el Sol, D

Duración 
del año, L

Mercurio 0.388 0.241

Venus 0.722 0.615

Tierra 1.000 1.000

Marte 1.523 1.881

Júpiter 5.203 11.862

Saturno 9.545 29.457

Urano 19.189 84.013

Neptuno 30.079 164.783

Plutón 39.463 248.420

FUENTE: Kcndrick Frazier, The Solar System, Alexandria, VA: Time/Life 
Books, p. 37.
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a) Marque el punto (D, L) para cada planeta en un 
plano de coordenadas. ¿Estas magnitudes pare
cen estar linealmente relacionadas?

L2
b) Para cada planeta calcule el cociente

Interprete lo obtenido al expresar L como una 
función de D.

c) La expresión que se obtuvo en el inciso b) es 
una de las leyes de Kepler, llamada así en honor 
del astrónomo alemán Johannes Kepler (1571- 
1630). Lea un artículo acerca de Kepler y des
criba qué lugar ocupa en la historia de la 
ciencia.

59. i ASA DE DESEMPLEO En la solución del 
ejemplo 1.3.7 se observó que la recta que mejor 
ajusta los datos para ese ejemplo mediante la apro
ximación de mínimos cuadrados tiene ecuación de 
la forma y = — 0.389* + 7.338. Interprete la pen
diente de esa recta en términos de la tasa de desem
pleo. Los últimos datos en el ejemplo fueron para el 
año 2000. Utilice el Internet para hallar los datos de 
desempleo después del año 2000. ¿La recta de apro
ximación por mínimos cuadrados predice bien los 
nuevos datos? Explique.

60. RECTAS PARALELAS Demuestre que dos rec
tas no verticales son paralelas si y sólo si tienen la 
misma pendiente.

61. RECTAS PERPENDICULARES Demuestre 
que si una recta no vertical L x con pendiente m x es 
perpendicular a una recta L2 con pendiente m2, en
tonces m2 = ~  1 ¡mx. [Sugerencia Encuentre las ex
presiones para las pendientes de las rectas L, y L2 
en la figura adjunta. Luego aplique el teorema de Pi- 
tágoras, junto con la fórmula de la distancia del pro
blema 46, sección 1.2, al triángulo rectángulo OAB 
para obtener la relación requerida entre m x y m2].

PROBLEMA 61

SECCSÓJN_ 1.4j Modelos funcionales
Con frecuencia, los problemas prácticos en negocios, en economía y en las ciencias fí
sicas o de la vida son demasiado complicados para ser descritos con precisión median
te fórmulas simples. Una práctica común para analizarlos es hacer suposiciones acerca 
del problema de manera que lo simplifique lo suficiente como para permitir una descrip
ción matemática. Este proceso se denomina modelación matemática y al problema 
modificado con base en las suposiciones de simplificación se le llama modelo matemá
tico. Una vez que se han elegido las suposiciones del problema , se usan métodos mate
máticos apropiados, como el cálculo, para analizar el modelo. Los modelos matemáti
cos son sólo aproximaciones de la realidad, y en ocasiones, un modelo particular no es 
muy exacto, por lo que las suposiciones en las que se basa se van ajustando para hacer 
el modelo más real, pero sin introducir demasiada complejidad matemática.

En las secciones anteriores, se presentaron modelos que representaban magnitudes 
como el costo de fabricación, los niveles de contaminación del aire, el tamaño de la po
blación, la oferta y la demanda; sin duda usted se encontrará muchos más modelos, tan
to en ejemplos resueltos como en ejercicios propuestos. Una de las habilidades más im
portantes que se aprende en el cálculo es construir y analizar modelos matemáticos, y el 
proceso comienza con el aprendizaje de cómo plantear y resolver los problemas descri
tos con palabras. En los ejemplos 1.4.1 y 1.4.8 se ilustra una variedad de técnicas para 
afrontar tales problemas.

E l im in a c ió n  En los ejemplos 1.4.1 y 1.4.2 la magnitud que se está buscando se expresa de mane- 
d e  v a r i a b le s  ra más natural en términos de dos variables. Es necesario eliminar una de esas varia

bles antes de escribir la magnitud como una función de una sola variable.
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guiar de descanso.

¡ E X P L O R E !

1
10 000Introduzca f{x ) = x  + --------- en

X

el editor de ecuaciones de la 
calculadora graficadora. Utilice 
la instrucción de tablas 
(TBLSET) para explorar dónde 
f(x) puede alcanzar un valor 
mínimo . Por ejemplo, como al
ternativa intente fijar el valor 
inicial dex en cero (TblStart), 
realizando incrementos (ATbl) 
de 100, 50 y 10. Por último, uti
lice lo que resulte para fijar las 
dimensiones apropiadas de la 
pantalla para ver f(x) y res
ponder a la pregunta sobre las 
dimensiones del área de 
descanso que requiere el míni
mo cercado.

EJEMPLO I 1.4.1
El departamento de comunicaciones y transportes planea crear un área de descanso pa
ra los automovilistas, a lo largo de una autopista. La superficie será rectangular con un 
área de 5 000 yardas cuadradas, y se va a cercar por los tres lados no adyacentes a la au
topista. Exprese el número de yardas de cerca que se requiere como una función de la 
longitud del lado no cercado.

Solución
Es natural comenzar introduciendo dos variables, x y y, para denotar las longitudes de 
los lados del área de descanso (figura 1.28). Expresando el número de yardas de cerca 
requerida, F, en términos de estas dos variables, se tiene

F = x  + 2y

Como la meta es expresar el número de yardas de cercado como una función sólo 
de x, se debe encontrar una forma de expresar y en términos de x. Para hacer esto, utili
ce el hecho de que el área debe ser de 5 000 yardas cuadradas y escriba

xy = 5 000 
área

Despeje y de esta ecuación
5 000

y = -----x

y sustituya la expresión resultante para y en la fórmula de F para obtener

/5 000 \  10 000
F(x) = x  + 21——  I =  x + — —

En la figura 1.29 aparece la gráfica de una parte significativa de esta función racio
nal. Observe que hay una longitud x para la cual la cantidad de cercado requerido es mí- 
nimo. En el capítulo 3, se calculará este valor óptimo de x usando el cálculo.______ _

R 6 U R A  1 29  i j j i , 10 000lé<c' Longitud del cercado: F(x) = a' H--------- .
x
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FIGURA 1.30 Lata cilindri
ca para el ejemplo 1.4.2.

EJEMPLO I 1.4.2

Una lata cilindrica debe tener una capacidad (volumen) de 24tt pulgadas cúbicas. El 
costo del material utilizado en las partes superior e inferior de la lata es de 3 centavos 
por pulgada cuadrada, y el costo del material utilizado para la parte lateral es de 2 cen
tavos por pulgada cuadrada. Exprese el costo de fabricación de la lata como una función 
de su radio.

Solución

Sea r el radio de las partes circulares superior e inferior, h la altura de la lata y C el cos
to (en centavos) de fabricación de la lata. Entonces,

C = costo de la parte superior + costo de la parte inferior 
+ costo de la parte lateral

donde, para cada componente del costo,

Costo = (costo por pulgada cuadrada)(número de pulgadas cuadradas)
=  (costo por pulgada cuadrada)(área)

• * 9El área de la parte superior (o inferior) es n r  , y el costo por pulgada cuadrada de 
la parte superior (o inferior) es de 3 centavos. Por tanto,

Costo de la parte superior =  3tt/ Costo de la parte inferior = 3u r 2

- ©

¡EXPLORE
Utilice la instrucción (TBLSET) 
de su calculadora graficadora 
para descubrir las dimensiones 
apropiadas de la pantalla para 
graficar

_ 2 96ttC(r) =  6tt r 2 + ------
r

Ahora emplee las funciones 
TRACE, ZOOM o métodos pa
ra el cálculo de mínimos de la 
calculadora para hallar el radio 
donde el costo es mínimo. 
¿Cuáles son las dimensiones 
de la lata? Utilice las caracte
rísticas TRACE o ZOOM de su 
calculadora para hallar el radio 
para el cual el costo es de 
$3.00. ¿Existe algún radio para 
el cual el costo sea de $2.00?

Para hallar el área lateral, imagine que se pueden quitar las partes superior e infe
rior de la lata y que se puede cortar y extender la parte lateral para formar un rectángu
lo, tal como se muestra en la figura 1.30. La altura del rectángulo es la altura h de la la
ta. La longitud del rectángulo es la circunferencia 2nr de la parte superior (o inferior) 
de la lata. De aquí que, el área del rectángulo (o parte lateral) es 2urh pulgadas cuadra
das. Como el costo del lado es 2 centavos por pulgada cuadrada, se deduce que

Costo del lado = 2(2i\rh) = 4ttrh

Al incluir todas las partes,

C = 3 n r 2 + 3 irr2 + 4tt/7? = 6irr2 +

Puesto que el objetivo es expresar el costo como una función sólo del radio, se debe ex
presar la altura h en términos de r. Para hacerlo, se tiene en cuenta que el volumen,O oV = irr h, debe ser 24tt. Es decir, se iguala irr h a 24tt y se despeja h:

tiir2h = 24tt
24

h 9

Ahora se sustituye esta expresión de h en la fórmula de C:

'24'
C{r) =  6 tt/* + 4'Trrl —j

2 96tt
C(r) = 6n r “ H-------

r

En la figura 1.31 se representa la gráfica de la parte significativa de esta función de 
costo. Observe que hay un radio r para el cual el costo es mínimo. En el capítulo 3, se 
estudiará cómo hallar ese radio óptimo utilizando el cálculo.
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EJEMPLO I 1.4*3
Durante una sequía, los residentes del condado de Marin, California, enfrentaron una 
severa escasez de agua. Para evitar el uso excesivo de agua, la oficina de agua del con
dado inició incrementos drásticos en las tarifas. La tarifa mensual para una familia de 
cuatro personas era de $ 1.22 por cada 100 pies cúbicos de agua para los primeros 1 200 
pies cúbicos, $10 por cada 100 pies cúbicos para los siguientes 1 200 pies cúbicos y $50 
por cada 100 pies cúbicos más. Exprese el valor del recibo mensual para una familia de 
cuatro personas como una función de la cantidad de agua utilizada.

Solución

Seax el número de unidades de 100 pies cúbicos de agua utilizadas por la familia duran
te el mes, y C(x) el costo correspondiente en dólares. Si 0 ^  x ^  12, entonces el costo 
es simplemente el costo por unidad multiplicado por el número de unidades usadas:

C(x) = 1.22x

Si 12 <  x <  24, cada una de las primeras 12 unidades cuesta $1.22, y entonces el 
costo total de esas 12 unidades es 1.22(12) = 14.64 dólares. Cada una de las x -  12 uni
dades restantes cuesta $10, y por tanto el costo total de esas unidades es 10(x -  12) dó
lares. El costo de todas las x unidades es la suma

C(x) = 14.64 + 10(x -  12) = lOx -  105.36

Si x >  24, entonces el costo de las primeras 12 unidades es 1.22(12) = 14.64 dóla
res; el costo de las siguientes 12 unidades es 10(12) = 120 dólares, y el de las x - 24 uni
dades restantes es 50(x -  24) dólares. El costo de todas las x unidades es la suma

C(x) = 14.64 + 120 + 50(x -  24) = 50x -  1 065.36

Combinando estas tres ecuaciones, se obtiene

' 1.22x si 0 <  x ^  12

C(x) = - lOx -  105.36 si 12 <  x <  24 
50x -  1 065.36 s ix >  24
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C(x)
A

450 ~  
400 -  
350 -  
300 -  
250 -- 
2 0 0 -  

150 -- 
100-  
5 0 -

-----V-—
6

-*~x
12 18 24 30

R'bURÁ 1.32 Costo de agua en el condado de Marín.

La gráfica de esta función se muestra en la figura 1.32. Observe que la gráfica consiste 
de tres segmentos de recta, cada uno más inclinado que el anterior. ¿Qué aspecto de la 
situación práctica es reflejado por el incremento de la inclinación de las rectas?______

Proporcionalidad  Cuando se construyen modelos matemáticos, frecuentemente resulta importante con
siderar las relaciones de proporcionalidad. Tres de los tipos más importantes de pro
porcionalidad se definen de la siguiente forma:

P r o p o  re i o n a 11 d  a d  ¡3 Se dice que la magnitud Q es 
directamente proporcional a x  si Q =  kx para alguna constante k 
inversamente proporcional a x  si Q = k/x para alguna constante k 
conjuntamente proporcional a * y y si Q = kxy para alguna constante k

A continuación se presenta un ejemplo de biología.

EJEM PLO I 1 .4 .4
Cuando los factores ambientales imponen un límite superior en el tamaño de una po
blación, ésta crece a una tasa conjuntamente proporcional al tamaño actual y a la dife
rencia entre su tamaño actual y el límite superior. Exprese la tasa de crecimiento demo
gráfico como una función del tamaño de la población.

Solución

FIGUR A 1 33 Tasa de ^ea ̂  tama^° P°blación R(p) la correspondiente tasa de crecimiento demográfi-
. „ , _  co, y sea b el límite superior impuesto en la población por el medio ambiente. Asícrecimiento demográfico r  r  r  r

para una población acotada: Diferencia entre población y su límite — b — p
R(p) = kp(b -  p). entonces R{p) = kp{b — p)

donde k es la constante de proporcionalidad.
En la figura 1.33 se presenta una gráfica de este polinomio factorizado. En el capí

tulo 3, se utilizará el cálculo para calcular el tamaño de la población para el cual la tasa 
de crecimiento demográfico es máxima.________________________________________

R í p )
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M odelación en  
adm inistración  y 

econom ía

¡EXPLORE!
Introduzca la función Y1 = 
-400X2 + 6 800X -  12 000 en 
el editor de ecuaciones de la 
calculadora graficadora. Utilice 
la instrucción TBLSET para fijar 
el valor inicial de x  en 5 en 
Tblstar con incremento unitario 
(1) para ATbl. De aquí, constru
ya una pantalla con dimensio
nes apropiadas para la gráfica 
de esta función de utilidad. 
Ahora, en la calculadora grafi
cadora, emplee las instruccio
nes TRACE, ZOOM o el méto
do de calculo de mínimos para 
confirmar el costo y la utilidad 
óptimo, mostrados en la figura 
1.34.

Con frecuencia los modelos en administración y economía involucran cuestiones 
como precio, control de costos y optimización de la utilidad. En el capítulo 3, se 
examinará una variedad de tales modelos. A continuación se muestra un ejemplo don
de la utilidad se expresa como una función del precio de venta de un producto par
ticular.

EJEMPLO I 1 .4 .5

Un fabricante puede producir cintas de video a un costo de $2 por casete. Los casetes se 
han estado vendiendo a $5 la pieza, y a ese precio, los consumidores han estado com
prando 4 000 casetes al mes. El fabricante planea aumentar el precio de los casetes y es
tima que por cada $1 de aumento en el precio, se venderán 400 casetes menos cada mes.

a) Exprese la utilidad mensual del fabricante como una función del precio al cual 
se vendieron los casetes.

b) Dibuje la gráfica de la función de utilidad. ¿Qué precio corresponde a la utilidad 
máxima? ¿Cuál es la utilidad máxima?

Solución

a) Comience planteando la relación deseada con palabras:

Utilidad = (número de casetes vendidos)(utilidad por casete)

Como el propósito es expresar la utilidad como una función del precio, entonces la va
riable independiente es el precio y la variable dependiente es la utilidad. Sea p el precio 
al cual se venderá cada casete y P(p) la utilidad mensual correspondiente.

Ahora, exprese el número de casetes vendidos en términos de la variable p. Se sa
be que cada mes se venden 4 000 casetes cuando el precio es $5 y que se venderán 400 
casetes menos cada mes por cada aumento de $1 en el precio. Como el número de au
mentos de $1 es la diferenciap - 5  entre los precios de venta nuevo y anterior, se tiene

Número de casetes vendidos
= 4 000 — 400(número de aumentos de $1)
= 4 000 -  400(p -  5)
= 6 000 -  400p

La utilidad por casete es simplemente la diferencia entre el precio de venta p y el 
costo $2. Así,

Utilidad por casete = p -  2

y la utilidad total es

P(p) = (número de casetes vendidos)(utilidad por casete)
= (6 000 -  400p)(p -  2)
= —400p2 + 6 800/? -  12 000

b) La gráfica de P{p) es la parábola que abre hacia abajo, mostrada en la figura 1.34.
La utilidad máxima se alcanzará en el valor de p que corresponde al punto más
alto en la gráfica de utilidad. Éste es el vértice de la parábola, que se sabe que 
está donde

= - B  _  - ( 6  800)
P ~ 2A 2(-400) ~  8'5
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Equilibrio de 
m ercado

p(p)
n

18 000 -  

16 000 

14 000 -- 

12 000  -  

10 000 -- 
8 000 - -  

6 000 -  

4 000 -- 

2 000

✓
./

o

Utilidad máxima 

%
X.

2
H— I— I— 1— h

\
3 4 5 6 7

p P(P)
2 0
4 8 800
6 14 400
8 16 800

10 16 000
12 12 000
14 4 800

9 10 11 12 13 14 15
-*~P

FSGURÁ 1 .3 4  Función utilidad P(p) = (6 000 — 400p)(p — 2).

Así, la utilidad se maximiza cuando el fabricante cobra $8.50 por cada casete, y 
la utilidad máxima mensual es

Pmáx = ^(8.5) =  -400(8.5)2 +  6 800(8.5) -  12 000 
=  $16 000

Recuerde de la sección 1.1, que la función de demanda para un artículo, D(x), rela
ciona el número de unidades que se producen, a, con el precio unitario, p = D(a), al 
cual todas las a unidades serán demandadas (vendidas) en el mercado. De manera si
milar, la función de oferta, S(x), indica el precio correspondiente p = S(x) al cual 
los productores están dispuestos a ofertar a* unidades.

La ley de la oferta y la demanda postula que, en un ambiente de mercado compe
titivo, la oferta tiende a ser igual a la demanda, y cuando esto ocurre, se dice que el mer
cado está en equilibrio. Así, el equilibrio del mercado ocurre precisamente en el nivel

FflGURA 1 .3 5  El equilibrio del mercado ocurre cuando la oferta es igual a la demanda.
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¡EXPLORE!
wss* Siguiendo el ejemplo 1.4.6, in- 
\".V; traduzca S(x) = x2 + 14 en Y1 y 

" D(x) = 174 -  6x en Y2. Utilice 
las dimensiones de la pantalla 
[5, 35]5 por [0, 200J50 para ob
servar los sectores de escasez 
y abundancia. Compruebe que 
su calculadora puede sombrear 
esos sectores mediante el co
mando SHADE (Y2, Y1). ¿Qué 
sector es éste?

de producción a c„ donde S(xe) = D(xe). El precio unitario correspondiente p e se denomi
na precio de equilibrio; es decir,

Pe S{Xe)

Cuando el mercado no está en equilibrio, se tiene una escasez, si la demanda excede a 
la oferta [D(x) > S (a ) ] ,  y una abundancia si la oferta excede a la demanda [S(x) >  
D(a)]. Esta terminología se ilustra en la figura 1.35 y en el ejemplo 1.4.6.

EJEMPLO I 1 .4 .6
Una investigación de mercado indica que los fabricantes ofertarán a  unidades de un ar
tículo particular en el mercado cuando el precio es p = S(x) dólares por unidad, y que el 
mismo número de unidades serán demandadas (vendidas) por los consumidores cuando 
el precio es p = D(x) dólares por unidad, donde las funciones de oferta y demanda es
tán dadas por

S(x) = a2 + 14 y D{a ) = 174 -  6 a

a) ¿A qué nivel de producción a  y a qué precio unitario p el mercado alcanza el 
equilibrio?

b) Dibuje las curvas de oferta y demanda, p = S{x) y p — D{a), en la misma grá
fica e interprétela.

Solución

a) El equilibrio de mercado ocurre cuando

S(a ) =  D( a) 

x2 + 14 = 174 -  6.x 
x2 + 6.x -  160 = 0 

(x -  10)(x + 16) = 0 

A = 10 O A = —16

Como sólo los valores positivos del nivel de producción a  tienen sentido, se de
secha a  = —16 y se concluye que el equilibrio ocurre cuando xe = 10. El pre-

rcsumdo 17-1 -  n.v Je ambos miembros 

Jiii'tt trizando

p (dólares) 
i

Demanda

pe = 114 --
Escasez

Oferta 
= .v2 + 14

Abundancia

,v (unidades) 
29

H u U IR A  1 .3 6  Oferta, demanda y punto de equilibrio para el ejemplo 1.4.6.
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ció de equilibrio correspondiente puede ser obtenido sustituyendo* =  10 en cual
quiera de las funciones de oferta o demanda. De esta manera,

pe = D( 10)=  1 7 4 -6 (1 0 )=  114

b) La curva de oferta es una parábola y la curva de demanda es una recta, tal co
mo se muestra en la figura 1.36. Observe que no se ofertan unidades al mercado
hasta que los precios llegan a $14 por unidad y que 174 unidades son demanda
das cuando el precio es 0. Para 0 ^  x  <  10, hay una escasez en el mercado ya
que la curva de oferta está por debajo de la curva de demanda. La curva de ofer
ta cruza la curva de demanda en el punto de equilibrio (10, 114), y para 10 <  x  
<  29, hay abundancia en el mercado.

Análisis de equilibrio Las intersecciones de gráficas aparecen en los negocios en el contexto del análisis de
equilibrio. En una situación típica, un fabricante desea determinar cuántas unidades 
de cierto artículo tienen que venderse para que el ingreso total sea igual al costo. Su
ponga que x  denota el número de unidades fabricadas y vendidas, y sean C(x) y R(x) 
el costo total y el ingreso total, respectivamente. En la figura 1.37 se ilustran un par 
de curvas de costo e ingreso.

3
j

,  ̂ Ingreso: y = R(x)

h

/' Utilidad 

/  1
/  Costo: v = C(jc) 

Punto deft
/  equilibrio

X  /
, - " ' í  /

Pérdida
11 , '

* W  V

0

FIGURA 1.37 Curvas de costo e ingreso, con un punto de equilibrio en P.

Debido a los gastos fijos, la curva de costo total al inicio está por encima de la cur
va de ingreso. Por tanto, a bajos niveles de producción, el fabricante sufre una pérdida. 
Sin embargo, a altos niveles de producción la curva de ingreso total es la que está por 
encima y el fabricante tiene una utilidad. Al punto en el cual las dos curvas se cruzan se 
le llama punto de equilibrio, ya que cuando el ingreso total iguala al costo total, el fa
bricante queda en equilibrio; no tiene ni utilidad ni pérdida. A continuación se presenta 
un ejemplo.

EJEM PLO  I 1 .4 .7
Un fabricante puede vender cierto producto en $110 por unidad. El costo total consiste 
de un costo fijo indirecto de $7 500 más los costos de producción de $60 por unidad.
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¡EXPLORE!
¡sjgj, Siguiendo el ejemplo 1.4.7, in-
V fg  traduzca C(x) = 7 500 + 60x en 

Y1 y R(x) = 110x en Y2, use la 
pantalla con dimensiones 
[0, 250]50 por [-1  000, 20 000]
5 000. Utilice las instrucciones 
de la calculadora graficadora 
TRACE y ZOOM o la de deter
minación de intersecciones, 
para confirmar el punto de 
equilibrio.

a) ¿Cuántas unidades debe vender el fabricante para llegar al equilibrio?

b) ¿Cuál es la utilidad del fabricante o la pérdida si se venden 100 unidades?

c) ¿Cuántas unidades debe vender el fabricante para tener una utilidad de $1 250?

Solución

Si x  es el número de unidades fabricadas y vendidas, el ingreso total está dado por 
R(x) = 1 1 0 a  y el costo total por C(x) = 7 500 + 60x.

a) Para hallar el punto de equilibrio, iguale R(x) a C(x) y se resuelva:

110a =  7 500 +  60a 

50a =  7 500  

de manera que a  =  150

De ahí que el fabricante tendrá que vender 150 unidades para llegar al punto de 
equilibrio (véase la figura 1.38).

J
¡
?■
i

16 500 -
(150, 16 500) Á

7 500 -

/ f  
y  =  c í a / /

x  /

/
f?

AV
; / 1 1 1 .. W. Y| 1 |— ►  X

50 100 150

F¡iGURA 1 .38  Ingreso R(x) = 110.x y costo C(x) = 7,500 + 60*.

fa) La utilidad P(x) es el ingreso menos el costo. Por tanto,

P{x) = R(x) -  C(x) = 1 1 0 a  -  (7,500 +  60a) =  50a -  7 500

La utilidad de la venta de 100 unidades es

P(100) =  5 0 ( 1 0 0 ) -  7 500  

=  - 2  500

El signo menos indica una utilidad negativa (o pérdida), que era de esperar, a 
pues 100 unidades es menos que 150 unidades que es la cantidad en el punto 
de equilibrio. De este modo, si se venden 100 unidades el fabricante perderá $2 
500.

c) Para determinar el número de unidades que se debe vender para generar una uti
lidad de $1 250, se iguala la fórmula para la utilidad P(x) a 1250 y se resuelve 
para x. Así se tiene que
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P(x) 

50x -  1 500  

50*

1 250  

1 250  

8 750  

8 750
x =

50
=  175

de donde se concluye que se deben vender 175 unidades para generar la utilidad de
seada.

¡EXPLORE!
Revise el ejemplo 1.4.8. Intro
duzca Ci{x) = 25 + 0.6x en V1 
y C2(x) = 30 + 0.5x en Y2 del 
editor de ecuaciones de la cal
culadora graficadora. Utilice la 
pantalla con dimensiones 
[-25 , 250J25 por [ - 1 0 ,125]50 
para determinar el rango de mi
llas en las cuales cada agencia 
ofrece la mejor oferta. Si una 
persona va a recorrer más de 
100 millas, ¿cuál es la mejor 
oferta: C,(x), C2(x) o C3(x) =
23 + 0.55x?

El ejemplo 1.4.8 ilustra cómo se puede usar el análisis de equilibrio como una he
rramienta para la toma de decisiones.

EJEMPLO I 1-4.8
Una agencia de renta de autos cobra $25, más 60 centavos por milla. Una segunda agen
cia cobra $30, más 50 centavos por milla. ¿Cuál agencia ofrece la mejor oferta?

Solución

La respuesta depende del número de millas que se recorra. Para viajes cortos la primera 
agencia cobra menos que la segunda, pero para viajes largos la segunda agencia cobra 
menos. Puede utilizar un análisis de equilibrio para hallar el número de millas en las 
que las dos agencias cobran lo mismo.

Suponga que el auto va a recorrer x  millas. Entonces, la primer agencia cobrará 
C\(x) = 25 +  0.60.x dólares y la segunda agencia cobrará C2(x) =  30 +  0.50.x dólares. 
Si se igualan esas dos expresiones y se resuelve paraje, se obtiene

de manera que

25 +  0 .60 j: — 30 +  0 .50x

0. I jt = 5 o x  = 50

Esto implica que las dos agencias cobran la misma cantidad si el carro recorre 50  
millas. Para distancias más cortas, la primera agencia ofrece la mejor oferta, y para dis
tancias más largas la segunda agencia es mejor. La situación se ilustra en la figura 1.39.

y (dólares) y = Cj(jc)

FIGURA 1.39 Costo de renta de autos en agencias competitivas.
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1. CERCADO Un granjero desea cercar un campo 
rectangular con 1 000 pies de cerca. Si el lado más 
largo del campo limita con un arroyo (y no requiere 
cerca), exprese el área del campo como una función 
de su ancho.

2. JARDINERÍA ORNAMENTAL Un diseñador 
de jardines planea hacer un jardín rectangular de 
manera que el largo sea dos veces el ancho. Exprese 
el área del jardín como una función de su ancho.

3. La suma de dos números es 18. Exprese el produc
to de dos números como una función del número 
menor.

4. El producto de dos números es 318. Exprese la su
ma de los números como una función del número 
menor.

5. INGRESOS POR VENTAS Cada unidad de 
cierto artículo cuesta p = 35x + 15 centavos cuan
do se producen A' unidades del artículo. Si a ese pre
cio se venden las a unidades en su totalidad, exprese 
el ingreso derivado de las ventas como una función 
de x.

6. CERCADO El departamento de recreación de 
una ciudad planea construir un campo de juego rec
tangular de 3 600 metros cuadrados de área. El cam
po de juegos estará cercado. Exprese la longitud de 
la cerca como una función de la longitud de uno de 
los lados del campo de juego, dibuje la gráfica, y 
calcule las dimensiones del campo de juego que re
quiere la cantidad mínima de cercado.

7. AREA Exprese el área de un campo rectangular 
cuyo perímetro es 320 metros como una función de 
la longitud de uno de sus lados. Dibuje la gráfica y 
calcule las dimensiones del campo de área máxima.

8. EMPAQUE Una caja cerrada con una base cua
drada va a tener un volumen de 1 500 pulgadas cú
bicas. Exprese el área de su superficie como una 
función de la longitud de su base.

9. EMPAQUE Una caja cerrada con una base cua
drada tiene un área de superficie de 4 000 centíme
tros cuadrados. Exprese su volumen como una 
función de la longitud de su base.

En los problemas 10 a J4, es necesario saber que un cilin
dro de radio r y altura h tiene volumen V = Trrh. Tam
bién, se debe recordar que un círculo de radio r tiene área 
A =  n r y circunferencia C =2Trr.

10. EMPAQUE Una lata de refresco contiene 12 on
zas de líquido (aproximadamente 6.89tt pulgadas 
cúbicas). Exprese el área de superficie de la lata co
mo una función de su radio.

11. EMPAQUE Una lata cilindrica cerrada tiene un 
área superficial de 120it pulgadas cuadradas. Ex
prese el volumen de la lata como una función de su 
radio.

12. EMPAQUE Una lata cilindrica cerrada tiene ra
dio r y altura h.
a) Si el área de la superficie de la lata, S, es una 

constante, exprese el volumen V de la lata en 
términos de S y r.

b) Si el volumen V de la lata es una constante,
exprese el área de la superficie S en términos de 
V y r. \

13. EMPAQUE Una lata cilindrica contiene 4tt pul
gadas cúbicas de jugo de naranja congelado. El cos
to por pulgada cuadrada en la fabricación de las 
partes superior e inferior de metal es el doble del 
costo por pulgada cuadrada en la fabricación de la 
parte lateral de cartón. Exprese el costo de fabricar 
la lata como una función del radio si el costo de la 
parte lateral es 0.02 centavos por pulgada cuadrada.

14. EMPAQUE Se fabricó una lata cilindrica sin tapa 
con 21it pulgadas cuadradas de metal. Exprese el 
volumen de la lata como una función del radio.

15. CRECIMIENTO DEMOGRÁFICO En ausen
cia de restricciones ambientales, la población crece 
a una tasa proporcional a su tamaño. Exprese la tasa 
de crecimiento demográfico como una función del 
tamaño de la población.

16. DECAIMIENTO RADIACTIVO Una muestra 
de radio decrece a una tasa que es proporcional a la 
cantidad de radio remanente. Exprese la tasa de de
crecimiento de la muestra como una función de la 
cantidad remanente.

17. CAMBIO DE iEM PERAÍURA La tasa de 
cambio de la temperatura de un objeto es proporcio
nal a la diferencia entre su propia temperatura y la 
temperatura del medio que lo rodea. Exprese esta 
tasa como una función de la temperatura del objeto.

18. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA La ta
sa de propagación de una epidemia en una comuni
dad es conjuntamente proporcional al número de 
personas que han contraído la enfermedad y al nú
mero de personas que no la han contraído. Exprese 
esta tasa como una función del número de personas 
que han contraído la enfermedad.

19. CORRUPCIÓN PO L Í1ICA La tasa a la cual 
las personas resultan implicadas en un escándalo 
gubernamental es conjuntamente proporcional al 
número de personas que ya han sido implicadas y
al número de personas involucradas pero que no han
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sido implicadas aún. Exprese esta tasa como una 
función del número de personas implicadas.

20. COSTO DE PRODUCCIÓN En cierta fábrica, 
el costo de puesta en marcha es directamente pro
porcional al número de máquinas utilizadas y el 
costo de operación es inversamente proporcional al 
número de máquinas utilizadas. Exprese el costo to
tal como una función del número de máquinas utili
zadas.

21. COSTO DE TRANSPORTE Se contrata un ca
mión para transportar productos de una fábrica a 
una bodega. Los sueldos del conductor se calculan 
por hora y por tanto son inversamente proporciona
les a la velocidad con que se conduce el camión. El 
costo de la gasolina es directamente proporcional a 
la velocidad. Exprese el costo total de operación del 
camión como una función de la velocidad a la cual 
se conduce.

DOSIS PEDIÁTRICA De MEDICAMENTO 
han propuesto diferentes fórmulas para determinar la 
dosis de medicamento apropiada para un niño en térmi
nos de la dosis para un adulto. Suponga que A miligra
mos (mg) es la dosis de cierto medicamento para un 
adulto y C es la dosis adecuada para un niño de N años 
de edad. Entonces, la regla de Cowling indica que

„ l N  +  1 \  
c = (— r

mientras que la regla de Friend indica que

C =
2 NA 
25

En los problemas 22 a 24 se necesitan estas fórmulas.

22. Si la dosis de ibuprofeno para un adulto es 300 mg, 
¿qué dosis sugiere la regla de Cowling para un niño 
de 11 años? ¿Qué dosis sugiere la regla de Friend 
para el mismo niño?

23. Suponga que la dosis para un adulto es A = 300 mg, 
de manera que la regla de Cowling y la de Friend 
son funciones de la edad N del niño. Dibuje las grá
ficas de estas dos funciones.

24. ¿Para qué edad del niño son iguales las dosis suge
ridas por la regla de Cowling y por la regla de 
Friend? ¿Para qué edades la regla de Cowling sugie
re una mayor dosis que la regla de Friend? ¿Para 
qué edades la regla de Friend sugiere una dosis ma
yor?

25. DOSIS PEDIÁTRICA DE MEDICAMENTO 
Como una alternativa a las reglas de Friend y de

Cowling, algunas veces los pediatras usan la 
fórmula

c  =  ^
1.7

a fin de calcular una dosis de medicamento apropia
da para un niño cuya área superficial es S metros 
cuadrados, cuando la dosis de droga del adulto es A 
miligramos (mg). A su vez, el área superficial del 
cuerpo de un niño se calcula mediante la fórmula

S = 0.0012WOA25H0-725

donde W y H son el peso del niño (kg) y su altura 
(cm), respectivamente.
a) La dosis de cierto medicamento para un adulto 

es 250 mg. ¿Cuánto medicamento se le debe ad
ministrar a un niño que tiene una altura de
91 cm y pesa 18 kg?

b) Se prescribe una droga para dos niños, uno de 
ellos es el doble de alto y dos veces más pesado 
que el otro niño. Demuestre que el niño más 
grande debe recibir aproximadamente 2.22 ve
ces más droga que el niño pequeño.

26. IMPUESTO AL COMPRADOR DE UNA SU
BASTA Usualmente, cuando un comprador com
pra algo en una subasta, este paga no solamente el 
precio con el que ganó la subasta sino también un 
impuesto al comprador. En una casa de subastas, el 
impuesto al comprador es 17.5% del precio ganador 
para compras de hasta $50 000. Para compras ma
yores, el impuesto al comprador es 17.5% para los 
primeros $50 000 más 10% de la cantidad que exce
de los $50 000.
a) Encuentre el precio total que paga un comprador 

(precio de subasta más impuesto al comprador) 
en esta casa de subastas para compras de
$1 000, $25 000 y $100 000.

b) Exprese el precio total de la compra de un lote 
en esta casa de subastas como una función del 
precio final (ganador). Dibuje la gráfica de esta 
función.

27. COSTO DE TRANSPORTE Una compañía de 
autobuses adoptó la siguiente política de precios pa
ra grupos que desean contratar sus vehículos. A los 
grupos de no más de 40 personas se les cobrará una 
cantidad fija de $2 400 (40 multiplicado por $60). 
Los grupos que tienen entre 40 y 80 personas, paga
rán $60, menos 50 centavos por cada persona adi
cional a 40. La tarifa más baja de la compañía, $40 
por persona, se ofrecerá a grupos de 80 o más per
sonas. Exprese el ingreso de la compañía de autobu
ses como una función del tamaño del grupo. Dibuje 
la gráfica.
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28. IMPUESTO SOBRE EL INGRESO En la si
guiente tabla se muestra la tasa de impuestos federa
les del 2002 para contribuyentes solteros.
a) Exprese el impuesto sobre el ingreso de un indi

viduo como una función del ingreso gravable x  
para 0 <  .v <  141,250 y dibuje la gráfica.

b) La gráfica del inciso á) debe constar de tres seg
mentos de recta. Calcule la pendiente de cada 
segmento. ¿Qué sucede a estas pendientes a me
dida que aumenta el ingreso gravable? Explique 
el comportamiento de las pendientes en térmi
nos prácticos.

Si el ingreso es gravable El impuesto es

Más de Del excedente
(límite Pero no del límite
inferior) más de inferior

0 $6 000 10% 0

$6 000 $27 950 $600 +  15% $6 000

$27 950 $67 700 $3 893 +  27% $27 950

$67 700 $141 250 $14 626 +  30% $67 700

FUENTE: Bankxate.com

29. CUOTA DE ADMISIÓN Un museo de historia 
natural cobra la admisión a grupos de acuerdo con 
la siguiente política: Los grupos con menos de 50 
personas pagan $3.50 por persona, mientras que 
grupos con 50 personas o más pagan una tarifa re
ducida de $3 por persona.
á) Exprese la cantidad que pagará un grupo por la 

admisión como una función del tamaño y dibuje 
la gráfica.

b) ¿Cuánto dinero ahorrará un grupo de 49 perso
nas en el costo de admisión si pudiera incluir un 
miembro adicional?

30. COSTO DE FABRICACIÓN Una caja cerrada 
con una base cuadrada tiene un volumen de 250 me
tros cúbicos. El material para la parte superior e in
ferior de la caja cuesta $2 por metro cuadrado, y el 
material de los lados cuesta $1 el metro cuadrado. 
Exprese el costo de fabricación de la caja como una 
función de longitud de su base.

31. COSTO DE FABRICACIÓN La fabricación de 
una caja abierta con base cuadrada cuesta $48. El 
metro cuadrado de los lados de la caja cuesta $3 y el 
de la base cuesta $4. Exprese el volumen de la caja 
como una función de la longitud de la base.

32. COSfO DE FABRICACIÓN Se va a fabricar 
una caja abierta a partir de una pieza de cartón de 
18 pulgadas por 18 pulgadas, cortando un pequeño

cuadro de cada esquina y doblando las alas para for
mar los lados. Exprese el volumen de la caja resul
tante como una función de la longitud x del lado de 
los cuadrados cortados. Dibuje la gráfica y calcule 
el valor de .v para el cual el volumen de la caja re
sultante es máximo.

33. DISEÑO DE UN POS f  fc.R Un póster rectangu
lar tiene 25 centímetros cuadrados de impresión ro
deados por márgenes de 2 centímetros a cada lado y
4 centímetros en la parte superior e inferior. Exprese 
el área total del póster (impreso más márgenes) co
mo una función del ancho de la parte impresa.

34. VENTAS AL POR MENOR Una librería puede 
comprar cierto libro de obsequio a una editorial a un 
costo de $3 por ejemplar. La librería ofrece el libro
a $15 el ejemplar. A este precio, se venden 200 
ejemplares al mes. La librería planea bajar el precio 
para estimular las ventas y estima que por cada re
ducción de $1 en el precio, se venderán 20 libros 
más cada mes. Exprese la utilidad mensual de la li
brería por la venta de este libro como una función 
del precio de venta, dibuje la gráfica y calcule el 
precio óptimo de venta.

35. VENTAS AL POR MENOR Un fabricante ven
de lámparas a $30 la unidad, y a este precio los con
sumidores compran 3 000 lámparas al mes. El 
fabricante desea aumentar el precio y estima que 
por cada $ 1 de aumento en el precio, se venderán
1 000 lámparas menos cada mes. El fabricante pue
de producir las lámparas a $18 por unidad. Exprese 
la utilidad mensual del fabricante como una función 
del precio al que se venden las lámparas, dibuje la 
gráfica y calcule el precio óptimo de venta.
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36. DISTANCIA Un camión que viaja hacia el Oeste 
a una velocidad constante de 30 millas por hora se 
encuentra 300 millas al Este de un automóvil que 
viaja hacia el Norte a una velocidad constante de 60 
millas por hora,. Exprese la distancia entre el auto
móvil y el camión como una función de tiempo.

37. COSTO DE PRODUCCIÓN Una compañía ha 
recibido un pedido del departamento de recreación 
de la ciudad para fabricar 8 000 tablas de espuma de 
poliestireno, que se van a utilizar en el programa de 
natación del verano. La compañía posee varias má
quinas, cada una de las cuales puede producir 30 ta
blas por hora. El costo de poner en marcha las 
máquinas para producir esas tablas es $20 por má
quina. Una vez que las máquinas se han puesto en 
marcha, la operación se automatiza por completo y 
puede ser vigilada por un solo supervisor de produc
ción que gana $19.20 por hora. Exprese el costo de 
producir 8 000 tablas como una función del número 
de máquinas utilizadas, dibuje la gráfica, y calcule 
el número de máquinas que la compañía debería uti
lizar para minimizar el costo.

38. PRODUCCIÓN AGRÍCOLA Un productor de 
cítricos de Florida estima que si planta 60 naranjos, 
la producción promedio por árbol será 400 naranjas. 
La producción promedio disminuirá en 4 naranjas 
por árbol por cada árbol adicional plantado en el 
mismo terreno. Exprese la producción total del pro
ductor como una función del número de árboles adi
cionales plantados, dibuje la gráfica, y calcule el 
número total de árboles que el agricultor debe plan
tar para maximizar la producción.

39. COSECHA Los agricultores pueden obtener $3 
por arroba de papa el lo. de julio, después de esa fe
cha, el precio disminuye en 2 centavos por arroba 
por día. El lo. de julio, un agricultor tiene 140 arro
bas de papas en el campo y estima que la cosecha 
está aumentando a una tasa de 1 arroba por día. Ex
prese el ingreso del agricultor por la venta de la pa
pa como una función del tiempo de recolección de 
la cosecha, dibuje la gráfica, y calcule cuándo el 
agricultor debería cosechar la papa para maximizar 
el ingreso.

EQUILIBRIO DE MERCADO En los problemas 40 
a 43, las funciones de oferta y demanda, S(x) y D(x), se 
dan para un artículo en particular en términos del nivel 
de producción x. En cada caso:

a) Encuentre el valor de xepara el cual se alcanza 
el equilibrio y el correspondiente precio de equili
brio pe.
b) Dibuje las curvas de oferta y demanda, p =  S(x) y 
p = D(x), en la misma gráfica.

40.
41.
42.
43.
44.

45.

46.

9

47.

48.

c) ¿Para qué valores de x hay escasez en el merca
do? ¿Y abundancia en el mercado?
S(x) = 4x + 200 y D(x) = ~3x + 480
S(x) = 3x + 150 y D(x) = ~2x  + 275
S(x) =  x2 +  x + 3 y D(x) = 21 -  3.x-2

S(x) = Zx + 7.43 y D{x) = -0.21.x2 -  0.84.x + 50
OFER l A V DEMANDA Cuando se venden li-
cuadoras a p dólares la unidad, los fabricantes

ofrecerán —  licuadoras a los vendedores locales,

mientras que la demanda local será de 60 - p  licua
doras. ¿A qué precio de mercado será igual la oferta 
de licuadoras de los fabricantes a la demanda de li
cuadoras de los consumidores? ¿Cuántas licuadoras 
se venderán a este precio?
OFERTA Y DEMANDA Los productores ofer
tarán x unidades de un artículo en el mercado cuan
do el precio es p = S (x) dólares por unidad; 
mientras que los consumidores demandarán (com
prarán) x  unidades cuando el precio es p — D(x) por 
unidad, donde

385
5(x) =  2jc +  15 y D(x) = — —-

a) Encuentre el nivel de producción de equilibrio
y el precio de equilibrio pe.

b) Dibuje las curvas de oferta y demanda en la 
misma gráfica.

c) ¿Dónde cruza el eje y la curva de oferta? Descri
ba el significado económico de este punto.

H IS ! ORIA DE ESPÍAS El héroe de una popu
lar historia de espías escapó de las oficinas de ope
raciones de una banda internacional de 
contrabandistas de anillos de diamantes en el peque
ño país mediterráneo de Azusa. El héroe, que con
duce a 72 kilómetros por hora un camión 
transportador de leche robado, tiene una ventaja de 
40 minutos sobre sus perseguidores, quienes lo si
guen en un Ferrari que va a 168 kilómetros por ho
ra. La distancia de las oficinas de operaciones de los 
contrabandistas a la frontera, y a la libertad, es 83.8 
kilómetros. ¿Logrará escapar el héroe?
VIAJE AEREO Dos aviones con destino a Los 
Ángeles salen de Nueva York con 30 minutos de di
ferencia. El primero vuela a 550 millas por hora, 
mientras que el segundo va a 650 millas por hora. 
¿En qué tiempo pasará el segundo avión al primero? 
ANÁLISIS DE EQUILIBRIO Un fabricante de 
muebles puede vender mesas de comedor a $70 la 
pieza. El costo total del fabricante es la suma de los 
costos indirectos fijos de $8 000 y los costos de 
producción de $30 por mesa.
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a) ¿Cuántas mesas debe vender el fabricante para
el equilibrio?

b) ¿Cuántas mesas debe vender el fabricante para 
tener una utilidad de $6 000?

c) ¿Cuál será la utilidad o pérdida del fabricante si 
se venden 150 mesas?

d) En el mismo sistema de ejes, grafique las fun
ciones de ingreso total y costo total. Explique 
cómo se pueden ver los costos fijos indirectos en 
la gráfica?

49. DECISIÓN DEL EDITOR Un autor debe deci
dir entre dos editores para su nuevo libro. El editor 
A ofrece regalías del 1% de las utilidades netas de 
los primeros 30 000 ejemplares y 3.5% de todos los 
ejemplares que superen esa cifra, esperando ganar 
$2 netos en cada ejemplar vendido. El editor B no 
paga regalías de los primeros 4 000 ejemplares ven
didos, pero paga 2% de las utilidades netas de todas 
las copias que superen los 4 000 ejemplares, y espe
ra ganar $3 netos en cada ejemplar vendido. Supon
ga que el autor espera vender N ejemplares. 
Establezca un simple criterio con base en N para de
cidir cómo elegir entre los dos editores.

50. CUENTA DE CHEQUES El costo de mantener 
una cuenta de cheques en cierto banco es $12 por 
mes más 10 centavos por cada cheque girado. Un 
banco de la competencia cobra $10 por mes más 14 
centavos por cheque girado. Halle el criterio para 
decidir cuál banco ofrece el mejor trato.

51. FISIOLOGÍA La pupila del ojo humano es casi 
circular. Si la intensidad de la luz I que entra al ojo 
es proporcional al área de la pupila, exprese /  como 
una función del radio r de la pupila.

52. RECICLAJE Para recolectar dinero, un club de 
servicios ha venido recogiendo botellas usadas que 
planea llevar a una compañía local de reciclaje de 
vidrios. Como el proyecto comenzó hace 80 días, el 
club ha recolectado 24 000 libras de vidrio por las 
cuales la compañía vidriera ofrece actualmente 1 
centavo por libra. Sin embargo, como las botellas se 
están acumulando con más rapidez que las que pue
den reciclar, la compañía planea reducir en 1 centa
vo cada día el precio que pagará por 100 libras de 
vidrio usado. Si se supone que el club puede conti
nuar recolectando botellas a la misma tasa y que los 
costos de transporte no permiten realizar más de un 
viaje a la compañía de vidrios, exprese el ingreso 
del club proveniente de su proyecto de reciclaje co
mo una función del número de días adicionales en 
que durará el proyecto. Dibuje la gráfica y calcule 
cuándo debería concluir el club su proyecto de ven
ta de botellas para maximizar su ingreso.

53. BIOQUÍMíCA En bioquímica, se encontró que 
la tasa R de una reacción enzimática está dada por la 
ecuación

RmlSl 
Km + [5]

donde Km es una constante (llamada constante de 
Michaelis), Rm es la tasa máxima posible y [S] es la 
concentración de sustrato.4 Reescriba esta ecuación

de manera que y = — se exprese como una función 
R

de x  = — , y dibuje la gráfica de esta función.
[mJ

(Esta gráfica se denomina representación recípro
ca doble de Lineweaver-Burk).

54. OFERTA Y DEMANDA Los productores ofer
tarán q unidades de cierto artículo en el mercado 
cuando el precio es P = S(q) dólares por unidad, y 
los consumidores demandarán (comprarán) q unida
des cuando el precio es p = D(q) dólares por uni
dad, donde

S(q) = aq + b y D(q) = cq + d

y donde a ,b ,c y  d son constantes.
a) ¿Qué puede decir acerca de los signos de las 

constantes a, b, c y d si las curvas de oferta y 
demanda son como las mostradas en la figura 
adjunta?

b) Exprese el nivel de producción de equilibrio qe 
y el precio de equilibrio pe en términos de los 
coeficientes a ,b ,c y  d.

c) Use su respuesta del inciso b) para determinar 
qué le sucede al nivel de producción de equili
brio qe a medida que a aumenta. ¿Qué le sucede 
a qe cuando d aumenta?

/
J

? (dólares) 
i

. P -  % )
X

^  x  p = m"■ ■.
V

4Mary K. Campbell, Biochemistry, Filadelfia, Saunders College 
Publishing, 1991, pp. 221-226.

  www.FreeLibros.com



1-57 i SECCIÓN 1.5 ! Límites ¡ 57

55. UTILIDAD DEL EDITOR A un editor le cuesta 
$74 200 preparar un libro para su publicación (te- 

M 'i clear el texto, ilustrar, editar, etc.) Los costos de im
presión y encuademación son $5.50 por ejemplar.
El libro se vende a las librerías a $19.50 cada uno. 
á) Elabore una tabla que muestre el costo de pro

ducir 2 000, 4 000, 6 000 y 8 000 ejemplares. 
Utilice cuatro dígitos significativos.

b) Elabore una tabla que muestre el ingreso por la 
venta de 2 000, 4 000, 6 000 y 8000 ejemplares. 
Utilice cuatro dígitos significativos.

c) Escriba una expresión algebraica que represente 
el costo y como una función del número x  de li
bros producidos.

d) Escriba una expresión algebraica que represente 
el ingreso y como una función del número a de 
libros vendidos.

e) Grafique ambas funciones en el mismo sistema 
de coordenadas.

f )  Utilice TRACE y ZOOM para hallar dónde el 
costo es igual al ingreso.

g ) Utilice la gráfica para determinar cuántos libros 
deben publicarse para producir un ingreso de al 
menos $85 000. ¿Cuánta utilidad deja este nú
mero de libros?

Como se verá en los siguientes capítulos, el cálculo es un rama de las matemáticas ex
tremadamente poderosa con una amplia gama de aplicaciones, dentro de las que se in
cluyen el trazado de curvas, la optimización de funciones, el análisis de las tasas de 
cambio y el cálculo de áreas y de probabilidades. Lo que le da al cálculo esta fuerza y lo 
distingue del álgebra es el concepto de límite; el objetivo de esta sección es introducir 
este importante concepto. El enfoque será más intuitivo que formal. Las ideas que sub- 
yacen aquí forman la base para un desarrollo más riguroso de las leyes y procedimien
tos del cálculo y son el corazón de mucha de la matemática moderna.

in tro d u c c ió n  En pocas palabras, el proceso de límite consiste en examinar el comportamiento de 
in tu it iv a  de i i im ite  una función f(x)  cuando x  se aproxima a un número c, que puede o no estar en el do

minio d e /. Un comportamiento límite aparece en muchas situaciones prácticas. Por 
ejemplo, el cero absoluto, que es la temperatura Tc a la cual cesa toda actividad mo
lecular, se puede aproximar pero en realidad nunca se alcanza. De forma similar, los 
economistas, quienes hablan de la utilidad en condiciones ideales, o los ingenieros, 
que perfilan especificaciones ideales de una máquina nueva, están efectivamente tra
tando con un comportamiento límite.

Para mostrar este proceso de límite, considere un gerente que determina que cuan
do se está utilizando x  porcentaje de la capacidad de la planta de su compañía, el cos
to total es

8x2 -  636x -  320
C(x) = — 5-------------------

x2 -  68x -  960

cientos de miles de dólares. La compañía tiene una política de rotar el mantenimiento de 
tal forma que nunca se utilice más del 80% de su capacidad. ¿Qué costo esperaría el ge
rente cuando la planta está operando a toda la capacidad permitida?

Puede parecer que la respuesta a esta pregunta es simplemente evaluar C(80);

pero, al intentar realizar esa evaluación se obtiene la fracción sin sentido Sin em

bargo, aún se puede evaluar C(x) para valores de x que tienden a 80 por la izquierda 
(x <  80) y por la derecha (x >  80), como se indica en la siguiente tabla:
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x  tiende a 80 por a izquierda —> <— x  tiende a 8C por la derecha

X 79.8 79.99 79.999 80 80.0001 80.001 80.04

C(x) 6.99782 6.99989 6.99999 X 7.000001 7.00001 7.00043

Los valores de C ( a ) que se muestran en el reglón inferior de esta tabla sugieren que 
C (a ) tiende al número 7 a medida que x  se acerca más y  más a 80. Por consiguiente, es 
razonable que el gerente espere un costo de $700 000 cuando se utiliza el 80% de la ca
pacidad de la planta.

El comportamiento de la función en este ejemplo se puede describir diciendo “C(x) 
tiene valor límite 7 cuando a  tiende a 80” o, de manera equivalente, escribir

lím C (a ) = 7 *—>80

De forma más general, el límite de / ( a ) cuando * tiende al número c se puede definir in
formalmente como sigue:

Límite a Si / ( a )  se acerca más y  más al número L cuando * se aproxima ca
da vez más a c, por ambos lados, entonces L es el límite de / ( a )  cuando * tiende 
a c. Este comportamiento se expresa simbólicamente como

lím / ( a ) — L

Geométricamente, el enunciado de límite lím / ( a ) = L significa que la altura de laX—>c
gráfica y = / ( a ) tiende a L cuando x  tiende a c, tal como se muestra en la figura 1.40. Es
ta interpretación se muestra junto con la aproximación tabular en el ejemplo 1.5.1 don
de se calcula el límite.

F8GURA 1 .40  Si lím f(x) = L, entonces la altura de la gráfica de/tiende L cuando a  se 
aproxima a c. X—>c

EJEMPLO I 1.5.1
Utilice una tabla para calcular el límite

lím V a  — 1
a -m a — 1
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Grafique f(x) = (V x -  1)/(x -  1), 
utilizando la pantalla con 
dimensiones [0, 4.7]1 por 
[-1 .1 , 2.1 ]1. Trace los valores 
cerca de x = 1. También 
construya una tabla de valores, 
utilizando un valor inicial de 
0.97 para x con un cambio 
¡ncremental de 0.01. Describa 
lo que haya observado. Ahora 
utilice un valor inicial de 0.997 
para x con un cambio 
incremental de 0.001. 
Específicamente, ¿qué ocurre 
cuando x tiende a 1 por 
cualquier lado? ¿Cuál sería el 
valor más apropiado para f(x) 
en x = 1 para llenar el hueco en 
la gráfica?

Solución

Sea

f(x) =
Vx  -  1
x — 1

calcule/(a) para una sucesión de valores de x  que se aproximan a 1 por la izquierda y 
por la derecha:

X —> 1 i — X

X 0.99 0.999 0.9999 1 1.00001 1.0001 1.001

m 0.50126 0.50013 0.50001 X 0.499999 0.49999 0.49988

Los números en el reglón inferior de la tabla sugieren que/(jc) tiende a 0.5 cuando x  tien
de a 1; esto es,

.. v í  -  1lim ---------- =  0.5
x—> 1 X 1

En la figura 1.41 se muestra la gráfica def(x). El cálculo del límite indica que la altura 
de la gráfica de y = f(x) tiende a L = 0.5 cuando x tiende a 1. Éste corresponde al “hue
co” en la gráfica de/(x) en (1, 0.5). En el ejemplo 1.5.6 podrá calcular este mismo lími- 
te utilizando un procedimiento algebraico._______________ ______________________

HGÜRÁ 1.41 La función f(x) = —-■----   tiende a L = 0.5 cuando x se aproxima a
x -  1

c — 1.

Es importante recordar que el límite describe el comportamiento de una función 
cerca de un punto dado, no necesariamente en el punto mismo. Esto se ilustra en la fi
gura 1.42. Para las tres funciones cuya gráfica se muestra en el límite def(x)  cuando x 
tiende a 3 es igual a 4. Sin embargo, las funciones se comportan de manera muy diferen
te en x  = 3. En la figura 1.42a,/(c) es igual al límite 4; en la figura 1.42b,/(c) es dife
rente de 4; y en la 1.42c,/(c) no está definida.
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FIGURA 1.42 Tres funciones para las cuales lím/(x) = 4.

En la figura 1.43 se muestra la gráfica de dos funciones que no tienen límite cuando 
x tiende a 2. El límite no existe en la figura 1.43a ya que/(x) tiende a 5 cuando x  tiende 
a 2 por la derecha, y tiende a un valor diferente, 3, cuando x tiende a 2 por la izquierda. 
La función en la figura 1.43b no tiene límite finito cuando x tiende a 2 ya que los valores 
de/(x) aumentan ilimitadamente cuando x tiende a 2 y por tanto no tienden a un número 
finito L. Los así llamados límites infinitos se analizarán posteriormente en esta sección.

x— —x
b)

¡EXPLORE!
2

Grafique f(x) = 2

utilizando la pantalla [0, 4]1 por 
[-5 , 40]5. Trace la gráfica a 
ambos lados dex = 2 para ver 
el comportamiento de f  (x) 
cerca de x  = 2. También 
muestre la tabla de valores de 
la función con el cambio 
incremental de x  definido igual 
a 0.01 y el valor inicial x  = 1.97. 
¿Qué le sucede a los valores 
de f{x) cuando x tiende a 2?

5 “ “ QsiTLrZSrfW

,Y—»2<—-V

b)

FIGURA 1 .43  Dos funciones para las cuales lím/(x) no existe.

Propiedades Los límites obedecen ciertas reglas algebraicas que se pueden utilizar en los cálculos, 
de los límites Estas reglas, que resultan naturales con base en nuestra definición informal de lími

te, se demuestran formalmente en cursos más teóricos. Éstas son importantes porque 
simplifican los cálculos de límites de funciones algebraicas.
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Propiedades algebraicas de Sos límites a Si lím /(a ) y lím g(x) 
existen, entonces Jr->c 'v->c

lím [/(x ) +  g(x)] = lím /(a )  + lím g(x)
x —>c X—>C X—»c

lím [f (x)  -  g (a)] =  lím /(a )  -  lím g(x)
X—*C X—>C X—>c

lím [kf(x)\ =  k lím f ( x)  para cualquier constante, k
x—»c x:—>c

lím [f(x)g(x)] = [lím f (x)][ lím g(x)]
X—>C X—>C X—>c

f ( x )  W M
lím =  ' c si lím g(x) ±  0
x-* c  g(x) lim g(x) x —

x —>c

lím [f (x)]¡? = [lím f {x)]p si [lím f ( x) ]p existe
x —>c x —>c .v—>c

I Es decir, el límite de una suma, diferencia, múltiplo, producto, cociente, o poten- 
; cia es la suma, diferencia, múltiplo, producto o potencia de los límites por sepa- 
| rado siempre que todas las expresiones involucradas estén definidas.

A continuación se presentan dos límites elementales que se usarán junto con las re
glas de los límites para calcular límites de expresiones más complejas.

Límites d<= dos funciones hneaíes Para cualquier constante k, 

lím k = k y lím x  — c
X—»c x—>c

Esto es, el límite de una constante es la constante misma y el límite de f ( x ) =  x , 
cuando a  tiende a c, es c.

En términos geométricos, el enunciado de límite lím k = k indica que la altura de la
x—>k

gráfica de una función constante/(a) =  k tiende a k cuando a  tiende a c. De manera si
milar, lím x  — c indica que la altura de una función lineal/(a) =  a  tiende a c cuando ax—>c
tiende a c. Estos enunciados se muestran en la figura 1.44.

J
i
'f J 

1 j 
1 
1 
1 
1

0 C----

| (C, k)
1
1
1
! 0

y---------------------- —
/  |(c,c)

/  !

/  1
!

y — k

0
1 w- X 
1c 1

c

a) lím k = kx->c b) lím -v = c.v-»c

FIGURA 1.44 Límites de dos funciones lineales.
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Cálculo de 
los límites

__ ¡EXPLORE!
x2 + x  -  2

\ f g  Grafique f{x) = x - l "  
utilizando la pantalla con di
mensiones [0, 2].5 por [0, 5].5. 
Trace en x = 1 y observe que 
no hay un valor correspondien
te de y. Cree una tabla con un 
valor inicial de 0.5 parax, au
mentando en incrementos de 
0.1. Observe que se muestra 
un error para x = 1, lo que con
firma que f(x) está indetermina
do en x = 1. ¿Cuál sería el valor 
apropiado de y si se llenara 
esta separación? Cambie el 
valor inicial de x a 0.9 y el ta
maño del incremento a 0.01 
para obtener una mejor aproxi
mación. Por último, acérquese 
en la gráfica a x = 1 para inferir 
un valor límite para la función 
en x = 1.

En los ejemplos del 1.5.2 al 1.5.6 se muestra cómo se pueden utilizar las propieda
des de los límites para calcular los límites de las funciones algebraicas. En el primer 
ejemplo se verá cómo encontrar el límite de un polinomio.

EJEMPLO I 1.5.2 
Halle lím (3a3 -  4x + 8).

A*—> l

Solución
Aplicando las propiedades de los límites se obtiene

lím (3x3 — 4x + 8) = 3Í lím x)3 — 4¡ lím x] + lím 8
.V-» - 1  \ .V—> 1 /  \,v—»— 1 /  -V—> 1

=  3(— l)3 -  4 ( - l )  +  8 =  9

En el ejemplo 1.5.3 se verá cómo encontrar el límite de una función racional cuyo 
denominador no tiende a cero.

EJEMPLO ! 1.5.3
33a-5 -  8 

Halle lím ------—.
x—>0 x  2

Solución
Puesto que lím (x — 2) =£ 0, se puede utilizar la regla del cociente para los límites para

a--*o
obtener

o 3 _  o lím (3x3 — 8) 3 lím x3 — lím 8 n __ o
_ _________ _  _  .y — > o ____________________  _  a —» o _____________.v —> o  _  ^ __________ o  —  4

x->o x — 2 lím (x — 2) lím x — lím 2 0 — 2
.v—>0 x—>0 x—>0

En general, se pueden utilizar las propiedades de los límites para obtener estas fór
mulas, las cuales se usan para evaluar muchos de los límites que aparecen en los proble
mas prácticos.

Límites ele polinomios y funciones racionales s Si p(x) y g(x) son 
polinomios, entonces

lím p(x) = p(c)
x —>c

p M  pie) • / \ /lim —  = —  si q{c) #  0
a->c q{x) q(c)

En el ejemplo 1.5.4 el denominador de una función racional dada se aproxima a 
cero, mientras que el denominador no. En este caso se puede concluir que el límite no 
existe. El valor absoluto de este cociente aumenta ilimitadamente y por consiguiente 
no tiende a ningún número finito.
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de /( .v)
a  +  l 

x  -  2'

. r v
S L _ / \ Pl s.
_ X + 1
Grafique y = ------- utilizandox -  2
una pantalla agrandada 
[-9 .4 , 9.4]1 por [-6 .2 , 6.2]1. 
Utilice la tecla TRACE para 
aproximarse a x = 2 por el 
lado izquierdo y por el lado 
derecho. También haga una 
tabla de valores, usando un 
valor inicial de 1.97 para x y 
aumentando en incrementos 
de 0.01. Describa qué 
observa.

FIGURA \ .4-0 La gráfica 

de f(x) =
x2 -  1

x2 -  3a + 2’

¿

i

?

\ |

l \

¡ V  

1

N J

( 1 , - 2 ) ^

¡2  *  *  

\  1

A !
'i |

EJEM PLO  I 1 .5 .4

x  + 1 
Halle lím ------- .

-V—>2 A 2
Solución

La regla del cociente para los límites no se aplica en este caso ya que el límite del deno
minador es

lím (a — 2) = 0
A — >2

Puesto que el límite del numerador es lím (a + 1) = 3, que no es igual a cero, se puede
concluir que el límite del cociente no existe.

La gráfica de la función / ( a) =
a + 1

A — 2
en la figura 1.45 da una mejor idea de lo que

realmente está ocurriendo en el ejemplo. Observe que /(a) aumenta ilimitadamente 
cuando a tiende a 2 por la derecha y disminuye ilimitadamente cuando a tiende a 2 por 
la izquierda.

En el ejemplo 1.5.5, tanto el numerador como el denominador de la función racio
nal dada tienden a cero. Cuando esto ocurre, se debe tratar de simplificar la función al
gebraicamente para encontrar el límite deseado.

EJEM PLO  I 1 .5 .5
r2 -

Encuentre lím
i'2 — 3a +  2x—> 1 A

Solución

Cuando a se aproxima a 1, tanto el numerador como el denominador tienden a cero y no 
se puede sacar ninguna conclusión acerca del tamaño del cociente. Para proceder, ob
serve que la función dada no está definida cuando a = 1; en caso de que sí lo esté para 
todos los otros valores de a, se puede dividir el numerador y el denominador entre a  — 
1 con lo que se obtiene

a2 -  1 _  (a — 1)(a 4- 1) _  a  +  1 

a2 — 3a + 2 (a — 1)(a — 2) a  — 2

(Puesto que x  ^  1, no se está dividiendo entre cero.) Ahora se toma el límite cuando a 
tiende (pero no es igual) a 1 con lo que obtiene

lím
a2 — 1 lím (a + 1)

_ X — >  1________________________

*-> i a2 — 3a +  2 lím (x — 2)
x—>l

=  -2

A
En la figura 1.46 aparece la gráfica de la función f(x) = ——

a 2 -  1

3a  +  2'
Observe que

es igual a la gráfica de la figura 1.45, pero con un hueco en el punto (1, —2).
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En general, cuando tanto el numerador como el denominador de un cociente tien
den a cero cuando x se aproxima a c, la estrategia será simplificar el coeficiente algebrai
camente (como en el ejemplo 1.5.5 al eliminar ax  — 1). En la mayoría de los casos, la 
forma simplificada del cociente sera valida para todos los valores de x  excepto en x c. 
Debido a que lo que interesa es el comportamiento del cociente cerca de x = c y no en 
x -  c, se puede utilizar la forma simplificada del cociente para calcular el límite. En el 
ejemplo 1.5 .6, se maneja esta técnica para obtener el límite que se había calculado en 
el ejemplo 1.5.1 usando una tabla.
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EJEM PLO I 1 .5 .6  
V x -  1

Encuentre lím ------- —.
x —> 1 X — 1

Solución
Tanto el numerador como el denominador tienden a 0 cuando x  se aproxima a 1. Para 
simplificar el cociente, se racionaliza el numerador (es decir, se multiplica el numerador 
y el denominador por V x + 1) y se tiene

V x -  1 _ ( V x -  l)(Vx + 1) _ x — 1 1
x -  1 “  (x -  l)(V x + 1 )  (x -  l)(V x + 1 )  V x  + 1 

Ahora se toma el límite y se obtiene

lím _  lím * _  =  i
x—>1 x 1 x—>1 V x “i" 1 2

X 1

Límites ai in f in i to  Con frecuencia el comportamiento a “largo plazo” es un tema de interés en negocios
y en economía y también en física y en ciencias naturales. Por ejemplo, un biólogo 
podría desear conocer la población de una colonia de bacterias o la población de las 
moscas de fruta después de un periodo de tiempo indefinido; o un director de empre
sa puede desear saber cómo se afecta el costo promedio de fabricación de un produc
to dado, cuando el nivel de la producción aumenta indefinidamente.

En matemáticas, el símbolo infinito 00 se utiliza para representar el crecimiento ili
mitado o el resultado de tal crecimiento. He aquí las definiciones de los límites que im
plican infinito, que se usarán para estudiar el comportamiento “a largo plazo”.

Lím ites a! in fin ito  a Si los valores de la función/(x) tienden al número L 
cuando x aumenta sin límite, se escribe

lím f(x) = L

De manera similar se escribe

lím /(x) = M
X — > — r-G

cuando los valores de la función/(x) tienden al número M cuando x disminuye sin 
límite.

Geométricamente, la expresión de límite lím /(x) = L significa que cuando x
X — > + * >

aumenta sin límite, la gráfica de /(x) se aproxima a la recta horizontal y = L, mien
tras que Jrm ^/(x) = M significa que la gráfica de/(x) se aproxima a la recta y = M
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cuando a disminuye sin límite. Las rectas y — L y y = M que aparecen en este con
texto se llaman asíntotas horizontales de la gráfica de/(x). Una gráfica puede tener 
asíntotas horizontales de muchas maneras diferentes, una de ellas se muestra en la fi
gura 1.47. Se podrá profundizar más respecto a las asíntotas en el capítulo 3, como 
parte de un análisis general del trazado de gráficas usando el cálculo.

1I11111111111
>-11 
H 

|

L y=f(x) y r, , r * - - _  lim f(x)  = L

//

lím f(x)  =  M 
x-*—OO M y = M

FIGURA 1.47 Una gráfica que muestra límites al infinito y asíntotas horizontales.

Las propiedades algebraicas de los límites listadas anteriormente en esta sección 
también se aplican a los límites al infinito. Además, debido a que cualquier recíproco de 
una potencia 1 /.x* para k >  0, se hace más y más pequeño en valor absoluto cuando x  
aumenta o disminuye sin límite, se tienen las siguientes reglas útiles:

Regías del recíproco de !a potencia s Para A y k, constantes, con 
k > 0

lím - t  = 0
X-++O0 X

lím — = 0
x—> 00 x

El uso de estas reglas se muestra en el ejemplo 1.5.7.

EJEM PLO  I 1 .5 .7

Encuentre lím
x 1

x —>+<x> l  ■+- x  + 2x2

Solución

Para obtener intuitivamente de lo que ocurre con este límite, se evalúa la función

m  = T T 7 + 2 ?

en x  = 100, 1 000, 10 000 y 100 000 y se muestran los datos en una tabla:

X —» +oo

X 100 1 000 10 000 100 000

f ( x ) 0.49749 0.49975 0.49997 0.49999
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¡EXPLORE!
g j  x2

Grafique f(x) = ---------, _ ¿P | \  1 + x + 2x
utilizando la pantalla [-20 , 20]5 
por [0 ,1]1. Ahora TRACE la 
gráfica a la derecha para valo
res grandes de x, haciendo x =
30, 40 y más allá. ¿Qué obser
va acerca de los correspon
dientes valores de y y del com
portamiento de la gráfica?
¿Qué inferiría acerca del valor 
de f(x) cuando x -> ®?

Los valores de la función en el reglón inferior de la tabla indican que/(x) se apro
xima a 0.5 cuando * crece más y más. Para confirmar esta observación analíticamente, 
se divide cada término de la ecuación en / ( a )  entre la potencia más alta que aparece en 
el denominador 1 +  a  4- 2a2; es decir, entre a 2. Esto permite encontrar \ím j(x)\ apli
cando las reglas del recíproco de la potencia de la siguiente manera:

x 2 _  a 2/a 2_________

1 +  A +  2a 2 l / x 2 4- a / a 2 4- 2a 2/a2

lu n  1 a te imas propiedades
A - — > + c o _______________________________________ • 1 1

algebraicas de límiteslím 1/a 4- lím 1/a +  lím 2
x —»+CO X—>+«? X—>+00

re\>lu d e l  r e c íp r o c o
= 0.5q _j_ q _(_ 2 'd'e 11 na potencia

La gráfica de / ( a ) se muestra en la figura 1.48. Para practicar, verifique también que 
lím / ( a ) = 0.5.

oo

He aquí una descripción general del procedimiento para evaluar un límite al infinito de 
una función racional.

Procedimiento para evaluar un límite infinito da 
f(x) = p(x)/q{x)
Paso 1. Divida cada término de f(x) entre la potencia más alta x k que está en el 
polinomio del denominador q{x).
Paso 2. Calcule lím / ( a ) o lím / ( a ) utilizando propiedades algebraicas de los

x —» 4- OO x —> — 00

límites y las reglas del recíproco de la potencia.

EJEMPLO I 1.5.8

2a2 4- 3a 4- 1Encuentre lím 9
.r-»+co 2>x  ̂ — 5 a  4- 2

Solución

La potencia más alta en el denominador es a 2. Divida el numerador y el denominador 
entre a 2 para obtener
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„  Zv2 + 3x + 1 „  2 + 3/jc + 1/x2 2 + 0 + 0 2
nm —■=----  ------  = hm -------------------------------------- ~ = --= —

3jT -  5x + 2 *->+» 3 — 5/r + 2Ar2 3 - 0  + 0 3

EJEMPLO I 1.5.9
Si se siembra cierto cultivo en una tierra donde el nivel de nitrógeno es N, entonces el 
volumen de la cosecha, Y puede modelarse con la función de Michaelis-Menten

AN
™ - b T Ñ

donde A y  B son constantes positivas. ¿Qué le sucede a la cosecha cuando el nivel de ni
trógeno se incrementa indefinidamente?

Solución 
Se desea calcular

AN
lfm Y(N) = lím

N —> +co /V—> +co jg  +  /V

AN/N
= lím

B/N + Ay/y 
A A_ lím

/v— °B/N + 1  0 + 1
=  A

Por tanto, el volumen de la cosecha tiende al valor de la constante A cuando el nivel N  
del nitrógeno aumenta indefinidamente. Por esta razón, A recibe el nombre de cosecha 
máxima alcanzable.

Límites infin itos Se dice que lím f(x)  es un límite infinito s i / ( a )  aumenta o
X—>c

disminuye ilimitadamente cuando x — Técnicamente, este límite no existe, pero se 
puede dar más información acerca del comportamiento de la función escribiendo

lím f(x) =  +oo
X —>c

si /(x) crece sin límite cuando x —>c o

lím /(x) =  — oo
x —>c

si /(x) decrece sin límite cuando x —>c. Esta notación se muestra en el ejemplo 1.5.10 pa
ra el caso donde a—> + oo.

EJEM PLO I 1 .5 .1 0
_ , —A3 + 2x + 1
Encuentre lim -------------------.

.t—>+°° x  — 3

Solución
La potencia más alta en el denominador es x. Divida el numerador y el denominador en
tre x  para obtener
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—x3 +  2x +  1 „ —x2 + 2 + l/x
lím -------------------— lím : ~*-»+<» x — 3 x->+v> 1 — ó/x

Como

lím í - x 2 + 2 + = -oo y lím ( 1 -  - ) = 1JC—»+co\ x  ) X > + oo \ x  J

se deduce que

—x  + 2x + 1 
lím ----------- -------= — 00

-> + 0 0  JC — 3

P R O B L E M A S  1.5

En los problemas del 1 aló halle lím f(x) si existe
x —>a
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En los problemas del 7 al 26 halle el límite indicado, si existe.

7. lím (3 a 2 — 5 a  + 2) 8. lím ( a 3 — 2x2 + x — 3 )
x—>2 .v—> — 1

9. lím (a-5 -  6.v4 + 7) 10. lím (1 -  5a3)
.v—>0 x—̂ 1/2

11. lím (x -  1)2(a- +  1) 12. lím (a2 + 1)(1 -  2a)2
.V—>3 X — » —  1

x  +  1 2x 4- 3
13. lím ------- 14. l ím ---------

x—>1/3 A" ~t“ 2 a'—>1 X H“ 1

15. lím ~ ~ ~  16. l í m ^ ^
A—»5 5 — X x—>3 x  — 3

i -  1' ** "  1 r  9 -  A217. l im ------- — 18. l im ---------
x—> 1 A* 1 x —>3 X  3

,o  1- A-2 - 3 a - - 1 0  x2 + x  — 619. h m ------------------  20. l im ----------------
x—>5 X  5  x—>2 X  2

(A +  1)(A -  4) _  „  xQc2 — 1)
21. lim -------------------  22. lim ------ 5-----

-t—>4 (a  — 1 )(x — 4) a-»0 X7

A'2 -  x -  6 x2 +  4x -  5
hm 2 -— —  24. l im -5-- ----

A — > - 2  x  +  3 a  4- 2  x—> 1 x — 1

25. lím 26. lím — — -
a-—>4 x  — 4  a-»9 x — 9

Para los problemas del 27 al 36 halle lím  / ( a )  y lím  / ( a ) .  Si el valor del límite es infinito, indique si éste es
. X —> +  00 X —> — 00

+  0 0  o  — 0 0 .

2 7 . / ( a )  =  a 3 — 4 a2 -  4

2 9 . / ( a )  =  (1 -  2 a ) (a  +  5 )

„  x a 2 -  2 a  +  331. f(x) =  — 5---------------
7 2x2 +  5x +  1

28. / ( a )  =  1 — x  +  2 a 2 — 3a 3 

30. / ( a )  =  (1 4- a 2) 3 

1 -  3a 3

33. / ( a) =

35. / ( a) =

2a +  1
3 a  4- 2 a  — 7

3aj 6a 4- 2
2 x -  9

32. / ( a) =  

34. / ( a) =  

36. / ( a) =

2 a  — 6a 4- 2

a 2 +  a  — 5 

1 — 2a — a 3

1 -  2a3 
a 4- 1

En los problemas 37 y 38, se muestra la gráfica de una función / ( a). Utilice la gráfica para determinar lím / ( a) 
y lím / ( a).x— oo
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39. Un alambre se estira horizontalmente, como se
muestra en la figura. Se realiza un experimento en el 
cual se fijan diferentes pesas en el centro y se miden 
los desplazamientos verticales correspondientes. 
Cuando se añade demasiado peso, el alambre se 
rompe. Con base en los datos de la tabla siguiente, 
¿cuál es el desplazamiento posible máximo para es
te tipo de alambre?

Peso 
W( Ib)

15 16 17 18 17.5 17.9 17.99

Desplazamien
to y (pulg)

1.7 1.75 1.78 se
rompe

1.79 1.795 se
rompe

40. CRECIMIENTO BACTERIAL La gráfica 
muestra cómo cambia la tasa de crecimiento R(T) de 
una colonia de bacterias con respecto a la tempera
tura T.5

a) ¿En qué rango de valores de T la tasa de creci
miento R(T) será del doble?

b) ¿Qué se puede decir acerca de la tasa de creci
miento para 25 <  T <  45?

c) ¿Qué ocurre cuando la temperatura alcanza
aproximadamente los 45 °C? ¿Tiene sentido
calcular lím R(T). r-> 50

d) Redacte un párrafo que describa cómo afecta la 
temperatura a la tasa de crecimiento de la es
pecie.

41. COMPORTAMIENTO ANIMAL En algunas 
especies animales, el consumo de comida se afecta 
por la intensidad de la vigilancia a la que se somete 
al animal mientras come. En realidad, es difícil co
mer mucho mientras se siente la vigilancia de un 
depredador que se lo puede comer a usted. En cierto 
modelo,6 si el animal está buscando alimento en 
plantas que brindan un bocado de tamaño S, la tasa 
de consumo de alimento 7(5) está dada por una fun
ción de la forma

aS
I{S) = 7-----S + c

donde a y  c son constantes positivas.
a) ¿Qué le ocurre al consumo de alimento I(S) 

cuando un bocado de tamaño S aumenta indefi
nidamente? Interprete su resultado.

b) Lea un artículo que trate acerca de las diferentes 
formas en que la tasa de consumo de alimento 
se puede afectar por la vigilancia de depredado
res. Después escriba un párrafo acerca de cómo 
se pueden utilizar los modelos matemáticos para 
estudiar tal comportamiento en zoología. La re
ferencia que se cita en este problema ofrece un 
buen punto de partida.

42. PSICOLOGÍA EXPERIMENTAL Para estudiar 
la tasa con la que aprenden los animales, un estu
diante de sicología realizó un experimento en el que 
enviaba a una rata repetidamente a través de un la
berinto. Suponga que el tiempo requerido para que 
la rata atraviese el laberinto en el /?-ésimo intento

™  s  5 n  +  1 7  .era aproximadamente T(n) = ---------- minutos.
n

¿Qué ocurre con el tiempo que tarda la rata en atra
vesar el laberinto a medida que aumenta indefinida
mente el número de intentos ni Interprete su 
resultado.

43. COS IO  PROMEDIO Un director de una em
presa determina que el costo total de producir .v uni
dades de un producto dado se puede modelar por la 
función

C(x) = 7.5* + 120 000

(dólares). El costo promedio es A(x) = C(x) En

cuentre lím A(*) e interprete su resultado.
„Y— » + ° o

5Fuente: Michael D. La Grega, Phillip L. BuckJngham, y Jeffrey C.
Evans, Hazardous Waste Management. Nueva York: McGraw-Hill, 6A. W. Willíus y C. Fitzgibbon, “Costs of Vigilance in Foraging
1994, pp. 565-566. Reimpreso con permiso. Ungulates”, en Animal Beliavior, Yol. 47, Pt. 2 (Feb. 1994).
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44.
«Sv\\ <. T  \

w

45.

Resuelva los problemas del 17 al 26; utilizando la 
instrucción TRACE de su calculadora para cons
truir una tabla de valores de a* y / ( a ) cerca del nú
mero al que x  se acerca .
La siguiente gráfica representa una función / ( a ) que 
oscila entre 1 y — 1 más y más frecuentemente 
cuando x  se acerca a 0 por la derecha o por la 
izquierda. ¿Existe lím / ( a ) ?  ¿Si es así, cuál es su.v—>0
valor? [Nota: Para estudiantes con experiencia en 

trigonometría, la función/(a) = sen| — j se comporta 

de este modo.]

46. Si se invierten $1 000 al 5% de interés compuesto n 
■¡̂ v veces al año, el saldo después de 1 año será
W .  i
' 1 000(1 + 0.05x)l/v, donde x  = -  es la longitud del

periodo de capitalización. Por ejemplo, si n =  4, el

periodo de capitalización es — de año. Para el
4

llamado interés compuesto continuamente, el saldo 
después de 1 año está dado por el límite

B = lím 1 000(1 + 0.05.x)1*
6->0+

Calcule el valor de este límite completando el se
gundo renglón de la siguiente tabla:

X 1 0.1 0.01 0.001 0.0001
1 000(1 + 0.05jt)1/x

n

47. Evalúe el límite

anxn +  an- i x n 1 4- • • • 4- a\X + a$
x—>+<» bmx m + bm-\X m 1 + • * • + b\X +

para las constantes a0, ax, . . . ,  an y b0, bx, . . .  ,b m 
en cada uno de los casos siguientes:
a) n < m
b) n — m
c) n >  m
[Nota: Existen dos respuestas posibles dependiendo 
de los signos de an y bm.]

1.6 ! Límites laterales y continuidad
El diccionario define “continuidad” como una “sucesión continua o ininterrumpida”. 
El comportamiento continuo es indudablemente una parte importante de nuestras vidas. 
Por ejemplo, el crecimiento de un árbol es continuo, como lo son el movimiento de un 
cohete y el volumen de agua que circula por una tubería. En esta sección, se analizará lo 
que significa función continua y se examinarán algunas propiedades importantes de ta
les funciones.

Límites laterales Informalmente, una función continua es aquella cuya gráfica se dibuja sin levantar la 
“pluma” del papel (figura 1.49a). No todas las funciones tienen esta propiedad, pero

:
¿

... ■
/■

/
/

f 3
l v i

"S**--'*'-'-" “hueco”

*

/  , .

< “separación

y / T
1 w V

~~íf
a) Una gráf

/
/

ca continua b) Una gráfica con
es discontinua

r ^ A 
b

‘huecos” o “separaciones”

FIGURA 1.49
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aquellas que la tienen juegan un papel especial en el cálculo. Una función no es con
tinua cuando su gráfica tiene un “hueco” o “separación” (figura 1.49b), pero ¿qué sig
nifican realmente “huecos y separaciones” en una gráfica? Para describir estas carac
terísticas matemáticamente, se requiere del concepto de límite lateral de una función; 
esto es, un límite en el que el acercamiento sea solo o por la derecha o por la izquier
da, en vez de por ambos lados, tal y como se requiere para el límite por los “dos la
dos” presentado en la sección 1.5.

Por ejemplo, en la figura 1.50 se muestra la gráfica del inventario /  como una fun
ción del tiempo t para una compañía que se reabastece inmediatamente al nivel Lj, siem
pre que el inventario cae a cierto nivel mínimo L2 (esto se llama inventario justo a tiem
po). Suponga que el primer reabastecimiento ocurre en t = t\. Entonces cuando t tiende 
a ti por la izquierda, el valor límite de I(t) es L2. Mientras que si se aproxima por la de
recha, el valor límite es L\.

I (unidades en inventario) 

— i

\\  \  X

\

-------i--------- \--------- \------------w
h t3

FIGURA 1 .50  Límites laterales en un ejemplo de inventario justo a tiempo.

He aquí la notación que se usará para describir el comportamiento de los límites la
terales.

Límites laterales ® Si f(x)  se aproxima a L cuando x  tiende a c por la 
izquierda (x < c), se escribe lím_f{x) = L. De la misma manera, si f(x)  se apro-

X—
xima a M cuando x tiende a c por la derecha (c <  x), entonces lím+ f(x) = M.

x —>c

de f(x) = 1 — x si x < 2 
2x + 1 si* >  2

lím_/(í) = L2 
t->ñ

Si se usa esta notación en el ejemplo del inventario, se debe escribir

y l í m / ( / ) = L 1 
'-«i

He aquí dos ejemplos más que conducen a límites laterales.

EJEMPLO I 1.6.1
Para la función

ftx) =
\ — x 2 s\x < 2  
2x + 1 si x  ^  2

evalúe los límites laterales lím f(x) y lím f(x).
x-*2~  J x->2+J

Solución

La gráfica def(x) aparece en la figura 1.51. Puesto que/(x) = 1 — x2 para .v <  2, se tie
ne que
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. c v d í  n p ^ ij L - /\ l  L U i \ L .
En referencia al ejemplo 1.6.2, 

'&\ grafique f(x) = (x -  2)/(x -  4) 
utilizando la pantalla [0, 9.4]1 
por [-4 , 4]1 a fin de comprobar 
los límites resultantes cuando x 
se aproxima a 4 por la izquier
da y por la derecha. Ahora tra
ce f(x) para valores de x gran
des positivos y negativos.
¿Qué observa?

SECCIÓN 1.6 ¡ Límites laterales y continuidad l 73

lím f(x) = lím (1 — x 2) = — 3
x —>2 x —>2

De la misma forma,/(x) = 2x + 1 si x  ^  2, así

lím f(x) = lím (2jc + 1) = 5
x —>2+ x->2+

EJEMPLO 1.6.2

• x — 2
Encuentre el límite de —— — cuando x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha.

t •io lu c io n

Primero, observe que para 2 <  x < 4 la cantidad

x  — 2
f(x)

x - 4

es negativa; así que cuando x  se aproxima a 4 por la izquierda,/(x) decrece sin límite. 
Este hecho se escribe como

i '  x ~  2lim  ---------=  — oo
x->4~ X  — 4

Asimismo, cuando jc tiende a 4 por la derecha (con x  > 4),/(x) aumenta sin límite y se 
escribe

x  2
lim ------- = +oo

* -» 4 + X  — 4

En la figura 1.52 aparece la gráfica de/.
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¡EXPLORE!
Dibuje la función lineal por par- 
tes f(x) definida en la sección 

^  ¡EXPLORE! de la página 61. 
Compruebe gráficamente que 
lím f(x) = 3 y lím f(x) = 5.

x —>2 x-+2*

Observe que el límite por los dos lados lím f(x) no existe para la función del ejem

plo 1.6.2 ya que los valores de la función/(x) no se aproximan a un valor único L 
cuando x  tiende a 2 por cada lado. En general, se tiene el siguiente criterio útil para 
la existencia de un límite.

Existencia de un límite s El límite por ambos lados lím f(x) existe si y 
sólo si existen y son iguales los dos límites laterales lím f(x) y lím / ( jc), y

x—> 2 -  jc— > 2 +

lím ftx)  = lím f(x) = lím f(x)
x—>2 x—>2- jc — > 2 +

EJEMPLO 1.6.3

Determine si lím f(x) existe, donde
JC— > 1

/(*) =
X  +  1 s i *  <  1

—x 2 + 4x — 1 si;t >  1

Solución

Calculando los límites laterales e n i =  1, se encuentra

lím_f(x) = lím_ (jt + 1) = (1) + 1 = 2 ya c/neflx) = .v + ! cumulo .v < 1
X —>1 X —>1

y

lím f { x )  =  lím ( ~ x 2 +  4 x  -  1) Ví, une J\x) = - r  +  4.v -  I cuando x  >  I
X —* 1 X — > 1

= - ( l )2 + 4(1) - 1 = 2

Puesto que ambos límites laterales son iguales, entonces el límite por ambos lados de 
f{x) existe en x = 1 y se tiene que

lím f{x) = lím_ f(x)  = lím f(x) -  2X—> 1 X—> 1 „t—>1 +

La gráfica de/(x) se muestra en la figura 1.53.

FIGURA 1 .53  La gráfica de f(x) = \ X s i x <  1
1 —X +  4 x  ~  1 SÍJC >  1
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C ontinuidad Al iniciar esta sección, se observó que una función continua es aquella cuya gráfica 
no tiene “huecos o separaciones”. Un “hueco” en x = c se puede presentar en distin
tas formas, tres de las cuales se muestran en la figura 1.54.

R'oUU’A 1.54 Tres formas en las que la gráfica de la función puede tener un “hueco” en 
x  = c.

La gráfica de/(x) tendrá una “separación” en x = c si los límites laterales lím_/(x) y
X—>c

lím+ f(x) no son iguales. Tres formas en que puede suceder esto se muestran en la figu-
X—
ra 1.55.

a)f(c)  no está definida b) lím f (x)  #  f(c)  c) lím f (x)  =  lím f (x)  =  +<»
x - * c  x —*c~ x->c+

FíGURA 1.55 Tres form as para la gráfica de una función que tiene un “salto” en x  =  c.

Entonces, ¿qué propiedades garantizan que f(x)  no tenga un “hueco o separación” en 
x  — el La respuesta es sorprendentemente simple. La función debe estar definida en x  = 
c, debe tener un límite finito en x — c y lím f(x)  debe ser igual a/(c). Resumiendo:

x —>c

a) Un salto finito: 
lím / ( x) *  lím ñx)

X —> c “  x —> c

b) Un salto infinito: 
lím f (x)  es finito

A —>C "

pero lím / ( x) =  +°°X—)C+

c) Un salto infinito: 
lím f (x)  =  +oo

X->C~
y lím f(x )  =  -oo

r —

j  ■ ** •  i \

u o n t in u io a d  Una función / e s  continua en c si se satisfacen las tres con
diciones siguientes:
a) f ( c ) está definida
b) lím f(x) existe

X —>c

c) lím f ( x ) = f ( c )
x —>c

Si f ( x ) no es continua en c, se dice que tiene ahí una discontinuidad.
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Continuidad de 
polinomios 
y funciones 

racionales

Recuerde que si p(x) y q{x) son polinomios, entonces

lím p(x) = p(c)

pW _  p(c) 
Ü S q{x) q(c)

Estas fórmulas de límites se pueden interpretar diciendo que un polinomio, o una fun
ción racional, es continuo en todos los puntos donde está definido. Esto se muestra 
en los ejemplos 1.6.4 a 1.6.7.

EJEMPLO I 1 .6 .4
Demuestre que el polinomio p(x) = 3x3 — x  + 5 es continuo en x  =  1.

Soiución
Compruebe que los tres criterios para la continuidad se satisfacen. Obviamente p( 1) 
está definido; en efecto p(l) = 7. Además lím p{x) existe y lím p(x) = 7. Por consi-X—> 1 x—> 1
guíente,

lím p(x) = p( 1)
x—> 1

como se requiere para que p(x) sea continua en x  = L

üV--'

¡EXPLORE!
Grafique f(x) =

x  + 1
utilizan-

x — 2
do la pantalla decimal alarga
da [-9.4, 9.4]1 por [-6.2,
6.2]1. ¿Es continua la función? 
¿Es continua en x  = 2? ¿Có
mo es en x  = 3? También exa
mine esta función utilizando 
una tabla con un valor inicial 
de x igual a 1.8 y aumentando 
en incrementos de 0.2.

EJEMPLO I 1 .6 .5 

Demuestre que la función racional f{x) =
x  + 1

x — 2
es continua en x = 3.

Solución 

Observe que /(3)
3 + 1
------- = 4. Puesto que lím (x — 2) =£ 0, se tiene que
3 — 2 *—>3

r + i lím (x + 1)
lím f(x) = lím------- = ----------
x->3 jc—>3 x  — 2 lim (x — 2)

„r—*3
= y  = 4 = /(3 )

tal y como se requiere para que/(x) sea continua en x = 3.

(«Sí'
tes

¡EXPLORE!
Introduzca /i(x) del ejemplo 
1.66 (c) en el editor de ecuacio
nes comoYI = p( + 1)(X <  1) + 
(2 -  X)(X >1). Utilice una pan
talla decimal con estilo de grá
fica de puntos. ¿Es ésta una 
función continua enx = 1? Uti
lice la tecla TRACE para mos
trar el valor de la función en 
x = 1 y halle los valores límite 
de y cuando x se aproxima a 1 
por el lado izquierdo y por el la
do derecho.

EJEMPLO I 1 .ó .6
Analice la continuidad de cada una de las siguientes funciones: 

1 x2 -  1
a) f(x) = ~x b) g(x) = c) h(x) =

x  + 1  six <  1

2 — x  si x  ^  1

Solución
Las funciones de los incisos a) y b) son racionales y por tanto son continuas en todos los 
puntos donde están definidas (esto es, siempre y cuando sus denominadores no sean 
iguales a cero).

a) f(x) = — está definida para todo número real excepto en x = 0 y por consiguien

te, es continua para x ¥*■ 0 (figura 1.56¿z).
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b) Ya que x = — 1 es el único valor de x para el cual g(x) no está definida, enton
ces g(x) es continua, excepto en x = —1 (figura 1.56b).

c) Dicha función está definida en dos partes. Primero se comprueba la continuidad 
en x = 1 que es el valor de x en el que se separa la definición de la función en 
dos partes. Se ve que lím h(x) no existe ya que h{x) tiende a 2 por la izquierda,X—> 1
y a 1 por la derecha. Por consiguiente h(x) no es continua en 1 (figura 1.56c). 
Sin embargo, ya que los polinomios x + 1 y 2 — x son cada uno continuos pa- 
ra toda x, se sigue que h{x) es continua para todo número diferente de 1.______

EJEM PLO  I 1 .6 .7
¿Para qué valor de la constante A la siguiente función es continua para todo x real?

f Ax + 5 si x <  1
— [x2 — 3x + 4 s i x s l

Solución
Puesto que tanto Ax + 5 como x2 -  3x + 4 son polinomios, se tiene que/(x) es continua 
en todas partes excepto, posiblemente, en x = 1. Además /(x) tiende a A + 5 cuando x 
se aproxima a 1 por la izquierda, y tiende a 2 cuando x se aproxima a 1 por la derecha. 
Así, para que lím /(x) exista, debe cumplirse que A + 5 = 2 o A  = — 3; en ese caso

lím /(x) = 2 = / ( l )x—> 1
Esto significa que/es continua para toda x sólo si A = —3._______________________

En muchas aplicaciones del cálculo, es útil tener definiciones de continuidad en in
tervalos abiertos y cerrados.

. n / p i  d  rz | j l .  / \  \ l Á J r x L Í

Grafique f{x) =
x3 -  8
x  -  2 '

utilizando una pantalla típica. 
¿Parece continua la gráfica? 
Ahora utilice una pantalla de
cimal modificada [-4 .7 , 4.7]1 
por [0, 14.4]1 y describa qué 
observa. ¿A qué caso del 
ejemplo 1.6.6 se parece éste?

Continuidad 
en un intervalo
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La propiedad 
del valor intermedio

C o n tin u id a d  en  un in te rv a lo  a Se dice que una función f(x) es conti
nua en un intervalo abierto a < x < b si es continua en cada punto x = c de este 
intervalo.

Además, /  es continua en un intervalo cerrado a ^ x ^ b  si es continua en el 
intervalo abierto a < x < b y

lím f{x) =f(a)a:—>a+
lím f(x) = f(b )

x->b-

En otras palabras, la continuidad en un intervalo significa que la gráfica d e /es  de “una 
pieza” en todo el intervalo.

EJEMPLO I 1.6.8
Analice la continuidad de la función

x  + 2
/(*) = ox — 3

en el intervalo abierto — 2 <  * <  3 y no en el intervalo cerrado —2 ^  x  ^  3.

Solución

La función racional/(jc) es continua para todax  excepto e n i  =  3. Por tanto, ésta es con
tinua en un intervalo abierto — 2 <  x  <  3 pero no en el intervalo cerrado — 2 ^  x  ^  3, 
ya que ésta es discontinua en el punto final 3 (donde su denominador es cero). La gráfi
ca d e /se  muestra en la figura 1 . 5 7 . ___________________________

Una característica importante de una función continua es la propiedad del valor in
termedio, que dice que si / ( jc) es continua en el intervalo a ^  x  ^  b y L es un nú
mero entre f(á) y /(¿>), entonces /(c) = L, para algún número c entre a y b (véase la 
figura 1.58). En otras palabras, una función continua toma cualquier valor de entre 
esos dos valores. Por ejemplo, una niña que pesa 5 libras al nacer y 100 libras a la 
edad de 12 años debe haber pesado exactamente 50 Ib en algún momento durante sus 
12 años de vida, ya que su peso es una función continua del tiempo.
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i

% 1 '

í  {' 1 

1 ‘

/■
/

-

~  1 .

I I

-1 ¡
1 i 1 > 

2 3
1 f ' - 2

dt y = x2 — x — 1 —x + i

La propiedad del valor intermedio tiene muchas aplicaciones. En el ejemplo 1.6.9, 
se muestra cómo se puede utilizar para calcular la solución de una ecuación dada.

c  , c; n p j r - T  -1 ¿ ri L-J I !■ .O, /

Demuestre que la ecuación x2 — x — 1 =

Solución

x  + 1
tiene una solución para 1 <  jc <  2 .

Sea f(x) = x 2 — x  — 1 — ----- - Entonces/(l) =  ~  y /(2 ) = Puesto que/(jc) es
X i i. Z J

continua para 1 <  x <  2 y la gráfica d e /e s tá  debajo del eje de las „r en x  =  1 y arri
ba del eje de las x en a  =  2, de la propiedad del valor intermedio se deduce que la 
gráfica debe cruzar el eje de las x  en algún lugar entre x  = 1 y x  = 2 (véase la figu
ra 1.59). En otras palabras, existe un número c tal que 1 <  c < 2 y /(c )=  0 y enton
ces:

c — c — 1 =
1

c + 1

NOTA El procedimiento para la localización de raíces descrito en el ejemplo 
1.6.9 se puede continuar para calcular la raíz c con cualquier grado de precisión. 
Por ejemplo, el punto medio en el intervalo 1 <  i  <  2 es í/ = 1.5 y /(1.5) = 
—0.65, así la raíz c debe estar en el intervalo 1.5 <  x  < 2 (ya que/(2) >  0) y 
así sucesivamente.

Usted podría decir “Excelente, pero yo puedo usar el potencial de mi calcula
dora para encontrar c con más precisión y con mucho menos esfuerzo”. Por su
puesto, pero ¿cómo cree usted que la calculadora realiza ese cálculo? Quizás no 
por el método que apenas se ha descrito, pero obviamente con algún procedi
miento con un algoritmo semejante. Es importante entender los procedimientos 
en los que se basa la tecnología que nosotros utilizamos, o
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En los problemas 1-4 halle los límites laterales lím_ f{x) y hn\+f{x) a paitii de la gt afica de f  y detei mine si

lím f(x)existe..v—>2

En los problemas 5-14, halle los límites laterales. Si el valor del límite es infinito, indique si es + 00 o — «>.

5. lím (3a2 — 9) 6. lím --------------—
x->4+ jc—>2~ X + 2

/--------  x2 + 4
7. lím V 3 a — 9 8. lím ----------------

x-*3+ x—>2~ X — 2

9. lím (x ~ Vx) 10. lím

V T T I - 2  „  „ V2x -  1 -  3
11. l i m ------------------------------  12. lím -------------------

x—>3 x  — 3 x—>5+ X  — 5

13. l ím /( a) y l í rn /( a), 14. lím _/(x) y lím / ( a),
> 3  .x — > 3  ,v — > —  1 a — > —  1 +

i . p, >. f 2x2 -  x  si a <  3
donde/(X) =  I ^  donde/(*) =

1
si A <  — 1

A — 1
a2 + 2x si A >  — 1

En los problemas 15-26, decida si la función dada es continua en los valores dados para x.

15. /(a) — 5a" — 6a + 1 en a = 2 16. f ( x ) — a*3 — 2a2 +  a  — 5 en a  =  0

17‘ /W  =  J T T  18. /(*) = enx = 2

■2 + 
-4
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19. /( * )  

21. /(.v) = 

23. / ( * )  =

A' +  1

A -  1

V v  -  2

en a =  1

en a = 4
a -  4

'a + 1  si A ^  2
2 si a >  2

’a 2 + 1 si'A <  3

en a =  2

25. / ( a) =  |  ̂ .. en a =  3
2 a  +  4  si a >  3

20. f(x) = 

22. / ( a) = 

24. / ( a )  =

26. / ( * )  =

2a +  1 

3 a  — 6

V a  — 2

en a  =  2

en a =  2

en a =  0

a  -  4

A +  1 SÍ A <  0 

A — 1 SÍA >  0

fx2 -  1 . .

--------- — SI A <  — 1
x  +  1 en a

a 2 — 3 SÍ A >  — 1

£/? /as problemas del 27 a 40, liste todos los valores de x para los cuales la función dada no es continua.

2 7 . / ( a) =  3 a 2 -  6a +  9 

a  +  1
29. / ( a) =  

31. / ( a) =  

33. / ( a) =

a -  2 

3 a  +  3

A +  1

3 a  -  2  

(a +  3 ) ( a  -  6 )

A

' — A

2 a  +  3 si A <  1

6a  — 1 si A >  1

3a  — 2 SÍ A <  0
A2 +  A SÍ A >  0

37. / ( a) =  

39. / ( a) =

41. CLIMA Suponga que la temperatura del aire en 
un día dado es 30°F. Entonces, la temperatura equi
valente (en °F), que se siente por efecto del viento 
que sopla con una velocidad v, en millas por hora 
(mph), está dada por7

30 si 0 <  v <  4
W{v) = ■ 1.25v -  18.67Vv + 62.3 si 4 <  v <  45

— 7 si v >  45

a) ¿Cuál es la temperatura que se siente cuando
v = 20 mph? ¿Y cuándo v = 50 mph?

b) ¿Cuál es la velocidad del viento que produce 
una temperatura equivalente a 0 °F?

c) ¿Es la función de temperatura equivalente V̂ (v) 
continua en v = 4? ¿Y en v = 45?

28. / ( a) =  a5 — a3 

3 a  — 1
30. / ( a) =

32. / ( a )  =

34. / ( a) =

2a — 6 

a 2 -  1

A +  1

(a +  5 ) ( a  -  1)

36. / ( a )  =  —
a — 2a +  1

38. / ( a )  =

A — A — 2

A2 SÍ A <  2

9  s í a > 2

40. / ( a) =  1 2
2  — 3 a  si a <  — 1

A2 — A +  3 SÍ A >  — 1

42. INTENSIDAD DE CAMPO ELECTRICO Si 
una esfera hueca de radio R se carga con una unidad 
de electricidad estática, entonces la intensidad de 
campo E(x) en el punto P situado a a unidades del 
centro de la esfera satisface:

£(a ) =

0 si 0 <  a  <  R
1

s í a  = R
2a"

1
—2 si A >  R
X

Dibuje la gráfica de E(x). ¿Es continua E(a) para 
a  >  0 ?

7Adaptado de UMAP module No. 658, “Windchill”, por W. Bosch y 
L. G. Cobb, 1984, pp. 244-247.
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44.

43. POSTAL La “función postal” p(x) se puede descri
bir como:

r37 si 0 <  jc <  1
60 si 1 <  -r <  2

p(x) = 83 si 2 <  x  ^  3

290 si 11 <  x ^  12 
donde x  es el peso en onzas de una carta y p(x) es el 
correspondiente costo postal en centavos. Trace la 
gráfica de p(x) para 0 <  x <  6. ¿Para qué valores de 
x es discontinua p(x) para 0 <  x ^  6? 
CONTAMINACIÓN DLL AGUA Un tubo roto 
en la plataforma petrolera del mar del Norte produ
ce una mancha circular que tiene un espesor de y 
metros a una distancia de x metros de la ruptura. La 
turbulencia hace difícil medir directamente el espe
sor de la mancha en la fuente (donde x = 0); sin 
embargo, para x >  0 se encuentra que

0.5(x2 + 3x)
y =

45.

x3 + x2 + 4x 
Suponiendo que la mancha está distribuida conti
nuamente, ¿qué espesor se supone que tiene en la 
fuente?
CONSUMO DE ENERGÍA La gráfica muestra 
la cantidad de gasolina en el tanque del automóvil 
de Sue en un periodo de 30 días. ¿Dónde es discon
tinua la gráfica? ¿Qué cree usted que sucede en esos 
momentos?

46. INVENTARIO La gráfica muestra el número de 
unidades en el inventario de cierto negocio en un 
periodo de 2 años. ¿Dónde es discontinua la gráfi
ca? ¿Qué cree que sucede en esos momentos?

47.

48.

49.

En los problemas 47 y 48 halle los valores de la 
constante A de manera que la función f(x) sea con
tinua para toda x.

\Ax — 3

m  =

3 -  x + 2xx 
' 1 — 3x

'f-x <  2 si
sf x  >  2 si

if x <  4
Ax2 + 2x — 3 Síx >  4

50.

Analice la continuidad función

/(x) = x^l + -  j  en el intervalo abierto 0 <  x <  1

y en el intervalo cerrado 0 < x ^  1.
Analice la continuidad de la función 

f x2 — 3x if x <  2 
f ('X) ~  [4 + 2x if jc >  2

2 y en el intervalo

51.

52.

si
si

en el intervalo abierto 0 <  x 
cerrado 0 <  x <  2.

• * SI 2/3Demuestre que la ecuación vx — 8 + 9x = 2 9  
tiene al menos una solución en el intervalo
0 < x <  8.
Demuestre que la ecuación )̂/x = x2 + 2x — 1 tie
ne al menos una solución en el intervalo 0 ^  x ^  1.

2x2 — 5x + 2
53. Analice el comportamiento de /(x) =

54.

55.

56.

x -  4
cuando x está cerca de a) 2 y b) —2. ¿Existe el lími
te en estos valores de x? ¿Es continua la función en 
estos valores de x?
Explique por qué debe haber habido algún momen
to en su vida en el que su peso en libras fue igual a 
su estatura en pulgadas.
Explique por qué hay un instante en cada hora en el 
que el horario y el minutero de un reloj coinciden. 
A la edad de 15 años Nan mide el doble que su her
mano Dan, de 5 años; pero, cuando Dan cumple 21 
años, ambos descubren que este último mide 6 pul
gadas más que Nan. Explique por qué hubo un mo
mento en el que ambos tuvieron exactamente la 
misma estatura.
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iérm inos importantes, símbolos y fórmula O

■ t
El
<
U
«sea!
y jo
cKr.*Ŷ-)

&S=ai
UJ
SE
B!S£J

UJ

Función (2)
Notación de función f(x)  (2)
Dominio y rango de una función (2) 
Convención del dominio (4)

Variables independientes y dependientes (3) 
Funciones usadas en economía:

Demanda (5)

Oferta (-17)
Costo (5)
Ingreso (5)
Utilidad (5)

Composición de funciones: g(h(x)) (ó)
Gráfica de una función: los puntos (x ,f (x )) (15)
Intersecciones con los ejes x y y (17)
Función definida en partes (-!)
Función de potencia (20)
Polinomio (20)

Función racional (21)
Criterio de la recta vertical (21)
Función lineal: tasa de cambio constante (26)

yiAy y2
Pendiente: m =  —  = — 

Ax
(2 /)

*2 -  Xi
Fórmula pendiente-intersección: y = mx + b (27)
Fórmula punto-pendiente: y — y0 =  m{x — jc0) ( 3 1 )

Criterios para que las rectas sean paralelas o perpendicu
lares (35)
Modelado matemático (41)
Proporcionalidad directa: Q = kx (45)

Proporcionalidad inversa: Q = -
x

Proporcionalidad conjunta: Q = kxy (45)
Equilibrio de mercado: ley de la oferta y la 
demanda (47)
Escasez y abundancia (47)
Análisis del punto de equilibrio (47)
Límite de una función lím f ( x ) (58)
Límites al infinito:

X—>c

lím f(x)  y lím /(jc) (64)
JC—» +  co

Regla del recíproco de la potencia:
A A

lím — = 0 y. lím —r -  0 k > 0 (65)
X —> +oo JC JC—> — oo JC

Límites al infinito de una función racional f(x) =
q(x)

Divida todos los términos de f(x) entre la potencia 
más alta x k en el denominador q(x) y utilice la regla 
del recíproco de la potencia. (66)

Asíntota horizontal (65)

Límite infinito: lím f(x)  = +°° o lím f(x) = — (67)
x —>c x —*c

Límites laterales:
lím_ f(x) y lím f(x)  (72)

x—>c x—>c

Existencia de un límite: lím f(x) existe si y sólo si
X —» c

límLf(x) y lím f(x)  existen y son iguales. (74)
X—>c x —>c+

Continuidad def(x) e m  = c:
lím f(x) = f (c ) (75)
x —>c

Continuidad en un intervalo (78)
Discontinuidad (76)

Continuidad de funciones polinomiales y 
racionales (76)

Propiedad del valor intermedio (79)

Problemas de verificación de! capítulo
1. Especifique el dominio de la función

2x -  1
/(*):

v4~—o?
2. Encuentre la función compuesta g(h(x), donde

g(u) =
1

2 u + 1
h(x) =

jc + 2 

2jc +  1

3. Encuentre una ecuación para cada una de estas rectas: 

á) Atraviesa el punto (—1,2) con pendiente —-

b) Con pendiente 2 e intersección con el eje y  igual 
a -3

4. Dibuje la gráfica de cada una de estas funciones. 
Asegúrese de mostrar todas las intersecciones, así 
como cualquier punto alto o bajo.
a) f{x) =  3jc -  5 b) / ( x) = - \ 2 +  3x + 4
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5. Encuentre cada uno de estos límites. Si el límite es 
infinito, indique si éste es + 00 o —<*>.

a*2 +  2x — 3
a) lím -----------  ----

x—> 1 A 1

b) lím
a2 +  2a — 3

,v-»l X — 1

x~ — X — 1
c) lím ----------—

x—>1 x -  2
2a3 + 3a — 5

d) lím — 2------------—xT + 2x + 7

6. Determine si esta función/ ( a) es continua en a =  1:

m  =
flx  + 1 
a“ 4- 2a — 3

X 1

si A ^  1 

SÍA >  1

7. PRECIO DE LA GASOLINA Desde el inicio 
del año, el precio de la gasolina sin plomo ha ido 
aumentado mensualmente a una tasa constante de 2 
centavos por galón. Para el primero de junio, el pre
cio ha llegado a $1.80 por galón.
a) Exprese el precio de la gasolina sin plomo como 

una función del tiempo y dibuje la gráfica.
b) ¿Cuál era el precio a principios del año?
c) ¿Cuál será el precio el primero de octubre?

8. OFERTA Y DEMANDA Suponga que sabe que 
los productores ofertan a unidades de un determina
do producto al mercado cuando el precio es
p = S(a) dólares por unidad; a la vez que el mismo 
número de unidades será demandado (comprado) 
por los productores cuando el precio sea p = D{x) 
dólares por unidad, donde

S(x) = a 2 + A y D{ a) = Bx + 59 
para las constantes A y  B. También sabe que se ofer
tarán unidades hasta que el precio unitario sea de al 
menos $3 , y que el equilibrio de mercado ocurre 
cuando x — 7 unidades.
a) Utilice esta información para encontrar A y  B, 

así como el precio de equilibrio por unidad.
b) Dibuje las curvas de oferta y demanda en la 

misma gráfica.
c) ¿Cuál es la diferencia entre el precio de oferta y 

el precio de demanda cuando se producen 5 uni
dades? ¿Y cuándo se producen 10 unidades?

9. POBLACIÓN BACTERIAL La población (en 
miles) de una colonia de bacterias t minutos después 
de la introducción de una toxina está dada por la 
función

_  [t2 + 1 siO <  ¿ <  5 
^  ~  t - 8í + 72 si? > 5

a) ¿Cuándo muere la colonia?
b) Explique por qué la población debe ser de

10 000 en algún tiempo entre t = 1 y t = 7.
10. MUTACION En un estudio de mutación en mos

cas de fruta, los investigadores radiaron las moscas 
con rayos X y determinaron que el porcentaje de 
mutación M aumenta linealmente con la dosis D de 
rayos X, medidos en kilo-Roentgens (kR). Cuando 
se utiliza una dosis de D = 3 kR, el porcentaje de 
mutaciones es de 7.7%, mientras que una dosis 
de 5 kR da como resultado un porcentaje de mu
tación de 12.7%. Exprese M como una función de 
D. ¿Qué porcentaje de las moscas mutarán aun sin 
utilizar la radiación?

Problemas de repaso

1. Especifique el dominio de cada una de las siguientes 
funciones:
a) f ( x) = a 2 — 2 a  +  6

b) / ( a )  =  - y —-------—
J X2 +  A -  2

c) /(a) =  V a 2 — 9

2. El avance de la tecnología da como resultado la pro
ducción de calculadoras cada vez más potentes y 
compactas; actualmente el precio de las calculado
ras en el mercado está disminuyendo. Suponga que 
a  meses después de el día de hoy, el precio de cierto

modelo será de P{x) = 40 + 30
A +  1

dólares.

á) ¿Cuál será el precio 5 meses después de hoy?
b) ¿Cuánto disminuirá el precio durante el quinto 

mes?
c) ¿Cuándo será el precio igual a $43?
d) ¿Qué le sucede al precio “a largo plazo” (a me

dida que a se hace muy grande)?
3. Encuentre la función compuesta g{h{a)). 

a) g(u) =  ii2 + 2u +  1, h { x )  =  1 — a

b) g(u) =
1

2 u + 1
, h(x) = a  +  2

c) g(u) ~  V i  — u, h(x) = 2a + 4
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4. a) Halle/(x -  2) si/(.v) = x2 -  x  + 4.

b) Hallef ( x 2 + 1) si f(x) = V v +
f(x) =

lOx
150 — x

semanas alcanzar el x% de su meta.

x ~  1

c) Halle/Cí + 1) - f ( x )  si f(x) = x2.

5. Encuentre las funciones h(x) y g(u) tales que/(x) = 
g(Kx)).

a) f(x)  = (x2 + 3.v + 4)5

b) / ( x) = (3.v + l )2 +
2(3* + 2)3

6. ANÁLISIS DEL MEDIO AMBIENTE Un es
tudio del medio ambiente de una comunidad sugiere 
que el nivel promedio diario de smog en el aire será 
de Q(p) = V0.5p + 19.4 unidades cuando la 
población sea p  en miles. Se estima que t años a 
partir del día de hoy, la población será de
p(t) = 8 + 0.212 miles.
a) Exprese el nivel de smog en el aire como una 

función del tiempo.
b) ¿Cuál será el nivel de smog en 3 años?
c) ¿Cuándo alcanzará el nivel de smog las 5 unida

des?
a

7. Encuentre c para que la curva y = 3x - 2 x + c pase 
por el punto (2, 4).

8. Grafique las siguientes funciones.
a ) f ( x) = x2 + 2x — 8
b) /(x) = 3 +  4x -  2x2

9. Encuentre la pendiente y la intersección con el eje 
de las y de la recta dada y dibuje la gráfica.
a) y = 3x + 2
b) 5x — 4y = 20
c) 2y + 3x = 0
„ x yd) -  + -  = 4

3 2
10. Encuentre las ecuaciones para las siguientes rectas 

á) Pendiente 5 e intersección con y en (0, —4)
b) Pendiente —2 y contiene al punto (1,3)
c) Intersección con el eje x en (3, 0) e intersección

con el eje y en (0, -2 /3 )
d) Contiene al punto (5, 4) y es paralelo a

2x + y =  3
e) Contiene al punto ( — 1, 3) y es perpendicular a 

5x -  3y = 7
11. FONDO EDUCACIONAL Una universidad 

privada en el sureste ha lanzado una campaña de re
caudación de fondos. Suponga que los funcionarios 
de la universidad estiman que les tomará

a) Dibuje la parte importante de la gráfica para esta 
función.

b) ¿Cuánto tiempo les tomará alcanzar el 50% de 
su meta?

c) ¿Cuánto tiempo les tomará alcanzar el 100% de 
su meta?

12. G ASTOS DE CONSUMO La demanda para un 
producto está dada porZ)(x) = — 50x + 800; esto 
es, x unidades del producto serán demandados por 
los consumidores cuando el precio sea p = D(x) dó
lares por unidad. El gasto de consumo total E(x) es 
la cantidad que pagan los consumidores por com
prar x unidades de producto.
a) Exprese el gasto de consumo como una función 

de x y dibuje la gráfica de E{x).
b) Utilice la gráfica del inciso á) para determinar el 

nivel de producción de x a la cual el gasto de 
consumo es más grande. ¿Qué precio p corres
ponde al gasto de consumo máximo?

13. MICROBIOLOGÍA Un cascarón esférico de
4 3

radio r tiene un volumen V =  — irr y un área de
3

superficie S = 4n r . Exprese V como una función 
de S. ¿Qué le pasa a V si se duplica 5?

14. CIRCULACIÓN DEL PERIÓDICO La circu
lación de un periódico está aumentando a una tasa 
constante. Hace tres meses la circulación era de
3 200; hoy es de 4 400.
a) Exprese la circulación como una función del 

tiempo y dibuje la gráfica.
b) ¿Cuál será la circulación en los siguientes 2 me

ses?

15. Encuentre los puntos de intersección (si hay) del par 
de curvas y dibuje las gráficas.
á) y = — 3x + 5 y y = 2x — 10
b) y =  x + 7 y y = — 2 + x
c) y = x2 — 1 y y — 1 — x2

d) y = x2 y y = 15 — 2x

16. PRECIO ÓPTIM O DE VENTA Una fábrica 
puede producir estantes a un costo de $80 una pieza. 
Las cifras de las ventas indican que si los estantes 
costaban x dólares por pieza, aproximadamente se 
venderán 150 — x cada mes. Exprese la utilidad 
mensual del fabricante como una función del precio 
de venta x; dibuje la gráfica y calcule el precio ópti
mo de venta.
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17. PRECIO ÓPTIMO DE VENTA Un minorista 
puede conseguir cámaras del fabricante a un costo 
de $50 la pieza. El minorista ha estado vendiendo 
las cámaras a un precio de $80 la pieza y a dicho 
precio, los consumidores han estado comprando 40 
cámaras por mes. El minorista planea bajar el precio 
para estimular las ventas y calcula que por cada re
ducción de $5 en el precio, se venderán 10 cámaras 
más por mes. Exprese la utilidad mensual del mino
rista de la venta de las cámaras como una función 
del precio de venta. Dibuje la gráfica y calcule el 
precio optimo de venta.

18. DISEÑO ESTRUCTURAL Una lata cilindrica 
sin tapa se construye por 80 centavos. El costo del 
material usado para el fondo es de 3 centavos por 
pulgada cuadrada y el costo del material usado para 
la parte lateral es de 2 centavos por pulgada cuadra
da. Exprese el volumen de la lata como una función 
del radio.

19. EFICIENCIA DE LA PRODUCCIÓN Una 
empresa ha recibido un pedido para fabricar
400 000 recuerdos de medallas de plata conmemo
rativas del 359 aniversario del alunizaje del Apolo
11. La empresa tiene varias máquinas, cada una de 
las cuales produce 200 medallas por hora. El costo 
de poner en marcha las máquinas para producir las 
medallas es de $80 por máquina y el costo total de 
operación es de $5.76 por hora. Exprese el costo de 
producción de las 400 000 medallas como una fun
ción del número de máquinas usadas. Dibuje la grá
fica y calcule el número de máquinas que la 
empresa usaría para minimizar el costo.

20. ANÁLISIS DE INVENTARÍO Un negociante 
mantiene un inventario de cierto mes de 30 días de 
la siguiente manera:
días 1-9 30 unidades
días 10-15 17 unidades
días 16-23 12 unidades
días 24-30 disminuyendo uniformemente

de 12 a 0 unidades 
Dibuje la gráfica del inventario como una función 
del tiempo t (días). ¿Para qué tiempos la gráfica es 
discontinua?

21. ANÁLISIS DEL PUNTO DE EQUILIBRIO 
Un fabricante puede vender un producto en $80 por 
unidad. El costo total consiste en gastos indirectos 
fijos de $4 500 más costos de producción de $50 por 
unidad.

a) ¿Cuántas unidades debe vender el fabricante pa
ra llegar al punto de equilibrio?

b) ¿Cuál es la utilidad o la pérdida si se venden 
200 unidades?

c) ¿Cuántas unidades debe vender el fabricante pa
ra tener una utilidad de $900?

22. ADMINISTRACIÓN DE LA PRODUCCIÓN 
Durante el verano, un grupo de estudiantes constru
ye kayacs en una cochera acondicionada. La renta 
de la cochera es de $1 500 durante el verano y el 
material necesario para construir un kayac es de 
$125. Los kayacs se pueden vender a $275 la pieza. 
á) ¿Cuántos kayacs deben vender los estudiantes

para alcanzar el punto de equilibrio?
b) ¿Cuántos kayacs deben vender los estudiantes 

para tener una utilidad de al menos de $1 000?
23. APRENDIENDO Algunos psicólogos conside

ran que cuando se le pide a una persona que recuer
de un conjunto de hechos, la tasa a la cual se 
recuerdan tales hechos es proporcional al número de 
hechos importantes en la memoria de la persona y 
que no han sido recordados todavía. Exprese la tasa 
de recuerdos como una función del número de he
chos que ha recordado.

24. DISEÑO DE COSI O cl-.’CíEN !iE Se tiende 
un cable desde una planta eléctrica situada a un lado 
de un río de 900 metros de ancho hasta una fábrica 
localizada del otro lado, a 3 000 metros río abajo. El 
tendido del cable irá en línea recta desde la planta 
de luz a algún punto P en el lado opuesto de la 
ribera y después a lo largo de la ribera a la fábrica. 
El costo del tendido del cable es de $5 por metro, 
mientras que el costo en tierra es de $4 por metro. 
Sea x la distancia desde P al punto que está 
directamente enfrente atravesando el río desde la 
planta de luz. Exprese el costo del cable como una 
función de x.

PROBLEMA 2 4
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25. COSTO DE CONSTRUCCIÓN Una ventana 
con un perímetro (marco) de 20 pies está compuesta 
de un vidrio semicircular de colores arriba de un vi
drio transparente rectangular, como se muestra en la 
figura. El vidrio transparente cuesta $3 por pie cua
drado y el vidrio de colores cuesta $10 por pie 
cuadrado. Exprese el costo de la ventana como una 
función del radio del vidrio de colores.

E3 25

26. COSTOS FI JOS DE FABRICACION Un fabri
cante de muebles puede vender mesas terminadas a 
$70 la pieza. El costo de fabricación es de $30 por 
producir cada mesa y se estima que el ingreso será

igual al costo cuando se vendan 200 mesas. ¿Cuál 
es el costo fijo indirecto asociado con la producción 
de mesas? INota: El costo fijo indirecto es el costo 
al producirse 0 unidades.]

27. COS i OS DE PRODUCCIÓN Un fabricante es 
capaz de producir 5 000 unidades por día. Hay un 
costo fijo (indirecto) de $1 500 por día y un costo 
variable de $2 por unidad producida. Exprese el 
costo diario C como una función del número de uni
dades producidas y dibuje la gráfica de C (a ). ¿Es 
C (a ) continua? Si no lo es, ¿dónde ocurren sus dis
continuidades?

28. ¿Cuántos minutos después de las 3 p.m. la maneci
lla de los minutos coincide con la horaria? [Suge
rencia: La manecilla horaria se mueve a un 1/12 de 
la rapidez de la manecilla de los minutos.]

29. IMPUESTO SOBRE LA PROPIEDAD La 
propietaria de una casa está tratando de decidir entre 
dos propuestas referidas al impuesto sobre la pro
piedad. Con la propuesta A, la propietaria de la casa 
pagará $100 más el 8% del valor de su casa, mien
tras que la propuesta B requiere un pago de $ 1 900 
más el 2% del valor. Suponiendo que la propietaria 
de la casa sólo considera minimizar su pago de im
puestos, desarrolle un criterio con base en el valor, 
V, de su casa para decidir entre las dos propuestas.

O

CL

LU

es,
ÜBStN

m

En los problemas del 30 al 43, halle ya sea el límite dado o muestre que no existe. Si el límite es infinito, indique 
si éste es + “  o — oo.

x -  3x 
30. lím------- —

x—>2 x  +  1 

32. lím (— ------- ]
x—»1 \A  X )

34. lím \2  H— 2
\ x  ,

( 3 1
36. lím [ x ---- ñ

x—>0 V X

38. lím
x — 3x + 5

2x + 3 

x(x -  3)
40. lím

x—>—°° 7

42. lím
x->0 +

A' 1 +
1

31. lím
x  + x ~ 2

33. lím

x—> l X 1

A'3 -  8

a — > 2  2 —  A

35. lím ( 2 -----r
-Y—>o V a  >

37. lím
A —> — OO

39. lím
A—» —co

41. lím

A

A2 + 5
a 4 +  3a2 -  2a +  7

A3 +  A +  1

1 1
1 + -  + -ó

a—>—oo x  +  3a — 1

43. lím a  \  1 ------x->0~ V A

En los problemas del 44 al 47, liste todos los valores de x para los cuales la función dada no es continua.

44. f(x) = 5x3 -  3x + V x  45. f(x)
x 2 - l
x +  3
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52. Para f{x) = V x + 3 y g(x) = 5 ^  + 4, halle a) 
/(g (-1 .28)) y (b) g ( /(V 2)). Utilice tres decimales 
de precisión.

^. Halle los puntos
si x  >  1

Grafique la función f(x) = -  2. Ha-

x  + 1
Ax2 + x — 3 si x ^  — 1

El radio de la Tierra es aproximadamente de 4 000 
millas y un objeto localizado a x millas del centro 
de la Tierra pesa w(x) libras, donde

fAx si * < 4  000

1 -  x
lie las intersecciones con los ejes x  y y. ¿Para qué 
valores de x  está definida la función?
La gráfica que acompaña este problema representa 
una función g(x) que oscila con más y más frecuen
cia cuando x  se aproxima a 0 , ya sea por la derecha 
o por la izquierda, pero disminuyendo en magnitud, 
¿lím g(X) existe? Si es así ¿cuál es su valor?

x —>0

lNota: Para estudiantes con experiencia en trigono
metría, la función g(x) = \x\ sen ( \ /x ) se comporta 
en esta forma].

w(x) =
si x > 4 000

y A y B son constantes positivas. Suponiendo que 
w(x) es continua para toda x , ¿cuáles deben ser los 
valores reales de A y B1 Dibuje la gráfica de w(x).

50. Grafique/(jc) =
3x - 6 x  + 9

-. Determine los

51.

1

x  + x — 2 
valores de x donde la función no está definida.
_ 21 84 654 54
Grana ue y = — x ------y y = ----- x ------en el

9 35 279 10
mismo sistema de coordenadas utilizando [—10,
10] 1 por [-10, 10] 1. ¿Son las dos rectas paralelas?

1

3 SB
S> fe

« 
-

i

9

i

a|  Ií
k  X

í :s í¡¡1
i a»1y v

“ AHx.-M * ? í

PROBLEM A 5i
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Las actualizaciones de la sección ¡EXPLORE! se encuentran al final de cada capítulo. 
Estas actualizaciones proporcionan instrucciones y ejercicios adicionales para explorar 

\  en el cálculo utilizando una calculadora graficadora, o dando sugerencias y soluciones 
para las secciones ¡Explore!, que se encuentran en cada capítulo. Se ha hecho un inten- 

\ to por utilizar las instrucciones comunes en la mayoría de las calculadoras graficadoras 
manuales. Los nombres exactos de las teclas de las funciones en su calculadora pueden 

. ^variar, dependiendo de la marca. Por favor consulte el manual del usuario de su calcu
ladora para detalles más específicos.

Las soluciones completas para todas las secciones ¡Explore! que aparecen en todo 
el texto se encuentran accesibles en la página web www.mhhe.com/hoffmann.

b o l v
el

A-,

<o¿i pa re  
’£;• ,j lo rd  
• )á a in u  2

Escriba / ( a ) = x  + 4  en el editor de funciones de su calculadora graficadora (Y= 
tecla). Mientras borra la pantalla (2o. MODO), localice el símbolo para Y1 a través 
de la tecla VARS, utilizando la flecha hacia la derecha para llegar a Y-VARS y se
leccionando l:Function y I:Yl. También vea la introducción a la calculadora en el 
prefacio. Y({—3, —1, O, 1, 3}) genera los valores de la deseados función, todos a la 
vez. O puede hacer cada valor por separado, tal como Y(—3).

Mofci: Plofcj:
■vVliXZ+4

VflRS H t ó  
piFunoía on...

Vi í í  "3? “1 ? 0? 1 r 33 
.1

^Vz = ¿sparametric-... {13 5 4 5 132
■■•V3 = Polar... Vi < “3)
■V h = O r v 'O f  f* ... 13
••■V5 = □
■■■Vs =
W ?  =

NO IA Un consejo de ¡Explore!: para ver más fácil una tabla de valores, espe
cialmente para algunas funciones, introduzca la tabla de parámetros deseados a 
través de TBLSET (2nd WINDOW). Ahora introduzca g(x) =  a*2 -  1 en Y2 del 
editor de ecuaciones (Y=). Si observa los valores de Y l y Y2, verá que difieren 
en una constante de - 5 ,  ya que las dos funciones son simplemente traslaciones 
verticales de / ( a ) =  a  .

TRBLE SETUP
T b lS ia rt= -3
*Tbl=10

Indpnt! KBMB ñsk
Depends gM E Rsk

Mofci Nafc* Nati:
■vVlBX2+4 
xV sB X Z -l 
"*■ V 3 =
•V h =
*'-V s =
\Vfi =

X Vi S
wsm' ' 13: B

B 5
“t E Ü
(i H - i
i E ú
i B 5
3: 15 B

Yz

X=-3

Solución pa ro  
e j o re i c i o ¡ E x n lo i  e! 

de lo  p a g in o  4 
(en m edio)

La gráfica de la función definida por partes Y l =  2(X <  1) + (—1)(X ^  1) aparece 
en la siguiente figura y la tabla a su derecha indica los valores de la función en X = 
- 2 ,  O, 1 y 3. Recuerde que los símbolos de desigualdad se pueden acceder a través 
de la tecla TEST (2nd MATH) colocando la gráfica en el modo de puntos, lo que 
evita la recta vertical en X = 1, donde Y = — 1.
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Solución paro 
el ejercicio ¡Explore! 

de la página  4 
(abajo)

Solución para 
el ejercicio ¡Explore! 

de ia pagina 43

Solución para  
el ejercicio ¡Explore! 

de la página 78

Plofcl M o tt NofcS
nViB2<X<1)+< -IX

■v.V2 =
^V3 = 
xVH =
■'•Vs =
\V éi =

Vi=2CK<l)‘tC -l JCKbiJ

■

K=1 Y=-l

La función f(x) = l/(x — 3) presenta una discontinuidad en x  = 3 y no está defini
da ahí. De este modo, el dominio consiste de todos los números reales x  3. La fun
ción #(>•) = V (a -  2) no está definida para x <  2, como se indica abajo en la gráfi
ca del medio de la pantalla y en la tabla de la derecha.

X V i
FFEZ3
13
c
’c.L
c.t

ERfíDfí
E fc »
(i
.3:162:2:
.W c i
SH??mc
.tecHñ

X = 1 . 8

Utilice TBLSET con TblStart = 1 y ATbl = 1 para obtener la tabla de abajo a la 
izquierda, que indica un costo mínimo de pocos cientos y que ocurre en el intervalo 
[1,4]. Después, grafíquelo utilizando WINDOW con dimensiones [1,4] por [100, 
400]50 para obtener la pantalla de en medio que se muestra más abajo; es ahí donde 
se ha usado la opción de encontrar el mínimo en CALC (véase la introducción a la 
calculadora) para localizar un valor mínimo aparente de aproximadamente 226 cen
tavos en un radio de 2 pulgadas. Por tanto, ningún radio creará un costo de $2.00, 
que es más bajo que el costo mínimo. Trazando x  = 3, se produce un costo de apro
ximadamente $2.70.

X V i
íL“ T771
£
£ ZPÍi.lH
H
Z ESl.EG
S PM .0E
?

K=1

y-

V
Mínimum
K=1.5>9SI5I5I93 V=22E.IS4É7

La gráfica de f(x) = ( r 3 — 8)/(a — 2) parece continua en toda la pantalla, [ - 6, 6]1 
por [—2, 10] 1. Sin embargo, si examina esta gráfica utilizando una pantalla decimal 
modificada [—4.7, 4.7] 1 por [0, 14.4] 1, verá un hueco exagerado en x  = 2.

Vi=C«?-0J.'ÍK-

\
í

/
K = l!1 . . 7=11.41 . ■

La función/(x) no es continua, específicamente en x  = 2, donde no está definida. La si
tuación es similar a la de la figura 1.42c) de la página 60. ¿Qué valor de y llenaría el hue
co de esta gráfica? Respuesta: lím f(x) = 12.-V—>2 ‘
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Cuando se desarrolla un modelo matemático, el primer paso es identificar las magnitu
des de interés, y el segundo es encontrar las ecuaciones que expresan las relaciones 
entre dichas magnitudes. Estas ecuaciones pueden ser muy complicadas, pero existen 
muchas relaciones importantes que se pueden expresar en la forma relativamente sim
ple y = C.v\ en donde una magnitud y se expresa como un múltiplo constante de una 
función de potencia de otra magnitud .v.

En biología, el estudio de las respectivas tasas de crecimiento de diferentes partes 
de un organismo se llama alometría, del griego alo (otro o diferente) y metri (medida). 
En los modelos alométricos las ecuaciones de la forma y = Cxk se usan con frecuencia 
para describir la relación entre dos mediciones biológicas. Por ejemplo, se ha demostra
do que el tamaño a de la cornamenta de un alce de punta a punta está relacionado con 
/?, la altura del lomo de los alces, por la ecuación alométrica

a = 0.026/j1-7

donde tanto a como h están medidas en (cm).8 Esta relación se muestra en la siguiente 
figura.

Tamaño de la cornamenta

Siempre que sea posible, se desarrollan modelos alométricos utilizando suposicio
nes básicas de los principios biológicos (u otros). Por ejemplo, es razonable suponer que 
el volumen de cuerpo, y por tanto el peso de la mayoría de los animales, es proporcio
nal al cubo de la dimensión lineal del cuerpo; tal como sucede con la altura para anima
les que se ponen de pie o el largo para animales de cuatro patas. Por tanto, es razonable 
esperar que el peso de una serpiente es proporcional al cubo de su longitud; efectiva
mente, las observaciones de la serpiente hognose de Kansas indican que el peso w (gra-

“Frederick R. Adler. Modeling tlie Dynamics o f Life, Brooks-Cole Publishing, Pacific Grove, California, 
1998, página 61.
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mos) y la longitud L (metros) de una serpiente típica de esa especie están relacionados 
por la ecuación9

w = 440L3.

A veces, los datos observados pueden ser muy diferentes de los resultados predi- 
chos por el modelo. En tal caso, se pide un mejor modelo. Para la serpiente occidental 
hognose, las ecuaciones w = 446L2"  y w = 429L2'90 proporcionan las mejores aproxi
maciones al peso de los machos y las hembras de la serpientes hognose occidental 
respectivamente. Sin embargo, no existe una razón biológica subyacente por la que de
bamos usar exponentes menores de tres; esto sólo se hace porque dichas ecuaciones 
ajustan ligeramente mejor los datos .

La tasa basal metabólica M de un animal es la tasa de calor producido por su cuer
po cuando está descansando y ayunando. Las tasas basales metabólicas se han estudia
do desde la década de 1830. Las ecuaciones alométricas de la forma M = c wr, con c y  r 
constantes, se han usado desde hace mucho tiempo para desarrollar modelos relaciona
dos con la tasa basal metabólica y con el peso w del cuerpo de un animal. El desarrollo 
de este modelo supone que la tasa basal metabólica M es proporcional a S, el área de su
perficie del cuerpo; así, M — aS, donde a es una constante. Para establecer una ecuación 
que relacione M y w, se necesita relacionar el peso w de un animal con su área superfi
cial S. Suponiendo que todos los animales tienen forma de esfera o cubo y que el peso 
de un animal es proporcional a su volumen, se puede mostrar (véanse los ejercicios 1 y 
2) que el área superficial es proporcional a w2/3, con lo que S = bw2/3, donde b es una 
constante. Sustituyendo S = bw2/3 en la ecuación M = aS, obtenemos la ecuación alo- 
métrica

M = abwm  = kwm

donde k = ab.
Sin embargo, éste no es el final de la historia. Cuando se usan suposiciones más re

finadas en los modelos, se encuentra que la tasa basal metabólica M se aproxima mejor 
si el exponente 3/4 se utiliza en la ecuación alométrica en vez del exponente 2/3. Más 
observaciones sugieren que se utilice la constante 70 en esta ecuación (véase M. Klei- 
ber, The Fire ofLife, An Introduction to Animal Energetics, Wiley, 1961). Esto nos da la 
ecuación

M  = 70w3/4

donde M se mide en kilocalorías por día y w se mide en kilogramos. Se puede encontrar 
mayor información acerca de modelos alométricos en nuestra guía de recursos en la 
Web en www.mhhe.com/hoffmann.

P r e q u n t a s

i. ¿Qué peso predice la ecuación alométrica w = 440L3 para una serpiente occiden
tal hognose de 0.7 metros de longitud? Si esta serpiente es macho, ¿qué peso pre
dice la ecuación w = 446L2'99? Si es hembra, ¿qué peso predice la ecuación w = 
429L2’90?

2. ¿Qué tasas basales metabólicas son pronosticadas por la ecuación M  = 70w3/4 
para animales con pesos de 50 kg, 100 kg y 350 kg?

Edward Batschelet, Introduction to Mathematics for Life Scientists, tercera edición, Springer-Verlag, 
Nueva York, 1979, página 178.
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3. Las observaciones muestran que el peso del cerebro b, medido en gramos, para pri- l 
mates adultos femeninos está dado por la ecuación alométrica b = 0.064w°‘822, 
donde w es el peso en gramos (g) del primate. ¿Cuáles son los pesos predichos pa
ra el cerebro de primates femeninos que pesan 5, 10, 25, 50 y 100 kg? (Recuerde 
que 1 kg =  1 000 g.)

4. Si y = Cxki donde C y k son constantes, entonces se dice que y y x  están relaciona
das por una alometría positiva si C >  1, y por una alometría negativa si C <  1 . La 
tasa metabólica del peso específico de un animal se define como la tasa basal me- 
tabólica M del animal dividida entre su peso w; es decir M/w. Muestre que si la ta
sa basal metabólica es la alometría positiva del peso en el ejercicio 2 , entonces la 
tasa metabólica del peso específico es una ecuación alométrica negativa del peso.

5. Muestre que si se supone que el cuerpo de todos los animales tiene forma de cubo, 
entonces la superficie S de un cuerpo animal es proporcional a V2/3, donde V es el 
volumen del cuerpo. Combinando este hecho con la suposición de que el peso w de 
un animal es proporcional a su volumen, muestre que S es proporcional a w2/3.

6. Muestre que si suponemos que el cuerpo de todos los animales tiene forma de es
fera, entonces la superficie S de un cuerpo animal es proporcional a V2/3, donde V 
es el volumen del cuerpo. Combinando este hecho con la suposición de que el pe
so w de un animal es proporcional a su volumen, muestre que S es proporcional a
w . [,Sugerencia: Recuerde que una esfera de radio r tiene una superficie de 4 tjt

4 3
y un volumen —tjt .]
J 3
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La aceleración de un objeto en movimiento se determina derivando su velocidad.
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SECCIÓN 2.1 La derivada

96 1 CAPÍTULO 2 l Derivación: conceptos básicos i 1-2

El cálculo es la matemática del cambio, y la herramienta principal para estudiar el cam
bio es un procedimiento llamado derivación. En esta sección se introduce dicho pro
cedimiento y se examinan algunas de sus aplicaciones.

Razón de cambio En la sección 1.3 se vio que una función lineal L(x) = mx + b cambia a una razón
y pendiente constante m respecto a la variable independiente x. Es decir, la razón de cambio de L{x)

está dada por la pendiente o inclinación de su gráfica que es la recta y = mx + b (figura 
2.1a). Para una función/(x) no lineal, la razón de cambio no es constante sino que varía 
respecto de x. En particular, cuando x  = c, la razón de cambio está dada por la in
clinación de la gráfica de f(x) en el punto P(c,f(c)), que puede ser medida usando la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica en P (figura 2.1b). La relación entre la incli
nación y la razón de cambio se ilustra en el ejemplo 2 .1.1.

a) Una función lineal L(x) = mx + b 
cambia a una razón constante m.

FIGURA 2.1 La razón de cambio se mide por la pendiente.

EJEMPLO 2.1.1
En la gráfica que aparece en la figura 2.2 se indica la relación entre el porcentaje de 
desempleo U y el porcentaje correspondiente a la inflación /. Utilice la gráfica para 
estimar la razón a la que cambia / con respecto a U cuando el nivel de desempleo es 3%, 
y luego cuando éste es 10%.

Solución

De la figura anterior se estima que la pendiente de la recta tangente en el punto (3, 14), 
correspondiente a U = 3, es aproximadamente —14. Esto es, cuando el desempleo es 
3%, la inflación I disminuye a una razón de 14 puntos porcentuales por cada punto 
porcentual que aumente el desempleo U.

En el punto (10, —5) la pendiente de la recta tangente es aproximadamente —0.4; lo 
que significa que cuando el desempleo es 10%, la inflación disminuye a una razón de 
sólo 0.4 puntos porcentuales por cada punto porcentual que aumente el desempleo.

En el ejemplo 2.1.2 se muestra cómo se puede calcular de forma analítica la 
pendiente y la razón de cambio utilizando el concepto de límite.
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/

Desempleo, %

FIGURA 2.2 Inflación como una función del desempleo.
Fuente: Adaptado de Robert Eisner, The Misunderstood Economy: What Counts and How to Count It, Boston, 
MA. Harvard Business School Press, 1994, p. 173.

EJEMPLO I 2.1.2

Si se desprecia la resistencia del aire, un objeto en caída libre desde una gran altura
recorre s(t) = 16^ pies en t segundos.
a) ¿Cuál es la velocidad del objeto después de t — 2 segundos?
b) ¿Cómo se determina la velocidad del inciso a) según la gráfica de j(f)?

Solución

a) La velocidad después de 2 segundos es la razón de cambio instantánea de ¿(i) en 
t — 2. A menos que el objeto que cae tenga un velocímetro, es difícil “leer” su 
velocidad. Sin embargo, se puede medir la distancia que cae a medida que t varía en 
una cantidad pequeña, /i, de t = 2 a t = 2 4- h y luego calcular la razón de cambio
promedio de s{t) en el periodo [2, 2 4- h] mediante la relación

v _  distancia recorrida ¿(2 4- h) — s(2) 
prom tiempo transcurrido (2 + h) — 2

16(2 + h)2 -  16(2)2 _  16(4 + 4h + h2) -  16(4)
h ~  h

64 h + 16h2 „
= ------- -------- — 64 4- 16/í

h
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Como el tiempo transcurrido h es pequeño, se espera que la velocidad promedio 
Vpron-p se aproxime mucho a la velocidad instantanea ( del velocímetro ) v¿nsl, en el tiempo 
t = 2. Así, es razonable calcular la velocidad instantánea mediante el límite

v. = lím v = lím (64 + 16/?) = 64
'-inst /7—>0 Prom h - > o y '

Es decir, después de 2 segundos, el objeto viaja a una razón de 64 pies por segundo.

i

s= \ 6r2

¡ /¡J (?(2 + /?, 16(2 + /í)2)

Recta /  
secante/  ;

■f P(2, 64)• /T x ^  t

a) I
ü

/ 1 I w 1 
2 2 + h

.a recta secante por P(2, 64) 
yQ(2 + h, 16(2 + /j)2).

s
A

Rectas secantes

Recta tangente

b) Cuando /? —» 0, la recta secante PQ 
tiende hacia la recta tangente en P.

FIGURA 2 .3  Cálculo de la pendiente de la recta tangente a 5 = lóf2 en P(2, 64).

ii

¡EXPLORE!
Introduzca f[x) =  1 /x  en Y1 en 
el editor de ecuaciones de su 
calculadora graficadora. 
Grafique Y1 usando la pantalla 
decimal modificada [0, 4.7]1 
por [0, 3.1 ]1. Si es ta  curva se  
reemplaza por una sucesión de 
segm entos de recta, es decir 
por una poligonal, ¿cóm o se  
com portarán los valores de la 
pendiente para estos 
segm entos de recta? Para ver 
esos valores, introduzca 
Y2 = (Y1 (X + H) — Y1 (X))/H en 
el editor de ecuaciones e 
introduzca 0.5 en H (es decir 
0.5 -> H). Ajuste TBLSET con 
TbIStart = 1 y ATbl = H. 
Examine los valores con el 
com ando TABLE. ¿Qué 
representan los valores de Y2? 
¿Qué sucede cuando se 
cam bia H a 0.1 (también en 
ATbl)?

b) En la figura 2.3 se representa de forma geométrica el procedimiento descrito en el 
inciso a). En la figura 2.3a se muestra la gráfica de s(t) = 16f2, junto con los puntos 
P(2, 64) y <2(2 + h, 16(2 + /z)2). La recta que une P y Q se denomina recta secante 
de la gráfica de s{t) y tiene una pendiente

16(2 + h)2 - 6 4  ^
msec = --------------------- = 64 + 16/?

(2 + h) -  2

Como se indica en la figura 2.3b, cuando se toman valores cada vez más 
pequeños de h, las rectas secantes correspondientes a PQ tienden a la posición de lo 
que intuitivamente reconocemos como la recta tangente para la gráfica de s(t) en P. 
Esto sugiere que se puede determinar la pendiente mtan de la recta tangente 
calculando el valor límite de msec cuando h tiende a 0; es decir,

m lan — lím rn sec = lím (64 + 16/?) = 64 
h—>0 ¡i—>o

Así, la pendiente de la recta tangente para la gráfica d e .?(/) = 16r en el punto don
de t = 2 es la misma que la razón de cambio instantánea de s(t) respecto a t cuando 
t = 2 .

El procedimiento que se empleó en el ejemplo 2.1.2 para encontrar la velocidad de 
un cuerpo en caída libre también se puede utilizar para encontrar otras razones de cam
bio. Suponga que se desea determinar la razón a la cual la función/(*) cambia respecto 
a x cuando x = c. Se comienza encontrando la razón de cambio promedio de f(x) 
cuando x varía de x  =  c a x  = c +  /i, la cual está dada por la relación

_  cambio en/(a*) _  f(c  -I- /?) — f(c) 
p,om cambio en a  (c + //) — c

_ f{c + h) -  f(c ) 
h
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Este cociente se puede interpretar de forma geométrica como la pendiente de la recta 
secante que va desde el punto P(c,f(c)) hasta el punto Q(c + h,f{c  + h), tal como se 
muestra en la figura 2.4a.

La calculadora graficadora 
puede simular rectas secantes 
aproximándose a una recta 
tangente. Introduzca 
f(x) = (x -  2)2 + 1 en Y1 del 
editor de ecuaciones, 
seleccionando un estilo de 
graficación en NEGRITAS. 
Introduzca los valores {-0 .2 , 
-0 .6 , -1 .1 , -1 .6 , -2 .0 } en L1, 
list 1, empleando el menú de 
edición STAT. Grafique 
empleando una pantalla 
modificada [0, 4.7]1 por [0,
3.1 ]1, y describa lo que 
observa. ¿Cuál es la ecuación 
para la recta tangente limite?

a) La recta secante de P(c,f(c)) 
a Q(c + h, f{c  + h))

b) Cuando h tiende a 0, la recta secante 
se aproxima a la recta tangente en P

HGU&A 2,4 Rectas secantes que aproximan a una recta tangente.

Luego se determina la razón instantánea de cambio de/(x) en .v = c calculando el valor 
límite de la razón promedio, cuando h tiende a 0; es decir,

lím - v.m ñ c  + h) -  f{c)razón inst = ¡™  razón prom = --------- ----------

Este límite también es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x)  en el punto 
P(c,/(c)), tal como se indica en la figura 2.4b.

Lo d erivad a  La expresión
f ( x  + h) -  /(.v) 

h

recibe el nombre de cociente incremental de la función/(.v). Como; ya se vio, la razón 
de cambio y la pendiente se pueden determinar calculando el correspondiente límite del 
cociente incremental cuando h tiende a 0. Para unificar el estudio de éstas y otras apli
caciones que requieren del cálculo del límite del cociente incremental, se introduce la si
guiente terminología y notación.

Derivada d® una función ® La derivada de una función /(.v) respecto a 
x  es la función f '(x )  dada por

f ' t  \  V  + _/  (.v) =  lim --------- -----------
h—>0 h

[f'(x) se lee como “/p rim a de jt”]. El proceso de calcular la derivada se denomina 
derivación, y se dice que/(.v) es derivable en x  = c si f \ c )  existe; es decir, si el 
límite que define/Xv) existe cuando „v =  c.
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NOTA Se usa “/í” para denotar el incremento de la variable independiente en el 
cociente incremental a fin de simplificar cálculos algebraicos. Sin embargo, si se 
quiere subrayar que la variable a  se está incrementando, entonces ese incremento 
se denota como A a  (léase “delta a ” )- De forma similar, At y As, denotan cambios 
pequeños (incrementos) en las variables t y s, respectivamente. Esta notación será 
muy usada en la sección 2.5. 3

EJEMPLO I 2.1.3
Encuentre la derivada de la función / ( a ) =  16a .

Solución

El cociente incremental para/(A) es

f ( x  + /¡) ~ /(x )  _  16(x + /i)2 -  lfer2 

h h
I6(x2 + 2hx + h2) -  16x2

h

32 lu  + h2
h

=  32a +  h cancelando h

agrupando términos semejantes

Así, la derivada de/ ( a )  =  16a2 es la función

s f ( x  + h ) - f ( x )  „  , IN
/  (a ) = lim --------------------= lim (32a + h)

h->0 h h->0
= 32a

Una vez calculada la derivada de una función/ ( a ) , ésta se emplea para simplificar 
cualquier cálculo donde aparezca el límite del cociente incremental de / ( a ) , cuando h 
tienda a 0. Por ejemplo, obsérvese que la función en el ejemplo 2.1.3 es en esencia la 
misma que la función de la distancia s = 16r que aparece en el problema del cuerpo en 
caída libre (ejemplo 2.1.1). Usando el resultado del ejemplo 2.1.3, la velocidad del 
cuerpo en caída libre en un instante t = 2 ahora se calcula simplemente sustituyendo 
t = 2 en la fórmula para la derivada s'(t):

velocidad = s'( 2) = 32(2) = 64

Del mismo modo, la pendiente de la recta tangente a la gráfica de s(t) en el punto P(2, 
64) está dada por

pendiente = s'{2) = 64

Para referencias futuras, las observaciones hechas acerca de las razones de cambio y de 
las pendientes se pueden resumir usando la notación de la derivada como sigue:

La pendiente corno derivada o La pendiente de la recta tangente a la 
curva y = / ( a) en el punto (c,/(c)) es mtan = /'(c).

Razón de cambio instantánea corno derivada a 
de/( a) respecto a a cuando x = c está dada por f \ c ) .

La razón de cambio
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(D

REPASO
Recuerde que (a + b)3 = a3 +
3a2b + 3ab2 + b3. Éste es un 
caso particular del teorema del 
binomio, para el exponente 3, y 
se usa para expandir el 
numerador del cociente 
incremental en el ejemplo 2.1.4.

’
J
: /  r '  

/

i

(-L-D /  

/»

. ... ^ A"

i

FIGURA 2.5 Gráfica de

i EX P LO ¡
Introduzca f(x) = x3 en Y1 del 
editor de ecuaciones y grafique 
empleando una pantalla 
decimal. Acceda a la opción de 
recta tangente de la tecla 
DRAW (2nd PRGM) y, en su 
gráfica, utilizando la flecha a la 
izquierda, mueva el cursor a 
(-1 , -1 ). Presione ENTER y 
observe lo que sucede. ¿Ajusta 
exactamente la ecuación al 
resultado en el ejemplo 2.1.4? 
Explique.

En el ejemplo 2.1.4, se determina la ecuación de la recta tangente. Después, en el 
ejemplo 2.1.5 se considera una aplicación a los negocios donde aparece una razón de 
cambio.

EJEM PLO
o

Primero calcule la derivada de/(x) = x  , y luego utilícela para determinar la pendiente 
de la recta tangente a la curva y = x 3 en el punto donde x  = — 1. ¿Cuál es la ecuación de 
la recta tangente en este punto?

Solución
Según la definición de derivada

/'(* )  = lím 
0

f{x  + /?) -  f{x) 
h

= lím
/?-*o

(x + h)3 — x'

(a-j + 3x¿h + 3xhL +  hó) -  x 5 7 9
= lim ------------------- ---------------------= lím (3* + 3xh +  h )

h-> o  h  h-> o

= 3x2

Entonces, la pendiente de la recta tangente a la curva y =  x3 en el punto donde x = 
— 1 e s / '( ~  1) = 3(—1) = 3 (figura 2.5). Para determinar la ecuación de la recta

'  o
tangente también se necesita la coordenada y del punto de tangencia, que es y — (— 1) 
= —1. Por tanto, la recta tangente pasa por el punto (—1, —1) con pendiente 3. 
Aplicando la fórmula punto-pendiente, se tiene

o bien

y  - ( - 1 ) =  3[X - ( - 1 ) ]  

y — 3x + 2

¡E ÍPSWIP! O  O  1 R C J L.5V5* L U  i f .vJ1

Un fabricante determina que cuando se producen x  miles de unidades de cierto artículo, 
la utilidad generada será

P(x) = — 40ü\-2 + 6 800x -  12 000

dólares. ¿A qué razón cambia la utilidad respecto al nivel de producción x  cuando se 
producen 9 000 unidades?

Solución 
Se tiene que

P'(x) =  lím P(X + h) -  P{X) 
h-,a h

-  4 0 0 0  +  h)2 + 6 8 0 0 0  +  h) -  12 000  -  ( -4 0 0 -v 2 +  6 800.V -  12 000) 
= lim  ;---------------------------------------------

/?-> o h

— lím
//—>o

-400 /¡2 -  800hx + 6 800/?
/?

= lím (-400/2 -  800* + 6 800) 
h —> 0

= — 800* -f 6 800
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Así, cuando el nivel de producción es x  = 9 (9 000 unidades), la utilidad cambia a una 
razón de

P \ 9) =  -800(9) + 6 800 = -400  

dólares por miles de unidades.

P (dólares)

. Gráfica de la función de utilidad P{x) = —400a2 + 6 800.y -  12 000.

En el ejemplo 2.1.5 se determinó que P'{9) = —400, lo que significa que la recta 
tangente a la curva de utilidad y = P{x) tiene pendiente dirigida hacia abajo en el punto 
<2, donde x  = 9, tal como se muestra en la figura 2.6. Debido a que la recta tangente en 
Q tiene pendiente hacia abajo, la curva de utilidad debe bajar en Q\ por ello, la utilidad 
debe ser decreciente cuando se producen 9 000.

La importancia del signo de la derivada se resume en el siguiente recuadro y en la 
figura 2.7. En el capítulo 3 se desarrollará un procedimiento general para trazar las 
curvas y se ampliará sobre la relación entre la forma de una curva y el signo de sus 
derivadas

J rn p o • • ' T . - . r , .. i- ; - Si la función /  es
derivable e n i  = c, entonces

/ e s  creciente en x  = c si f'{c) > 0

y

/  es decreciente en x  = c si f '(c) < 0

y =f ( x )

me) > o

a) Donde f ' ( c)  > 0, la gráfica de/(.v)
está subiendo, por lo que f ( x )  es creciente.

y = /(.v )

f \ c )  <  o '

b) Donde f ' ( c )  < 0, la gráfica de/(.v)
está bajando, por lo que/(.v) es decreciente.

H 'iü t.A  ... Importancia del signo de la derivada/'(c).
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Notación de la 
derivada

¡EXPLORE!
Muchas calculadoras 
graficadoras tienen una 
instrucción especial para 
calcular derivadas de manera 
numérica. Esta instrucción se 
llama derivada numérica 
(nDeriv). A ella se puede 
acceder por medio de la tecla 
MATH. También se puede 
acceder a esta instrucción a 
través de la tecla CALC 
(second TRACE), 
especialmente si se desea una 
representación gráfica. Por 
ejemplo, introduzca f[x) = V x  
en Y1 del editor de ecuaciones 
y vea su gráfica usando una 
pantalla decimal. Utilice la 

, dy
opcion —  de la tecla CALC y 

dx
observe el valor de la derivada 
numérica en x = 1.

Algunas veces, la derivada /'(a ) de v = / (jc) se escribe como — o — (léase “de y de x ” o
dx dx

“d e /d e  a*”). En esta notación, el valor de la derivada en a = c [es d e c ir ,/(c)] se escribe 
como

k- df  o bien —
dx

Por ejemplo, si y  =  a2, entonces

y el valor de esta derivada en a = —3 es

= 2a
, r = —3 x — - 3

= 2(—3) =  - 6

., dy . Ay
La notacion para la derivada sugiere una pendiente, — , y se puede considerar como

“la razón de cambio de y respecto a a ”. Algunas veces es conveniente abreviar la 
expresión

cuando y = x  , entonces — = 2a
dx
dy

al escribir simplemente

—  (x2) = 2x 
dx

que se lee “la derivada de a 2 respecto a a es 2a”.
En el ejemplo 2.1.6 se muestra cómo emplear las distintas formas de notación para 

la derivada.

EJEM PLO I 2 .1 .6

Primero calcule la derivada de /(a ) =  V a , luego úsela para:

a) Determinar la ecuación de la recta tangente a la curva y =  V a  en el punto donde a  
= 4.

b) Determinar la razón con la que está cambiando y = V a  con respecto a a, cuando a 
=  1.

Solución

La derivada de y =  V a  respecto a a  está dada por

REPASO
Recuerde que (a -  b)[a + b) = 
a2 -  b2. En el ejemplo 2.1.6 se 
empleó esta identidad con 
a = V x  + h y b = Vx.

d u  /-\ ix / ( *  +  h) -  /(a )  ^  V a  + h -  V x— (V a) = lim --------- ;----------= lim ---------- ;---------
dx /?—>o h h-> o h

(V a  +  h — V a )  (V a  +  h +  V a )
lim --------------- 7=  ■ ------ 7=-----------
a-> o h (V x  + h + V a)

= lím = lím
//-*o h (V x  + h +  V a ) h->o /?(Va +  h +  V a )

l l
= lím

//—>o V a  +  h +  V a  2V a
si a  >  0
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a) Cuando x =  4, la coordenada y correspondiente a la gráfica de /(x) =  V x  es 

y = V 4  = 2, por tanto el punto de tangencia es P{4, 2). Como / '(x )  = —

entonces la pendiente de la recta tangente a la gráfica de/(x) en el punto P(4,2) está 
dada por

/ , ( 4 )  =  2 V 4 =  4

y sustituyendo en la fórmula punto-pendiente, se tiene que la ecuación de la recta 
tangente en P es

y - 2  =  ^ ( x - 4 )
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o bien

b) La razón de cambio de y = V x cuando x  — 1 es

dy
dx x  = 1

1 _  l
2 V I  ~  2

NOTA Observe que en el ejemplo 2.1.6 la función f{x) = V x está definida en 

x = 0 pero su derivada no f'(x) = ^ Este ejemplo muestra que una función y 

su derivada no siempre tienen el mismo dominio. 0

D erivabilidad Si una función/(x) es derivable en x = c, entonces la gráfica de y =f(x) tiene una recta 
y  con tin u id ad  tangente no vertical en el punto P(c,/(c)), así como en todos los puntos de la gráfica que

están “cerca” de P. Es de esperar que esta función sea continua en x = c, ya que una 
gráfica que tiene una recta tangente en el punto P no puede tener un “hueco” o “espacio” 
en P. Para resumir:

Continuidad de una función derivable □ Si la función/(x) es derivable 
en x = c, entonces también es continua en x = c.

La verificación de esta observación se resume en el problema 42. Adviértase que no 
se está afirmando que una función continua deba ser derivable. Por supuesto que se 
puede demostrar que una función continua/(x) no será derivable en x = c si f '(x)  tiende 
al infinito en x = c o si la gráfica de/(x) tiene un “pico” en P(c,/(c)); es decir, un punto 
donde la curva hace un cambio abrupto de dirección. Si/(x) es continua en x = c, pero 
f { c )  es infinita, entonces la gráfica de/quizá tenga una “tangente vertical” en el punto 
P(c,f(c)) (figura 2.8a) o una “cúspide” en P (figura 2.8b). La función valor absoluto 
/(x)=  Ixl es continua para todas las x pero tiene un “pico” en el origen (0, 0) (véase la 
figura 2.8c y el problema 41). En la figura 2.M  se muestra otra gráfica con un “pico” .
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y = x y = \

a) Tangente vertical: b) Una cúspide: c) Un “pico”: d) Otra gráfica con
la gráfica de la gráfica de la gráfica de un “pico”
f(x) =  .y1'3 / (x) =  xW  f(x) = |.x:|

F IG U R A . 2 .o  Gráficas de cuatro funciones continuas que no son derivables en x  = 0.

EXPLORE!
Introduzca f[x) = abs(X) en Y1 
del editor de ecuaciones. La 
función valor absoluto se 
puede obtener mediante la 
tecla MATH accediendo al 
menú NUM. Utilice una pantalla 
decimal y calcule la derivada 

dy
numérica —  en x  = 0. ¿Qué 

dx
observa y cómo se ajusta esta 
respuesta con la figura 2.8c?
La curva es demasiado aguda 
en el punto (0, 0) para obtener 
allí una recta tangente bien 
definida. De aquí que la 
derivada de f[x) = abs(x) no 
existe en x  = 0. Advierta que la 
derivada numérica se debe 
emplear con precaución en 
cúspides y puntos inusuales. 
Trate de calcular la derivada

.  . 1 
numérica de y  = -  en x  =  0, y

explique cómo es que se 
obtiene tal resultado 
numéricamente.

En general, las funciones que aparecen en este libro son derivables en casi todos los 
puntos. En particular, los polinomios son derivables en todos los puntos y las funciones 
racionales son derivables en todos los puntos donde están definidas.

Un ejemplo práctico de función continua que no es derivable siempre aparece al 
describir la circulación de la sangre en el cuerpo humano.1 Resulta tentador considerar 
que la sangre sigue una trayectoria uniforme por las venas y arterias en un flujo 
constante pero, en realidad, el corazón bombea la sangre hacia las arterias en ráfagas 
discretas. Esto da lugar a un pulso arterial, que se puede usar para medir la frecuencia 
cardiaca, al aplicar presión a una arteria accesible, como la de la muñeca. En la figura 
2.9 aparece una curva de la presión sanguínea que muestra un pulso. Observe cómo 
cambia la curva rápidamente hacia la dirección de una presión mínima (diastólica) 
mientras una ráfaga de sangre es inyectada en las arterias por el corazón, causando que 
la presión arterial se eleve rápidamente hasta llegar a una presión máxima (sistólica), 
después de lo cual la presión declina gradualmente a medida que la sangre se distribuye 
a los tejidos a través de las arterias. La función de la presión arterial es continua pero no 
es derivable en t =  0.75 segundos donde ocurre la inyección de sangre.

P mm de mercurio (Hg)

120

% 8 0 -K

<u
£  40 --

/
s.

Punto agudo

No derivable 
donde / = 0.75

+ tiempo t (s)
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

1 Este ejemplo está tomado de Mathematics in Medicine and Life Sciences, por F. C. Hoppensteadt y C. 
S. Peskin, Nueva York, Springer-Verlag, 1992. p. 131.
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P R O B L E M A S  2.1
En los problemas 1 a S calcule la derivada de la función dada y determine la pendiente de la recta tangente a su 
gráfica para el valor especificado de la variable independiente.

1 . / ( .v )  =  5.í -  3; .V =  2 2. f ( x )  =  -  1; .y =  - 1

3. / ( .y)  =  2 r  -  3.v -  5; -v =  0 4. / ( . y) =  .y3 -  l\ x  = 2

2 1
5- g(0  =  y; t = -

7. /(x) =  V í;-v  =  9

6. /(.y) = —; .v =  2
A'

1
8. /?(//) — ; u 4

V u

En los problemas 9 a 16 calcule la derivada de la función dada y determine la ecuación de la recta tangente a su 
gráfica para el valor especificado x  = c.

9. / ( a ) =  a-2; c = 1 10. / ( a ) = 3; c  =  - 4

11. / ( a )  =  7 -  2v; c =  5 12. / ( a )  =  2 -  3a2; c =  1

13. / ( A ) = —  ; c = - l
A

15. / ( . y) =  2V^v; c  =  4

14. /(.v) =  .y3 -  1; c =  1
3 1

16. / ( . y)  =  — ; c
A

£/? /as problemas 17 a 22 determine la razón de cambio -j- donde x  =  x0.

17. y = 3; a 0 =  2

19. =  a(1 — a ) ;  Aq =  — 1

21. y  = x2 — 2 a ; a 0 =  1

18. y = 6 — 2a; a 0 — 3 

1
20.

2  -  A  

1

; A0 — 3

22. v =  A '-----; A 0 =  1
A'

23. Suponga / ( a ) =  a 3.

a) Calcule la pendiente de la recta secante que une 
los puntos de la gráfica d e /, cuyas coordenadas 
a  son a'  =  1 y a  =  1 .1 .

b) Utilice el cálculo para determinar la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica cuando a  =  1 y 
compare esta pendiente con la respuesta al 
inciso a).

24. Suponga/(a) =  a2.
a) Calcule la pendiente de la recta secante que une 

los puntos en la gráfica d e /cu y as  coordenadas 
son a  =  —2 y a  =  — 1.9.

b) Utilice el cálculo para determinar la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica cuando a  = —2 
y compare esta pendiente con la respuesta del 
inciso a).

25. Escriba las interpretaciones que faltan en la tabla usando el ejemplo como guía.

Si f(f) representa.. . entonces ^ representa, h límh~*0 representa..

Ejemplo El número de bacterias en una 
colonia en un tiempo t
a) La temperatura en San Francisco 

t horas después de la medianoche 
en cierto día

b) El nivel de alcohol en la sangre t 
horas después que una persona 
consume una onza de alcohol

La razón de cambio promedio de 
la población de bacterias durante 
el intervalo de tiempo [t0, + /?]

La razón de cambio instantánea 
de la población de bacterias en 
un tiempo t = t0

c) La hipoteca a 30 años, con razón 
fija, t años después del 2000
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26. Escriba las interpretaciones fallantes en la tabla usando el ejemplo como guía.

Si f(x) representa. entonces
f(x0 + h) -  f(x0)

representa y lím
h  *0

f(Xo +  h) ~ f(Xo)
representa..,

Ejemplo El costo de producir .v unidades de
un artículo en particular
a) El ingreso obtenido cuando se 

producen .v unidades de un artí
culo en particular

b) La cantidad de combustible (Ib) 
que queda en un cohete cuando 
está a .v pies de altura sobre el 
suelo

e) El volumen (cm3) de un tumor 
canceroso 6 meses después de 
la inyección de .v mg de un 
medicamento experimental

La razón de cam bio promedio del 
coslo a medida que la producción 
cam bia de ,vn a .v0 4- /? unidades

La razón de cambio instantánea 
del costo con respecto al nivel de 
producción cuando se producen 
A'o unidades

27. RECURSOS RENOVABLES En la gráfica 
adjunta se muestra cómo varía el volumen de 
madera, V, de un árbol con el tiempo t (la edad del 
árbol). Use la gráfica para calcular la razón a la cual 
cambia V con respecto al tiempo cuando t = 30 
años. ¿Qué es lo que parece ocurrir a la razón de 
cambio V cuando t se aumenta sin límite (es decir, 
“a largo plazo”)?

28. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN En la 
gráfica adjunta se muestra cómo cambia la 
población, P, de moscas de la fruta (Drosophila) 
durante un experimento, con respecto al tiempo, t 
(días). Utilice la gráfica para calcular la razón de 
crecimiento de la población después de 20 días y 
después de 36 días. ¿En qué momento la población 
está creciendo con la mayor razón?

Volumen de madera V (unidades)

Tiempo (años)
t (días)

c:oo
3Oex

PROBLEMA 27 Gráfica que muestra cómo varía el 
volumen V de madera de un árbol en el tiempo í. Fuente: 
Adaptada de Robert H. Frank, M icroeconomics and Behavior , 
2a. ed., Nueva York, McGraw-Hill, Inc., 1994, p. 623.

PROBLEMA 28 Curva de crecimiento de una población 
de moscas de la fruta. Fuente: Adaptada de E. Batschelet, 
Introduction to M athem atics for Ufe Scientists, 3a. ed., 
Berlín, Springer-Verlag, 1979, p. 355.
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29. INVERSIÓN TÉRMICA Generalmente la temperatura disminuye al aumentar 
la altitud. Sin embargo, durante el invierno, debido a un fenómeno denominado 
inversión térmica, la temperatura del aire calentado por el Sol en zonas ubicadas por 
encima de la niebla puede elevarse arriba del punto de congelamiento, mientras que la 
temperatura en elevaciones menores permanece cerca o debajo de 0°C. Utilice la 
gráfica adjunta para calcular la razón de cambio de la temperatura T respecto a la 
altitud li, a una altitud de 1 000 metros y a una altitud de 2 000 metros.

PROBLEMA 29
Fuente: E. Batschelet, Introduction to Mathematics for Life Scientists, 3a. edM Berlín, Springer-Verlag, 
1979, p. 150.

30. VELOCIDAD Un cohete de juguete se eleva 
verticalmente de tal manera que t segundos después 
del lanzamiento, está

1 2
h{t) = — - t  + 3 0  pies sobre el suelo.
a) ¿Qué tan alto estará el cohete después de 40 

segundos?
b) ¿Cuál es la velocidad promedio del cohete en 

los primeros 40 segundos de vuelo (entre
t = 0 y t = 40)?

c) ¿Cuál es la velocidad (instantánea) del cohete en 
el despegue (t = 0)? ¿Cuál es su velocidad 
después de 40 segundos?

31. UTILIDAD Un fabricante puede producir 
grabadoras a un costo de $20 cada una. Se estima 
que si las grabadoras se venden a p dólares cada 
una, los consumidores comprarán q = 120 - p  
grabadoras mensualmente.
a) Exprese la utilidad P del fabricante como una 

función de q.
b) ¿Cuál es la razón de cambio promedio de la 

utilidad obtenida cuando el nivel de producción 
se incrementa de q = 0 a q = 20?

c) ¿A qué razón cambia la utilidad cuando se 
producen q — 20 grabadoras? ¿Está aumentando o 
disminuyéndola ganancia en este nivel de 
producción?

32. COMPORTAMIENTO ANIMAL Algunos ex
perimentos indican que cuando una pulga salta, su 
altura (en metros) después de t segundos está dada 
por la función

H{t) = 4.4/ -  4.912
a) Encuentre ¿A qué razón cambia H{t) 

después de 1 segundo? ¿Está aumentando o 
disminuyendo?

b) ¿En qué momento es H'{t) = 0? ¿Cuál es la 
importancia de este momento?

c) ¿Cuándo “aterriza” la pulga (regresa a su altura 
inicial)? ¿A qué razón está cambiando H{t) en ese 
momento? ¿ Está aumentando o disminuyendo?

33. GANANCIA Un fabricante de videocasetes de
termina que si se producen x cientos de unidades, la 
utilidad será P(x) = 4 000(15 — x)(x — 2) dólares.
a) Encuentre P'(x).
b) Determine dónde P'(x) = 0. ¿Cuál es la 

importancia del nivel de producción xm donde 
esto ocurre?

34. PRESIÓN ARTERIAL Observe la gráfica de la 
figura 2.9, en la cual se muestra la presión arterial 
como una función del tiempo.
a) Calcule la razón de cambio promedio de la 

presión arterial en los intervalos de tiempo [0.7,
0.75] y [0.75, 0.8]. Interprete sus resultados.
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b) Escriba un párrafo sobre la dinámica del pulso 
arterial. Un buen punto para comenzar aparece 
en la referencia dada en las páginas 131-136 
junto con la figura 2.9 , además hay una exce
lente lista de referencias anotadas para temas 
relacionados en las pp. 137-138.

35. DESEMPLEO En economía, la gráfica de la 
figura 2.2 se denomina curva de Phillips, en honor 
al neozelandés A. W. Phillips, profesor asociado de la 
London School of Economics. Hasta el momento en 
que Phillips publicó sus ideas en la década de 1950, 
muchos economistas consideraban que el desem
pleo y la inflación estaban relacionados linealmente. 
Lea un artículo sobre la curva de Phillips (la fuente 
citada en la figura 2.2 puede ser un buen punto de 
partida) y escriba un párrafo sobre la naturaleza del 
desempleo en la economía de los Estados Unidos.

36. a) Halle la derivada de la función lineal /(x) = 3* -  2.
b) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la 

gráfica de esta función en el punto donde * =  — 1.
c) Explique cómo se pueden obtener las respuestas 

a los incisos a) y b) a partir de consideraciones 
geométricas y sin hacer ningún cálculo.

37. a) Halle las derivadas de las funciones y = x2 y
y = \  -  3 y explique de manera geométrica su 
similitud.

ti) Sin realizar cálculos adicionales, determine la 
derivada de la función y =  x2 + 5 .

38. a) Encuentre la derivada de la función y = x2 + 3x.
b) Determine por separado las derivadas de las 

funciones y = x2 y y = 3x.
c) ¿Cómo se relaciona la derivada encontrada en el 

inciso a) con las del inciso fr)?

d) En general, si /(x) = g(x) + h(x), ¿cuál es la 
relación entre la derivada d e /y  las de g y hl

39. a) Calcule las derivadas de las funciones y = x2 y
y = x3.

b) Examine las respuestas del inciso a). ¿Puede de
tectar si existe un patrón? ¿Cuál cree que sea la 
derivada de y = x4? ¿Cuál será la de y = x27?

40. Utilice el cálculo para demostrar que si y = mx +  b, 
entonces la razón de cambio de y respecto a x  es 
constante.

41. S ea /la  función valor absoluto; es decir,
f X si JC >  o

/(* ) = —x  si jc <  0

Demuestre que

/ '(* )  =
1 six >  0 

v — 1 s i x < 0

y explique por qué/no  se puede derivar en x  = 0 .
42. Sea/una función que se puede derivar en x  — c.

a) Explique por qué

, , ,  . ,, f(x )  -  f{c)f  (c) = Iim
X — C

b) Utilice el resultado del inciso a) junto con el he
cho de que

7(*) ~ f(c )/(*) -  fie ) x  — c 
para demostrar que

lím [/(*) -  f(c)\ = 0

(x -  c)

x —>c

c) Explique por qué el resultado obtenido en el in
ciso ti) demuestra que/es continua en x  = c.

43. Complete la siguiente tabla y determine la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función
/(*) = V x 2 + 2x — V 3x en el punto donde x = 3.85. Registre todos los cálculos usando cinco lugares decimales.

h - 0.02 - 0.01 - 0.001 - 0- 0.001 0.01 0.02

x + h
f(x)
f(x  + h)
f(x + h) - f ( x )  

h

\x2 -  1 1
44. Halle los valores de x  en los cuales se alcanzan 45. Demuestre que /(x) = —---- —  no se puede derivar

cimas y valles de la gráfica de y = 2x3 -  0 .8x2 + 4 .
Utilice cuatro lugares decimales. \vBl en x = 1.
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2.2 Técnicas ele de rivac ión
Si se tuviera que emplear la definición de límite cada vez que se deseara calcular una 
derivada, resultaría tedioso y difícil utilizar el cálculo en las aplicaciones. Por fortuna 
esto no es necesario, y en las siguientes dos secciones se estudian técnicas que 
simplifican en gran medida el proceso de derivación. Se comienza presentando una 
regla para la derivada de una constante.

1
i \

y  = c

Pendiente 0

------ ------x

F2GURÁ 2 .10  Gráfica de 
f(x) = c.

¡EXPLORE!
Una función y su derivada se 
pueden graficar en forma 
simultánea en la misma 
pantalla. Como ejemplo 
introduzca x2 + 2x en Y1 
empleando un estilo de 
graficación en negritas. Ponga 
nDeriv(Y1, X, X) en Y2, donde 
nDeriv es una opción en el 
menú de la tecla MATH. 
Grafique Y1 y Y2 utilizando la 
pantalla agrandada [-4 .7 , 4.7]1 
por [-3.1, 9.1 ]1. Ahora utilice la 
función dy/dx de la tecla 
CALC(2nd TRACE) para 
encontrar la pendiente de Y1 
en los valores X = -2 , -1 , 0,1 
y 2. ¿Cómo se comparan esos 
valores de dy/dx con los 
valores correspondientes de Y2 
para los respectivos valores de 
X? ¿Qué puede concluir?
Como reto adicional, encuentre 
la ecuación explícita para Y2.

Regla de la constan te  c Para cualquier constante c,

T [ c ]  =  0dx

Es decir, la derivada de una constante es cero.

Esto puede observarse en la gráfica de una función constante, / ( a) = c, que es 
una recta horizontal (véase la figura 2.10). Como la pendiente de dicha recta es 0 en 
todos sus puntos, se deduce que/'(.y) = 0. Ahora se presenta una demostración que 
utiliza la definición de límite:

,,, , ,, f ( x  + h ) - f ( x )f '(x )  = lim --------- :---------h—>0 /?
c — c

= lím -=  0 como f ( x  + lí) — c para toda x
h—> o h

EJEMPLO I 2.2.1
d

—  [-1 5 ] = 0
dx

La siguiente regla es una de las más útiles porque indica cómo hallar la derivada de 
cualquier función de potencia/ ( a ) = xn. Adviértase que la regla se aplica no sólo a

funciones como f(x) = a 5 sino también a funciones tales como g(x) = V ?  = a 4/5 y

h(x) = - t  = a~ 3.
x

Las funciones como x  también se pueden derivar usando la regla de la potencia, pero 
lo que se entiende por dichas funciones no se definirá hasta el capítulo 4.

Regla de ía potencia s Para cualquier número real n,

7 - M  = nx"~' dx

Es decir, para hallar la derivada de xn se resta 1 al exponente n de a* y se multiplica la 
nueva potencia de a  por el exponente original.

De acuerdo con la regla de la potencia, la derivada de y  = a 3 es — (a 3) = 3a 2, lo que
dx

concuerda con el resultado calculado en forma directa en el ejemplo 2.1.4 de la sección 
2.1. La regla de la potencia se puede utilizar para derivar radicales y recíprocos 
escribiéndolos primero como funciones de potencia con exponentes fraccionarios o 
negativos, según sea el caso. (En el apéndice Al de este libro se encuentra un repaso
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Recuerde quex-n = ‘\ /x n 
cuando n es un entero positivo 
y que xa/b =  V x*  siempre y 
cuando a y  b sean enteros 
positivos.

de la notación exponencial.) Por ejemplo, recuerde que V x = x 1/2, por tanto la deri
vada de y = V x  es

- f ( V ^ )  = 4 ( ^ 1/2) = ^ - 1/2dx dx 2

lo que concuerda con el resultado del ejemplo 2.1.6 de la sección 2.1. En el ejemplo 
2.2.2 se verifica la regla de la potencia para el recíproco de la función de potencia.

EJEMPLO I 2.2.2

Verifique la regla de la potencia para la función F(x) =  =  x demostrando que su
derivada es F'(x) = —2x~3.

Solución

La derivada de F(x) está dada por

1 1

i. F(x + h) -  F(x) (x +  hf  x2F (x) = lim ---------- ;---------- = lim -------------------h—>0 h h—>0 h

= lím
/;—>0

x — (x +  hy 
x2(x +  h)2 

i

calculando el denominador 
común

[x2 — (x2 + 2hx + h2)] simplificando la 
~  ~  fracción compleja/»->o x h{x + hy

— 2xh — h2
= lím

o x h{x + hy 

— 2x — h
= lím

h-*0  X  (x + hy
— 2x

x2(x2) 

- 2
= —2x -3

agrupando términos 
semejantes en el numerador

eliminando términos 
comunes de h

según la regla de la potencia.

A continuación se presentan algunas aplicaciones adicionales de la regla de la 
potencia:

=  = 7 x 6
dx

— c^ j? )  = 4 ( * 2/3) = ^ 2/3_I = í*dx
d_
dx

2
3

- r _ I / 3
3

- ( x ^ ) =  I 3 x 13~ l = 1.3.v0-3 
dx
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En el problema 74 se resume una prueba general de la regla de la potencia para el caso 
en que n es un entero positivo. Los casos en que n es un entero negativo, y cuando n es 
un número racional (n =  r/s para enteros r y  s con s * 0) se estudian en la sección 2.3 y 
en la sección 2.6, respectivamente.

La regla de la constante y la regla de la potencia proporcionan fórmulas simples 
para calcular las derivadas de un grupo importante de funciones, pero para derivar 
expresiones más complicadas, se necesita saber cómo manipular las derivadas de forma 
algebraica. Las siguientes dos reglas establecen que las derivadas de múltiplos y sumas 
de funciones son múltiplos y sumas de las derivadas correspondientes.

Rao la clal factor constante Si c es una constante y f(x) es derivable, 
entonces cf(x) también es derivable y

7 - lcf(x)] =  c j -  [f{x)] 
dx dx

Es decir, la derivada de un múltiplo es el múltiplo de la derivada.

EJEMPLO I 2.2 .3

— (3x4) = 3 - f  C*4) = 3(4x3) = 12x3 dx dx

*  W  l =  l x - 312

R egla d e  va sum a Si f(x) y g(x) son derivables, entonces la suma de 
S(x) —f{x) + g(x) y S'(x) — f \ x )  + g'(x):; también es derivable; esto es,

-7 - lf(x)  +  g(x)] = [f(x)] + [^(a)]
dx dx dx

Es decir, la derivada de una suma es la suma de cada una de las derivadas.

EJEMPLO I 2.2.4
d _n  d d *3 n

-T  [X 2 + 7] = — [x~2] + — [7] =  - X r " 3 + 0 = - 2 x " 3
dx dx dx

j -  [2i5 -  3jc—7) = 2-j-  [x5] -  3 y -  [x -1] =  2(5x4) -  3 ( -7 x ~ s) 
dx dx dx

_____________________ = IOjc4 + 21x ~ 8________________ _____ ____

Combinando la regla de la potencia, la regla del factor constante y la regla de la 
suma, se puede derivar cualquier polinomio. A continuación se presenta un ejemplo.

EJEMPLO I 27275
Derive el polinomio y = 5x3 -  4a*2 + \2x -  8.
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¡EXPLORE!
fSgs*. Utilice su calculadora

graficadora para introducir 
f(x) = x3 -  3x + 1 en Y1, usan
do un estilo de graficación en 
negritas. Siga la inicialización 
en el recuadro ¡Explore! de la 
página 110 para poner 
nDeriv(Y1, X, X) en Y2 y 
grafique ambas funciones, 
usando la pantalla decimal 
modificada [-4 .7 , 4.7]1 por 
[-5 , 5]1. Grafique la función 
Y2 = f'(x) y determine los 
valores de x para los cuales 
f'(x) = 0. ¿Qué detecta en 
estos puntos de la gráfica de 
f(x)? ¿Cuál es la ecuación 
para f'{x)7

Rozón de cam bio 
relativa y porcentual

Derive la suma término a término para obtener:

Solución

dy d rt d o d d

= 15x2 -  8a-1 + 12*° + 0 n-cmrde x

=  15 a2 — 8a +  12

EJEMPLO I 2.2.6

Se estima que dentro de a  meses, la población de cierta comunidad será P(x) = x 2 + 20a 
+  8 000.
a) ¿A qué razón cambiará la población con respecto al tiempo dentro de 15 meses?
b) ¿En realidad, en cuánto cambiará la población durante el decimosexto mes?

Solución

a) La razón de cambio de la población con respecto al tiempo es la derivada de la 
función de población. Es decir,

Razón de cambio = P'{x) = 2a + 20 

La razón de cambio de la población dentro de 15 meses será 

^'(15) =  2(15) + 20 = 50 personas por mes.

b) El cambio real en la población durante el mes 16 es la diferencia entre la pobla
ción al final del mes 16 y la población al final del mes 15. Es decir,

Cambio en población =  .P(16) — ^(15) = 8 576 — 8 525

= 51 personas

NO IÁ  En el inciso b) del ejemplo 2.2.6 el cambio real de la población durante el 
mes 16 difiere de la razón mensual al inicio del mes, en el inciso a), porque la razón 
varía durante el mes. La razón instantánea en el inciso a) se puede considerar como 
el cambio de la población que ocurriría durante el mes 16 si la razón de cambio de 
la población permaneciera constante.

En muchas situaciones prácticas, la razón de cambio de una cantidad Q no es tan im
portante como su razón de cambio relativa, que se define como el cociente

_ . . cambio en Q
Cambio relativo = -----------------

tamaño de Q

Por ejemplo, una razón de cambio anual de 500 personas en una ciudad cuya población 
total es de 5 millones produce una razón de cambio relativa (per cápita) despreciable de

500
= 0.0001

5 000  000
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o 0.01%, en tanto que la misma razón de cambio en un pueblo de 2 000 produciría una 
razón de cambio relativa de

500
= 0.25

2 000

o 25%, lo que tendría un impacto enorme en el pueblo.
Como la razón de cambio de una cantidad Q(x) se mide mediante la derivada Q'(x), 

entonces la razón de cambio relativa y la razón porcentual asociada se pueden expresar 
en las siguientes formas.

*

EXPLORE!
Vea el ejemplo 2.2.7. Compare 
la razón de cambio del PIB en 
el momento t = 8 para N(t) con 
la razón de cambio de un 
nuevo PIB dada por

A/i(í) = 2Í2 + 2t + 100

Grafique ambas funciones 
empleando x como la variable 
independiente y la pantalla de 
graficación
[3,12.4]1 por [90, 350]0 
donde el 0 de la escala 
corresponde a una pantalla sin 
marcas en el eje y. ¿Cómo se 
comparan las razones de 
cambio porcentuales del PIB 
para el año 2003?

Razón de cam bio  re la tiva  y po rcen tua l ® La razón de cambio relativa 
de una magnitud Q(x), con respecto a x, está dada por medio del cociente

razón relativa de 
cambio de Q(x)

Q'(x) _  dQ/dx
Q(x) Q

La razón de cambio porcentual de Q(x) con respecto a x es

razón porcentual de 
cambio de Q(x)

ÍOOQ'M
<200

EJEMPLO I 2 .2 .7

El producto interno bruto (PIB) de cierto país fue N(t) = í2 + 5 f+ 1 0 6  mil millones de 
dólares t años después de 1995.
a) ¿A qué razón cambió el PIB con respecto al tiempo en 2003?
b) ¿A qué razón porcentual cambió el PIB con respecto al tiempo en 2003?

Solución

a) La razón de cambio del PIB es la derivada N'(t) = 2t + 5. La razón de cambio 
en 2003 fue N '(8) = 2(8) + 5 = 21 000 millones de dólares por año.

b) La razón de cambio porcentual del PIB en 2003 fue

N'(  8) 21
100^  =  100^ = 1 0% p orañ o

EJEMPLO I 2 .2 .8

Los experimentos indican que la biomasa Q{t) de una especie de pez en un área dada del 
océano cambia a una razón

f = * H )
donde r es la razón de crecimiento natural de la especie y a es una constante.2 Determine 
la razón de crecimiento porcentual de la especie. ¿Qué pasará si Q(t) >  al

2 Tomado de Introduction to Differential Ecuations, W. R. Derrick y S. I. Grossman, 3n‘ ed., St. Paul, 
MN: West Publishing, 1987, página 52, problema 20. Los autores hacen notar que el problema fue origi
nalmente uno de muchos modelos descritos en el libro, Matliematical Bioeconomics, por C. W. Clark 
(Wiley-Interscience, 1976).
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Solución

La razón de cambio porcentual de Q(t) es

100 Q \t)  
<2(0

100 rQ\i -  ^  

Q
Q= 100r  1 -  -  

V a

Advierta que la razón de cambio porcentual disminuye cuando Q aumenta y se hace 
cero cuando Q = a. Si Q > a, entonces la razón de cambio porcentual es negativa, lo 
que en realidad significa que la biomasa disminuye.

M o v im ie n to  El movimiento de un objeto a lo largo de una recta se denomina movimiento rectilíneo. 
re c tilín e o  Por ejemplo, el movimiento de un cohete al inicio de su vuelo se puede considerar como 

rectilíneo. Cuando se estudia el movimiento rectilíneo, se supone que el objeto 
implicado se mueve a lo largo de un eje coordenado. Si la función s(t) da la posición del 
objeto en el momento f, entonces la razón de cambio de s(t) con respecto a t es su 
velocidad, v(f), y la derivada de la velocidad con respecto al tiempo es su aceleración, 
a(t). Es decir, v(t) = s'(t) y a(t) v'{t).

Avanzando
f

Estacionario O Retrocediendo

O Estacionario

Avanzando

RGURA 2.11 Diagrama para el movimiento rectilíneo.

Se dice que el objeto avanza (moviéndose hacia delante) cuando v(t) >  0, y retro
cede (moviéndose hacia atrás) cuando v(t) < 0. Cuando v(t) = 0, el objeto no avanza 
ni retrocede y se dice que se encuentra estacionario. Véase la figura 2.11. Finalmente, 
el objeto acelera cuando a{t) >  0 y desacelera cuando a{t) < 0. Resumiendo:

Movim iento rectilíneo a Si la posición en el momento t de un objeto que se 
mueve a lo largo de una recta está dada por s(t), entonces el objeto tiene

ds
velocidad v(í) = s'(t) =  —

dt
y

dv
aceleración a(t) — v'(t) =  —

dt
El objeto avanza cuando v(t) > 0, retrocede cuando v(í) <  0, y está estacionario 
cuando v(í) =  0. Acelera cuando a(t) >  0 y desacelera cuando a(t) < 0.

Si la posición se mide en metros y el tiempo en segundos, entonces la velocidad 
se mide en metros por segundo (m/s) y la aceleración en metros por segundo, por 
segundo (escrita m/s“). De manera similar, si la posición se mide en pies, entonces la 
velocidad se mide en pies por segundo (pies/s) y la aceleración en pies por segundo 
por segundo (pies/s ).
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1

EXPLORE!
Intente lo siguiente. Fije en su 
calculadora graficadora los 
modos paramétrico, punteado, 
y simultáneo. Introduzca 
X1T = T, Y1T = 0.5, X2T = T y 
Y2T = TA3 -  6TA2 + 9T + 5. 
Grafique empleando una 
pantalla de [0, 5]1 por [0,10]1, 
y 0 ^  t ^  4 con un paso de .2. 
Describa lo que observa. ¿Qué 
significa el eje vertical? ¿Qué 
significa la línea punteada 
horizontal?

EJEMPLO í 2.2.9
La posición en el momento t de un objeto que se mueve a lo largo de una recta está dada
por s{t) = t3 — 612 + 9t + 5.
a) Determine la velocidad del objeto y analice su movimiento entre los momentos 

t = 0 y t = 4.
b) Encuentre la distancia total recorrida por el objeto entre los momentos t — 0 y 

t = 4.
c) Encuentre la aceleración del objeto y determine cuándo acelera y desacelera entre 

los momentos t = 0 y t = 4.

Solución
ds

a) La velocidad es v(í) = — = 312 — 12f + 9. El objeto estará estacionario cuando
dt

v(f) =  3 ( 2 - 1 2 r +  9 =  3(f -  l)(í -  3) =  0

es decir, en los momentos t = 1 y í =  3. En cualquier otro momento el objeto 
estará avanzando o retrocediendo, como se describe en la siguiente tabla.

FIGURA 2 .12  Movimiento
de un objeto:
s(t) = i3 -  ó/2 + 9t + 5.

Movimiento de un 
proyectil

Intervalo Signo de v(í) Descripción del movimiento

0 <  t < 1 + Avanza de ¿(O) = 5 a í (1) = 9
1 <  t < 3 — Retrocede de s(l) = 9 a s(3) = 5
3 <  t < 4 + Avanza de 5(3) = 5 a s(4) = 9

En el diagrama de la figura 2.12 se resume el movimiento del objeto.

b) El objeto viaja de s(0) = 5 a í(1) = 9, luego va de regreso a 5(3) = 5, y final
mente a s(4) = 9. Así, la distancia total recorrida por el objeto es

D =  |9 -  5 | + |5 -  9| + |9 -  5| = 12

0 < í < 1 1 < f < 3 3 < r < 4

c) La aceleración del objeto es

dv
a{t) = —  = 6t -  12 = 6(r -  2) 

dt

El objeto estará acelerando [a(t) > 0] cuando 2 <  t < 4 y desacelerando [a(t) < 0] 
cuando 0 <  t < 2.

Un ejemplo importante del movimiento rectilíneo es el movimiento de un proyectil. 
Suponga que un objeto se proyecta (se lanza, se dispara, o se deja caer) verticalmente de 
forma tal que la única aceleración que actúa sobre el objeto es la aceleración constante, 
dirigida hacia abajo, debida a la gravedad g. Cerca del nivel del mar, g es aproximada
mente 32 pies/s2 (o 9.8 m/s2). Se puede demostrar que en un momento f, la altura del 
objeto está dada por la fórmula

m  = z ^-g t2 + Vot + h 0

donde H0 y V0 son la altura inicial y la velocidad inicial del objeto, respectivamente. A 
continuación se presenta un ejemplo usando esta fórmula.
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Suponga que una persona parada en la parte superior de un edificio de 112 pies de altura 
lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 96 pies/s (véase 
la figura 2.13).

KKiv-rCA : Movimiento de una pelota lanzada hacia arriba desde la parte superior del
techo de un edificio.

a) Determine la altura y la velocidad de la pelota en el momento /.
b) ¿Cuándo la pelota golpea el suelo y cuál es su velocidad de impacto?
c) ¿Cuándo la velocidad es 0? ¿Cuál es la importancia de este momento?
d) ¿Cuál es la distancia total recorrida por la pelota?

Solución

a) Como g = 32, V0 = 96, y H0 = 112, la altura de la pelota respecto al suelo en 
el momento / es

H(t) = — lóf2 +  96/ + 112  pies 

La velocidad en el momento / es

dH
v(/) =  —  = —32/ + 96/ (pies/s) 

dt
b) La pelota golpea el suelo cuando H = 0. Se resuelve la ecuación —16/2 + 96/ 

+ 112 = 0 y s e  obtiene que esto ocurre cuando / =  7 y / =  —1 (verifique). Des
preciando el tiempo negativo / = — 1, que no tiene sentido en este contexto, se 
concluye que el impacto ocurre cuando t = 1 segundos y que la velocidad de 
impacto es

v(7) = -32(7) + 96 = -1 2 8  pies/s

(El signo negativo indica que la pelota está cayendo en el momento del impacto.)
c) La velocidad es cero cuando v(/) =  —32/ +  96 =  0, lo que ocurre cuando /  =

3 segundos. Para / <  3 la velocidad es positiva y la pelota está subiendo; mien
tras que para / >  3 la pelota está cayendo (véase la figura 2.8). Así, la pelota está 
en su punto más" alto cuando / =  3 segundos.

d) La altura inicial de la pelota es H(0) =  112 pies y se eleva a una altura máxima 
de //(3) = 256 pies, antes de caer al suelo. Así,

Distancia total recorrida =  (256 — 112) + 256 = 400 pies
v----------y--------J

subiendo bajando
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En los problemas 1 a 25, derive la función dada. Simplifique sus respuestas.
1 - 4  'J v =  Y1^1. y = x y — x
2,. y = - 2  4. y =  at3'

2 a ^ 35. y = nv 6. y = -  'nr

7. y =  V 2x 8. y = 21í'x3

9. y = ^  10. y = ^

11. y = ¿  + 2x + 3 12. y = 3X5 -  4JT5 + -  6

13. f(x) = x9 -  5xs + x  + \2 14. /(*) = ^.v8 -  ^x6 -  x + 2

15. f(x) = -0.02*3 + 0.3* 16. /(«) = 0.07u4 -  1.21u3 + 3« -  5.2
1 1 1  3 2 2

17' y ~~t+ 7 ~ V t  y ~ x  x2 + 3x>

19. f(x) = V ?  + - ^  20. m  = 2 V ? + ^  -  V2

JC 2. r¡n 1 —7 5
21. y — — TT "I X? “ +  0 2 T 22. y — 2 2 H -2.116 x Sx2 3

2 1 x  “H 2
23. y =  —-̂ 2 + x2/3 + + ~l--- 3— ^ =  -r2(x3 ~  6x + 7) [Sugerencia: primero

x  ' Jt

multiplique]

— 4jc2
25. y = -5—  [Sugerencia: divida]

x

En los problemas 26 a 31 determine la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función dada en el punto 
especificado.

26. y = x? -3 x *  - 5 x  + 2 \{ \,  - 5 )  27. y = - x 3 -  5a2 + 3x -  1; ( -1 ,  - 8)

28. y =  V ^ ? - x 2 + ^ f; ( 4 ,- 7 )  29. y =  1 -  ^  ~  ( 4 ,

30. y = 2x“ -  \Tx + (1,4) 31. y = (x2 -  jc)(3 + 2x); ( - 1 ,  2)

/<95 problemas 32 a 37 determine la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función dada en el punto 
(c,f(c)) para el valor especificado x — c.

32. f(x) = x4 - 3 x 3 + 2x2 - 6 ; x  = 2 33. f(x) = -2x3 + \ ; x  = -1
X

34. /(*) = x* + V x ; x  = 4. 35. f(x) = x — -j; jt =  12»JC

36. f(x) = x ( V x -  l) ;x  =  4 3 7 . f(x) = - } - x 3 + V & k; x = 2
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En los problemas 38 a 43 determine la razón de cambio de la función dada f(x) con respecto a x para el valor 
indicado x =  c.

38. /(a ) = a3 — 3a' + 5; x  =  2 39. /(a ) =  2a4 +  3a -I- 1; x  =  — 1

40. /(a ) =  V a  + 5a; a = 4 41. /(a ) = x  — V a  +  - i ;  x = 1
A

42. f(x)  =  -  -  xV x ; .v = 1 43. f(x) = X + r  ; x =  1
a V a

44. CIRCULACIÓN DE PERIODICO Se estima 
que dentro de t años, la circulación de un periódico 
local será C{f) =  100r + 400r + 5 000.
a) Deduzca una expresión para la razón a la cual 

cambiará la circulación con respecto al tiempo 
dentro de t años a partir de ahora.

b) ¿A qué razón cambiará la circulación con 
respecto al tiempo dentro de 5 años? ¿Se estará 
incrementando o estará disminuyendo la 
circulación en ese momento?

c) ¿En cuánto cambiará realmente la circulación 
durante el sexto año?

45. CONTAMINACIÓN DEL AÍRE Un estudio 
ambiental de cierta comunidad suburbana indica 
que dentro de t años el nivel promedio de 
monóxido de carbono en el aire será
Q{t) = 0.05/2 4- O.lr + 3.4 partes por millón.
a) ¿A qué razón cambiará el nivel de monóxido de 

carbono con respecto al tiempo dentro de 1 año?
b) ¿En cuánto cambiará el nivel de monóxido de 

carbono este año?
c) ¿En cuánto cambiará el nivel de monóxido de 

carbono en los próximos dos años?
46. EFICIENCIA DE UN TRABAJADOR Un 

estudio de eficiencia del tumo de la mañana en 
cierta fábrica indica que un trabajador promedio que 
llega a las 8:00 a.m. habrá ensamblado
/ ( a) = —a3 + 6a2 + 15a radios de transistores a 
horas después.
a) Deduzca una fórmula para la razón a la que el 

trabajador ensamblará x  radios después de a horas.
b) ¿A qué razón el trabajador ensamblará radios a 

las 9:00 a.m.?
c) ¿Cuántos radios realmente ensamblará el 

trabajador entre las 9:00 a.m. y las 10:00 a.m.?
47. PRUEBAS EDUCATIVAS Se estima que dentro 

a años el puntaje promedio del SAT de los 
estudiantes de nuevo ingreso en una universidad de 
artes del Este será/ ( a) = —6a  + 582.
a) Deduzca una expresión para la razón a la cual 

cambiará el puntaje promedio del SAT con 
respecto al tiempo dentro de a años a partir de 
ahora.

b) ¿Cuál es la importancia de que la expresión 
hallada en el inciso a) sea una constante? ¿Cuál 
es el significado de que la constante hallada en 
el inciso a) sea negativa?

48. TRANSPORTE PÚBLICO Después de a  

semanas el número de personas que usan un nuevo 
sistema de transporte fue aproximadamente de 
¿V(x) =  óx3 + 500x + 8 000.
a) ¿A qué razón cambió el uso del sistema con 

respecto al tiempo después de 8 semanas?
b) ¿En cuánto cambió el uso del sistema durante la 

octava semana?
49. IMPUESTO SOBRE LA PROPIEDAD Los 

registros indican que en cierta comunidad, a  años 
después del año 2000 el impuesto sobre la 
propiedad promedio por una casa de tres recámaras 
fue de T{x) = 20a2 + 4 0 a  + 600 dólares.
a) ¿A qué razón se incrementó el impuesto sobre la 

propiedad respecto al tiempo en el año 2000?
b) ¿En cuánto cambió el impuesto entre los años 

2000 y 2004?

50. CRECIMIENTO DE UN TUMOR Se modela 
un tumor cancerígeno como una esfera con radio R 
cm. ¿A qué razón cambia el volumen

4 ,
V  = — ttR con respecto a/? cuando R =  0.75 cm?

51. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA Un 
equipo de investigación médica determina que t días 
después del inicio de una epidemia,
N(t) = 10í3 + 5t +  V t  personas estarán infectadas 
para 0 ^  t <  20. ¿A qué razón se incrementa la 
población infectada en el noveno día?

52. PUBLICIDAD Un fabricante de motocicletas 
estima que si se gastan a  miles dólares en 
publicidad, entonces se venderán

M(x) = 2 300 + — 3 < x < 1 8
A A

motocicletas. ¿A qué razón cambiarán las ventas 
cuando se gasten $9 000  en publicidad? ¿Estarán 
disminuyendo o aumentando las ventas para ese 
nivel de gasto en publicidad?
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53. ADMINISTRACIÓN DE COSTOS Una 
compañía usa un camión para entregar sus productos. 
Para calcular costos, el gerente modela el consumo 
de combustible mediante la función

1 /1  200 \
GW = ^ o ( — + A'j

gal/milla, suponiendo que el camión se maneja a una 
velocidad constante de x  millas por hora para x  ^  5. Ai 
chofer se le pagan $20 por hora por conducir el camión 
250 millas, y la gasolina cuesta $1.90 por galón.
a) Determine una expresión para el costo total C(x) 

del viaje.
b) ¿A qué razón estará cambiando el costo C(x) 

con respecto a x  cuando se conduce el camión a 
40 mph? ¿A esa velocidad, estará disminuyendo 
o aumentando el costo?

54. FISICOQUÍMICA De acuerdo con la fórmula 
de Debye en fisicoquímica, la orientación de la po
larización P de un gas satisface

F - Mé)
donde k, son constantes positivas y T es la tem
peratura del gas. Determine la razón de cambio de P 
con respecto a T.

En los problemas 55 y 56 encuentre la razón de cam
bio relativa de f(x) con respecto a x cuando x = 1.

55. f(x) = Ix5 — 5X2 + 4

56. f(x) — x + -
x

57. INGRESOS ANUALES Los ingresos anuales 
brutos de cierta compañía fueron A(t) = O.lí2 + lOf 
+ 20 miles de dólares t años después de su forma
ción en el año 2000.
a) ¿A qué razón crecieron los ingresos anuales 

brutos de la compañía con respecto al tiempo en 
el año 2004?

b) ¿A qué razón porcentual crecieron los ingresos 
anuales brutos con respecto al tiempo en el año 
2004?

58. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se 
estima que dentro de t años, la población de cierto 
pueblo será P(t) = í2 + 200í + 10 000.
a) Exprese la razón de cambio porcentual de la 

población como una función de t\ simplifique esta 
función de forma algebraica, y dibuje su gráfica.

¿0 ¿Qué ocurre con la razón de cambio porcentual 
de la población a largo plazo (es decir, cuando t 
crece infinitamente)?

59. INCREMENTO DEL SALARIO Suponga que 
su salario inicial será de $24 000 y que obtendrá un 
aumento salarial de $2 000 cada año.
a) Exprese la razón porcentual como una función 

del tiempo y dibuje la gráfica.
b) ¿A qué razón porcentual se incrementará su 

salario después de 1 año?
c) ¿Qué le pasará a la razón de cambio porcentual 

de su salario a largo plazo?

60. PRODUCTO INTERNO BRUTO El producto 
interno bruto de cierto país crece a razón constante. 
En 1995 el PIB fue de $125 000 millones, y en 2003 
fue de $155 000 millones. Si esta tendencia con
tinúa, ¿a qué razón porcentual crecerá el PIB en el 
año 2010?

61. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se ha 
proyectado que dentro de x meses la población de 
cierto pueblo será de P(x) = 2x + 4a372 +  5 000.
a) ¿A qué razón cambiará la población con res

pecto al tiempo dentro de 9 meses?
b) ¿A qué razón porcentual cambiará la población 

con respecto al tiempo dentro de 9 meses?

62. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA Una 
enfermedad se propaga en forma tal que después de 
t semanas, el número de personas infectada es

N(t) = 5 175 -  t3(t -  8) 0 < ( < 8

a) ¿A qué razón se propaga la epidemia después de
3 semanas?

b) Suponga que se declara que la enfermedad ha 
alcanzado proporciones epidémicas cuando la 
razón de cambio porcentual de N  es al menos 
25%. ¿En qué tiempo se cumplirá esta condi
ción de epidemia?

c) Lea un artículo sobre epidemiología y escriba 
un párrafo sobre cómo la política de salud 
pública está relacionada con la propagación de 
una epidemia.

63. ORNITOLOGÍA Un ornitólogo determina que, 
aproximadamente en un periodo de 17 horas, la 
temperatura corporal de cierta especie de aves fluc
túa de acuerdo con la fórmula cúbica

T(t) = -68.07/3 + 30.98?2 + 12.52r + 37.1

para 0 ^  t <  0.713, donde T es la temperatura en
°C medida t días desde el inicio de un periodo.
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ai) Calcule e interprete la derivada de T'{t).
b) ¿A qué razón cambia la temperatura al inicio del 

periodo (f = 0) y al final del periodo (í = 
0.713)? ¿Aumenta o disminuye la temperatura 
en cada uno de estos instantes?

c) ¿En qué instante no cambia la temperatura (ni 
aumenta ni disminuye)? ¿Cuál es la temperatura 
del ave en ese instante? Interprete su resultado.

MOVIMIENTO RECTITJNEO En los problemas 
64 a 67 s(t) es la posición de una partícula movién
dose a lo largo de una recta en un tiempo t.

a) Determine la velocidad y aceleración de la 
V-í- partícula.

b) Determine todos los instantes en el intervalo 
dado cuando la partícula está estacionaria.

64. s(t) = t2 — 2t + 6 para 0 ^  t <  2

65. s(t) = 3 r  + 2t — 5 para 0 ^  t ^  1

66. s{t) = t3 — 9t2 + 15r 4- 25 para 0 <  f <  6

67. s(t) — t4 — 413 + 81 para 0 <  r <  4

68. MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL Se deja
caer una piedra desde una altura de 144 pies.
a) ¿Cuándo la piedra golpeará el suelo?
b) ¿A qué velocidad la piedra golpea el suelo?

69. MOVIMIENTO DE ÜH PROYECTIL Una 
persona está parada en el techo de un edificio y 
lanza una pelota verticalmente hacia arriba. Des-

71.

72.

pués de 2 segundos, la pelota pasa por donde está la 
persona y, 2 segundos después, golpea el suelo.
a) ¿Cuál es la velocidad inicial de la pelota?
b) ¿Cuál es la altura del edificio?
c) ¿Cuál es la velocidad de la pelota cuando pasa 

frente a la persona?
d) ¿Cuál es la velocidad de la pelota cuando golpea 

el suelo?
H íSTO RIA DE ESPIAS Nuestro amigo, el 
espía que escapó de los contrabandistas de dia
mantes en el capítulo 1 (problema 46 de la sección 
1.4), se halla en una misión secreta en el espacio.
Un encuentro con un agente enemigo lo deja con 
una leve contusión y amnesia temporal. Por fortuna, 
él tiene un libro que le proporciona la fórmula para 
el movimiento de un proyectil y los valores de g 
para varios cuerpos del espacio (32 pies/s2 en la

• O oTierra, 5.5 pies/s en la Luna, 12 pies/s~ en Marte y 28
•y

pies/s en Venus). Para deducir su paradero, él lanza 
una roca verticalmente hacia arriba (desde el nivel del 
suelo) y nota que ésta alcanza una altura máxima de 
37.5 pies y que golpea el suelo 5 segundos después de 
lanzarla. ¿Donde se encuentra el espía?
Encuentre los números a, b y c tales que la gráfica 
de la función f(x) = ax2 + bx + c tenga intersec
ciones en (0, 0) y (5, 0), y tangente con pendiente 
igual a 1 cuando x  — 2.
Encuentre las ecuaciones de todas las tangentes a la 
gráfica de la función

f{x) = x2 — 4x + 25
que pasan por el origen (0 , 0).

73. Demuestre la regla de la suma para las derivadas. Sugerencia: Note que el cociente incremental para / + g se 
puede escribir como

( /  + g)(x + h) ~  ( / +  g)(x) _  [ /(*  + h) + g(x + h)] -  [/(*) + g(x)] 
h h

74. a) Si f{x) = x4, demuestre que + ^ = 4x3 +  6x 2h + 4x112 + h3.
h

b) Si f(x) = xn para un entero positivo /?, demuestre que
f ( x  + h) ~ f ( x )  _! n{n 1) „_2, , , ;A?_ 2 , in . l
--------- :----------= nx H-------------- x  /? + ••• + nxh + h

h 2

c) Utilice el resultado del inciso b) en la definición de la derivada para demostrar la regla de la potencia:

y [ x " ]  = m n~ l 
dx
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Estimaciones de las reducciones de emisiones de C 02 
producidas a distintas tasas de impuesto

100 
ó* 90 

80

?  ^  70 a sI g 60<u >-*
a íh 50

°0 100 200 300 400 500
Tasa de impuesto (dólares por ton de carbono)

75 . CONTROL DE CONTAMINACIÓN Se ha 
sugerido que una forma para reducir las emisiones 
de monóxido de carbono (CO2) a nivel mundial es 
crear un impuesto simple aplicable a todas las na
ciones. En la gráfica adjunta se muestra la relación 
entre los distintos niveles del impuesto al carbono y 
el porcentaje de reducción en emisiones de C 02.
a) ¿Qué tasa de impuesto se tendría que imponer 

para lograr una reducción mundial de 50% en 
las emisiones de C 02?

b) Use la gráfica para calcular la razón de cambio 
de la reducción porcentual en emisiones de C 02 
cuando la tasa de impuesto es $200 por 
tonelada.

ggp c) Lea un artículo sobre emisiones de C 02 y es
criba un párrafo sobre cómo se puede usar la 
política pública para controlar la contaminación 
del aire.3

PROBLEMA 75 Fuente: Barry C. Field, Environmental 
Economics: An Introduction, Nueva York, McGraw-Hill, Inc., 1994, 
página 441.

SECCIÓN 2.3 Reglas del producto y del cociente;
derivadas de orden superior____  . - .......- r  ... ..... _ . ..... .. ..._ —  -------

Con base en las reglas del factor constante y de la suma, sección 2.2, se puede pensar 
que la derivada de un producto de funciones es el producto de las derivadas de cada una, 
pero se puede ver fácilmente que esta conjetura es falsa. Por ejemplo, si f(x) = x1 y g(x) 
= x3, entonces/'(x) = Ix  y g'{x) = 3x2t por tanto

f'(x)g'(x) = (2x)(3x?) = 6.v3 

mientras que f(x)g(x) -  x2x3 = x5 y

[/(x)g(x)]' = (-v5)' = 5x4 

La fórmula correcta para derivar un producto se puede enunciar como sigue:

r:a j  ■ 3 o .: ’ p ro duc :o Sif(x) y g(x) son derivables en x, entonces su produc
to P(x) = f(x)g{x) también es derivable y

£  [/Wg(.v)] = f(x)  £  k(.v)] + g(x) ~  [/(x)] 

o de forma equivalente,

(/£)' = /g ' + S f

En otras palabras, la derivada del producto/g e s /p o r la derivada de g más g por la 
derivada de/.

Puede iniciar su investigación leyendo el capítulo 12, “Incentive-Based Strategies: Emissión Taxes and 
Subsidies , y el capítulo 15, “Federal Air Pollution-Control Policy”, de Barry C. Field, Environmental 
Economics: An Introduction, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994.
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EXPLORE!
Use una instrucción para graficar 
y dibuje f(x) — (x -  1 )(3x -  2) 
usando una pantalla de [0, 2].1 
por [ - 1 , 1].1. Determine f'(x) y 
grafíquela en el mismo sistema 
de coordenadas. Explique por 
qué la gráfica de f'(x) es una 
recta. Explique qué 
característica tiene f  (x) cuando 
f'(x) = 0.

EXPLORFiUacr» -■ ^  1 fo» ¡! í W

Introduzca la función del ejemplo 
2.3.2, y  = (2x + IHx2 -  x  + 3), 
en Y1 del editor de ecuaciones. 
Grafique empleando la pantalla 
[-2 , 2]1 por [ - 1 0 ,10]1 y 
coloque el cursor a X = 0.
Trace la recta tangente a la 
curva en este punto empleando 
la instrucción Tangent de la 
tecla DRAW (2nd PRGM). 
¿Concuerda la ecuación de la 
tangente con la calculada en el 
ejemplo?

Aplicando la regla del producto al ejemplo introductorio, se tiene que

( A 3)' = A x 3)' + (r'X.v2)'
= (x2)(3x2) + ( ^ ( I r )  = 3x4 + 2x4 =  5x4 

lo que es igual al resultado obtenido mediante cálculo directo:

(* V y  = (x5)' =  5jc4 

A continuación se presentan dos ejemplos adicionales.

EJEMPLO ! 2.3 1

Derive el producto P(x) = (x — 1)(3a — 2):
a) Efectuando el producto dado en P(x) y luego usando la regla polinomial.
b) Usando la regla del producto.

Solución

a) Se tiene P{x) = 3x2 — 5x + 2, por tanto P \x)  = 6x — 5.
b) Por la regla del producto

P'(x) = (x - 1 ) 4  [3x -  2) + (3x -  2) 4  [x 
dx dx

= (x -  1)(3) + (3x -  2)(1) = 6x -  5

~  1]

EJEMPLO i 2.3.2

Encuentre una ecuación para la recta tangente a la curva y = (2x + IXjc2 — x  +  3) en 
el punto donde x  = 0.

Solución

Usando la regla del producto, se obtiene

y ' =  (2x + 1 ) 4 -  [a 2 -  a  + 3] + (a 2 -  x  + 3) — [2x + 1] 
dx dx

= (2x + l)(2x -  1) + (a 2 -  x + 3)(2)

Cuando x  = 0,

y(0) =  [2(0) +  1](02 -  0 4- 3) =  3 

/ ( 0 )  = [2(0) + 1 ] [2(0) -  1] +  2[02 -  0 + 3] = 5 

de manera que la ecuación de la recta tangente en (0, 3) es

y — 3 = 5(x -  0)

o bien y = 5a + 3.

EJEM PLO I 2 .3 .3

Un fabricante determina que / meses después de introducir al mercado un producto 
nuevo, se pueden producir a ( / )  = t2 + 3t centenas de unidades y luego venderlas a un precio 
de pit) = —2tV2 + 30 dólares por unidad.
a) Exprese el ingreso R(t) para este producto como una función del tiempo.
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b) ¿A qué razón está cambiando el ingreso con respecto al tiempo después de 4 
meses? ¿Está aumentando o disminuyendo en este instante?

Solución

a) El ingreso está dado por

R(t) = x(t)p(t) = (t2 + 3 t) ( -2 tm  + 30)

cientos de dólares.
b) La razón de cambio del ingreso R(t) con respecto al tiempo está dada por la

124 l CAPÍTULO 2 i Derivación: conceptos básicos 2-30

derivada R \t) ,  que se calcula usando la regla del producto:

R'(t) = (t 2 + 3í) 4  [~2 tm  + 30] + (~ 2 tm  + 3 0 )4  [i2 + 31] 
dt dt

= (f2 + 3/) + ( - 2 í 3/2 + 30)[2í +  3]
v2

En el instante t — 4, el ingreso está cambiando a una razón

R'( 4) = [(4)2 + 3(4)][—3(4)1/2] + [—2(4 )3/2 + 30] [2(4) + 3]
= -1 4

Así, después de 4 meses el ingreso está cambiando a una razón de 14 cientos de dólares 
($ 1 400) por mes, y está disminuyendo en ese instante porque R'(4) es negativa.

La demostración de la regla del producto aparece al final de esta sección. Tam
bién es importante saber derivar cocientes de funciones, y para ello se tiene la si
guiente regla, cuya demostración se obtiene en el problema 67.

CUIDADO: Un error común es 
( f \  r  suponer que — = —

Regla da:¡ cociente Si / ( j c )  y #(*) son funciones derivables, entonces el 
cociente Q(x) = f{x)!g{x) también es derivable, y

d_
dx

M ]  s { x ) í U ( x ) ] - f { x ) í [ g ( x ) ]

.£(*) J g \x )

o, de forma equivalente,

7 y _ g f '  - f g '  
\g) g2

NO FA La regla del cociente es probablemente la fórmula más complicada que 
usted tendrá que aprenderse en todo este libro. Observe que la regla del cociente se 
parece a la regla del producto, con la excepción de que contiene un signo menos, lo 
que hace que el orden de los términos en el numerador se vuelve de suma importan
cia. Comience elevando el denominador g al cuadrado, y luego, todavía consideran
do g, escríbala en el numerador. Esto lo hará iniciar con el numerador en el orden 
apropiado, a la vez que le permitirá escribir fácilmente el resto pensando en la re
gla del producto. No olvide escribir el signo menos sin el cual la regla del cociente 
no seria tan difícil de recordar. Esta peculiar versión de la regla del cociente quizá 
le ayude a recordar su forma:

hi_
ho

ho d(hi) — hi ¿/(ho) 
ho ho

□
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EJEM PLO I 2 .3 .4

~ . x2 -  5x + 7Derive el cociente Q(x) = ----------------
2x

a) Realizando primero la división.
b) Utilizando la regla del cociente.

Solución

a) Al dividir entre el denominador 2x, se obtiene

✓w x 1 5 7 - iQ(x) =  - x  -  -  + - x
2 2 2

entonces

e 'w = r 0 + ^ ' 2) T ¿

b) Mediante la regla del cociente

(2x) [x2 -  5x +  7] -  (*2 -  5x +  7) 4  [2x]
dx dx

Q'(x) = -------------------------------- =------------------ —-----(2x)2
(2x)(2x -  5) -  (x2 -  5a: + 7)(2) 2x2 -  14 1 7

4x2 _  4a:2 _  2

EJEMPLO I 2,3.5
Un biólogo modela el efecto de introducir una toxina en una colonia de bacterias 
mediante la función

t + 1
P(t) = -2 -----------

t2 + t + 4

donde P es la población de la colonia (en millones) t horas después de que se introduce 
la toxina.
a) ¿A qué razón cambia la población cuando se introduce la toxina? ¿La población 

está aumentando o disminuyendo en ese instante?
b) ¿En qué momento comienza a decrecer la población? ¿Cuánto se incrementa la 

población antes de comenzar a decrecer?

Solución

a) La razón de cambio de la población con respecto al tiempo está dada por la 
derivada que se calcula empleando la regla del cociente:

d d
(t2 + t + 4) — [/ + 1] -  (? + 1) — [t2 +  t + 4] 

dt dt
P (t) ~  (í2 + t + 4)2

_ (?2 + t + 4)(1) -  (t + l)(2f + 1)
(t2 + t +  4)2
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- t 2 -  2t + 3 
(t2 + t + 4)2

La toxina se introduce cuando f = 0, y en ese momento la población está cam
biando a una razón

P'(0) = (0 + 0 + = jL  =  0.1875
’ (0 + 0 + 4) 16

Es decir, la población inicialmente está cambiando a una razón de 0.1875 millo
nes (187 500) de bacterias por hora, y se está incrementando porque P '(0) >  0.

b) La población está disminuyendo cuando P'(t) <  0. Ya que el numerador de P'{t) 
se puede factorizar como

- t 2 -  2t + 3 =  - ( ? 2 +  2t -  3) = - ( /  -  l ) ( f  + 3), 

se puede escribir

— (í — l)(f + 3)
P ( f ) =  ( ^ H- ,  + 4)2

El denominador ( r  + t + 4)2 y el factor t + 3 son positivos para todo t > 0, 
lo que significa que

para 0 ^ í < l  P'(t)>  0 y P(t) está creciendo
para t >  1 P'{t) < 0 y P(t) está decreciendo

Así, la población comienza a disminuir después de 1 hora.
La población inicial de la colonia es

P{ 0) =
0 + 1

0 + 0 + 4  4

millones, y después de 1 hora, la población es

1 + 1 _  \
1 +  1 +  4 “  3

/>(!) =

millones. Por tanto, antes de que la toxina empiece a tener efecto, la población 
se incrementa en

P(\) -  P{0) = -  -  -  =  —
3 4 12

millones; es decir, aproximadamente 83 333 bacterias.______________________

Un consejo La regla del cociente es un tanto complicada, por tanto no la utilice innecesariamente. 
Considere el ejemplo 2.3.6.

EJEMPLO I 2 .3 .ó

2 A' 4 v +  1
Derive la función v = —^ ----------------\-h 1---

3a2 3 5 a

Solución

No utilice la regla del cociente! En su lugar, escriba la función como
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La se91-53 do <

2 _ 2 1 4 .
_v  =  _ ,  _ _ *  +  _ + 1 + x -  

y luego aplique la regla de la potencia término a término para obtener

dy 2 o 1 „
j x = 3 < - 2a' 3) - -  + 0 + 0 + ( -  1)a

= — -  x~3 — -  — v-2 
3A 3 A
4 1 1

3a3 3 x2

;;r r. > ic  En las aplicaciones a veces es necesario calcular la razón de cambio de una función que 
en sí misma es una razón de cambio. Por ejemplo, la aceleración de un automóvil es la 
razón de cambio con respecto al tiempo de su velocidad, la cual a su vez es la razón de 
cambio con respecto al tiempo de su posición. Si la posición se mide en millas y el 
tiempo en horas, entonces la velocidad (razón de cambio de la posición) se mide en 
millas por hora y la aceleración (razón de cambio de la velocidad) se mide en millas por 
hora, por hora.

Con frecuencia, en economía se hacen afirmaciones acerca de la razón de cambio 
de una tasa de cambio. Por ejemplo, en tiempos de inflación se puede escuchar a un 
economista asegurar a la población que, aunque la inflación está aumentando, lo está 
haciendo a una tasa decreciente. Es decir, los precios aún se incrementan, pero no tan 
rápidamente como lo hacían antes.

La razón de cambio de la función f(x )  con respecto a x  es la derivada/ ' ( a ) y, de 
igual forma, la razón de cambio de la función/ ' ( a ) con respecto a x  es su derivada 
( f\x)Y .  Esta notación es incómoda, por eso se escribe la derivada de la derivada def(x ) 
como (f'(x)Y  = f" (x ) y se le llama segunda derivada de f(x) (léase / " ( a ) como “/  
segunda de a ” ). Sí 3̂ = / ( a ), entonces la segunda derivada de;y con respecto a a  se escribe 

d2y
como y ” o bien -j-j. A continuación se presenta un resumen de la terminología y 

notación empleada para segundas derivadas.

La segunde- d e r i v a d a  - La segunda derivada de una función es la derivada 
! de su derivada. Si y = / ( a), la segunda derivada se denota por

! d2y  _

j  2 o bien /  (*)•

La segunda derivada proporciona la razón de cambio de la tasa de cambio de la 
función original.

NOTA Algunas veces a la derivada,/'(a), se le llama la primera derivada para 
distinguirla de la segunda derivada/"(A). c¿

No es necesario emplear ninguna regla nueva para determinar la segunda derivada de 
una función; sólo se calcula la primera derivada y luego se vuelve a derivar.

EJEMPLO I 2 . 3 J  ~

Encuentre la segunda derivada de la función / ( a ) = 5a4 — 3a2 — 3a + 7.

  www.FreeLibros.com



128 C A P ÍTU LO  2 i Derivación: conceptos básicos t 2-34

V.w-..

EXPLORE!
Se puede utilizar una 
calculadora graficadora para 
dibujar y ver la gráfica de una 
derivada de orden superior. 
Introduzca en Y1 la función 

f(x) = 5x4 -  3x2 -  3x + 7 
Luego, escriba

Y2 = nDeriv(Y1, X, X)

y
Y3 = nDeriv(Y2, X, X)

cambiando el estilo de 
graficación de Y3 a negritas. 
Grafique estas tres funciones 
usando la pantalla [—1 ,1]1 por 
[ - 10, 10]1.

Solución

Calcule la primera derivada
/'(x )  = 20.v3 -  6.x -  3 

y luego vuelva a derivar para obtener

/ " ( x) = 60.V2 -  6

EJEM PLO  I 2 .3 .8
Encuentre la segunda derivada de = a 2 (3a +  1). 

Solución
De acuerdo con la regla del producto,

- f [x 2(3x +  1)] = x2 - f  [3x +  1] + (3x + 1) [x2]
dx dx dx

= a 2(3) + (3a- +  1)(2a)

=  9a2 +  2a

Por tanto, la segunda derivada es

d 2y d ,"TT -  —  [9x + Xv]
dx~ dx

— 1 8 a  +  2

NOTA Antes de calcular la segunda derivada de una función, tómese su tiempo 
para simplificar la primera derivada tanto como sea posible. Entre más complicada 
sea la forma de la primera derivada, más tedioso será el cálculo de la segunda 
derivada, m

La segunda derivada se empleará en la sección 3.2 para obtener información acerca 
de la forma de una gráfica, y también en las secciones 3.4 y 3.5 en problemas de opti
mización. A continuación se presenta una aplicación más elemental que ilustra la inter
pretación de la segunda derivada como la razón de cambio de una tasa de cambio.

EJEMPLO I 2 .3 .9
En cierta fábrica, un estudio de eficiencia para el turno de la mañana indica que un
trabajador promedio, que llega a las 8:00 a.m., habrá producido

<2(0 =  - 13 +  6 r  + 2 4 1

unidades t horas después.
a) Calcule la tasa de producción del trabajador a las 11:00 a.m.
b) ¿A qué razón está cambiando la tasa de producción del trabajador con respecto

al tiempo a las 11:00 a.m?

Solución

a) La tasa de producción del trabajador es la primera derivada

R(t) = Q'(f) = - 3 r 2 + 121 + 24

de la producción Q(t). La tasa de producción a las 11:00 a.m. (/ = 3) es

R( 3) = Q'( 3) = -3 (3 )2 + 12(3) + 24 = 33 
= 33 unidades por hora
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b) La razón de cambio de la tasa de producción es la segunda derivada

/?'(/) =  Q \í)  = - 6/ + 12

de la función de producción. A las 11:00 a.m., esta razón es

R'{ 3) = Q "(3) =  -6(3) + 12

= — 6 unidades por hora, por hora

El signo menos indica que la tasa de producción del trabajador está decreciendo;
es decir, el trabajador va más despacio. La razón de este decrecimiento en la efi
ciencia a las 11:00 a.m. es 6 unidades por hora, por hora.

Recuerde de la sección 2.2 que la aceleración a(t) de un objeto en movimiento 
a lo largo de una recta es la derivada de su velocidad r(/), que a su vez, es la derivada 
de la función de posición s(t). Así, se puede considerar a la aceleración como la 
segunda derivada de la posición; es decir,

a(t) =
d 2s
~d?

Esta notación se emplea en el ejemplo 2.3.10.

Cambie t porx en s(f), v[t) y a(t) 
en el ejemplo 2.3.10. Use una 
instrucción para graficar v[x) y 
a(x) sobre el mismo sistema de 
coordenadas usando una 
pantalla de [0, 2].1 por [-5 , 5].5. 
Explique qué le sucede a v(x) 
cuando a(x) es cero. Luego 
utilice su calculadora para ver 
qué efecto tiene cambiar s{t) 
por s-i(f) = 2f3 -  312 + 41 en 
v(f)ya (f).

¡pLO I 2 .3 .1 0
Si la posición de un objeto en movimiento a lo largo de una recta, en el momento /. está 
dada por s(t) = t3 -  Sí2 + 4r, encuentre su velocidad y su aceleración.

Solución
La velocidad de un objeto es

ds
v(t) = — =  3 r  — 6t +  4 

dt

y su aceleración es

dv d~s
a{t) = - r  = ~t ^  dt dt~

= 6t -  6

Derivadas de orden Si se deriva una vez más la segunda derivada / " ( . y) de una función/ ( . v ) ,  entonces se 
superior obtiene la tercera derivada Derivando de nuevo se obtiene la cuarta derivada, la 

cual se denota por / (4)(.y) ya que la notación prima / " " ( .v )  es incómoda. En general, 
la derivada obtenida después de derivar n veces sucesivas a /(.y) se denomina derivada 
/2-ésima o derivada de orden ti y se denota p o r f{n){x).
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Demostración de la 
regla del producto

EJEMPLO I 2.3.11
Encuentre la quinta derivada de cada una de las funciones:

a) / (* )  =  4a3 +  5a2 +  6 a  -  1

1
b) y = -

A

Solución

a) / ' ( a )  =  12a2 +  10a +  6 

/" ( a )  =  24a  +  10 

/ '" ( a )  =  24
f w (x) = 0  
f 5\x)  =  0

dy d , _ K _ 2 1

b ) ) = ~ x

í R = = 2x~3= ^

^  = 3) = - 6. - = 4dx dx x
d 4y d 4 c 2424 , -

^  =  f - ( 2 4 x - 5) =  -  120a:-6  =  
dx dx x

Las demostraciones de las reglas del producto y del cociente no son sencillas. En ambos
casos, la clave es expresar el cociente incremental de la expresión dada (el producto fg
o el cociente//#) en términos de los cocientes incrementales d e /y  de g. A continuación
se presenta una demostración de la regla del producto. La demostración para la regla del
cociente se debe obtener en el problema 67.

d dg df
Para demostrar que — (fg) = / ------ h g—, se comienza con el cociente incre-

dx dx dx
mental correspondiente y se suma y resta la cantidad/(a + h)g(x) en el numerador 

como sigue:

d , ,  N f ( x  + h)s(x + h) ~  f(x)g(x)~ ( f g )  = Jim ----------------- ----- -------------dx />->o h

= lím
/7->0

f t x + h)g(x + h) -  / ( a  + h)g(x) + / ( a  + h)g(x) -  f(x)g(x)

lím / ( a  + h) h—*0\

h

g{x + h) g(x)
h

h
/ ( a  + h) -  / ( a ) 

h

Ahora se hace tender h a cero. Como

lfm f t x  + h) -  / ( a ) = df
h-> o h dx
lím g(X + h) -  g(a) = dg
/*—>o h dx
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y lím f ( x  + /?) = / ( a ) Por 1“ continuidad deft.x)
h—> o
d d% df

se obtiene que y(/s) = f~ T  + S Tdx dx dx

P R O B L E M A S O “3

En los problemas 1 a 20 derive la función dada.

1. f{x )  =  Clx  +  1)(3a -  2)

3. y  = 10(3# +  l ) ( l  -  5u)

5. /(x ) =  ^ ( x 5 - 2 ,> *  1>(, -  i )

7. y  =
x  +  1
x  — 2

9 . m  =  - 2

11. y =
x  +  5

13. /(* ) =  

15. / ( a )  =

x~ — 3x +  2 

2x- +  5x -  1 
(2x — 1)(a +  3)

x  +  1 

17. f ( x )  =  (2 +  5x)2

? + V t
19. í(f) =

2t + 5

2. /(x ) =  (x -  5)(1 -  2x)
4. y =  400(15 - x2)(3x -  2)

6. /(x ) =  — 3(5x3 -  2x + 5 )(V x  +  2x)

2x -  3
8. y  =

10. f(x )  =

5x +  4
1

x  — 2

12. y  =

14. /(f)  =

í2 + 1 

1 - f 2 
?2 + 2í +  1

t 2 +  3í -  1

16. g(x) =
(x2 +  x +  1)(4 -  x)

2x — 1

18. / ( x) = ( x  +  ^

20. h(x) — —---------h
xr — 1

4 — x  
x2 +  1

En los problemas 21 a 25 encuentre una ecuación para la recta tangente a la curva dada en el punto donde x  = x0.

21. y  =  (5a — 1)(4 +  3a); a 0 =  0

23. y =  - - -  ; X0 =  -  1
2a  +  3

25. y  =  (3V a  +  a)(2  — a2); a0 =  1

26. Determine todos los puntos de la gráfica de la
función

/ ( a ) =  (3a +  2) (a 2 +  3a  -  2) 

donde la recta tangente es horizontal.

22. y  =  (a 2 +  3a -  1)(2 -  a ); a 0 =  1 

a  +  7
24. y  =

2a

27. Encuentre todos los puntos de la gráfica de la 
curva

a  +  1
f(x )  =

A2 +  X +  1

donde la recta tangente es horizontal.

dy
En los problemas 28 a 31 calcule la razón de cambio —  para el valor dado de x0.

dx

28. y = (x2 + 2)(a  + V a ); a 0 =  4

2a  — 1 

3°- ^ = 3x~+~5; *° =  1

29. y  = (a 2 +  3)(5 -  2a3); a 0

3

=  1

31. y = a  +
2 -  4a

; A0 — 0
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La recta normal a la curva y = f(x) en el punto P(x0, f(x0)) es la recta perpendicular a la recta tangente en P. En 
los problemas 32 a 35 encuentre una ecuación de la recta normal a la curva dada en el punto indicado.

32. v = -v2 + 3.v -  5; (0, -5 )

34. v =  t í  + 3)(l -  V j ); (1,0)

33. v = -  -  Vx; (1, 1)
X

5a +  7 
35. y = - — ( 1 , - 1 2 )  

2 — 3.v

36. a) Derive la función v = 2x~ -  5a -  3.
b) Ahora factorice la función del inciso a) como 

v = (2y + l)(x -  3) y derive utilizando la 
regla del producto. Demuestre que las dos 
respuestas son iguales.

37. a) Utilice la regla del cociente para derivar la
2x ~  3

función y = ---- ?— .
A

b) Escriba la función como y = a _ 3 (2 a  -  3 )  y 

derive empleando la regla del producto.
c) Escriba la función como y = 2x " -  3a  y  

derive.
d) Demuestre que sus respuestas en los incisos 

<?)> b) y c) son iguales.

En los problemas 38 a 43 encuentre la segunda derivada de la función dada. En cada uno de los casos utilice la 
notación apropiada para la segunda derivada y simplifique su respuesta. (No olvide simplificar la primera derivada 
tamo como sea posible antes de calcular la segunda derivada.)

38. f(x) = 5a -  6a -  27a + 4

- r  3 1 140. v — 5V a H— ~ H------ j= H—
a- 3 V a  2

42. y  =  ( a 2 -  a)^2a — - j

39. / ( a ) =  - a 5 -  4 a 3 +  9 a 2 -  6 a  -  2

41. y — ----- V 2a + \Í2 x  -  ——7=
3a 6 V a

43. y = (a 3 + 2a -  l)(3 x  +  5)

44. DEMANDA E INGRESO El gerente de una 
compañía que produce calculadoras graficadoras 
determina que si se producen a  miles de 
calculadoras, éstas se venderán en su totalidad 
cuando el precio sea

1  0 0 0P^X) = ñ 3 2 , o0.3a +  8 
dólares por calculadora.

a )  ¿A qué razón está cambiando la demanda p{x) 
con respecto al nivel de producción a  cuando 
se producen 3 000 (a = 3) calculadoras?

b) El ingreso derivado de la venta de x  miles de 
calculadoras es R(x) = xp(x) miles de dólares. 
¿A qué razón está cambiando el ingreso 
cuando se producen 3 000 calculadoras? En 
ese nivel de producción, ¿está disminuyendo o 
aumentando el ingreso?

45. VENTAS El gerente de la joyería Many Facets 
modela las ventas totales mediante la función

2 000f
S(t) = — -------

4 +  0.3/

donde t es el tiempo (años) desde el año 2000 y S se 
mide en miles de dólares.

a) ¿A qué razón estaban cambiando las ventas en 
el año 2002?

b) ¿Qué pasa con las ventas “a largo plazo” (es 
decir, cuando t —»+co)?

46. U I ILIDAD Bea Jonson, la propietaria de la 
boutique Bea Nice, estima que cuando se fija el 
precio por frasco de una clase particular de 
perfume en p dólares, ella venderá

500
B(p) = — —~ /7 >  5

p  + 3
frascos por mes a un costo total de

C(p) = 0.2p2 + 3 p + 200 dólares
a) Exprese la utilidad P{p) de Bea como una fun

ción del precio p por frasco.
b) ¿A qué razón está cambiando la utilidad con 

respecto a p cuando el precio es $12 por 
frasco? A ese precio, ¿la utilidad está disminu
yendo o aumentando?
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47. PUBLICIDAD Una compañía fabrica un juego 
de quemador de DVD “esbelto” para conectarse 
en computadoras personales. El gerente de 
mercadeo determina que t semanas después del 
inicio de una campaña publicitaria, P(t) por ciento 
del mercado potencial estará consciente de los 
quemadores, donde

f  r  +  5 /  +  5 

P{ñ =  l0 ° [ r  +  10, +  3 0 ,

a) ¿A qué razón está cambiando el porcentaje del 
mercado P(t) con respecto al tiempo después 
de 5 semanas? En ese momento, ¿el porcentaje 
está disminuyendo o aumentando ?

b) ¿Qué pasa con el porcentaje P{t) “a largo 
plazo”; es decir, cuando t —> +<*>? ¿Qué pasa con 
la razón de cambio de P{t) cuando t —> + c°?

48. POBLACIÓN B A O  ERIAL Se estima que una 
colonia de bacterias tiene una población de

24 f 4- 10
P(r) = - T - — -  r  + 1

millones t horas después de la introducción de una 
toxina.

a) ¿A qué razón está cambiando la población 1 
hora después de introducir la toxina (t = 1)? 
En ese momento ¿la población está 
disminuyendo o aumentando?

b) ¿En qué instante comienza a disminuir la 
población?

49. CONTROL DE CONTAMINACIÓN Un 
estudio realizado en una gran ciudad indica que 
gastar dinero para el control de contaminación es 
efectivo hasta un punto determinado, pero que 
luego el gasto se vuelve excesivo. Suponga que 
cuando se gastan x  millones en el control de con
taminación, el porcentaje de contaminación elimi
nado está dado por

íooVí
(V) “  0.03,v2 +  9

a) ¿A qué razón está cambiando el porcentaje de 
contaminación eliminada P{x) cuando se gas
tan 16 millones? ¿El porcentaje está dismi
nuyendo o aumentando en este nivel de gasto?

b) ¿Para qué valores de .v aumenta P(x)l ¿Para 
qué valores de x  disminuye P{x)l

50. FARMACOLOGIA Se administra a un paciente 
un analgésico oral, y / horas después, la 
concentración del medicamento en el torrente san
guíneo está dada por

« ' » -  F T Ü
a) ¿A qué razón R(t) está cambiando la concen

tración del medicamento en el torrente sanguí
neo del paciente t horas después de ser admi
nistrada? ¿A qué razón está cambiando R(t) en 
el momento ti

b) ¿A qué razón está cambiando la concentración 
del medicamento después de 1 hora? En este 
momento ¿el cambio de concentración tiene 
una tasa creciente o decreciente?

c) ¿Cuándo empieza a disminuir la concentración 
del medicamento?

d) ¿En qué periodo de tiempo la concentración 
está cambiando con una razón decreciente?

51. EFICIENCIA DEL TRABAJADOR Un estu
dio de eficiencia del tumo matutino en cierta 
fábrica indica que un trabajador promedio que 
llega a las 8:00 a.m. habrá producido Q{t) = — r  
+ 8r  + 151 unidades t horas después.
a) Calcule la tasa de producción del trabajador

m  = Q \ t \
b) ¿A qué razón está cambiando la tasa de 

producción del trabajador con respecto al 
tiempo a las 9:00 a.m.?

52. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se 
estima que dentro de t años, la población de cierta

6
comunidad suburbana será P(t) = 20 — 
miles. t + l

a) Deduzca una fórmula para la razón a la cual 
cambiará la población con respecto al tiempo 
dentro de t años.

b) ¿A qué razón crecerá la población dentro de 1 
año?

c) ¿Cuánto crecerá la población durante el 
segundo año?

d) ¿A qué razón estará creciendo la población en
9 años a partir de ahora?

e) ¿Qué le pasará a la tasa de crecimiento de la 
población a largo plazo?

En los problemas 53 a 56 se da la posición s(t) de un objeto moviéndose a lo largo de una recta. En cada uno de 
los casos:

a) Determine la velocidad del objeto v(t) y su aceleración a(t).
b) Encuentre todos los momentos t cuando la aceleración es 0.

53. s(t) = 315 -  5t2 -  7 54. s(t) = 2/4 -  5f3 + t -  3
55. s{t) = - í 3 + 7/2 + l + 2 56. sU) = 4tm  -  15# + t -  3
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57 . VELOCIDAD Un objeto se mueve a lo largo 
de una recta en forma tal que después de t 
minutos, su distancia desde su punto de partida es

5
D(t) = 1 0 1 + ----- - -  5 metros.

t + 1
a) ¿A qué velocidad se está moviendo el objeto 

al final de 4 minutos?
b) ¿Cuánto recorre el objeto durante el quinto 

minuto?
58. ACELERACIÓN Después de t horas de un 

viaje de 8 horas, un automóvil ha recorrido
10 o  2 ,

D(t) = 641 H-----1~ — —r  kilómetros.
3 9

a) Deduzca una fórmula que exprese la 
aceleración del automóvil como una función 
del tiempo.

b) ¿A qué razón estará cambiando la velocidad 
del automóvil con respecto al tiempo al 
término de 6 horas? ¿En este momento la 
velocidad está creciendo o decreciendo?

c) ¿En realidad cuánto cambia la velocidad del 
automóvil durante la séptima hora?

59. DOSIS DE MED IC AMEN I O Un modelo 
biológico4 indica que la reacción del cuerpo 
humano a la dosis de una medicina se puede 
medir mediante una función de la forma

F = \  (KM2 -  Ai3)

donde K es una constante positiva y M es la 
cantidad de medicina absorbida en la sangre. La

• ,  o dFderivada S = —— se puede considerar como 
dM

una medida de la sensibilidad del cuerpo a 
la medicina.
a) Encuentre la sensibilidad S.

dS d2F
b) Determine —— =  ~ y de una interpretación

dM dM~
de la segunda derivada.

60. PRODUCCIÓN DE CÉLULAS SANGUÍNEAS 
Un modelo biológico5 mide la producción de 
cierto tipo de glóbulos blancos {granulocitos) 
mediante la función

p{x) =
Ax

B + x.ni
t-j * a

donde A y  B son constantes positivas, el exponente 
m es positivo, y x  es el número de células presentes.

Thrall el al., Some Mathematical Models in Biology, Departamento 
de Comercio de Estados Unidos.

M. C. Mackey y L. Glass, “Oscillations and Chaos in Physiological 
Control Systems”, Science, Vol. 197, pp. 287-289.

a)
b)

61.

62.

63.

65.

Encuentre la tasa de producción p'(x). 
Encuentre p"(x) y determine todos los valores 
de .v para los cuales p"{x) =  0 (su respuesta 
dependerá de ni).
Lea un artículo sobre la producción de células 
sanguíneas y escriba un párrafo sobre cómo se 
pueden emplear métodos matemáticos para 
modelar la producción. Un buen punto de par
tida es el artículo, “Blood Cell Population 
Model, Dynamical Diseases, and Chaos” de 
W. B. Gearhart y M. Martelli, UMAP Module 
1990, Arlington, MA, Consortium for Mathe- 
matics and Its Applications, Inc., 1991. 

ACELERACION Si un objeto se deja caer o se 
lanza verticalmente, su altura (en pies) después de t 
segundos es H{t) = —I6 t2 + S0t + H0, donde S0 
es la velocidad inicial del objeto y H0 es su altura 
inicial.
a) Deduzca una expresión para la aceleración del 

objeto.
b) ¿Cómo varía la aceleración con el tiempo?
c) ¿Cuál es el significado de que la respuesta al 

inciso a) sea negativa?
Encuentre f (4\x)  si / ( x) = x5 — 2x4 + x3 — 3x2 + 
5x — 6.

. d 'y  
Determine — r si

dx.3

64. a) Demuestre que

b)

a)

d r dh dg df 
-t Ifgh] =fg-r + fh~r + shj -dx dx dx dx

[Sugerencia: aplique la regla del producto dos 
veces.]

dy
Encuentre — donde y =  (2x + l)(x — 3)(1 — 4x). 

dx
Combinando la regla del producto y la regla 
del cociente, determine una expresión

para
dx

'fg
h

t* ^  • dy ,  ,  (2* + 1){\2 + 3)b) Determine —, donde y ----------------------- .
dx y 3a- + 5

66. La regla del producto indica cómo derivar el pro
ducto de cualesquiera dos funciones, en tanto que 
la regla del factor constante indica cómo derivar 
productos en los cuales uno de los factores es 
constante. Demuestre que las dos reglas son con
sistentes. En particular, utilice la regla del

, d d f  . 
producto para demostrar que — [c/] = c — si c es

dx dx
una constante.
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67.

68.

Deduzca la regla del cociente. [Sugerencia: 
demuestre que el cociente incremental para f/g es:

f t x  + /Q _ f W
_g(x + h) g(x)_

g(x)f(x + h) f(x)g(x + h)

69.

i

70.

g(x  + h)g(x)h 
Antes de hacer que /? tienda a cero, escriba este 
cociente utilizando el truco de restar y sumar 
g(x)f(x) en el numerador.]

d
Demuestre la re^la de la potencia — [a"] = nxn

dx
para el caso donde n = —p  es un entero negativo. 
[Sugerencia: aplique la regla del cociente en

y = = ¿ j

Utilice una instrucción para graficar para trazar la
o

curva/(a) = a (a -  1), y en el mismo sistema de 
coordenadas dibuje la recta tangente a la gráfica 
de /(a) en a = 1. Utilice TRACE y ZOOM para 
encontrar dónde/(a) = 0 .
Use una instrucción para graficar para trazar la

3a “ — 4a +  1
curva/(a) = ------------------, y en el mismo

a + 1

y

sistema de coordenadas dibuje las rectas tangentes 
a la gráfica de / ( a) en x  — —2 y en a = 0. Utilice 
TRACE y ZOOM para determinar dó n d e /'(a) =  0.

71. Trace la gráfica d e / ( a ) =  a 4 +  2a3 -  a  +  1 
empleando una instrucción para graficar con una 
pantalla de [ - 5 ,  5]1 por [0, 2J.5. Utilice TRACE 
y ZOOM u otras funciones de gráficas, para 
determinar los mínimos y máximos de la función 
dada. Encuentre la función derivada / ' ( a ) de forma 
algebraica y grafique / ( a ) y f ( x )  en el mismo sis
tema de coordenadas usando una pantalla de [—5, 
5] 1 por [ - 2 ,  2].5 . Utilice TRACE y ZOOM para 
determinar las intersecciones d e / ( a ) con el eje de 
las a . Explique por qué el máximo o mínimo de 

/ ( a ) ocurre en las intersecciones de / ( a ) con el eje 
de las a .

72. Repita el problema 71 para la función producto
m  /(JC ) =  x \ x  -  3)2
r

En muchas situaciones prácticas, la razón a la que cambia una cantidad se puede expre
sar como el producto de otras razones. Por ejemplo, suponga que un automóvil viaja a 
50 mph en el momento en que la gasolina se consume a una razón de 0.1 gal/milla. En
tonces, para determinar cuánta gasolina se consume cada hora, se multiplican las razo
nes:

(0.1 gal/milla)(50 milias/hora) = 5 gal/hora

O suponga que el costo total en cierta fábrica es una función del número de unida
des producidas, que a su vez, es una función del número de horas que la fábrica ha esta
do operando. Si C, q y t denotan el costo, las unidades producidas y el tiempo, respecti
vamente, entonces

d_C
dq

razón de cambio del costo 
respecto a la producción (dólares por unidad)

dq _ 
dt ~

razón de cambio de la producción 
con respecto al tiempo (unidades por hora)

El producto de estas dos razones es la razón de cambio del costo con respecto al tiempo; 
es decir,

dC dC dq—  = -------- (dolares por hora)
dt dq dt

Esta fórmula es un caso especial de un resultado importante del cálculo llamado la 
regla de la cadena.
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La regla de la cadena e Si y = f(u ) es una función derivable de it, y u = 
g(jc) es a su vez una función derivable de x , entonces la función compuesta y = 
f{g{x)) es una función derivable de a* cuya derivada está dada por el producto

cly dy du
dx du dx

o bien, de forma equivalente, por

T  =  / ' C í C * ) ) í ' «dx

dy
NO IA Una forma de recordar la regla de la cadena es ver las derivadas — y 
du— como cocientes y “eliminar” du; es decir, 
dx

dy _  dy dú 
dx dú dx

Para ilustrar el uso de la regla de la cadena, suponga que se desea derivar la fun
ción y = (3a + l)2. El primer instinto quizá sea “suponer” que la derivada es

T  = T  [(3x + l)2] = 2(3* + 1) dx dx
= 6a  +  2

Pero esta suposición no puede ser correcta ya que expandiendo (3a + l )2 y derivando 
cada término se obtiene

dy d t d o
—  — —— [(3a +  1)""] =  —  [9a +  6a  +  1] =  18a 4- 6
dx dx dx

lo que es 3 veces el “supuesto resultado” de 6a + 2. Sin embargo, si se escribe y = (3a
0 O+ 1)“ como y = u~ donde u = 3a + 1, entonces

dy d du d
—  = —  [ir] = 2  u y — = — [3a + 1] = 3
du du dx dx

y la regla de la cadena indica que

dy dy du
7  = 7 7 =  (2«)(3)dx du dx

=  6(3a +  1) =  18a +  6

lo que coincide con la respuesta correcta hallada cuando se expandió (3a + l)2. En los 
ejemplos 2.4.1 y 2.4.2 se ilustran varias formas de uso de la regla de la cadena.

EJEMPLO I 2.4.1 

dy
Halle — si y = (a2 + 2)3 -  3(a2 + 2)2 + 1.
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Soíudór»

Note que y = i? -  3u2 + 1, donde u = x2 + 2. Así,

dy 2 du
—  — 3 u — 6u y —  = 2x
du dx

y de acuerdo con la regla de la cadena,

dy dy du 7
j -  = - f  —  =  (3u2 -  6u)(2x)
dx du dx

En las secciones 2.1 a 2.3 se han visto diferentes aplicaciones (por ejemplo, pen
diente, razones de cambio) que requieren la evaluación de una derivada para un valor 
particular de la variable independiente. Existen dos formas básicas para realizarlo 
cuando la derivada se calcula usando la regla de la cadena. .

En otras palabras, suponga que en el ejemplo 2.4.1 se desea evaluar — cuando
dx

x  = -1 .  Una manera de proceder es expresar primero la derivada en términos sólo 
de A', sustituyendo a 2 +  2 en u como sigue:

~  = (3u2 ~  6u){2x) = [3C*2 + 2 ) 2 — 6 (a 2 + 2 ) ] (2 a ) sustituya u por x 2 + 2

= 6a (a 2 + 2 ) [(a 2 + 2 )  — 2 ] factorice 6 a (a  + 2 )

O O= 6a (a " + 2 ) ( a “) simplifique los términos
dentro de los corchetes

=  6a 3 (a 2 +  2 )

Así, sustituyendo a  = — 1 en esta expresión, se obtiene

d i
dx

= 6(—1)3[(— l )2 + 2] = —18
A ' = - |

De otra forma se puede calcular u(— 1) = (—1) + 2 = 3y  luego sustituir directamente
dy

en la fórmula — para obtener
dx

dy
dx

= (3 u2 — 6u)(Zx)
x— — 1

o
x= 1 
ti =  3

= [3(3) -  6(3)][2(— 1)] =  (9)(—2) =  -1 8

Ambos métodos producen el resultado correcto, pero como es más fácil sustituir 
números que expresiones algebraicas, casi siempre es preferible usar el segundo 
método (numérico), a menos que por alguna razón se necesite obtener la derivada de 

dy
la función — en términos sólo de a . En el ejemplo 2.4.2, se emplea el método

dx
numérico para evaluar una derivada calculada por la regla de la cadena para deter
minar la pendiente de una recta tangente.

Vi ¿L.

ll o
Considere la función y = ------ -, donde u — 3x~ — 1,

u +  1

dy
a) Utilice la regla de la cadena para encontrar — .
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b) Determine una ecuación para la recta tangente a la gráfica de y(x) en el punto 
donde a  =  1.

Solución 

a) Se calcula
dy (u + 1)(1) — n(l)  ______ 1_
du {u + 1)' (u + l )"1

regla di'/ cociente

du
— = 6x 
dx

Según la regla de la cadena, se sigue que

dy dy du
dx du dx

1

_(w + 1)~_
(6 a*) =

6a

(.u +  1) ‘

b) Para encontrar una ecuación para la recta tangente a la gráfica de y{x) en a  =  1 
se necesita conocer el valor de y, así como la pendiente en el punto de tangen
cia. Como

u(l) =  3(1)2 - 1  = 2 

el valor de y cuando a  = 1 es

(2) 2
3*1) =

y la pendiente es
dy
dx

(2) +  1 3

6(1)
■lz\ (2 + 1)'

sustituya n( I ) =  2 en u

sustituya  .v =  I 
v u i!) = 2 en n

Por tanto, aplicando la fórmula punto-pendiente para la ecuación de una recta, se 
tiene que la recta tangente a la gráfica de y(x) en el punto donde a  = 1 tiene 
ecuación

y - 2 / 3
X -  1

2
3

o, de forma equivalente, y = — a.

En muchos problemas de la vida práctica se presenta una magnitud como fun
ción de una variable, que a su vez se puede escribir como función de una segunda 
variable, y el objetivo es determinar la razón de cambio de la magnitud original con 
respecto de la segunda variable. Estos problemas se pueden resolver usando la regla 
de la cadena. A continuación se presenta un ejemplo.

EJEMPLO I 2 .4 .3

El costo de producción de a  unidades de cierto producto es C(x) = — a 2 +  4a + 53

dólares, y el nivel de la producción durante t horas en una línea de producción par
ticular es x(t) = 0.2/“ + 0.03/ unidades. ¿A qué razón está cambiando el costo con 
respecto al tiempo después de 4 horas?
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Solución 

Se calcula
dC 2 dx
—  =  - x  + 4  y — = 0 .4 / + 0.03
dx 3 dt

por tanto, de acuerdo con la regla de la cadena

dC dCdx (2 \
~ T  =  ~ r ~ 7 =  \ ñ x  +  4  k°*4 í +  0.03) dt dx dt \3 J

Cuando / = 4, el nivel de producción es

a(4 ) = 0 .2 (4 )2 + 0.03(4) = 3.32  unidades

y
dC
dt f  (3 .32) +  4 [0.4(4) +  0.03] =  10.1277

Así, después de 4 horas, el costo se está incrementando a una razón de aproximadamen
te $10.13 por hora.

Algunas veces, cuando se trata con una función compuesta y =  f{g(x)), puede 
ser útil considerar a / l a  función “externa” y a g la función “interna”, como se indica 
a continuación:

función  "e.\terna"-----.

y = f  (&(•*))
t------ función "interna"

Entonces, la regla de la cadena

Y  =/'te(*))s'(x)dx

indica que la derivada de y —f(g(x)) con respecto a x está dada por la derivada de la 
función externa, evaluada en la función interna, multiplicada por la derivada de 
la función interna. En el ejemplo 2.4 .4  se enfatiza dicha interpretación empleando un 
“cuadro” ( Q ) para indicar la ubicación y el papel de la función interna al calcular una 
derivada por la regla de la cadena.

EJEMPLO I 2.4.4
Derive la función f{x) — V x 2 +  3x + 2

Solución

La forma de la función es
m  = ( n ),/2

donde el cuadro ¡~] contiene la expresión x2 + 3x + 2. Entonces,

( □ ) '  =  (x2 + 3x + 2)' = 2x + 3 

y de acuerdo con la regla de la cadena, la derivada de la función compuesta/(a) es

/ ' w  =  ^ ( n r 1/2( n ) '

=  ¿ ( m r 1/2(2x +  3)

= ~(x2 + 3x + 2)~lí2(2x + 3) =
2 2 V a 2 +  3a +  2
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R egla gen era l de la  
p oten cia

En la sección 2.2 se estudió la regla

T  [A-"] =  nx‘ 
cLx

para derivar funciones de potencia. Al combinar esta regla con la regla de la cadena, se 
obtiene la regla siguiente para derivar funciones de la forma general [h(x)]n.

Regla general de !a potencia ® Para cualquier número real n y cualquier 
función derivable /?,

4 [Ato]" = n[h(x)T~' 4 [¿to] dx dx

Para obtener la regla general de la potencia, considere [h(x)]n como la función 
compuesta

[/?(a-)3" = £[/*(*)] donde g(u) = un

- i  d Entonces, g \u )  — nun y h \x )  — — [h(x)]dx

y, mediante la regla de la cadena,

4t*to]" = 4 s [ /;to] = g ’lK .W U )  = n[h(x)Y~' 4 [ /;to]dx dx dx

En los ejemplos 2.4.5 a 2.4.7 se ilustra el uso de la regla general de la potencia.

EJEMPLO I 2 .4 .5
Derive la función/(A') =  (2x4 - x ) 3.

Solución
Una forma de resolver este problema es expandir la función y escribirla como

f (x ) = 8.v12 -  12.V9 + 6x6 -  xz

para luego derivar este polinomio término a término para obtener

f '(x )  = 96x" -  108-v8 + 36.X-5 -  3a"

Pero observe cuán fácil es emplear la regla general de la potencia. De acuerdo con esta 
regla,

f '{x)  = [3(2a-4 -  A-)2] ~ [ 2 x A -  x] = 3(Z r4 -  a-)2(8a-3 -  1)
dx

¡Este método no sólo es más fácil, sino que incluso la respuesta se obtiene en forma 
factorizada!

En el siguiente ejemplo se escribe la solución para el ejemplo 2.4.4 en forma más 
compacta con ayuda de la regla general de la potencia.

EJEMPLO I 2.4.6

Derive la función f(x)  = V a 2 + 3a + 2.
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Solución

Reescriba la función como /(.\j = (.x2 + 3* + 2) 1/2 y aplique la regla general de la 
potencia:

rc v )  = ^  +  3* +  2 ) - 1/2 ~ [ a 2 +  3a  +  2] 
dx

1
= ~(x¿ +  3a +  2 )-1/2(2a +  3) 

2a  +  3

2V a 2 +  3a 4- 2

EJEM PLO I 2 .4 .7

Derive la función / ( a )
1

(2a +  3)5’

Solución
Aunque se puede emplear la regla del cociente, es más fácil escribir la función como

/( x) = (2x + 3) -5 

y aplicar la regla general de la potencia para obtener

/ '(* )  = [-5 (2*  + 3)~6] J i 2 *  + 3] = -5 (2 *  + 3)“ 6(2) = - (2v^  3)6

Con frecuencia se utiliza la regla de la cadena junto con otras reglas estudiadas 
en las secciones 2.2  y 2.3. El ejemplo 2.4.8 incluye la regla del producto.

EJEM PLO I 2 .4 .8
Derive la función/ ( a ) = (3a  + 1)4(2a  — l )5 y simplifique su respuesta. 

Soiución

Primero aplique la regla del producto para obtener
7

f ' (x )  =  (3.v +  l ) 4 — [(2.V -  l ) 5] +  (2y -  1 )5 —  [(3-V +  l )4] 
dx dx

Continúe aplicando la regla general de la potencia a cada término:

f ' (x )  = (3x + D 4[5(2a- -  1)4(2)] + (2x -  1)5[4(3a- + 1)3(3)] 

=  10(3.y +  1)4(2a- -  l )4 +  12(2* -  1)5(3*  +  l ) 3 

Finalmente, simplifique la respuesta factorizando: 
/ ' ( * )  =  2 (3*  +  1 )3(2* -  1)4[5(3.y +  1) +  6(2* -  1)] 

=  2 (3*  +  1)3(Zy -  1)4[15.y +  5 +  I2x -  6]

=  2(3*  +  1)3(2* -  1)4(27* -  1)

EJEM PLO I 2 .4 .9

Determine la segunda derivada de la función / ( a ) =
3a -  2 

(a* -  l)2’
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Solución
Utilizando la regla del cociente, junto con la regla general de la potencia (aplicada a 
(.v -  l)2), se obtiene

(x -  1)2(3) -  (3* -  2)[2(* -  !)(!)]
(x -  l ) 4 

(x -  1)[3(jc ~  1) ~  2(3* ~  2)]

(A' -  I ) "

3* -  3 -  6x + 4
(*' -  D3

l -  3*
(x -  l )3

Al emplear de nuevo la regla del cociente, esta vez aplicando la regla general de la 
potencia a (* -  l)3, se determina que

EXPLORE!
En la mayoría de las calculadoras 
graficadoras se puede calcular 
el valor de una derivada en un 
punto. Para ilustrar lo anterior, 
introduzca la función 
C(x) = V [.5(3.1 + .1x2)2 + 17] 
en Y1 del editor de ecuaciones 
y grafique empleando una 
pantalla estándar ZOOM. 
Encuentre el comando dy/dx 
mediante CALC (2nd TRACE). 
Luego presione 3 y ENTER 
para obtener el valor de la 
derivada. Se puede trazar la 
recta tangente a la curva en 
X = 3, por medio de la tecla 
DRAW (2nd PRGM), presio
nando 3 y luego ENTER, para 
obtener la ecuación de la 
recta tangente con el valor 
adecuado de la pendiente.

f"(x) =
(x -  1)3(—3) -  (1 -  3x)[3(x -  1)2(1)] 

(x -  l )6

— 3(x -  l)2[(x — 1) + (1 — 3x)]
(x -  l)6

— 3(—2x) _  6x
(x -  l )4 ~  (x -  l )4

EJEMPLO I 2 .4 .1 0
Un estudio ambiental de cierta comunidad suburbana sugiere que el nivel diario 
promedio de monóxido de carbono en el aire será de c(p) = V o .5p 2 + 17 partes por 
millón, cuando la población sea p  miles. Se estima que dentro de t años la población de 
la comunidad seráp(t) = 3.1 + OAt2 miles. ¿A qué razón estará cambiando el nivel de 
monóxido de carbono con respecto al tiempo, dentro de 3 años?

Solución

de
El objetivo es determinar — cuando t — 3. Como

dt

= \(0.5p2 + \ i r m [0.5{2p)} = \p{Q.5p2 + 17)” 1/2 
dp 2 2

dp
dt

= 0.21

de la regla de la cadena se tiene que

OAptde de dp 1 9 ,n
—  = —— f  =  —p(fi.5p + 17)“ 1/2(0.2r) = - ,----- =-------
dt dp dt 2 V 0 . 5 + 17

Cuando t — 3,

p{ 3) = 3.1 + 0.1(3) = 4

dC 0.1(4)(3) por tanto — =
dt V0.5(4)2 + 17 

1.2 1.2
V25 — = 0.24 partes por millón por año
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EJEMPLO I 2.4.11

El gerente de una firma de electrodomésticos determina que cuando se fija el precio de 
las licuadoras en p dólares por pieza, la cantidad mensual vendida se puede modelar por

D(p) =
8 000

El gerente estima que dentro de t meses, el precio unitario de las licuadoras será p{t) =
0.06/372 + 22.5 dólares. ¿A qué razón estará cambiando la demanda mensual de licua
doras, D(p), dentro de 25 meses? ¿En ese momento está aumentando o disminuyendo?

S o lu c ió n

dD
Se desea calcular —  cuando t — 25. Se tiene 

dt

dD __d_  
dp dp

8,000' 
8 000

- 8  000

— =  — [0.06 tm  + 22.5] = O.Oóf § tm  
dt dt \2

= 0.09 t m

por tanto, de la regla de la cadena se sigue que

dD _  dD dp _ T- 8  000 
dt dp dt

(0.09 t xa)

Cuando t = 25, el precio unitario es

p(25) = 0.06(25)3/2 +  22.5 = 30 dólares

y se tiene

dD 
dt

— 8  0 0 0 ”
t = 25 

p  = 30 302
[0.09(25)1/2] =  - 4

Es decir, dentro de 25 meses, la demanda de licuadoras cambiará a una razón de 4 
unidades por mes, e irá disminuyendo, porque dD/dt es negativa.

P R O B L E M A

dy
En los problemas 1 a 10 utilice la regla de la cadena para calcular la derivada y simplifique su respuesta.

1. y = w2 + 1; u — 3x — 2

3. y = Vm; u = jc2 + 2x -  3

1 25. y = u = x  + 1
u

1 27. y = ^ = ;  u = x  -  9

2. y = 2 u2 _- u + 5; u = l - x 2

4. y = u2 + 2u — 3; u = V~X

6. y =
1

U = 3̂  +  5
u

8. y = u + u — 2; u =
_ i

X
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1 2 19. y = ------„ = x2 10. y  =  u ; u =  ——-
U — 1 A l

úfy
£/7 problemas 11 a 16 utilice la regla de la cadena para calcular la derivada — pora el valor dado de x.

11. y = 3w4 -  4u + 5; u = x3 -  2x -  5 para x = 2 12. y = us -  3u2 + 6u -  5; u =  x2 -  1 para a = 1

9 1 113. y = Vw; m = x2 -  2x + 6 para * = 3 14. y = 3hz -  6u + 2; u = - j  para x =  -

15. y = u = 3 -  4  para x = -  16. y = —j—; « = x3 -  2x + 5 para x = 0
u xT 2 1

£7? /05 problemas 17 a 36 derive la función dada y simplifique su respuesta.

17. f(x) =  (2x + l )4 18- /(*) =  V5a-6 -  12

19. f(x) = (x5 -  4xJ -  7)8 20. f(t) = (3/4 -  7Í2 + 9)5

21. /(?) =  ,.2  ‘ „ 22. / «  = — --------------5 r  — 6f +  2 (6a +  5a* +  1)'

23‘ gM  = V4x2 + 1 24‘ /(í) = V5j3 + 2

25. /(*) =  ,, 3 2,4 26. /(x) =
( 1 - x 2)4 3(5x +  1)'

27. /¡(í) = (1 + V 3Í)5 28. g(x) =  y  1 + ¿

29. /(x) =  (x + 2)3(2x -  l )5 30. f(x) = 2(3x +  l)4(5x -  3)2

3 L  ra' ’ ■ V f^ T  3i -  ( í ^ f

»  ™  =

„  £/ N +  1 1 — 5a2
35. /(? )  =  , ■ - — 36. / ( a) =  3/

V i  - A y  V 3 +  2a

En los problemas 37 a 40 determine la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f  para el valor dado de x.

37. f(x) = (3X2 + l)2; x = - 1  38. /(x) = (x2 -  3)5(2v -  l)3; x = 2

” • m  ~  a ^ ¡ ? : '  '  1 4*- ‘  - 3

En los pi oblemos 41 a 46 encuentre todos los valores de x donde la recta tangente a y ~ f(x) es horizontal.

41. /(x) = (x2 + x)2 42. /(x) = x3(2x2 + x -  3)2

43. /(a ) =  —  _  2 44# /(^ )  =  + 5
(3a — 2) ~  (1 — 2a)3

45. / ( a )  = V a 2 -  4 a  + 5 46. /(*) = (je -  1)2(2a + 3)3

En los pioblemas 47 y 48 derive la función dada f(x) por medio de dos métodos distintos, primero empleando la
regla general de la potencia y luego utilizando la regla del producto. Muestre que las dos respuestas son iguales.

47. / ( a) =  (3a +  5)2 48. / ( a) =  (7 -  4a)2

  www.FreeLibros.com



2-51 i SECCIÓN 2.4 ! La regla de la cadena i 145

En los problemas 49 a 54 encuentre la segunda derivada de la función dada.

49. /(.v) = (3.í + l)5 50. f ( t )  =

51. h(t) = (/2 + 5)8 52. y = (1 -  2x3)4

53. /(.v) = V i + -v2 54. /(« ) =  2 l_  .

55. INGRESOS ANUALES Los ingresos anuales 
brutos de cierta compañía son/(O  =
V Io í2" + t -f 236 miles de dólares, t años después 
de su formación en enero del 2000.
a) ¿A qué razón crecieron los ingresos anuales 

brutos de la compañía en enero de 2005?
b) ¿A qué razón porcentual crecieron los ingresos 

anuales brutos en enero de 2005?
56. COSTO DE FABRICACIÓN En cierta 

fábrica, el costo total de fabricar q unidades es 
C{q) =  0.2q2 + q + 900 dólares. Se ha 
determinado que se fabrican aproximadamente 
q{t) =  r  + lOOf unidades durante las primeras t 
horas de una corrida de producción. Calcule la 
razón a la que cambia el costo total de 
fabricación con respecto al tiempo 1 hora después 
de iniciar la producción.

57. DEMANDA DEL CONSUMIDOR Un impor
tador de café brasileño estima que los 
consumidores locales comprarán aproximadamente

4 374
D(p) = — 7 libras de café por semana cuando el 

P~
precio sea p dólares por libra. También se ha esti
mado que dentro de t semanas, el precio del café 
brasileño será p(t) = 0.0212 + O.lí + 6 dólares 
por libra.
a) ¿A qué razón está cambiando la razón de la 

demanda de café con respecto al precio 
cuando el precio sea $9?

b) ¿A qué razón está cambiando la demanda de 
café con respecto al tiempo dentro de 10 se
manas? ¿En ese momento la demanda estará 
creciendo o decreciendo?

58. CONTAMINACIÓN DEL AIRE Se calcula 
que dentro de t años, la población de cierta

comunidad suburbana será p(t) = 2 0 ----------
t +  1

miles. Un estudio ambiental indica que el nivel 
diario promedio de monóxido de carbono en el 
aire será c{p) = 0.5\ ! p 2 + p + 58 partes por mi
llón cuando la población sea p miles.

a) ¿A qué razón cambiará el nivel de monóxido 
de carbono respecto de la población cuando la 
población sea de 18 000 habitantes?

b) ¿A qué razón cambiará el nivel de monóxido 
de carbono respecto al tiempo dentro de 2 
años? ¿En ese momento el nivel estará 
creciendo o decreciendo??

59. DEMANDA DEL CONSUMIDOR Cuando 
cierto artículo se vende a p dólares por unidad,

40 000
los consumidores compran D{p) = --------

P
unidades por mes. Se estima que dentro de t meses, 
el precio del artículo será p(t) = 0.4f3/2 + 6.8 
dólares por unidad. ¿A qué razón porcentual cam
biará la demanda mensual del artículo respecto al 
tiempo dentro de 4 meses a partir de este 
momento?

60. COMPORTAMIENTO ANIMAL En un 
artículo de investigación,6 V. A. Tucker y K. 
Schmidt-Koenig demostraron que una especie de 
periquito australiano gasta energía (calorías por 
gramo de masa por kilómetro) según la fórmula

E  =  -  [0.074(v -  35)2 + 22]
V

donde v es la velocidad del ave (en km/h). Deter
mine una fórmula para la razón de cambio de E 
respecto a la velocidad v.

61. CRECIMIENTO DE MAMÍFEROS Las 
observaciones demuestran que la longitud L, en 
milímetros (mm), de la nariz a la punta de la cola 
de un tigre siberiano se puede calcular utilizando 
la función L = 0.25w2'6, donde w es el peso del 
tigre en kilogramos (kg). Además, cuando un tigre 
es menor a 6 meses, su peso (en kg) se puede 
calcular en términos de su edad A, en días, me
diante la función w = 3 + 0.21 A.

6 V. A. Tucker y K. Schmitdt-Koenig, “Flight Speeds of Birds in
Relation to Energetics and Wind Directions”, The Auk, Vol. 88
(1971), páginas 97-107.
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a) ¿A qué razón se incrementa la longitud del 
tigre siberiano respecto de su peso cuando 
pesa 60 kg?

b) ¿Cuál es la longitud de un tigre siberiano 
cuando tiene 100 días de edad? ¿A ésta edad, 
a qué razón se incrementa su longitud respecto 
al tiempo?

62. CONTAMINACIÓN DEL AGUA Cuando se 
introduce materia orgánica en un volumen de 
agua, el contenido de oxígeno del agua se reduce 
temporalmente por oxidación. Suponga que t días 
después de descargar aguas residuales sin tratar en 
un lago, la proporción del contenido usual de 
oxígeno que permanece en el lago está dada por 
la función

12 144
P{r) ~  1 t + 12 + (í +  12)2 

á) ¿A qué razón cambia la proporción de oxígeno 
P(t) después de 10 días? ¿En ese momento la 
proporción está creciendo o decreciendo?

b) ¿Después de 15 días la proporción de oxígeno 
está creciendo o decreciendo?

c) Si no se descargan más aguas residuales, ¿qué 
se espera que suceda con la proporción de 
oxígeno? Utilice un límite para verificar su 
conjetura.

63. CRECIMIENTO DE INSECTOS El crecimiento 
de ciertos insectos varía con la temperatura. 
Suponga que una especie particular de insectos 
crece de tal forma que cuando la temperatura es 
r°C, el volumen de un individuo es
V(T) = 0 .4 1 (-0 .0 ir2 + OAT + 3.52) cm3 

y su masa está dada por 
0.39V 

m(y) =  g m

a) Encuentre la razón de cambio del volumen del 
insecto con respecto a la temperatura.

b) Encuentre la razón de cambio de la masa del 
insecto con respecto al volumen.

c) Cuando T = 10°C, ¿cuál es el volumen del 
insecto? ¿A qué razón cambia la masa del 
insecto con respecto a la temperatura, cuando 
T = 10°C?

64. INTERÉS COMPUESTO Si se invierten
$10 000 a una tasa anual y (expresada como deci
mal) compuesta semanalmente, la cantidad total 
(capital P más el interés) acumulada después de
10 años está dada por la fórmula

á) Halle la razón de cambio de A con respecto a r.

65.

& .

66.

1

67.
( R

b) Halle la razón de cambio porcentual de A 
respecto a r cuando r = 0.05 (es decir, 5%).

CURVAS DE A PR EN D IZA JE Cuando usted 
estudia por primera vez un tema, o comienza a 
practicar una habilidad, es posible que usted no 
sea muy diestro, pero con el tiempo se aproximará 
a los límites de su destreza. Un modelo para 
describir este comportamiento usa la función

T = aLVL ~  b 
donde T es el tiempo requerido para que una 
persona aprenda los temas de una lista de L 
temas, y a y b son constantes positivas.

dT .
á) Encuentre la derivada —  e mterpretela en

dL
términos del modelo de aprendizaje.

b) Lea y analice en un párrafo un artículo sobre 
cómo se pueden emplear las curvas de 
aprendizaje para estudiar la productividad de 
un trabajador.7 

Un objeto se mueve a lo largo de una recta con 
velocidad

v(f) =  (21 +  9)2(8 — t)3 para 0 ^  t ^  5
a) Encuentre la aceleración a{t) del objeto en el 

momento t.
b) ¿Cuándo el objeto está estacionario, para 

0 < f < 5 ?
Determine la aceleración en cada momento.

c) ¿Cuándo es cero la aceleración, para 0 ^  t ^  5? 
Determine la velocidad en cada momento.

d) Utilice la instrucción de graficación de su 
calculadora para dibujar las gráficas de la 
velocidad v(t) y de la aceleración a{t) en la 
misma pantalla.

é) Se dice que el objeto esta acelerando cuando 
v(/) y a(t) tienen el mismo signo (ambos nega
tivos o positivos). Utilice su calculadora para 
determinar cuándo ocurre esto (si es que 
ocurre) para 0 <  / <  5.

Un objeto se mueve a lo largo de una recta de tal 
forma que su posición gh el momento t está dada por

s(t) = (3 +  t — t 2)3/2 para 0 ^  t < 5
a) ¿Cuál es la velocidad del objeto v(t) y su 

aceleración a{t) en un momento Ü
b) ¿Cuándo el objeto está estacionario para

0 <  r <  2? ¿Dónde está el objeto y cuál es su 
aceleración en cada momento ?

c) ¿Cuándo es cero la aceleración para 0 ^  t ^  2? 
¿Cuál es la posición y cuál la velocidad del 
objeto en cada uno de estos momentos?

7 Puede iniciar su investigación consultando a Philip E. Hicks, Indus
trial Engineering and Management: /\ New Perspective, 2a' ed., capí
tulo 6, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994, páginas 267-293.
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d) Utilice la instrucción de graíicación de su 
calculadora para trazar las graficas de la posi
ción del objeto s(t), la velocidad v{r), y la 
aceleración a{t) en la misma pantalla, para
0 <  t <  2.

e) Se dice que el objeto está desacelerando 
cuando v(t) y a(t) tienen signos opuestos (uno 
positivo, el otro negativo). Utilice su 
calculadora para determinar cuándo ocurre esto 
(si es que ocurrre), para 0 ^  t <  2.

68. Suponga que L(x) es una función con la propiedad

de que L'(x) = —. Utilice la regla de la cadena

para determinar las derivadas de las siguientes
funciones y simplifique sus respuestas.

a) / ( x) = L(x2)

b) f(x) = L

69. Demuestre la regla general de la potencia para
n = 2, empleando la regla del producto para

dy 2
calcular — si y = [h{x)] . 

dx
70. Demuestre la regla general de la potencia para 

n = 3, empleando la regla del producto y el
dy

resultado del problema 69 para calcular — si
dxo

y = [h(x)] . [Sugerencia: comience escribiendo y 
como h(x)[h(x)]2].
Introduzca la función /(x) = V3.Lv2 + 19.4 en su 
calculadora graficadora. Utilice la instrucción de 
derivación numérica de su calculadora para calcu
la r / '( l )  y f  ( — 3). Explore la gráfica de f(x). 
¿Cuántas tangentes horizontales tiene la gráfica? 
Introduzca la función f(x) =  (2.1 x 3 — 3V a + 5)2/3 
en su calculadora graficadora. Utilice la instrucción 
de derivación numérica de la calculadora para 
calcular /'(O) y f  (4.3). Analice la gráfica de/(x). 
¿Cuántas tangentes horizontales tiene?

71.

V- /A

72.
m i

Análisis marainal v aproximaciones
*  .por incrementos

El cálculo es una herramienta importante en la economía. En el capítulo 1 se analizaron, 
en forma breve, ventas y producción, donde se introdujeron magnitudes económicas 
como costo, ingreso, utilidad y oferta, demanda y equilibrio de mercado. En esta 
sección, se utilizará la derivada para explorar razones de cambio que involucran
magnitudes económicas.

Análisis m arg ina l En economía,8 el uso de la derivada para aproximar el cambio que ocurre en la cantidad 
como resultado del incremento de la producción en una unidad se denomina análisis 
marginal. Por ejemplo, suponga que C(x) es el costo total por producir .v unidades de un 
cierto artículo. Si actualmente se producen .v0 unidades, entonces la derivada

C'(x o) = lím
C(x0 + l?) -  C(x0)

/i—>o h

recibe el nombre de costo marginal de producción de .v0 unidades. El valor límite que 
define esta derivada es aproximadamente igual al cociente incremental de C(.v) cuando 
/? = 1; es decir,

C \ x  o)
C(.Y0 +  1) — C(A'o)

1
-  C(Xq + 1) -  C(xQ)

8 Economistas y administradores consideran los temas que se van a analizar desde perspectivas 
ligeramente diferentes. Una buena fuente para el punto de vista de los economistas es el libro de J. M. 
Henderson y R. E. Quandl, Microeconomic Theory. Nueva York, McGraw-Hill, 1986. El punto de vista 
de los administradores se puede encontrar en D. Salvatore, Management Economics, Nueva York. 
McGraw-Hill, 1989, que es una excelente fuente de aplicaciones prácticas y de estudios de caso.
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donde el símbolo » se utiliza para indicar que ésta es una aproximación, no una 
igualdad. Pero C(x0 + 1) -  C(jc0) es justamente el costo de incrementar el nivel de 
producción en una unidad, de a0 a x0 + 1. Para resumir:

Costo marginal - Si C(x) es el costo total de producción de x  unidades de un 
cierto artículo, entonces el costo marginal de producción de x0 unidades es la 
derivada C'(x0), que aproxima el costo adicional C(x0 + 1) -  C(x0) de incrementar el 
nivel de producción en una unidad, de x0 a x0 + 1.

En la figura 2.14 se muestra la relación geométrica entre el costo marginal C'(x0) y el 
costo adicional C(x0 + 1) — C(x¿).

J
i i

y  =  C{x) .

/
.

' C(x0 + 1) -  C (x0)

I I  w v.I I  ► X
X q  a0+ 1

b) El costo adicional, C(.v0+ 1) -  CCy0) de 
incrementar la producción de ,t0 a ,r0 + 1

F tG U R A  2 .1 4  Costo marginal C '(x0) aproxima C(x0 +  1) — C(x0).

El análisis anterior no sólo se aplica al costo, sino a otras magnitudes económi
cas. A continuación se presenta un resumen de lo que se entiende por ingreso mar
ginal y utilidad marginal, y cómo se pueden utilizar estas magnitudes marginales para 
calcular cambios unitarios en el ingreso y la utilidad.

Ingreso m arg in a l y u iih d a o  m arg in a l 0 Suponga que R(x) es el ingreso 
que se genera cuando se producen x  unidades de un artículo, y que P(x) es la utilidad 
correspondiente. Cuando se producen = x0 unidades:

El ingreso marginal es R'(x¿). Éste es una aproximación de R(x0 + 1) -  R(x0), 
que es el ingreso adicional generado por la producción de una unidad más.

La utilidad marginal es P'{x0). Éste es una aproximación de P(x0 + 1) -  P(x0), 
que es la utilidad adicional obtenida por la producción de una unidad más.

En el ejemplo 2.5.1 se ilustra el análisis marginal.

"EJEMPLO I 2.5/1 7 '

Un fabricante estima que cuando se producen x  unidades de cierto artículo, el costo total

es C(x) = - x2 -j- 3x + 98 dólares, y además, que todas las .v unidades se venderán,
. 1 cuando el precio seap(x) = —(7 5 —a) dólares por unidad.
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v\~'.

¡EXPLORE!
Considere el ejemplo 2.5.1. 
Grafique juntas la función de 
costo C(x) y la función de 
ingreso R(x) empleando la 
pantalla [0, 20]10 por [0,
400]50. Grafique la recta 
tangente a C[x) en el valor X = 
8. Observe por qué el costo 
marginal, representado por la 
recta tangente, es una buena 
aproximación para C(x) en X = 
8. Ahora trace la recta tangente 
a R[x) en X = 8, y también 
compruebe que la utilidad 
marginal es una buena 
aproximación a R(x) próxima a 
X = 8.

a) Encuentre el costo marginal y el ingreso marginal.
b) Utilice el costo marginal para calcular el costo de producir la novena unidad.
c) ¿Cuál es el costo realde producir la novena unidad?
d) Utilice el ingreso marginal para calcular el ingreso derivado de la venta de la no

vena unidad.
e) ¿Cuál es el ingreso real derivado de la venta de la novena unidad?

Solución

1
a) El costo marginal es C \x ) = - x  + 3. Como a* unidades del artículo se venden a

1
un precio de p{x) =  —(75 — a ) dólares por unidad, el ingreso total es 

R{a) = (número de unidades vendidas)(precio por unidad)

xp(x) = A =  25a — - a 2 
3

El ingreso marginal es

R'{a )  =  25 -  - a  
3

b) El costo de producir la novena unidad es el cambio en el costo cuando a  se incre
menta de 8 a 9 y se puede calcular usando el costo marginal

C '(8) = 7 (8) + 3 = $5 
4

c) El costo real por producir la novena unidad es

C(9) -  C(8) = $5.13

que se aproxima razonablemente bien mediante el costo marginal C '(8) =  $5.
d) El ingreso obtenido por la venta de la novena unidad se aproxima usando del 

ingreso marginal

R '(8) =  25 - | ( 8) =  $19.67

e) El ingreso real obtenido por la venta de la novena unidad es

R (9 ) -R (S )  = $19.33

En el ejemplo 2.5.2 se emplea una magnitud económica marginal para analizar 
un proceso de producción.

EJEMPLO 1 2 .5 .2

Un fabricante de cámaras digitales estima que cuando se producen a  unidades, la 
utilidad total es

P(x) = —0.0035.x:3 +  0.07x2 +  25x -  200

miles de dólares.
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Aproximación por 
incrementos

a) Encuentre la función de utilidad marginal.
b) ¿Cuál es la utilidad marginal cuando el nivel de producción es x  = 10, x = 50 

y jc =  80?
c) Interprete estos resultados.

Solución

a) La utilidad marginal está dada por la derivada

P'(x) = — 0.0035C3JC2) + 0.07(2a:) + 25 

= -0 .0105 a-2 +  0.14x +  25

b) La utilidad marginal en x  = 10, 50 y 80 es

/>'(10) = -0.0105(10)2 + 0.14(10) + 25 = 25.35

P'(50) = —0.0105(50J2 + 0.14(50) +  25 =  5.75

P'{80) = —0.0105(80J2 + 0.14(80) + 25 = -31

c) El hecho de que ,P'( 10) = 25.35 significa que un incremento de 1 unidad en la
producción, de 10 a 11 cientos de cámaras, aumenta la utilidad en aproximada^ 
mente 25.35 miles de dólares ($25 350), por tanto, el gerente quizá tome la 
decisión de incrementar la producción a este nivel. Sin embargo, como P'(50) = 
5.75, si se incrementa el nivel de producción de 50 unidades a 51, la utilidad 
aumenta en sólo $5 750, esto sería un incentivo relativamente pequeño para que 
el gerente hiciera un cambio. Finalmente, como P'{80) = —31 es negativa, la 
utilidad en realidad disminuye en aproximadamente $31 000 si el nivel de pro
ducción se eleva de 80 a 81 unidades. En este caso, el gerente pudiera conside
rar disminuir el nivel de producción.

El análisis marginal es un ejemplo importante de un procedimiento general de 
aproximación basado en que, como

£ i / \ / ( x 0 +  h) - f ( x 0)f  (x0) = lim ----------- :-----------
h—>o h

entonces para h pequeña la derivada d e / '(x 0) es aproximadamente igual al cociente 
incremental

f ( x 0 + h) -  f{x  q )  

h

Esta aproximación se indica escribiendo

x /(* o  + h) - f ( x 0)
/  (A-o) =  ---------- -----------

o, de forma equivalente,

f ( x 0 + h) -  /Oto) ~  f ' ( x 0)h

Para enfatizar que el incremento ocurre en la variable x, se escribe h = Ax (se lee como 
“delta x”). A continuación se resume la fórmula de la aproximación incremental.
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Aproximación por incrementos - Sif(x) es derivable en x = x0 y Ax es 
un cambio pequeño en jc, entonces

f ( x 0 + Ax) «/(jco) + /'(* 0)Ax

o, de forma equivalente, si A f = / ( x0 + Ax) — f(x0), entonces

A f ^ f ' ( x 0)Ax

A continuación se presenta un ejemplo de cómo se puede emplear esta aproxi
mación en economía.

¡EXPLORE!
Usando el ejemplo 2.5.4,

1
introduzca el volumen V = - t t x 36
en Y1, donde x  es el diámetro 
del tumor esférico. Escriba

Y2 =  Y1 (X + .05) -  Y1 (X) para 
calcular el cambio incremental 
en el volumen, y

Y3 = nDeriv(Y1, X, X)*(.05),

para el cambio diferencial en el 
volumen. Fije TbIStart = 2.4 y 
ATbl = .05 en TBLSET (2nd 
WINDOW). Ahora examine los 
valores con la función TABLE, 
en particular para Y2 y Y3. 
Observe los resultados para 
X = 2.5. Ahora realice cálculos 
similares para la exactitud del 
volumen V, si el diámetro x 
se encuentra medido dentro 
del 1%.

f  fjrr-jpt O i 9 s 'i1
Suponga que el costo total en dólares por la fabricación de q unidades de cierto artículo 
es Aq = 0.5. Si el nivel actual de producción es 40 unidades, calcule cómo cambiará el 
costo total si se producen 40.5 unidades.

Solución

En este problema, el valor actual de producción es q = 40 y el cambio en la producción 
es C(q) = 3q~ + 5q + 10. Usando la fórmula de la aproximación, el cambio 
correspondiente en costo es

AC = C(40.5) -  C(40) *  C'(40)Aq = C /(40)(0.5)

Como

se sigue que

C \q )  =  6? + 5 C /(40) =  6(40) 4- 5 = 245

AC «  [C/(40)](0.5) =  245(0.5) = $122.50

Para practicar, calcule el cambio real en el costo causado por el incremento en 
el nivel de producción de 40 a 40.5 y compare su respuesta con la aproximación. ¿Es 
buena la aproximación?

Suponga que se desea calcular una cantidad Q empleando la fórmula Q(x). Si el 
valor de x  usado en el cálculo no es preciso, entonces su inexactitud se pasa o propaga 
al valor calculado de Q. En el ejemplo 2.5.4 se muestra cómo se puede calcular el 
error propagado.

EJEMPLO ! 2.5.4
Durante un procedimiento médico, se calcula el tamaño de un tumor aproximadamente

4  3

esférico midiendo su diámetro y se utiliza la fórmula V =  -  ttR' para calcular su

volumen. Si el diámetro se mide como 2.5 cm con un error máximo del 2%, ¿qué tan 
exacta es la medida del volumen?

Solución

Una esfera de radio R y diámetro x  = 2R tiene un volumen

4 3  4 í x V  1 3

v = r R  = 3 % ) =  6 1 7

por tanto, el volumen utilizando el diámetro estimado* =  2.5 cm es
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A proxim ación  del 
cam bio  porcentual

V = —ir(2.5)3 =  8.181 cm3 
6

El error cometido al calcular este volumen empleando el diámetro 2.5 cuando el 
diámetro real es 2.5 + Ax es

V = V(2.5 + Ax) -  V(2.5) «  V'(2.5)Ax

La medición del diámetro puede diferir hasta en 2%; es decir, hasta por 0.02(2.5) = 0.05 
cm, en cualquier dirección. De aquí, el error máximo en la medición del diámetro es 
Ax = ±0.05, y el error máximo correspondiente en el cálculo del volumen es

Error máximo en el volumen =  AV ~  (y'(2.5)](±0.05)

Como

V \x )  = -UtfA-2) = K x '  y V ’(2.5) = ^ir(2.5)2 =  9.817 
6 2 2

se sigue que

Error máximo en el volumen = (9.817)(±0.05) ~  ±0.491

Así, en el peor de los casos, el cálculo del volumen como 8.181 cm3 tiene un error de
0.491 cm3; por tanto, el volumen real V debe satisfacer

7.690 <  V <  8.672

En el ejemplo 2.5.5 está dado el cambio deseado en la función y el objetivo es 
calcular el cambio necesario correspondiente de la variable.

EJEMPLO I 2.5.5
La producción diaria en cierta fábrica es Q(L) = 900LI/3 unidades, donde L denota el 
tamaño de la fuerza laboral medida en horas-trabajador. Actualmente, se emplean 1 000 
horas-trabajador cada día. Utilice el cálculo para estimar el número de horas-trabajador 
adicionales que se necesitan para incrementar la producción diaria en 15 unidades.

Solución

Despejando AL en la fórmula de la aproximación

AQ «  Q\L)AL

con AQ = 15 L = 1 000 y Q‘(L) = 300L~m

se tiene 15 =  300(1 000) _2/3 AL

o bien AL «  000)2/3 = ^-^(10)2 = 5 horas-trabajador

El cambio porcentual de una magnitud expresa el cambio de esa magnitud como un 
porcentaje de su tamaño antes del cambio. En particular,

^  , cambio en cantidad
Cambio porcentual = 100----------------------------

tamaño de la cantidad
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Esta íórmula se puede combinar con la fórmula de la aproximación y escribir en nota
ción funcional como sigue:

SECCIÓN 2.5 i Análisis marginal y aproximaciones por incrementos i 153

Fórmula de la aproximación para ei cambio porcentual ® Si Ajees un 
cambio (pequeño) en x, el cambio porcentual correspondiente de la función f(x) es

Cambio porcentual en /  = 100 «  100 -  A*
f M  m

' EJEMPLO TzTs^ó
El PIB de cierto país fue N(t) = t2 + 5t 4- 200 mil millones de dólares t años después 
de 1997. Utilice el cálculo para estimar el cambio porcentual del PIB durante el primer 
trimestre de 2005.

Solución

Utilice la fórmula

N'(t)At
Cambio porcentual de /V ~  100---------

m
t = 8 A t = 0.25 y N ’(t) = 2t + 5

^  , ™ ^'(8)0.25Cambio porcentual en N  ~  100------------
W )

(8)2 + 5(8) + 200 
«  1.73%

Diferenciales Algunas veces al incremento A* se le llama el diferencial de x y se denota por dx,
entonces la fórmula de la aproximación se puede escribir como d f ~ f ( x ) d x .  Si y = 
/(*), el diferencial de y se define como dy — f { x )  dx. Resumiendo:

Diferenciales ® El diferencial de jc es is dx = Aa\ y si y — f(x) es una función 
derivable de x, entonces dy = f '(x )  dx es el diferencial de y.

EJEMPLO I 2.5 .7
En cada caso, encuentre el diferencial de y = f(x).

a) / ( * )  =  x 3 -  l x 2 +  2

b )  f(x)  =  (x2 +  5)(3 -  x  -  2a-2)

Solución

a) dy = / '(x )  dx = [3x2 -  7(2r)] dx = (3x2 -  14x) dx
b) Usando la regla del producto,

dy = / ' ( a) dx =  [(a2 +  5 ) (— 1 -  4a) +  (2x)(3 -  a  -  2 v 2)] dx

con

para obtener
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En la figura 2.15 se muestra una interpretación geométrica de la aproximación de 
Ay por medio del diferencial dy. Observe que, como la pendiente de la recta tangen
te en P(x, / ( a)) es / ' ( a), el diferencial dy = / ' ( x) dx es la variación de altura de la 
tangente que corresponde a la variación de a a x  + A a . Por otro lado, A y es la varia
ción en la altura de la curva correspondiente a esa variación en a . De ahí que, apro
ximar Ay por medio del diferencial dy es lo mismo que aproximar la variación de la 
altura de una curva mediante la variación de la altura de la recta tangente. Si Aa es 
pequeña, es razonable esperar que esa sea una buena aproximación.

v

FIGURA 2.15 Aproximación de Av por el diferencial dy.

P R O B L E M A S  2.5
✓

ANALISIS MARGINAL En los problemas 1 a 6 C(x) es el costo total de producción de x  unidades de cierto 
bien y p(x) es el precio al cual se venderán todas las x unidades. Suponga que p(x) y C(x) están en dólares.

a) Determine el costo marginal y el ingreso marginal.
b) Utilice el costo marginal para calcular el costo de producir la cuarta unidad.
c) Encuentre el costo real de producir la cuarta unidad.
d) Utilice el ingreso marginal para calcular el ingreso obtenido por la venta de la cuarta unidad.
e) Determine el ingreso real obtenido de la venta de la cuarta unidad.

1 ? 1 . 2 ~1. C(a) =  ~xr +  4a + 57; p{x) = - ( 3 6  — a) 7. Estime cuánto cambiará la función / ( a) =  a -  3a

+ 5 cuando x  se incrementa de 5 a 5.3.
2. C(x) = - x2 + 3x + 67; p(x) = -(45 -  x) 8' Estime cuánt0 cambiará la función

4 5 ,  a
i  m  =  7 T T  ~ 3

3. C(a) — ^a 4- 2a + 39, p(x) — —a — 4 a  + 80 cuando a  disminuye de 4 a 3.8.

5 0  ̂ 9. Calcule el cambio porcentual de la función/(a) =
4. C(a) — ~ x  + 5a + 7 3 ;p (a) = —a2 — 2a  +  33 „y2 -f 2x -  9 cuando a se incrementa de 4 a 4.3.

i o i o 10. Calcule el cambio porcentual de la función
5. C(a) =  t a 2 +  43; p(x) = 2

4 1 + a  /(a ) =  3a H—  cuando a  disminuye de 5 a 4.6.
A

6. C(a) = —a + 65; p(x) = —  11. ANÁLISIS MARGINAL El costo total de un
X fabricante es C(q) = 0.1 ¿73 — 0 .5<72 + 500(7 + 200

dólares, donde q es el número de unidades 
producidas.
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a) Utilice el análisis marginal para calcular el 
costo de fabricación de la cuarta unidad.

b) Calcule el costo real de fabricación de la 
cuarta unidad.

12. ANÁLISIS MARGINAL El ingreso mensual 
total de un fabricante es R(q) = 240q — 0.05q 2 
dólares, cuando se producen y venden q unidades 
durante el mes. Actualmente, el fabricante produce 
80 unidades al mes y planea incrementar la 
producción mensual en 1 unidad.
a) Utilice el análisis marginal para calcular el 

ingreso adicional que se generará por la 
producción y venta de la unidad 81.

b) Utilice la función de utilidad para calcular el 
ingreso adicional real que se generará por la 
producción y venta de la unidad 81.

13. ANALISIS MARGINAL Suponga que el costo 
total en dólares de fabricar q unidades es
C(q) == 3 q~ + q + 500.
a) Utilice el análisis marginal para calcular el 

costo de fabricación de la unidad 41.
b) Calcule el costo actual de fabricación de la 

unidad 41.

14. CONTAM INACIÓN DEL AIRE Un estudio 
del ambiente de cierta comunidad sugiere
que dentro de t años, el nivel promedio de 
monóxido de carbono en el aire será 
Q(t) = 0.05/2 + 0.1/ + 3.4 partes por millón. 
Aproximadamente ¿cuánto cambiará el nivel de 
monóxido de carbono durante los próximos 6 
meses?

15. CIRCULACIÓN DE PERIÓDICOS Se proyecta 
que dentro de t años, la circulación de un periódico 
local será C(t) = lOOr + 400/ + 5 000. Calcule 
la cantidad en que se incrementará la circulación 
durante los próximos 6 meses. [Sugerencia: el 
valor actual de la variable es t = 0.]

16. FABRICACIÓN El costo total de un fabricante 
es C{q) =  0.1c/ 3 — 0.5c/ 2 + 500¿/ + 200 dólares 
cuando el nivel de producción es q unidades. El 
nivel actual de producción es 4 unidades, y el fa
bricante está planeando incrementarlo a 4 . 1. 
Calcule cómo cambiará el costo total como resul
tado del aumento.

17. FABRICACIÓN El ingreso mensual total de un 
fabricante es R(q) = 240q -  0.05q2 dólares 
cuando se producen q unidades por mes. 
Actualmente, el fabricante produce 80 unidades al 
mes y planea disminuir la producción mensual en
0.65 unidades. Calcule cómo cambiará el ingreso 
mensual total como resultado de la reducción.

18. EFICIENCIA Un estudio de eficiencia del tumo 
de la mañana de cierta fábrica indica que un tra
bajador promedio que llega las 8:00 a.m. habrá 
ensamblado/(jc) =  - x 3 + 6x2 + 15x radios de 
transistores x horas después. Aproximadamente 
¿cuántos radios ensamblará el trabajador entre las 
9:00 y las 9:15 a.m.?

19. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la 
producción diaria es Q(K) =  600K,/2 unidades, 
donde K denota la inversión de capital medida en 
unidades de $1 000. El capital invertido 
actualmente es $900 000. Estime el efecto que 
tendrá en la producción diaria una inversión 
adicional de capital de $800.

20. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la 
producción diaria es Q{L) = 60 000L1/3 unidades, 
donde L denota el tamaño de la fuerza laboral 
medida en horas-trabajador. Actualmente, se 
emplean 1 000 horas-trabajador cada día. Estime 
el efecto sobre la producción si la fuerza laboral 
se reduce a 940 horas-trabajador.

21. IMPUESTO SOBRE LA PROPIEDAD Una 
proyección hecha en enero de 1997 determinó que 
dentro de x  años, el impuesto promedio sobre la 
propiedad de una casa de tres recámaras en cierta 
comunidad será T(x) = 60.x3/2 + 40x -I- 1 200 
dólares. Calcule el incremento porcentual del 
impuesto sobre la propiedad durante la primera 
mitad del año 2005.

22. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Una 
proyección a 5 años de las tendencias de la 
población sugiere que dentro de t años, la población 
de cierta comunidad será P(t) = — t3 +  9f2 + 48r 
+ 200 miles.
a) Determine la tasa de cambio de la población 

R{t) = P'(t) con respecto al tiempo t.
b) ¿A qué razón cambia la tasa de crecimiento de 

la población R(t) con respecto al tiempo?
c) Use incrementos para calcular cuánto cambia 

R(t) durante el primer mes del cuarto año. 
¿Cuál es el cambio real en R(t) durante este 
periodo?

23. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la 
producción diaria es Q = 3 000K [/2L l/3 unidades, 
donde K denota la inversión de capital de la 
firma, medida en unidades de $1 000 y L denota 
el tamaño de la fuerza laboral medida en horas- 
trabajador. Suponga que la inversión de capital 
actual es $400 000 y que se emplean 1331 horas- 
trabajador cada día. Utilice el análisis marginal 
para calcular el efecto que tendrá una inversión 
adicional de capital de $1 000 en la producción 
diaria si el tamaño de la fuerza laboral no cambia.
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24. PRODUCCIÓN La producción diaria de cierta 
fábrica es Q(L) = 300L2'3 unidades, donde L 
denota el tamaño de la fuerza laboral medida
en horas-trabajador. Actualmente, se utilizan 
512 horas-trabajador cada día. Calcule el número 
de horas-trabajador adicionales que se necesitarán 
para incrementar la producción diaria en 12.5 
unidades.

25. FABRICACIÓN El costo total de un fabricante
1 ies C(q) = ~q +  6A2q + 400 dólares, cuando se 
6

producen q unidades. El nivel actual de 
producción es 4 unidades. Calcule la cantidad en 
que el fabricante deberá disminuir la producción 
para reducir el costo total en $130.

26. CRECIMIENTO DE UNA CÉLULA Cierta 
célula tiene la forma de una esfera. Las fórmulas

4
S = 47tr2 y V = — irr3 se emplean para calcular el

área superficial y el volumen, respectivamente. 
Estime el efecto que produce sobre S y V un 
incremento de 1% en el radio /*.

27. GASTO CARDÍACO El gasto cardiaco es el 
volumen (en centímetros cúbicos) de sangre 
bombeada por el corazón de una persona cada 
minuto. Una forma para medir el gasto cardiaco C 
es mediante la fórmula de Fick

C =
a

x — b
donde x  es la concentración de dióxido de carbono 
en la sangre que ingresa a los pulmones desde el 
ventrículo derecho, y a y b son constantes posi
tivas. Si x  se mide como x  = c con un error má
ximo del 3%, ¿cuál es el error porcentual máximo 
que se puede cometer midiendo el gasto cardiaco 
con la fórmula de Fick? (Su respuesta estará en 
términos de a, b y c.)

28. MEDICINA Se inserta un globo esférico muy 
pequeño en una arteria tapada. Si el globo tiene 
un diámetro interior de 0.01 milímetros (mm) y 
está hecho de un material con un espesor de
0.0005 mm, aproximadamente ¿cuánto material se 
inserta en la arteria? [Sugerencia: Considere la 
cantidad de material como un cambio en el

4
volumen AV, donde V = - i r r 3.]

3
29. ARTERÍOSCLEROSIS En la arteriosclerosis, 

un material graso denominado “placa” se acumula 
en las paredes de las arterias, impidiendo el flujo 
sanguíneo, lo que a su vez, puede provocar embo
lias e infartos cardiacos. Considere un modelo en 
el cual la arteria carótida se representa como un

cilindro circular con radio de la sección transver
sal R = 0.3 cm y longitud L. Suponga que se des
cubre que una placa de 0.07 cm de espesor está 
distribuida uniformemente sobre la pared interior 
de la arteria carótida de cierto paciente. Utilice 
incrementos para calcular el porcentaje del 
volumen total de la arteria que está bloqueado por 
la placa. [Sugerencia: El volumen de un cilindro 
de radio R y longitud L es V = pR2L. ¿Tiene 
importancia que no se haya especificado la longi
tud L de la arteria?]

PROBLEMA 29

30. CIRCULACIÓN SANGUÍNEA En el 
problema 57, sección 1.1, se introdujo una ley 
importante atribuida al físico francés Jean Poiseuille. 
Otra ley descubierta por Poiseuille dice que el 
volumen del fluido que corre por un pequeño tubo 
en la unidad de tiempo, bajo una presión fija, está 
dado por la fórmula V = kR4, donde k es una 
constante positiva y R es el radio del tubo. Esta 
fórmula se emplea en medicina para determinar a 
qué amplitud se debe abrir una arteria tapada para 
restaurar un flujo sanguíneo saludable.
a) Suponga que el radio de cierta arteria se incre

menta en 5%. Aproximadamente ¿qué efecto 
tiene esto en el volumen de sangre que fluye 
por la arteria?

b) Lea un artículo sobre el sistema cardiovascular 
y escriba un párrafo acerca del flujo 
sanguíneo.9

31. DILATACIÓN DE UN MATERIAL El coefi
ciente de expansión térmica (lineal) de un objeto 
se define como

L \T )
L(T)

9 Puede iniciar su investigación consultando textos como el de Elaine 
N. Marieb, Human Anatomy and Physiology, 2a. ed., The 
Benjamin/Cummings Publishing Co., Redwood City, CA, 1992, y 
Kent M. Van De Graaf y Stuart Ira Fox, Concepts of Human 
Anatomy and Physiology, 3a. ed., Wm. C. Brown Publishers, 
Dubuque, IA, 1992.

0.07 cm

0.3 cm
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donde L(T) es la longitud del objeto cuando la 
temperatura es T. Suponga que se construye 
un puente de 50 m con un acero que tiene
a  = 1.4 X  10-5 por grado centígrado. 
¿Aproximadamente cuánto cambiará la longitud 
durante un año cuando la temperatura varía de 
-20°C  (invierno) a 35°C (verano)?

32. RADIACIÓN La Ley de Stefan en física establece 
que un cuerpo emite energía en forma de radiaciones 
de acuerdo con la fórmula R(T) = kT4, donde R es 
la cantidad de energía emitida por una superficie 
cuya temperatura es T (en grados Kelvin), y k es una 
constante positiva. Calcule el cambio porcentual 
que resulta en R por un incremento de 2% en T.

EXPLORE!
Introduzca en Y1 la función 
f(x) = x3 -  x2 -  1 y grafique 
empleando una pantalla con 
escala decimal para ver que 
existe una raíz entre X = 1 y 
2. Ahora escriba Y2 = 
nDeriv(Y1, X, X). En una nueva 
pantalla, introduzca el valor 
inicial 1 en X, 1 X, y 
escriba X -  Y1 (X)/Y2(X) X. 
Ahora presione ENTER sucesi
vamente y observe la secuen
cia de valores resultantes.
Note cuántas iteraciones se 
necesitaron para que dos 
aproximaciones consecutivas 
coincidieran en cuatro lugares 
decimales. Repita este pro
ceso empleando X = -2 . 
Observe si ocurre un resultado 
estable, y cuántas iteraciones 
se requirieron.

M é to d o  d e  N e w to n  ^ Las aproximaciones 
mediante la recta tangente se pueden emplear en mu
chas formas. El método de Newton para aproximar 
las raíces de una ecuación / ( a ) = 0 se basa en la idea 
de que, si se parte de una a 0 “elegida”, que sea cerca
na a una verdadera raíz c, con frecuencia se puede ob
tener una posición mejorada hallando la intersección, 
X\y de la recta tangente a la curva y =  / ( a ) en x = a 0 

(véase la figura) con el eje a. Entonces, el proceso se 
puede repetir hasta que se logra el grado de precisión 
deseado. En la práctica, generalmente es más fácil y 
más rápido manejar las posibilidades de graficación 
de una calculadora, las características ZOOM, y 
TRACE, para encontrar raíces, pero las ideas detrás 
del método de Newton siguen siendo importantes. En 
los problemas 33 a 37 se usa el método de Newton.

y= f(x)

33. Demuestre que cuando se aplica repetidamente el método de Newton, la 
n-ésima aproximación se obtiene a partir de la aproximación (/? — 1) mediante 
la fórmula

/(*■«- oX n X n —i n =  1, 2, 3 , . . .

34.

35.

/ ' ( * « - 1)
[Sugerencia: Primero encuentre A! como la intersección con el eje x  de la 
recta tangente a y = / ( a ) en a  = a 0 . Luego utilice x x para encontrar x2 de la 
misma forma].
Sea / ( a ) =  a 3 -  x2 -  1.
a) Use su dispositivo de graficación para trazar/ ( a ). Advierta que sólo hay 

una raíz ubicada entre 1 y 2. Utilice ZOOM y TRACE, u otras 
instrucciones para encontrar la raíz.

b) Empleando a 0 =  1, calcule la raíz aplicando el método de Newton hasta que 
dos aproximaciones consecutivas coincidan con cuatro lugares decimales.

c) Tome la raíz encontrada de forma gráfica en el inciso a) y la raíz que se 
determinó mediante el método de Newton en el inciso b), y sustituya cada 
una en la ecuación / ( a ) = 0. ¿Cuál es más precisa?

Sea / ( a ) = a 4 -  4 a 3 + 10. Utilice su calculadora graficadora para trazar / ( a ). 

Observe que hay dos raíces de la ecuación f(x )  = 0. Calcule cada raíz em
pleando el método de Newton y luego verifique sus resultados usando ZOOM 
y TRACE u otras instrucciones de su calculadora.
Los antiguos babilonios (aproximadamente 1700 a. C.) aproximaban V Ñ  
aplicando la fórmula

l ¡  N \  
x„ + i = ~ \ x n + — I para/7 =  1,2, 3 , . . .

a) Demuestre que esta fórmula se puede deducir a partir de la fórmula para el 
método de Newton del problema 33, y luego úsela para calcular V  l 265.
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SECCI ÓN 2.6

Derivación de 
funciones en forma 

implícita

Repita la fórmula hasta que dos aproximaciones consecutivas coincidan en 
cuatro lugares decimales. Utilice su calculadora para verificar su resultado.

b) El espía (problema 70, sección 2.2) despierta una mañana en Babilonia y 
se da cuenta que le han robado su calculadora. Escriba una historia de 
espías donde haya un problema en el que se use la fórmula antigua para 
calcular una raíz cuadrada.

37. Algunas veces el método de Newton falla sin importar qué valor inicial a 0 se 
elija (a menos que sea tan afortunado como para elegir la raíz misma). Sea 
f(x) = ^ /x  y elija a 0 de forma arbitraria (a 0 ^  0).
a) Demuestre que xn+x -  ~2x„ para n = 0, 1, 2 , . . .  de manera que las suce

sivas “raíces” generadas mediante el método de Newton son
A'o, 2a’q, 4a0, . . . .

b) Use su calculadora graficadora para trazar / ( a )  y emplee una instrucción 
apropiada para trazar las rectas tangentes a la gráfica de y = / ( a )  en los 
puntos que corresponden a a 0 , ~ 2 a0, 4a0, . . .  ¿Por qué fallan estos 
números para estimar una raíz de / ( a )  = 0?

Hasta el momento, todas las funciones con las que se ha trabajado han estado dadas por 
ecuaciones de la forma y = / ( a ) ,  donde la variable dependiente y, a la izquierda, está 
dada explícitamente por una expresión, a la derecha, que contiene a la variable 
independiente a . De esas funciones se dice que están en forma explícita. Por ejemplo, 
las funciones

^ . 3  ^  ___________________

y = a 2 + 3a + 1 y = -------- y  y = V i —a 2
J 2 a  — 3

están en forma explícita.
Algunas veces los problemas de la vida práctica conducen a ecuaciones en las 

que la función y no está escrita explícitamente en términos de la variable indepen
diente a , como por ejemplo, las ecuaciones

A 2y 3 — 6 = 5>>3 + a  y  x 2y + 2y3 =  3a + 2 y

Cuando la;y no está despejada, se dice que la ecuación define implícitamente y como lina 
función de a, y se dice que la función y está en forma implícita.

Suponga que se tiene una ecuación que define y implícitamente como una función de a ,
dy

y que se desea hallar la derivada —. Por ejemplo, se puede tener interés en la pendiente

de una recta que es tangente a la gráfica de la ecuación en un punto en particular. Un 
método podría ser despejar^ explícitamente de la ecuación y luego derivar emplean
do las técnicas ya conocidas. Sin embargo, no siempre es posible escribir y explíci- 
tamente. Por ejemplo, no existe una forma obvia para despejar y en la ecuación a"}’ + 
2y3 =  3a +  2y.

Además, aun cuando se pueda despejar )> explícitamente, con frecuencia la fórmula 
resultante es complicada y difícil de derivar. Por ejemplo, en la ecuación a2y3 -  6 = 5y2 
+ a  se puede despejar y para obtener

a 2y 3 -  5y3 = x  + 6 

y \ x 2 -  5) =  a  + 6
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dy
\ Introduzca —  del ejemplo 2.6.1 

dx
en su calculadora graficadora. 
Sustituya x = 2 en la expre
sión dada de la función 
implícita y despeje y. Intro
duzca este valor como Y. 
Introduzca 2 como X. Deter
mine la pendiente de la recta
tangente a y = f(x) evaluando 
dy—  en estos valores. Por 
dx
último, encuentre una 
ecuación para la recta tan
gente a la función del ejemplo 
2.6.1 en x = 2.

dy
El cálculo de ~  para esta función en forma explícita será tedioso, y usará tanto la

regla de la cadena como la regla del cociente. Por fortuna, existe una técnica simple
dy

basada en la regla de la cadena que se puede emplear para determinar — sin tener
dx

que despejar primero y explícitamente. Esta técnica, conocida como derivación 
implícita, consiste en derivar ambos lados de la ecuación dada (la original) con

dy
respecto a j y  luego despejar algebraicamente — A continuación se presenta un ejem-

dx
pío para ilustrar la técnica.

. dy . 2 ? iDetermine — si x y 4- y = x  .
dx

Se derivan ambos lados de la ecuación dada con respecto a x. Con el fin de recordar que 
en realidad y es una función de x, se sustituye temporalmente y por f(x) y se comienza 
por reescribir la ecuación como

x 2m  + (/(*)>2 = x 3

Ahora se derivan con respecto a i  ambos lados de esta ecuación, término a término:

t -[x2m  + (/(.v))2] = -f[A-3) 
dx dx

Así, se tiene

y d f d 9
x 2- f + f ( x ) — (x2) 

dx dx
- Y -

/ I . ! I

df  •, 
+ 2 f ( x ) - f  = 3x 

dx

d , d ■ • h /1 *. i)’ i —(,\ ' i 
r /  V ,/A

o d f df
x~—  + /(x )(2x) 4- 2 /(* )— = 3x“ 

dx dx

x2~ f  + 2f(x)-j- = 3x2 -  2 xf(x) 
dx dx

[x2 +  2 f(x))4f = 3x2 -  2xf(x) 
dx

df_ =  3x2 -  2xf(x) 
dx x 2 4- 2 f(x)

Finalmente, se sustituye/(x) por^ para obtener

dy 3x2 — 2xy

. \gnipc f< n/. ís los
, . df terminas con  —  a un 

dx
luda t!e ¡a ecuación

i ■ <Jí despeje —

dx x “ + 2y
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NOTA Sustituir temporalmente y por / ( a ) como en el ejemplo 2.6.1 es una 
estrategia útil para ilustrar el proceso de derivación implícita, pero tan pronto como 
usted domine la técnica, elimine este paso innecesario y derive directamente la 
ecuación dada. Sólo tenga en cuenta que en realidad y es una función de x, y 
recuerde utilizar la regla de la cadena cuando sea necesario, m

A continuación se presenta un resumen del procedimiento.

Derivación implícita » Suponga que una ecuación define y implícitamente
dy

como una función derivable de x. Para determinar — :
dx

1. Derive ambos lados de la ecuación con respecto a x. Recuerde que en reali
dad y es una función de a , y utilice la regla de la cadena cuando derive tér
minos que contienen a y.

dy2. Despeje algebraicamente —  en la ecuación derivada.
dx

C álculo de la En los ejemplos 2.6.2 y 2.6.3 se analiza cómo emplear la derivación implícita para
p en diente de la  recta determinar la pendiente de una recta tangente.

tan gen te  usando la _________________  ___
derivación  implícita EJEMPLO 2.ó.2

O ODetermine la pendiente de la recta tangente al círculo xr 4- y =  25 en el punto (3, 4). 
¿Cuál es la pendiente en el punto (3, —4)?

Solución
• 9  9Derivando ambos lados de la ecuación xr 4- y~ = 25 con respecto a a , se obtiene

2x + 2y —  = 0 
dx
dy _  —x
dx y

La pendiente en (3, 4) es el valor de la derivada cuando x  = 3 y y =  4:

3
i

c

i
^ V ( 3 , 4 )

T »

(3, -4 )

dy
dx

—a*
(3.4) y

- 3
A -= 3 
y = 4

dyDe igual forma, la pendiente en (3, —4) es el valor de — cuando a  = 3 y y = — 4:
dx

cJ i
dx

—x
(3, -4) y

A -= 3 
y — -4

- 3
( -4 )

En la figura 2.16 se muestra la gráfica del círculo junto con las rectas tangentes en 
(3, 4) y (3, -4 ).

HGURA 2.16 La gráfica 
del círculo x 1 4  y 2 =  25.

EJEMPLO I 2.ó.3

Encuentre todos los puntos en la gráfica de la ecuación a 2 — y2 = 2a  4- 4y donde la recta 
tangente es horizontal. ¿Tiene la gráfica algunas tangentes verticales?
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\i
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iM»■p

® (l,-0 .2 7 )

J h - 3 . 7 3 )
. ’T w ‘ “ “&

/

/
\
V

i
%

F R IU R A  2 .1 7  La gráfica de 
la ecuación a'2 -  y 2 =  2v +  2y.

Solución

Derive ambos lados de la ecuación dada con respecto a i  para obtener

dy dy
2x — 2y —  = 2 + 4 —  

dx dx

dy _ 2 x  — 2 
dx 4 + 2y

Habrá una tangente horizontal en cada punto de la gráfica donde la pendiente sea cero;
dy

es decir, donde el numerador 2x -  2 de — es cero:
dx

2x - 2  = 0 
x = 1

Para determinar el valor correspondiente de y, se sustituye x  = 1 en la ecuación dada y 
se despeja usando la fórmula cuadrática (o la calculadora):

1 -  .y2 = 2(l) + 4v 

v2 + 4y + 1 = 0

y = -0 .27 , -3 .73

Así, la gráfica dada tiene tangentes horizontales en los puntos (1, —0.27) y (1, -3.73). 
Como la pendiente de una recta vertical no está definida, la gráfica dada sólo

dy
puede tener una tangente vertical donde el denominador 4 + 2v de — es cero:

dx

4 + 2y = 0

y =
Para determinar el valor correspondiente de a , se sustituye y  = —2 en la ecuación dada:

.v2 -  (—2)2 =  2x + 4( —2)

A'2 -  2x + 4 =  0

Pero esta ecuación cuadrática no tiene soluciones reales, lo que a su vez implica que la 
gráfica dada no tiene tangentes verticales. En la figura 2.17 se muestra la gráfica.

Aplicación a l a  La derivación implícita se emplea en economía tanto en el trabajo práctico como en el
econom ía teórico. En la sección 4.3, se estudiará cómo se utiliza para derivar ciertas relaciones

teóricas. En el ejemplo 2.6.4 se presenta una aplicación más práctica de la derivación 
implícita, la cual es un adelanto del análisis de curvas de nivel de una función de dos 
variables que se verá en la sección 7.1.

EJEMPLO I 2.6.4
• * •  ̂  ̂  ̂ t Suponga que la producción en cierta fábrica es Q = 2x' + x~y + y unidades, donde a  

es el número de horas-trabajador calificado y y es el número de horas-trabajador no 
calificado. La fuerza laboral actual consiste de 30 horas-trabajador calificado y 20 
horas-trabajador no calificado. Utilice el cálculo para hallar el cambio que se deberá 
hacer en el trabajo no calificado y para compensar el incremento de 1 hora en el trabajo 
calificado a , de manera que la producción se mantenga en su nivel actual.
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Tasas relacion ad as

Solución

El nivel actual de producción es el valor de Q cuando x = 3 0 y y  = 20. Es decir,

Q = 2(30)3 + (30)2(20) 4- (20) 3 = 80 000 unidades

Si la producción se debe mantener en este nivel, la relación entre trabajo calificado x y 
trabajo no calificado y está dada por la ecuación

80 000 =  2x3 + A'2_y + y 3

que define y implícitamente como una función de x.
El objetivo es calcular el cambio en y que corresponda a un incremento de 1 

unidad en a\ cuando x y y estén relacionadas por esta ecuación. Como se analizó en 
la sección 2.5, el cambio provocado en y por un incremento de 1 unidad en a: se puede

dy
aproximar mediante la derivada —. Para determinar esta derivada, se utiliza la

derivación implícita. (Recuerde que la derivada de la constante 80 000 que está a la 
izquierda es cero.)

l d < 2> , ,  i dy+ y - r  (.x ) + 3y —dx dx
2d y

2 , dy 

dy

•2 +
o dy 

x~—
dx

:2 +
2 dy 

x  —
dx

-2 + 2ay

6 A'2 + 2xy

+ 2xy + 3 y —  
dx

dx x  + 3y~

Ahora se evalúa esta derivada cuando x  = 30 y y = 20 para concluir que

dy
Cambio en y ~  — 

dx
6(30) + 2(30)(20)

~ —3.14 horas
(30)2 + 3(20)2

Es decir, para mantener el nivel actual de producción, el trabajo no calificado se deberá 
disminuir en aproximadamente 3.14 horas para compensar el incremento de 1 hora de 
trabajo calificado.

NOTA ¿Usted se percató de que la solución del ejemplo 2.6.4 contiene un paso 
innecesario? El cálculo de la producción actual de 80 000 pudo ser omitido y la 
ecuación que relaciona x  y y pudo ser escrita como

C = 2v3 + x 2y + y 3

donde C es una constante que representa el nivel actual (no especificado) de 
producción. Como la derivada de cualquier constante es cero, las ecuaciones 
derivadas serán las mismas, o

En ciertos problemas prácticos, x y y están relacionadas por una ecuación y se pueden 
considerar como funciones de una tercera variable t, que con frecuencia representa el

tiempo. Por tanto, la derivación implícita se puede emplear para relacionar con

Se dice que este tipo de problema involucra tasas relacionadas. A continuación se 
presenta un procedimiento para analizar problemas de tasas relacionadas.
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Procedimiento para resolver problemas de tasas relacionadas
^  Se dibuja una figura (si es apropiado) y se asignan variables.
2- Se determina una fórmula que relacione las variables.

Se usa la derivación implícita para determinar cómo se relacionan las tasas.
Se sustituye cualquier información numérica dada en la ecuación del paso 3 
para encontrar la razón de cambio deseada.

A continuación se presentan cuatro problemas prácticos que implican tasas rela
cionadas.

EJEMPLO 2.6.S

El gerente de una compañía determina que cuando se producen q cientos de unidades de 
cierto bien, el costo total de producción es C miles de dólares, donde C" -  3<r/~ = 4 275. 
Cuando se producen 1 500 unidades, el nivel de producción se incrementa a una 
razón de 20 unidades por semana. ¿Cuál es el costo total en este momento y a qué razón 
cambia?
Soíucióri

dC dq
Se desea determinar —  cuando q — 15(1 500 unidades) y — = 0.2 (20/100 unidades

dt dt
por semana). Derivando implícitamente en la ecuación C~ — 3q~ = 4  275 respecto al
tiempo, se obtiene

2 dqdC
2 C ------ 3

dt dt
= 0

de manera que

n„dC  ^ 2 dq 
2C —— = 9q~ ~y 

dt dt

y
dC _  9q~ dq 
dt 2 C dt

Cuando q = 15, el costo C satisface

C 2 -  3(15)3 = 4 275
C 2 = 4 275 + 3(15)3 = 14 400 
C = 120

dq dC
y sustituyendo q = 15, C = 120, y — = 0.2 en la fórmula para — , se obtiene

dC
dt

9(15 r  
.2( 120).

(0.2) = 1.6875

miles de dólares ($1 687.50) por semana. Para resumir, el costo de producción de 1 500 
unidades es $120 000 (C = 120) y a este nivel de producción, el costo total se 
incrementa a una razón de $1 687.50 por semana._______________________________
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EJEMPLO I 2.Ó.6

Una tormenta en el mar ha dañado una plataforma petrolera. El petróleo se derrama por 
la ruptura a una razón constante de 60 pies3/min, formando una capa que tiene una 
forma aproximadamente circular y 3 pulgadas de espesor.
a) ¿Con qué rapidez se incrementa el radio de la capa cuando éste es de 70 pies?
fa) Suponga que se repara la ruptura de tal forma que el flujo se detiene instantá

neamente. Si el radio de la capa se incrementa a una razón de 0.2 pies/min cuando 
el flujo se detiene, ¿cuál es el volumen total de petróleo que se ha derramado 
en el mar?

Solución

Se puede considerar la capa como un cilindro de radio r pies y espesor h = 3/12 = 0.25 
pies. El cilindro tendrá un volumen

V = w 2/i = 0.25-rr;-2 ft3

Derivando implícitamente esta ecuación con respecto al tiempo t, se obtiene

clV ( d r \ dr
—  =  0 .2 5 tt 2r —  =  0.5 'ttr  —  
dt \  d t) dt
dV

y como en todo momento —  = 60 se obtiene la relación entre las tasas
dt

dr
6 0  =  0 .5 'tt/- —  

dt

a) Se desea determinar — cuando r = 70. Sustituyendo en la relación de las tasas
dt

que se acaba de obtener, se calcula que

60 = 0.517(70) — 
dt

de manera que

dr 60
dt (0 .5 )tt(70)

0.55

Así, cuando el radio es de 70 pies, se está incrementando a una razón de cerca 
de 0.55 pies/min.

b) Se puede calcular el volumen total de petróleo en el derrame si se conoce el radio

de la capa en el instante en el que se detiene el fluio. Como — = 0.2 en ese
dtinstante, se tiene

y el radio es
60 =  0 .5 ttt(0.2)

60

' ■ =  ~  1 9 1  p i e s

Por tanto, el volumen total de petróleo derramado es

V = 0.25tt(191)2 ~  28 652 pies3

(aproximadamente 214 317 galones).
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EJEMPLO I 2.6.7

Un lago está contaminado por los desechos de una planta localizada en su costa. Los 
ecologistas determinan que cuando el nivel de contaminantes es x  partes por millón 
(ppm), habrá F peces de ciertas especies en el lago, donde

F =
32 000

3 +  V i

Cuando quedan 4 000 peces en el lago, la contaminación se incrementa a una razón de 
1.4 ppm/año. ¿A qué razón cambia la población de peces en este instante?

Solución

o j i dF dxSe desea determinar —  cuando F = 4 000 y — = 1.4. Cuando hay 4 000 peces en
dt dt

el lago, el nivel de contaminación x  satisface

4 000 =
32 000

Se calcula que

3 + Vx

4 000(3 + Vx) = 32 000 

3 + V i  = 8 

V x = 5 

x  = 25

dF 32 000(— 1) /1 1 \  _  -  16 000
dx (3 + \ f x ) 1 \2  V x / Vx(3 + V x )2

y de acuerdo con la regla de la cadena

dF
dt

dFdx  
dx dt

-1 6  000

_V i(3  4- Va')2_
dx
dt

Sustituyendo F — 4 000, x = 25 y —  =  1.4, se llega a que
dt

dF
dt

- 1 6  000

,V25(3 + V 2 5 ) \
(1.4) = - 7 0

por lo que la población de peces disminuye en 70 peces por año.

EJEMPLO I 2.6.8

Cuando el precio de cierto artículo es p dólares por unidad, el fabricante está dispuesto 
a ofertar x  miles de unidades, donde

x 2 — 2x \íp  — p 2 = 31

¿Con qué rapidez cambia la oferta cuando el precio es de $9 por unidad y se incrementa 
a una razón de 20 centavos de dólar por semana?
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Solución
dp , . dx

Se sabe que cuando p = 9, — = 0.20. Es necesario determinar — en ese momento.
dt dt

Primero, observe que cuando p = 9, se tiene

Jt2 -  ZvV9 -  92 = 31 
a-2 -  6x -  112 =  0 

(x +  8 )( jc  -  14) =  0

.v = 14 (x = — 8 no tiene valor práctico)

Luego, se derivan implícitamente ambos lados de la ecuación de oferta con 
respecto al tiempo, para obtener

dx
2x—  -  2 

dt
o dP -  n ~ 2 p - - 0

dp
Finalmente, sustituyendo x = 14,/? = 9 y — = 0.20 en esta ecuación de razón y luego

dx
despejando para la razón buscada —, se obtiene

2(14)§  - 2 V 9 — + 1 4 Í - - t=  
dt \2  V 9 ,

1(0.20) -  2(9)(0.20) = 0

[28 -  2 (3 )]^  = 2 (1 4 )^^= j(0 .2 0 ) + 2(9)(0.20)

14(^1(0.20) + 18(0.20) 
dx \ 3 /
dt 22

Como la oferta está dada en términos de miles de unidades, se deduce que la oferta se 
incrementa a una razón de 0.206(1 000) = 206 unidades por semana.

P R O B L E M A S

dy
En los problemas 1 a 6 determine — de dos formas:

dx
a) por derivación implícita
b) derivando una fórmula explícita para y.

En cada caso, demuestre que las dos respuestas son iguales.

1. 2x + 3y = 7 2. xy — 4
3. xy + 2y = 3 4> x * + ^  =  n

5. xy + 2y = x 2 6. .v + -  = 5
y

dyEn los problemas 7 a 20 determine —  por derivación implícita.

7. x z + y 2 = 25 8. x 2 + j> = .v3 + r
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9. a 3 + y 3 = xy 10.

11. y 2 + 2vy2 — 3.v + 1 = 0 12.

13. $ + II 14.
15. xy -  x  = y  + 2 16.
17. ( 2 y + y)3 = a 18.
19. (a 2 + 3y2)5 = 2 xy 20.

10. 5.v -  A 2y 3 =  2y 
1 1

.y

s4 _

En los problemas 21 a 26 halle la ecuación de la recta tangente a la curva dada en el punto indicado. 

21. .v2 = y 3; (8, 4)

23. .yy = 2; (2, 1)
25. (1 — ,í + y f  = x  +  7; (1, 2)

22. i - ‘ = 2; I I
x  >- \4 ' 2 )

24. a-2v 3 — 2xy = 6x + y + 1; (0, — 1)
26. (x2 + 2 y )3 = 2xy2 + 6 4 ; (0 , 2 )

En los problemas 27 a 32 encuentre todos los puntos (ambas coordenadas) de la curva dada donde la recta 
tangente es a) horizontal y b) vertical.

27. a + y 2 = 9 28. xy ■■= 16y2

29. x 2 + Ay + y = 3 30. y _
■ -  =  5

X y
31. a 2 + xy + y 2 = 3 32. o

X “  ■-  xy + y 2 =  3

En los problemas 33 y 34 utilice la derivación implícita para calcular la segunda derivada

33. x 2 +  3 y 2 =  5 34. xy +  y 2 =  1

35 . FABRICACIÓN La producción en cierta planta 
es  Q ~  0 .0 8 a 2 +  0 .1 2 \ y  +  0 .0 3 y 2 unidades por día, 
donde a  es el número de horas-trabajador calificado 
utilizado y  y , el número de horas-trabajador no 
calificado utilizado. Actualmente, se emplean 8 0  

horas-trabajador calificado y  2 0 0  horas-trabajador 
no calificado cada día. Use el cálculo para deter
minar el cambio que debe hacerse en el número 
de horas de trabajo no calificado para compensar 
un incremento de 1 hora en el trabajo calificado, 
de tal manera que la producción se mantenga en 
su nivel actual.

36. FABRICACIÓN La producción de cierta planta 
es Q = 0 . 0 6 a 2 + 0 .1 4 r y  + 0 .0 5 y 2 unidades por día, 
donde a  es el número de horas-trabajador calificado 
utilizado y y es el número de horas-trabajador no 
calificado utilizado. Actualmente, se emplean 6 0  

horas-trabajador calificado y 3 0 0  horas-trabajador no 
calificado cada día. Utilice el cálculo para estimar el 
cambio que debe hacerse en el número de horas de 
trabajo no calificado para compensar un incremento 
de 1 hora en el trabajo calificado, de manera que la 
producción se mantenga en su nivel actual.

37. RAZÓN DE LA OFERTA Cuando el precio 
de cierto artículo es p dólares por unidad, el

d 2y
dx2

fabricante está dispuesto a ofertar a  cientos de 
unidades, donde

3p2 - x 2 = 12 

¿Con qué rapidez cambia la oferta cuando el pre
cio es de $ 4  por unidad y se incrementa a una 
razón de 8 7  centavos de dólar por mes?

3 8 . RAZÓN DE LA DEMANDA Cuando el pre
cio de cierto artículo es p dólares por unidad, los 
clientes demandan a  cientos de unidades de dicho 
producto, donde

x 2 + 3px + p 2 = 19 
¿Con qué rapidez cambia la demanda a  con 
respecto al tiempo cuando el precio es $ 5  por 
unidad y disminuye a una razón de 3 0  centavos 
de dólar por mes?

3 9 . CRECIMIENTO DE UN TUMOR Un tumor 
se modela como si fuera aproximadamente 
esférico, con radio R. Si el radio del tumor actual
mente es R = 0 .5 4  cm y se incrementa a una 
razón de 0 .1 3  cm por mes, ¿cuál es la razón de

4
cambio correspondiente del volumen V = —irR3?

40. REFRIGERACIÓN Un bloque de hielo 
utilizado para refrigeración se modela como un
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cubo de lado s. Actualmente el bloque tiene un 
volumen de 125 000 cm3 y se derrite a una razón 
de 1 000 cm3 por hora.
a) ¿Cuál es la longitud actual s del lado del 46. 

cubo? Actualmente, ¿a qué razón cambia s
respecto al tiempo /?

b) ¿Cuál es la razón de cambio actual del área 
superficial, 5 , del bloque con respecto al 
tiempo? [Nota: Un cubo de lado s tiene un 
volumen V = s 3 y área superficial S = 6s 2.]

41. MEDICINA Se inserta un globo esférico pe
queño en una arteria tapada y se infla a una razón 47,
de 0.002tt mnvVmin. ¿Con qué rapidez crece el
radio del globo cuando el radio es R = 0.005 mm?
[Nora: Una esfera de radio R tiene volumen

4 ,
V =  -  7T/? .]

3
42. CONTROL DE LA CONTAMINACIÓN Un 

estudio ambiental para cierta comunidad indica que 
habrá Q(p) = p 2 + 4p + 900 unidades de un 
contaminante dañino en el aire cuando la 
población sea p miles. Si la población actual es
50 000 habitantes y se incrementa a una razón
de 1 500 por año, ¿a qué razón crece el nivel de 
contaminación?

43. RAZÓN DE LA DEMANDA Cuando el precio 
de cierto artículo es p dólares por unidad, los con
sumidores demandan .v cientos unidades de dicho 48. 
producto, donde 75.y2 + 17p2 = 5 300
¿Con qué rapidez cambia la demanda jc con 
respecto al tiempo cuando el precio es $7 y 
disminuye a una razón de 75 centavos de dólares

por mes? (Es decir, — = —0.75.)
dt

44. LEY DE BOYLE La ley de Boyle establece que 
cuando se comprime un gas a una temperatura 
constante, la presión P y el volumen V de una
muestra dada satisface la ecuación PV = C, donde 49. 
C es constante. Suponga que en cierto instante el 
volumen es 40 pulg3, la presión es 70 lb/pulg2 y 
el volumen se incrementa a una razón de 12 
pulgVs. ¿Con qué rapidez está cambiando la pre
sión en este instante? ¿Está aumentando o 
disminuyendo?

45. TASA METABÓLICA La tasa metabólica basal 
es la razón del calor producido por un animal por 
unidad de tiempo. Las observaciones indican que 
la tasa metabólica basal de un animal de sangre 
caliente de masa w kilogramos (kg) está dada por

M = 70r,3/4 kilocalorías por día
a) Determine la razón de cambio de la tasa 

metabólica de un jaguar de 80 kg que gana 
masa a una razón de 0.8 kg por día.

b) Encuentre la razón de cambio de la tasa
metabólica de un avestruz de 50 kg que pierde 
masa a una razón de 0.5 kg por día.

VELOCIDAD DE UNA LAGARTIJA Los 
herpetólogos han propuesto utilizar la fórmula
5 = I.Ih'0-2 para estimar la velocidad máxima, 
s (metros por segundo), de una lagartija de masa 
vi' (gramos) en una carrera corta. ¿A qué razón se 
incrementa la velocidad máxima de una lagartija 
de 11 gramos en una carrera corta, si la lagar
tija crece a una razón de 0.02 gramos por día? 
PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la 
producción está dada por Q = 60 K l/3L2/3 
unidades, donde K es la inversión de capital (en 
miles de dólares) y L es el tamaño de la fuerza 
laboral, medida en horas-trabajador. Si la produc
ción se mantiene constante, ¿a qué razón cambia 
la inversión de capital en el tiempo, cuando K = 8, 
L = 1 000, y L está aumentando a una razón de 
25 horas-trabajador por semana?
[NOTA: Las funciones de producción de la forma 
general Q = /\/^OÍL1_a, como la del problema 47, 
donde A y a  son constantes con 0 ^  a  <  1, se 
llaman funciones de producción Cobb-Douglas. 
Este tipo de funciones aparecen en ejemplos y 
ejercicios de todo el texto, en especial en el capí
tulo 7.]
CONTAMINACIÓN 
DEL AGUA Una 
capa circular de aceite 
se expande de tal 
forma que su radio 
crece a una razón de 
20 pies/li. ¿Con qué 
rapidez cambia el área 
de la capa cuando el
radio es 200 pies? PROBLEMA 48  
Una persona de 6 pies de estatura camina a una 
razón de 4 pies/s alejándose de la base de un 
poste de luz de 12 pies de altura. ¿A qué razón 
cambia la longitud de su sombra cuando él se 
encuentra a 20 pies de la base del farol?

cr
12

20

PROBLEMA 49
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50. QUIMICA En un proceso químico adiabático, 
no hay cambio neto (ganancia ni pérdida) de 
calor. Suponga que un contenedor de oxígeno se 
somete a ese tipo de proceso. Entonces, si la pre
sión en el oxígeno es P y su volumen es V, se 
puede demostrar que P V [A = C, donde C es una 
constante. En cierto instante. V = 5 m3, P = 0.6 
kg/m2 y P está aumentando a 0.23 kg/m2 por 
segundo. ¿Cuál es la razón de cambio de VI ¿Está 
V aumentando o disminuyendo?

51. FABRfCAOÓN En cierta fábrica, la producción 
Q está relacionada con los insumos .v y y por la 
ecuación

Q = 2a 3 + 3x V  + (1 + y?
Si los niveles actuales de los insumos son x  = 30 
y y  = 20, use el cálculo para estimar el cambio 
en el insumo y qué deberá hacerse para compen
sar una reducción de 0.8 unidades en el insumo x, 
de manera que la producción se mantenga en su 
nivel actual.

52. PRODUCCIÓN D£ ?■ ¿ADERA Para calcular 
la cantidad de madera que hay en el tronco de un 
árbol, es razonable suponer que el tronco es un 
cono truncado (véase la figura). Si el radio superior 
del tronco es /*, el radio inferior es R y la altura es 
/-/, el volumen de la madera está dado por

V = —H(R2 + rR + r 2)
3

Suponga que /-, R y H se incrementan a las respecti
vas razones de 4 pulg/año, 5 pulg/año y 9 pulg/año. 
¿A qué razón está aumentando V en el instante 
cuando r — 2 pies, R = 3 pies y H = 15 pies?

PROBLEMA 52

53. FLUJO SANGUÍNEO Una de las leyes de 
Poiseuille (véase el problema 57, sección 1.1) 
establece que la velocidad de la sangre que fluye 
a presión constante en un vaso sanguíneo a una 
distancia /* desde el centro del vaso está dada por

54.

55.

56.

K 2 2v = _(/?* -  ,-2) 

donde K es una constante positiva, R es el radio 
del vaso y L es la longitud del vaso.10 Suponga 
que el radio R y la longitud L del vaso cambian 
con el tiempo de tal manera que no se afecta la 
velocidad del flujo sanguíneo en el centro; es 
decir, v no cambia con el tiempo. Demuestre que 
en este caso, la razón de cambio relativa de L con 
respecto al tiempo debe ser el doble de la razón 
de cambio relativa de R.

PROBLEMA 53

FABRICACIÓN En cierta fábrica, la 
producción Q está relacionada con los insumos u 
y v mediante la ecuación

2 2 u + 3v
Q =  3 ir  h------------7

(u + v)~
Si los niveles actuales de los insumos son u =  10 
y v =  25, use el cálculo para hallar el cambio que 
debe hacerse en el insumo v para compensar una 
reducción de 0.7 unidades en el insumo u, de 
manera que la producción se mantenga en su nivel 
actual.
Demuestre que la recta tangente a la curva 

-> *>
-  + > -=  i 
a~ b~

en el punto Cv0,)'o) es
A'o-v y0y _  ,
a~ b

O 9Considere la ecuación x “ + y~ = 6y — 10.
a) Demuestre que no existen puntos (.y, y) que 

satisfagan esta ecuación. [Sugerencia:
Complete el cuadrado.]

b) Demuestre que aplicando derivación implícita 
a la ecuación dada, se obtiene

dy = x  
dx 3 — y

El objetivo de este ejercicio es demostrar que se 
debe tener cuidado cuando se aplica la derivación 
implícita.

10 E. Batschelet, Introduction ro Mathematics for Life Scientists, 3a. 
ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1976, páginas 102-103.
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El hecho de que se pueda encontrar una derivada 
formalmente mediante la derivación implícita no 
quiere decir que la derivada tiene algún signifi
cado.

57. Demuestre que la regla de la potencia

— [.y"] =  nx11 ~ 1 para el caso donde n = r/s es un 
dx
número racional. [Sugerencia: Observe que si 
y = x r/s, entonces y s = x r y utilice la derivación 
implícita.]

58. Use su calculadora graficadora para trazar la curva 
5x2 -  2vy + 5v2 = 8. Trace la recta tangente a la

./-curva en (1, 1). ¿Cuántas rectas tangentes
horizontales tiene la curva? Encuentre la ecuación 

de cada tangente horizontal.
59. Use su calculadora graficadora para trazar la curva

ll.v2 + 4xy + 14,v2 = 21. Trace la recta tangente a 
la curva en ( -1 ,  1). ¿Cuántas rectas tangentes

horizontales tiene la curva? Determine la ecuación
de cada tangente horizontal.

60. Responda a las siguientes preguntas acerca de la 
fe ?,  curva a*3 +  v3 =  3xy (llamada el folio de

Descartes).
a) Encuentre la ecuación de cada tangente 

horizontal a la curva.
b) La curva interceca a la recta y = x en exacta

mente un punto distinto al origen. ¿Cuál es la 
ecuación de la recta tangente en este punto?

c) Trate de encontrar una forma para trazar la 
gráfica de la curva empleando su calculadora 
(no será fácil).

61. Use su calculadora graficadora para trazar la curva 
vfeiv a 2 + v2 = v a 2 +  v2 + x. Determine la ecuación 
V -' de cada tangente horizontal a la curva. (La curva

se llama cardioide.)

O Férminos importantes, símbolos y fórmulas

versees

O

LU

LLi
1
ID

Recta secante y recta tangente (96 y 98)
Tasa de cambio promedio e instantánea (97-98) 
Cociente incremental

/(a- +  h) - / ( x) (99)

Derivada de/(a'): f '(x )  = lím (99)
/i-> o h

Derivación (96)
Función derivable (y9)
La derivada/ ' ( a'0) como pendiente de la recta tangente a

y = /(*) en (ao,/(a'o)) (99)
La derivada f ' ( x 0) como tasa de cambio de/ ( a )  con res

pecto a a' cuando x = x0 (99)

Notaciones de la derivada de f(x):f'(x) y ~  (103)
dx

Una función derivable es continua ('

La regla de la constante: — [c] = 0 (*10)
dx

La regla de la potencia: — [a " ]  = nx11 ~ 1 (NO)
dx

La regla del factor constante: — [c/Ta)! = c —  (112)
dx dx

La regla de la suma: — [/(a) -I- g(jc)] =  — + — (112)
dx dx dx

Tasa de cambio relativa de G (.y ):
G'to (112

Tasa de cambio porcentual de Q(a'):

G to
100 Q \x)

Q(x)
2 )

Movimiento rectilíneo: posición s(t)
velocidad v(/) = s'(t) 
aceleración v{t) = v'(t) (

El movimiento de un proyectil:

Altura H(t) = ~  g r  + V0t + H0 ( 116)

La regla del producto:

y  [ /( a - )^ (a - ) ]  =  f (x)  Y  +  g ( x ) y  ( i : 2 )  
dx dx dx

La regla del cociente: Para g(x) ^  0

15)

d_
dx

( \ df  fí \ dg ’ n \ 1 S ( x ) - - f ( x )  —f(x)  =  dx_______dx_
_̂(-v)J g \x )

(124)

La segunda derivada de/ ( a ) :  /" (x) = [ / ' ( j c ) ]  '

da la tasa de cambio de / ' ( x) (  ̂27) 

Notación para /?-ésima derivada de/ ( . y ) :

(129)

d_f
dx2

dx.n
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La reda de la cadena para v = /’(//(.v)): — = —-----
dx du d.x

o [/(«(a))]' = / '( / /)  u'(.x) ( 136)
La regla general de la potencia:

j[/K .i)]" =  » w . t ) r 7  < 140)dx d.x
El costo marginal C'(.v0) estima C(.v0 + l) — C(.v0), el 

costo adicional por la producción de la unidad ( a 0  + l)
( 14 ¡S)

El ingreso marginal R'(x0) estima R(.v0 + 1) — R(x0), el 
ingreso adicional por la producción de la unidad
(aq + 1) (148)

Utilidad marginal: P'(x0) estima P{x0 4- 1) — P(x0), la 
utilidad adicional por la producción de la unidad
U o  +  1 )  ( 1 4 8 )

Aproximación por incrementos:
/ ( Aq +  A x )  «  / ( A0) +  / ' ( A0)A a ( | 5 | )

Error propagado ( 151)
El diferencial de y = /(a) es dy = / '(a )  dx ( j 5 3 )
Derivación implícita ( 159_ \ 50}
Tasas relacionadas ( 162)

Revisión de! capítulo 2
dy
dx'

1. En cada caso, determine la derivada

a) v =  3a4 — 4 \ / a H— - — 7
A”

b) _v =  (3a3 — a +  1)(4 — a2)
5a-2 -  3a +  2

c) v = ----------------------
1 -  2a

d) y  = (3 -  4 a  +  3 a2)372

2. Determine la segunda derivada de la función
f(t) = t(2t + l)2.

3. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x~ — 2a +  1 en el punto donde a = — 1.

4. Determine la tasa de cambio de la función
A + 1

/(a) = ---------con respecto a x  cuando a = 1.
1 — 5a

5. IMPUESTO SOBRE LA PROPIEDAD Los 
registros indican que a años después de 2000, el 
impuesto promedio sobre la propiedad para una 
casa de cuatro recámaras, en un suburbio de una 
ciudad importante, fue T(x) = 3a 2 + 40a + l 800 
dólares.
a) ¿A qué razón se incrementó el impuesto a la 

propiedad con respecto al tiempo en 2003?

b) ¿A qué razón porcentual se incrementó el im
puesto a la propiedad en 2003?

6. MOVIMIENTO EN UNA RECTA Un objeto 
se mueve a lo largo de una recta de tal forma que su 
posición en el tiempo / está dada por s(t) -  213 -
312 + 2 para t >  0 .
a) Determine la velocidad v(t) y la aceleración a(í) 

del objeto.

b) ¿Cuándo el objeto está estacionario? ¿Cuándo 
avanza? ¿Cuándo retrocede?

c) ¿Cuál es la distancia total recorrida por el objeto 
para 0 <  r <  2?

7. COSTO DE PRODUCCIÓN Suponga que el 
costo de producción de a  unidades de cierto bien es 
C ( a ) = 0 .0 4 a 2 + 5 a  + 7 3  cientos de dólares.
a) Use el costo marginal para calcular el costo de 

producción de la sexta unidad.
b) ¿Cuál es el costo real de producción de la sexta 

unidad?

8- PRODUCCIÓN INDUSTRIAL En cierta 
fábrica, la producción diaria es Q = 500 L3’4 
unidades, donde L denota el tamaño de la fuerza 
laboral en horas-trabajador. Actualmente, se em
plean 2  4 0 1  horas-trabajador cada día. Utilice el 
cálculo (incrementos) para estimar el efecto que 
tiene sobre la producción el incrementar el tamaño 
de la fuerza laboral en 200 horas-trabajador.

9. M EDICIÓN PEDIÁTRICA Los pediatras em
plean la fórmula 5 = 0.2029vt'°'425 para calcular el

*■)
área superficial S (nr) de un niño de 1 m de altura 
que pesa w kilogramos (kg). Un niño pesa 3 0  kg y 
gana peso a una razón de 0 .1 3  kg por semana mien
tras permanece de 1 metro de altura. ¿A qué razón 
cambia el área superficial del niño?

10. CRECIMIENTO DE UN TUMOR Un tumor 
canceroso tiene forma aproximadamente esférica. 
Calcule el error porcentual que se puede permitir en 
la medición del radio r para garantizar que no se 
cometa un error mayor al 8% en el cálculo del

4
volumen empleando la fórmula V = -  u r .
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O Problemas de repaso

¿L

£/? /oí problemas 1 y 2 utilice la definición de la derivada 
para determinar f  (x).

1. f(x) = a-2 -  3a + 1

2. f(x)  =
A — 2

£■/? /os problemas 3 a 13 encuentre la derivada de lafun-

fiJU

ción dada.
3. f{x) =

4. f(x)  = .
9

5.
y = 3a

6. y = (*3

7. f(x) = (
8. f(x) = 

í
9. y = ( a

(x10.

11. II'h

12. /(*) =

13. y =

3a-

jo

V 3a

A' +  1 \
1 - x

(3a +  1): 

(1 -  3x)‘ 
1 — 2a

3a +  2

En los problemas 14 a 17 determine una ecuación para la 
recta tangente a la gráfica de la función dada en el punto 
indicado.

14. / ( a) =  a 2 — 3a +  2; a =  1

15. / ( a) =
a — 3

A

; a =  1

17. f(x) =  V x 2 + 5 ;x  =  - 2

18. En cada uno de los casos siguientes determine la 
tasa de cambio de/(/) con respecto a t en el valor 
dado de t.
a) /(O = t3 -  4r  + 5tV t  -  5 en / = 4

212 — 5
b) f{t) = y _  3r en / = - 1

c) /(/) = f3(f2 -  1) en t = 0

d) /(/) = (f2 — 3f + 6 )1/2 en f =  1

19. En cada uno de los casos siguientes, encuentre la 
tasa de cambio porcentual de la función/(í) con 
respecto a / en el valor dado de t.
a)  / ( O  =  t 2 -  3 t  +  y / t  en /  =  4

b) f{t) = t \ 3 -  2?)3 en t =  1

c) f ( l) =  en '  ~  0

dy
20. Utilice la regla de la cadena para determinar —.

dx
a )  y  =  5 u~ +  u — 1; u =  3 a  +  1

b) v = —; u = 2 a  + 3ir
dy

21. Utilice la regla de la cadena para determinar — para 

el valor dado de a .

a )  y  =  « 3 — 4z/2 +  5u +  2 ; ¿/ =  a 2  +  1; para a  =  1

b) y = \fii, u = a 2  + 2x — 4 ;  para a  = 2

22. Encuentre la segunda derivada de cada una de estas 
funciones:

a) / ( a )  =  6 a 5  — 4 a 3 4- 5 a 2 — 2 a  H—
A

1 +  A

c) y  =  (3a 2 +  2)4 

£0 / (* )  =  2a(a +  4 )3

e) / ( a) = --------- —
7 (a +  l ) 2

dv
23. Determine — mediante derivación implícita.

dx
a) 5a +  3)> =  12

b) x 2y  = 1
c) (2a +  3v)5 =  a +  1

d) (1 -  2xy3)5 = a + 4v
24. Utilice la derivación implícita para encontrar la pen

diente de la recta tangente a la curva dada en el 
punto indicado.
a) xy3 =  8; ( 1 , 2 )

b )  x~y -  2xv3 +  6 =  2x +  2y; ( 0 ,3 )
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25. Utilice la derivación implícita para determinar
d~y • o 2 o 2 —- si 3a — 2v = 6.
dx

26. Se lanza un proyectil verticalmente hacia arriba 
desde el nivel del suelo con una velocidad inicial de 
160 pies/s.
a) ¿Cuándo el proyectil golpeará el suelo?
b) ¿Cuál es la velocidad de impacto?
c) ¿Cuándo alcanza el proyectil su máxima altura?

27. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN 
Suponga que una proyección a 5 años de tendencias 
de la población sugiere que después de t años, la 
población de cierta comunidad será P miles, donde

P(t) = - 13 + 9t 2 + 48f + 200.
a) ¿A qué razón crecerá la población dentro de 3 

años?
b) ¿A qué razón cambiará la razón de crecimiento 

de la población con respecto al tiempo 3 años 
después?

En los problemas 28 y 29 s(t) denota la posición de un ob
jeto moviéndose a lo largo de una recta.

a) Determine la velocidad y la aceleración del ob
jeto y describa su movimiento durante el inter
valo de tiempo indicado.

b) Calcule la distancia total recorrida por el objeto 
durante el intervalo de tiempo indicado.

28. sU) = 2?3 -  21f2 + 60/ -  25; 1 =£ t <  6

2t + 1
29. s(t) = —------- ; 0 <  t <  4

t 2 + 12

30. TRÁNSITO RÁPIDO Después de x semanas, la 
cantidad de gente empleando un sistema de tránsito 
rápido nuevo fue aproximadamente
N(x) = 6x 3 + 500x + 8 000.
a) ¿A qué razón cambió el uso del sistema con 

respecto al tiempo después de 8 semanas?
b) ¿En cuánto cambió el uso del sistema durante la 

octava semana?
31. PRODUCCIÓN Se ha estimado que la produc

ción semanal de cierta planta es Q(x) = 50a 2 +
9 000a unidades, donde x  es el número de traba
jadores empleados en la planta. Actualmente hay 30 
trabajadores empleados en la planta.
a) Utilice el cálculo para estimar el cambio que 

provocará en la producción semanal la adición 
de 1 trabajador a la fuerza de trabajo.

b) Calcule el cambio real que provocará en la 
producción la adición de 1 trabajador.

32. POBLACIÓN Se ha estimado que después de t 
meses, la población de cierto pueblo será P(t) =
3r + 5/* “ + 6 000. ¿A qué razón porcentual cam
biará la población con respecto al tiempo dentro de
4 meses?

33. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la producción 
diaria es Q(L) = 20 000LI/2 unidades, donde L de
nota el tamaño de la fuerza laboral medida en horas- 
trabajador. Actualmente se emplean 900 
horas-trabajador cada día. Utilice el cálculo para es
timar el efecto que causará sobre la producción la 
reducción de la fuerza laboral a 885 horas-trabajador.

34. PRODUCTO INTERNO BRUTO El producto 
interno bruto de cierto país fue N(t) = t2 + 6t + 300 
mil millones de dólares t años después de 1995. 
Utilice el cálculo para predecir el cambio porcentual 
en el PIB durante el segundo trimestre de 2003.

35. CONTAMINACIÓN El nivel de contaminación 
en el aire en cierta ciudad es proporcional al 
cuadrado de la población. Utilice el cálculo para es
timar el porcentaje en que se incrementará el nivel 
de contaminación del aire si la población se incre
menta en 5%.

36. EPIDEMIA DE SIDA En su fase inicial, especí
ficamente en el periodo 1984-1990, la epidemia de 
SIDA se podía modelar11 mediante la función cúbica

C(?) = - 170.36/-3 + 1 707.5r + 1 99S.4f + 4 404.8 
para 0 <  / ^  6, donde C es el número reportado de 
casos t años después del año base 1984.
a) Calcule e interprete la derivada C'(t).
b) ¿A qué razón se propagó la epidemia en el año 

1984?
c) ¿A qué razón porcentual se propagó la epidemia 

en 1984? ¿y en 1990?
37. DENSIDAD DE POBLACIÓN La fórmula 

D = 36 m-114  algunas veces se emplea para 
determinar la densidad ideal de la población D 
(individuos por kilómetro cuadrado) para un animal 
grande de masa m kilogramos (kg).
a) ¿Cuál es la densidad ideal de población para 

humanos, suponiendo que un humano común 
pesa cerca de 70 kg?

11 Mortality and Morbidity Weeklv Repon, U.S. Cenlers for Disease 
Control, Yol. 40, Núm. 53 (2 de octubre. 1992).
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b) El área de Estados Unidos es aproximadamente 
9.2 millones de kilómetros cuadrados. ¿Cuál 
tendría que ser la población de Estados Unidos 
para qué la densidad de población fuera ideal?

c) Considere una isla de área 3 000 km". Se intro
ducen 200 animales de masa m = 30 kg en la 
isla, y t años después, la población está dada por

/>(,) = 0 .43r + 13.37/ + 200 
¿Cuánto tiempo toma para qué se alcance la 
población ideal? ¿A qué razón cambia la 
población cuando se logra la densidad ideal?

38. CRECIMIENTO BACTERIAL La población P 
de una colonia de bacterias t días después del inicio de 
la observación se modela mediante la función cúbica

P{t) = 1.035r3 + 103.5r + 6 900r + 230 000
a) Calcule e interprete la derivada P'{t).
b) ¿A qué razón cambia la población después de 1 

día? ¿Después de 10 días?
c) ¿Cuál es la población inicial de la colonia?

¿Cuánto tiempo toma que se duplique la 
población? ¿A qué razón crece la población en 
el instante en que se duplica?

39. PRODUCCIÓN La producción en cierta fábrica 
es Q(L) = 600L213 unidades, donde L es el tamaño 
de la fuerza laboral. El fabricante desea aumentar la 
producción en 1%. Utilice el cálculo para estimar el 
incremento porcentual que se necesitará en la fuerza 
laboral.

40. PRODUCCIÓN La producción Q en cierta 
fábrica está relacionada con los insumos x y  y me
diante la ecuación

Q =  x 3 + 2xy2 + 2y 3 
Si los niveles actuales de los insumos son x = 10 y 
y = 20, utilice el cálculo para estimar el cambio que 
deberá hacerse en el insumo y para compensar un 
incremento de 0.5 en el insumo a*, de manera que la 
producción se mantenga en su nivel actual.

41. FLUJO SANGUÍNEO Los fisiólogos han obser
vado que el flujo de la sangre de una arteria hacia 
un vaso capilar pequeño está dado por la fórmula

F = kD2̂ A  — C (cm3/s) 
donde D es el diámetro del vaso capilar, A es la pre
sión en la arteria, C es la presión en el vaso capilar 
y k es una constante positiva.
a) ¿En cuánto cambia el flujo sanguíneo F con 

respecto a la presión C en el vaso capilar, si A y 
D se mantienen constantes? ¿Se incrementa o 
disminuye el flujo con el incremento de C?

b) ¿Cuál es la razón porcentual de cambio del flujo 
F con respecto a A si C y D se mantienen 
constantes?

42. CONTROL DE CONTAMINACIÓN Se es
tima que dentro de t años, la población de cierta

20
comunidad suburbana será /?(/) = 10 — ------ —~

(/ + l )2
miles. Un estudio ambiental indica que el nivel 
promedio diario de monóxido de carbono en el aire 
será c(p) = 0.8V /?2 + p + 139 unidades cuando la 
población sea p miles. ¿A qué razón porcentual 
cambiará el nivel de monóxido de carbono con res
pecto al tiempo dentro de 1 año?

43. Se determina que el radio de un círculo es 12 cm y 
se utiliza la fórmula A =  irr2 para calcular el área.
Si la medida del radio tiene una imprecisión de 3%, 
¿qué tan preciso será el cálculo del área?

44. Estime qué pasará con el volumen de un cubo si la 
longitud de cada lado disminuye en 2%. Exprese su 
respuesta como un porcentaje.

45. PRODUCCIÓN La producción en cierta fábrica 
es Q = 600K l/2L U3 unidades, donde K denota la in
versión de capital y L es el tamaño de la fuerza 
laboral. Calcule el incremento porcentual de la pro
ducción como resultado de un incremento de 2% en 
el tamaño de la fuerza laboral, si la inversión de 
capital no cambia.

46. FLUJO SANGUÍNEO La velocidad de la sangre 
que fluye a lo largo del eje central de cierta arteria 
es S(R) = 1.8 X  105/?2 centímetros por segundo, 
donde R es el radio de la arteria. Un investigador 
médico mide el radio de la arteria y encuentra que

_^
tiene 1.2 X  10 ~ centímetros y comete un error de
5 X  10-4 centímetros. Estime en qué cantidad 
diferirá el valor calculado de la velocidad de la san
gre del valor real de la velocidad, si se usa el valor 
incorrecto del radio en la fórmula.

47. TAMAÑO DE UN TUMOR La medida del ra
dio de un tumor esférico resulta 1.2 cm y se usa

4 1la fórmula V — - u r '  para calcular el volumen. Si la

medida del radio tiene un error de 3%, ¿qué tan pre
ciso es el cálculo del volumen?

48. SISTEMA CARDIOVASCULAR Un modelo 
del sistema cardiovascular relaciona V(/), el volu
men de desplazamiento de la sangre en la aorta en 
un momento t durante la sístole (fase de contrac
ción), con la presión P(t) en la aorta durante la 
sístole mediante la ecuación

(312 V \
V(t) = [C, + c2P(0] - f  -  ^ 3
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donde C\ y C2 son constantes positivas y T es la du
ración (fija) de la fase sístole.12 Determine una

dV dP
relación entre las razones <  —  y — .

dt dt 
49 DEMANDA DEL CONSUMIDOR Si se

venden tostadoras eléctricas a p dólares la pieza, los
, ^  x :32 670consumidores locales compraran D(p) = ---------

2p 4- 1
tostadoras. Se estima que dentro de t meses, el precio 
unitario de las tostadoras será p{t) = 0.04t312 4- 44 
dólares. Calcule la razón de cambio de la demanda 
mensual de tostadoras con respecto al tiempo dentro 
de 25 meses. ¿La demanda estará 
aumentando o disminuyendo?

50. A mediodía un camión está en la intersección de dos 
caminos y se mueve hacia el norte a 70 km/hr. Una 
hora después, un automóvil pasa por la misma 
intersección, viajando hacia el este a 105 km/hr. ¿Con 
qué rapidez cambia la distancia entre el automóvil y 
el camión a las 2:00 p.m.?

5L CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se
proyecta que dentro de t años, la población de cierta

6
comunidad suburbana será P(t) = 2 0 ----------miles.

t 4- 1
Aproximadamente ¿qué porcentaje crecerá la 
población durante el próximo trimestre del año?

52. EFICIENCIA DEL TRABAJADOR Un estudio 
de eficiencia del tumo de la mañana en cierta fábrica 
indica que un trabajador promedio que
llega a las 8:00 a.m. habrá producido
Q{t) = — t 3 4- 9t2 4- 121 unidades t horas más tarde.

a) Calcule la tasa de producción del trabajador R(t)
m  = Q\t).

b) ¿A qué razón cambia la tasa de producción del 
trabajador con respecto al tiempo a las 9:00 a.m.?

c) Utilice el cálculo para estimar el cambio en la 
tasa de producción del trabajador entre las 9:00 
y las 9:06 a.m.

d) Calcule el cambio real en la tasa de producción 
del trabajador entre las 9:00 y las 9:06 a.m.

53. SEGURIDAD EN EL TRÁFICO Un automóvil 
viaja a 88 pies/s cuando el conductor aplica los frenos 
para evitar atropellar a un niño. Después de t segun
dos, el automóvil está a 5 = 88/ — 8/2 pies del punto

J 2J. G. Dafares, J. J. Osborn, y H. H. Hura, Acta Physiol, Phann. 
Neerl., Vol. 12, 1963, páginas 189-265.

donde aplicó los frenos. ¿Cuánto tarda el automóvil 
en detenerse y cuánto recorre antes de hacerlo?

54. MATERIAL DE CONSTRUCCIÓN Se está 
f e i  derramando arena de un saco de tal manera que des-

-pués de t segundos, quedan

m  -  » ( i  -  ¿ ) '

libras de arena en el saco.
a) ¿Cuánta arena había originalmente en el saco?
b) ¿A qué razón se derrama la arena del saco des

pués de 1 segundo?
c) ¿Cuánto tiempo toma que se derrame toda

la arena del saco? ¿A qué razón se derrama la 
arena del saco en el instante en que se vacía?

55 . INFLACION $e pr0yecta que dentro de t meses, 
el precio promedio por unidad para artículos de 
cierto sector de la economía será P dólares, donde

P(t) = - t3 4- I t 2 4- 200í + 300.

a) ¿A qué tasa se incrementará el precio por unidad 
con respecto al tiempo dentro de 5 meses?

b) ¿A qué razón cambiará la tasa del incremento 
del precio con respecto al tiempo dentro de 5 
meses?

c) Utilice el cálculo para estimar el cambio en el 
incremento de la tasa de cambio durante la 
primera mitad del sexto mes.

d) Calcule el cambio real del incremento de la tasa 
del precio durante la primera mitad del sexto mes.

56. C O SIO  DE PRODUCCIÓN g n cjerta fábrica, 
se producen aproximadamente q{t) =  t2 4- 50r 
unidades durante las primeras t horas de un tumo de 
producción, y el costo total de fabricar q unidades 
es C{q) = 0 .1g 2 + 10g 4- 400 dólares. Determine la 
razón a la cual cambia el costo de fabricación con 
respecto al tiempo 2 horas después de iniciar la pro
ducción.

57. COSTO DE PRODUCCIÓN Se ha estimado 
que el costo mensual de producción de x unidades 
de un artículo es C(x) = 0.06x 4- 3jc1/2 4- 20 cien
tos de dólares. Suponga que la producción disminu
ye a una razón de 11 unidades por mes cuando la 
producción mensual es de 2 500 unidades. ¿A qué 
razón cambia el costo en este nivel de producción?

58. Calcule el mayor error porcentual que se puede 
permitir en la medición del radio de una esfera, si se 
desea que el error en el cálculo de su área superficial, 
empleando la fórmula S = 4 ttt2, no sea mayor al 8%.
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59.

60.

y j

61.

t n
62.

63.

Un balón de fútbol hecho de cuero con un espesor 
de 1/8 pulg tiene un diámetro interior de 8.5 pul
gadas. Calcule el volumen de su cubierta de cuero. 
[Sugerencia: Considere el volumen de la cubierta 
como un cierto cambio, AV, en volumen.]
Un automóvil, viajando hacia el norte a 60 mph, y 
un camión, viajando hacia el este a 45 mph, cruzan 
una intersección al mismo tiempo. ¿A qué razón 
cambia la distancia entre ellos 2 horas después?
Un niño vuela un cometa que está a una altura de 80 
pies por arriba de su mano. Si el papalote se mueve 
horizontalmente a una velocidad constante de 5 
pies/s, ¿a qué razón cambia la distancia cuando el 
cometa está a 100 pies del niño?
Una persona parada en el extremo de un muelle 8 
pies arriba del nivel del agua tira de una cuerda su
jeta a una boya. Si la cuerda se recoge a una razón 
de 2 pies/min, ¿con qué rapidez se mueve la boya 
en el agua cuando está a 6 pies del muelle?

PROBLEMA 62

Una escalera de 10 pies de longitud se apoya en 
una pared. La parte superior de la escalera se resba
la pared abajo a una razón de 3 pies/s. ¿Con qué 
rapidez se aleja de la pared la base de la escalera 
cuando la parte superior está a 6 pies sobre el 
suelo?

PROBLEMA 63

64. Una linterna cae desde la parte superior de un edifi
cio de tal manera que después de t segundos está a

h{t) = 150 -  1ó/2 pies del suelo. Una mujer de 5 
pies de estatura, parada originalmente justo debajo 
de la linterna, observa que comienza a caer y se 
aleja a una razón constante de 5 pies/s. ¿Con qué 
rapidez cambia la longitud de la sombra de la mujer 
cuando la linterna está a 10 pies del suelo?

h(t)

65.

PROBLEMA 64

Un campo de béisbol es un cuadrado de 90 pies de 
lado. Un corredor parte de la segunda base a la ter
cera a 20 pies/s. ¿Qué tan rápido cambia la distancia 
j  entre el corredor y home cuando está a 15 pies de 
la tercera base?

90

\

PROBLEMA 65

66. COSTO DE FABRICACIÓN Suponga que el 
costo total de producción C en cierta fábrica es una 
función del número de q unidades producidas, que a 
su vez es una función del número t de horas durante 
las cuales la fábrica ha estado operando.
a) ¿Qué magnitud es representada por la derivada

— ? ¿En que unidades se mide esta magnitud? 
aq

b) ¿Qué magnitud es representada por la derivada 
dq
— ? ¿En qué unidades se mide esta magnitud? 
dt

c) ¿Qué magnitud es representada por el producto 
dC dq
—  ¿En qué unidades se mide esta magnitud?
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67. Un objeto proyectado desde un punto P se mueve a 
lo largo de una recta. Se sabe que la velocidad del 
objeto es directamente proporcional al producto del 
tiempo que el objeto se ha estado moviendo y la dis
tancia que se ha movido desde P. También se sabe 
que al término de 5 segundos, el objeto está a 20 
pies de P y se mueve a una razón de 4 pies/s. En
cuentre la aceleración del objeto en ese instante 
(cuando t =  5).

68. Encuentre todos los puntos (a, y) de la gráfica de la
• 2función y  = 4a con la propiedad de que la tangente 

a la gráfica en (a, y) pasa por el punto (2,0).

69. Suponga que y  es una función lineal de a; es decir,
y  =  tnx +  b. ¿Qué le pasará a la razón porcentual de 
cambio de y  con respecto a a  cuando a  se incre
menta sin límite? Explique.

70. Determine una ecuación para la recta tangente a la 
curva

2 2

- - ^  = i9 j  O -1a~ b~ 
en el punto (a0,}'o)-

71. Sea /(a )  =  (3a +  5 ) ( 2 r3 — 5a +  4). Utilice una cal- 
culadora graficadora para trazar/(a) y / '( a )  en el

V&í. mismo sistema de coordenadas. Utilice TRACE y 
ZOOM para encontrar donde/'(A ) =  0.

72. Utilice una calculadora graficadora para trazar

/ ( a) =  — — — y / ' ( a) en el mismo sistema de
\Vrj (1 — 3a)

coordenadas. Utilice TRACE y ZOOM para en
contrar d ó n d e /'(a )  =  0.

* r
73. La curva y 2{2 — x) = x  se denomina cisoide. Utili- 

ce una calculadora graficadora para trazar esta cur-
\ V va, y determine las ecuaciones de las rectas 

tangentes a la gráfica en el punto donde x  =  0.5.
¿Qué le sucede a la gráfica cuando a se aproxima a
2 desde la izquierda? ¿Tiene la gráfica una recta tan
gente en el origen?

74. Un objeto se mueve a lo largo de una recta de tal 
manera que su posición en el momento t está dada

viíí por
s(t) = í5/2(0.73í2 -  3 .\ t  + 2.7) para 0 £  t <  2 2
a) Determine la velocidad v(/) y la aceleración a(t) 

y luego utilice una calculadora graficadora para 
trazar s(t), v(t) y a{t) en el mismo sistema de co
ordenadas, para 0 <  t <  2.

b) Utilice su calculadora para determinar un mo
mento en el que v(/) =  0 para 0 <  t ^  2. ¿Cuál 
es la posición del objeto en este instante?

c) ¿Cuándo toma a{t) su menor valor ? ¿Dónde se 
encuentra el objeto en ese instante y cuál es su 
velocidad?

\
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D e te rm in a c ió n  1. Las intersecciones de una función con el eje x, también denominadas raíces, son
d© ra íc e s  características importantes de la función. Más adelante se verá a qué caracterís

ticas de una función nos indican las raíces de su derivada. Por ahora, se explo
rarán las diferentes maneras en que una calculadora graficadora puede hallar las 
raíces.

Verifique que su calculadora esté en modo de función (Func) accediendo el menú 
MODE. Introduzca f(x) = x 2 -  2x -  10 en Yl del editor de ecuaciones (Y= ). 
Grafique, empleando una ventana ZOOM estándar. Determine las intersecciones con el 
eje .v trazando la gráfica o utilizando la opción de ZOOM. O bien, presione CALC (2nd 
TRACE) y seleccione 2:zero. Se necesitará especificar una frontera izquierda, una 
derecha y una estimación en eTproceso. Verifique algebraicamente que la raíz negativa 
de esta función es .y = 1 —V i l .

/

m a l a
15 valué  
plzero  
¿sminimum 
42 máximum 
5= intersecó  
65 d y ^ d x
7BJT<sOdx

V1=K2-2K-iú

i i  / ...........

I
l

R¡3KB4Un4?l 
K= -1.91HB94

! i
7= '2.503395

. . . i............................... \
Z4K*Í \  
¡4= '2.31&Ü525

í
7 = 0

Otro método para determinar raíces es usando la instrucción solver de la ecuación de su 
calculadora graficadora. Acceda a la última línea de su tecla MATH (0:Solver). Escri
ba la ecuación a resolver, en este caso, Y 1, en el solver de la ecuación, equ: 0 =  Y1, y lue
go presione ENTER. Suponga que se trata de localizar la raíz positiva para/(x) que se 
muestra en la gráfica anterior. Esa raíz parece muy cercana a ,y = 4, por lo que se usa este 
valor como punto de partida. Enseguida presione la tecla ALPHA y luego la tecla ENTER 
(SOLVE). Se puede comprobar que el valor resultante X = 4.317 es x =  1 + Vi 1.

2. Otra manera de localizar una raíz es mediante el método de Newton, que es un 
algoritmo iterativo para encontrar raíces, y que se aproxima a la raíz a través de 
rectas tangentes. Véase la página 157.

Apliquemos este método a f(x) = x 2 — 2x — 10. Ponga /(x) en Yl y escriba Y2 = 
nDeriv(Yl, X ,X), que es la derivada numérica de Y l, obtenida de la línea 8 de la tecla 
MATH. En el método de Newton requiere de un valor inicial. De la gráfica de J[x) 
parece que la raíz positiva es menor que x = 5. En una pantalla limpia (QUIT = 2nd 
MODE), introduzca el valor 5 en X escribiendo X —> 5, y luego escriba el algoritmo de 
Newton, X — Y 1 (X)/Y2(X) —> X. Ahora presione ENTER sucesivamente y observe la 
secuencia de valores resultantes. Note cuántas iteraciones se necesitaron para que dos 
aproximaciones sucesivas coincidieran en cuatro (o más) lugares decimales. Pruebe un

  www.FreeLibros.com



2-85 ¡Explore! Actualización | 179

valor inicial de a* = 4. ¿Elaboró una secuencia dé aproximaciones para la misma raíz?
¿Qué tal si inició en a  =  —2?

Nofci Noti HotS 5+X -2*X
■'.V1IK2-2X-10 5 -2
■'•V2 inD eri v< Vi ? X? X-Y i < X W 2 <&0+X X-Y i < X W 2 <X>+X
X) 4.375 -2.333333333
x V 3 = i 4.31712963 -2.316666667
*vVm = 4.316624829 -2.316624791
xVs = 4.31662479 -2.31662479
xVs =

También se puede emplear esta capacidad de resolver ecuaciones para localizar 
las raíces de la derivada de una función. Como ejemplo, introduzca / ( a )  =  a  (3a  — 

1) en Y1 del editor de ecuaciones y escriba Y2 = nDeriv(Yl, X, X). Utilice un 
estilo de trazo en negritas para Y2 y una panalla pequeña, WINDOW [—1, 1].2 
por [—1, 1].2. De la gráfica que sigue, es evidente que una de las raíces de la 
derivada es a  = 0. La otra raíz parece estar cerca de a  = 0.2.

m

Fiofci Nati: F-lotj:
•vV lIX 2<3X -i:>  
^V2ÍnDeriv<VirX?

■vV3 =

xVs =
^Vfi =

V1=S2ÍI:«-1)

. .  J : ¡j
/

Hs.23^4255 Íf= \01631S2

Para determinar la otra raíz, ponga Y2 en la posición del solver de ecuaciones, equ: 0=. 
Use a  = 0.2 como punto inicial, y  luego presione ALPHA ENTER (SOLVE) para 
obtener la segunda raíz de la derivada. ¿Qué sucede si introduce el valor inicial a  igual 
a - 0.2?
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La palomilla de la manzana es un insecto que daña seriamente a las manzanas. Los 
gusanos de la manzana adultos emergen de sus capullos en primavera. Pronto se aparean 
y la hembra pone hasta 130 huevos pequeños en las hojas de los manzanos. Una vez que 
la larva de este gusano, también llamado gusano común de la manzana, sale de su huevo, 
va en busca de una manzana. El tiempo comprendido desde que sale del huevo hasta que 
encuentra una manzana se denomina periodo de busqueda. Cuando el gusano de la 
manzana encuentra una, se introduce en ella y se come la fruta y las semillas, con lo que 
acaba arruinándola. Después de 4 semanas, el gusano de la manzana sale de ella y se 
desliza bajo la corteza del árbol o en el suelo donde forma un capullo.

Las investigaciones acerca del comportamiento del gusano de la manzana indican 
que la duración del periodo de búsqueda S(T) y el porcentaje de larvas que sobreviven 
este periodo de búsqueda N(T), depende de la temperatura del aire T. Métodos de análi
sis de datos (regresión polinomial) aplicados a datos registrados a partir de observa
ciones sugieren que si T se mide en grados Celsius con 20 ^  T ^  30, entonces S(T) y 
N(T) se pueden modelar13 mediante

S{T) = (-0 .0 3 7 2 + 1.67 -  13.65)-1 días

N(T) = -0 .8 5 T2 + 45.47 -  547 

Utilice estas fórmulas para responder las siguientes preguntas.

Pr  r  e  q  y  n  i  a  s

i.

2.

¿Qué predicen estas fórmulas para S{T) y N{T) sobre la duración del periodo de 
búsqueda y el porcentaje de larvas que sobreviven el periodo de búsqueda, cuando 
la temperatura del aire es 25 grados Celsius?
Trace la gráfica de N(T) y determine la temperatura a la cual sobrevive el mayor

P. L. Shaffer y H. J. Goid, A Simulation Model of Population Dynamics of the Codling Moth Cxdia 
Potnonella”, Ecological Modeling, Vol. 30 (1985), páginas 247-274.
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porcentaje de gusanos de la manzana. Luego determine la temperatura a la cual 
sobrevive el menor porcentaje de larvas. (Recuerde, 20 <  T <  30.)

dS
3. Determine — , la tasa de cambio del periodo de búsqueda con respecto a la tem

peratura T. ¿Cuándo es igual a cero esta razón? ¿Qué sucede (si es que ocurre
dS

algo) cuando —  = 0? 
dT

dN
4. Encuentre — , la tasa de cambio del porcentaje de larvas que sobreviven al

uO
periodo de búsqueda con respecto a la duración del periodo de búsqueda, emplean
do la regla de la cadena,

dN _  dNdS_ 
dT ~ dS dT

¿Qué información proporciona (si es que proporciona alguna) esta razón? RE
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Una aplicación de la derivada es la determinación del punto de máxima eficiencia 
de un trabajador.
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Trazado de curvas 
Optimización
Aplicaciones adicionales de la optim ización  
Resumen del capítulo

Términos importantes, símbolos y fórmulas 
Revisión del capítulo 3 
Problemas de repaso 

¡Explore! Actualización  
Reflexiones acerca de...

  www.FreeLibros.com



SECCIÓN

184 I CAPÍTULO 3

3.1 Funciones crecientes y decrecientes; 
extremos relativos

Aplicaciones adicionales de la derivada ¡ 3-2

De manera intuitiva, se considera que un función/(a) es creciente cuando la gráfica de 
/ sube, y que es decreciente, cuando la gráfica de/  baja. Por ejemplo, en la figura 3.1 se 
muestra el gasto militar de los países que conformaban el antiguo bloque soviético du
rante el periodo crucial de 1990-1995, después de la disolución de la Unión Soviética, 
como un porcentaje del PIB (producto interno bruto). La forma de la gráfica sugiere que 
el gasto descendió marcadamente de 1990 a 1992, aumentó ligeramente de 1992 a 1994 
y finalmente disminuyó todavía más.

FIGURA 3.1 Gasto militar del bloque de países soviéticos como porcentaje del PIB.

A continuación se presenta una manera más formal para definir las funciones cre
cientes y decrecientes, las cuales se ilustran gráficamente en la figura 3 .2 .

FIGUhA 6,2. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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F u f io o f ié s  crecientes y decrecientes Sea f(x)  una función definida 
en el intervalo a < x < b, y sean Xy y x2 dos números del intervalo. Entonces

f(x)  es creciente en el intervalo s i f (x 2) > f{x{) siempre que x2 > Xj.
f(x)  es decreciente en el intervalo si f ( x 2) < f(x{)  siempre que x2 > x¡.

Como se demuestra en la figura 3.3a, si la gráfica de una función/(x) tiene rectas 
tangentes sólo con pendientes positivas en el intervalo a < x < b, entonces la gráfica se
rá creciente y f(x) aumentará en dicho intervalo. Como la pendiente de cada recta tangente 
está dada por la derivada/'(x), se deduce que/(x) es creciente (la gráfica asciende) so
bre los intervalos donde f \ x )  >  0. De manera similar,/(x) es decreciente (la gráfica des
ciende) en los intervalos donde/'(jc) <  0 (figura 3 .3b).

Pendientes
positivas

H ►“A

a) f'(x) > 0 en a < x < b, 
entonces f{x) es creciente.

Pendientes
.negativas

b) f \ x )  < 0 en a < x  < b,
entonces/(x) es decreciente.

Criterio de la derivada para una función creciente y una decreciente.

Por la propiedad del valor intermedio (sección 1.6), se sabe que una función conti
nua no puede cambiar de signo sin pasar primero por 0. Esto significa que, si se marcan 
sobre la recta numérica todos los valores de x  donde f \ x )  es discontinua o f \ x )  = 0, la 
recta quedará dividida en intervalos donde/'(x) no cambia de signo. Por tanto, si al ele
gir un número de prueba c de cada intervalo, se determina que/'(c) >  0 , entonces se sa
be que/'(x) >  0 para todos los valores de x  en ese intervalo, y f(x) debe ser creciente (la 
gráfica asciende) en todo el intervalo. De manera similar, s i/ '(c ) <  0, se deduce quef(x) 
es decreciente (la gráfica desciende) en todo el intervalo. Estas anotaciones se pueden 
resumir como sigue.

Procedim iento para determ inar los intervalos donde una 
función i  crece o decrece .usando la derh/ada
Paso 1 . Encuentre todos los valores de x  para los cuales/'(x) = 0 o donde f \ x )  
no es continua, y marque esos números sobre una recta numérica. Esto divide la 
recta en un número de intervalos abiertos.
“-aso 2 . Eüja un número de prueba c para cada intervalo a < x  < b determinado 
en el paso 1 y evalúe/ ' (  c). Entonces
S i/ '(c )  >  0, la función f(x)  es creciente (la gráfica asciende) en a < x  <  b. 
S i/ '( c )  <  0, la función / ( j c )  es decreciente (la gráfica desciende) en a < x < b.

Este procedimiento se ilustra en los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2.
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EXPLORE!
Siguiendo el ejemplo 3.1.1, in
troduzca f(x) en Y1 utilizando 
un estilo de graficación en ne
gritas y escriba Y2 = nDe- 
riv(Y1, X, X), la primera deriva
da numérica de f(x). Grafique 
ambas funciones utilizando la 
pantalla decimal alargada 
[-4 .7, 4.7]1 por [-20 , 20]2. 
¿Puede identificar los interva
los donde f(x) crece o decrece 
al examinar el comportamiento 
de f'(x)?

FIGURA 3.4 Gráfica de 
f(x )  =  l v 3 +  3x2 -  12r -  7.

EJEMPLO I 3.1.1
Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento para la función

/(jc) =  2v3 +  3a2 -  I2x ~  7.

Solución
La derivada de /(.v) es

/ '( a )  = 6x2 + 6a — 12 =  6 (a + 2) (a — 1)

que es continua en todos los puntos, coii/'(a) =  0 donde x =  1 y x  = - 2 .  Los números 
—2 y 1 dividen el eje x  en tres intervalos abiertos; que son a* <  - 2 ,  — 2 <  a  <  1 y x  >
1. Elija un número de prueba c para cada uno de estos intervalos; por ejemplo, c =  — 3 
de x  <  —2, c =  0 de — 2 <  x  <  1 y c =  2 de x  >  1. Evalúe/'(c) para cada número de 
prueba:

/ ' (  —3) = 24 >  0 /'(O) = - 1 2  <  0 / '(2 )  = 24 >  0

Se concluye q u e / '(a) >  0 para a <  - 2  y para a >  1, entonces/(a) es creciente (la grá
fica asciende) en esos intervalos. A sim ism o,/'(a) <  0 en —2 <  a <  1, entonces/(A) es 
decreciente (la gráfica desciende) en este intervalo. En la tabla 3.1 se resumen estos re
sultados. La gráfica d e /(a) se muestra en la figura 3.4.

TABLA 3.1 Intervalos de crecim iento y decrecim iento para 
f(x) =  2x3 +  3x2 -  12x — 7

Intervalo
Número de 
prueba c f'(c) Conclusión

Dirección de 
la gráfica

x  <  - 2 - 3 / ' ( —3) > 0  / e s  creciente sube

—2 <  x  <  1 0 / '( 0 )  <  0 / e s  decreciente baja

A >  1 2 / '( 2 )  >  0 / e s  creciente sube

NOTACIÓN De aquí en adelante se indicará el intervalo donde /(a) es crecien
te con una “flecha hacia arriba” ( / * )  y el intervalo donde/(a) es decreciente con 
“una flecha hacia abajo” (Nx ) .  Así, los resultados en el ejemplo 3.1.1 se pueden 
representar por el siguiente diagrama de flechas:

Dirección de la gráfica

Signo de/'(-v) + + + + + ------------  + + + + +
—I------------------- 1--------------- >-.v
-7  1

EJEMPLO I 3 .1 .2
Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento para la función
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£ Grafique
f(x) = x 2/(x -  2)

en estilo rectangular y

g(x) = x2/{x -  4)

en negritas, usando la pantalla 
[-9 .4 , 9.4]1 por [-2 0 , 30]5. 
¿Qué efecto tiene el cambio 
en el denominador en los 
puntos más alto y más bajo 
de la gráfica? ¿Sobre cuál in
tervalo está g{x) decreciendo?

/ «  = ~~~iyx — 2

Extrem os re la tivo s

Solución

La función está definida para .y =£ 2, y su derivada es

, (x -  2)(Zv) -  x2(l)  x(x — 4)
/  U') = -----------------5 7

(x -  2) (x -  2)

que es discontinua en x  = 2 y tiene / '( a )  =  0 en x  =  0 y x  =  4. Por tanto, hay cuatro in
tervalos donde el signo de/'(.v) no cambia: éstos son x  <  0, 0 <  x  <  2, 2 <  x  < 4 y  
x  >  4. Al elegir los números de prueba en estos intervalos (por ejemplo, —2, 1, 3 y 5, 
respectivamente), se encuentra que

/ ' ( - 2) = | > 0  / '( 1 )  = —3 <  0 / '(3 )  = —3 <  0 / '( 5 )  =  r  >  0
y

Se puede concluir que f ( x )  es creciente (la gráfica asciende) para x  < 0 y para x  > 4 y 
que es decreciente (la gráfica desciende) para 0 <  x  < 2 y  para 2 <  x  <  4. Estos resul
tados se resumen en el diagrama de flechas que se presenta a continuación [la recta ver
tical punteada indica que/(.v) no está definida en x  = 2].

J7
Intervalos de crecimiento y decrecimiento para f(x) —

x  -  2

La gráfica de f ( x )  se muestra en la figura 3.5. Se observa cómo la gráfica tiende a la 
recta vertical en x  =  2, a medida que a* se acerca a 2. Este comportamiento identifica a 
a  = 2 como una asíntota vertical de la gráfica d e / ( A ) .  En la sección 3.3 se analizarán las 
asíntotas. ______ __  ___ _____________________________________

La simplicidad de las gráficas en las figuras 3.4 y 3.5 puede ser engañosa. Una grá
fica más general se muestra en la figura 3.6. Observe que en C y E hay “cimas”, y 
en B, D y G hay “valles”. Por otra parte, en B, C, D y G hay tangentes horizontales,

FIGURA 3.6 Gráfica con varios tipos de “cimas” y “valles”.
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\

en el punto “agudo” E no se puede dibujar la tangente. Además, hay una tangente 
horizontal en F que no es ni cima ni valle. En esta sección y en la siguiente, se ob
servará cómo pueden utilizarse los métodos de cálculo para localizar e identificar las 
“cimas” y “valles” de una gráfica. Esto a su vez proporciona la base para el procedi
miento de trazado de curvas y para los métodos de optimización.

Menos informalmente, a una “cima” sobre la gráfica de una función / s e  le conoce 
como un máximo relativo de/, y a un “valle” como un mínimo relativo. Así, un máxi
mo relativo es un punto sobre la gráfica de/ que está al menos tan alto como cualquier 
otro punto cercano sobre la gráfica, mientras que un mínimo relativo está al menos tan 
bajo como cualquier punto cercano. En conjunto, a los máximos y mínimos relativos se 
les conoce como extremos relativos. En la figura 3.6, los máximos relativos se locali
zan en C y E, y los mínimos relativos están e n B ,D y  G. Se observa que un extremo re
lativo no tiene que ser el punto más alto o el más bajo de toda la gráfica. Por ejemplo, en 
la figura 3.6, el punto más bajo en la gráfica está en el mínimo relativo G, pero el punto 
más alto ocurre a la derecha del extremo H. A continuación se presenta un resumen de 
esta terminología.

E x trem o s re la tiv o s  Se dice que la gráfica de la función/(jc) tiene un má
ximo relativo en a = c si /(c) >  f(x) para toda x  en un intervalo a < x < b que 
contiene a c. De manera similar, la gráfica tiene un mínimo relativo en x  = c si 
/(c) <  f(x) en dicho intervalo. En conjunto, los máximos y mínimos relativos de 
/  se denominan extremos relativos.

Como una función/(x) es creciente cuando/'C*) >  0 y decreciente cuando/'(*) <  
0, los únicos puntos donde f(x) puede tener extremos relativos son aquellos donde 
f \ x )  = 0 o donde/'(-v) no existe. Tales puntos son tan importantes que se les da un nom
bre especial.

Números críticos y puntos críticos Un número c en el dominio de 
f(x) se denomina número crítico si f '{x)  = 0 o f '(c )  no existe. El punto corres
pondiente (c, /(c)) en la gráfica de f(x) se denomina un punto crítico de f(x).

En la figura 3.7 se muestran tres funciones con puntos críticos en los cuales la deri
vada es cero. En este caso, la recta tangente a la gráfica en el punto crítico (c,/(c)) es ho
rizontal ya que su derivada/'(c) da la pendiente de la recta tangente en este punto y 
f \ c )  =  0.

FIGURA 3.7 Tres puntos críticos donde/ '(a ) = 0: á) máximo relativo, b) mínimo 
relativo y c) ningún extremo relativo.

En la figura 3.8 se muestran tres funciones con puntos críticos en los que la deriva
da no está definida. En la figura 3.8c la recta tangente es vertical en (c,/(c)), de manera
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que la pendiente/'(c) está indefinida. En las figuras 3.8a y 3.8b, no se puede trazar nin
guna recta tangente (única) en el “pico”, del punto (c,/(c)).

FIGURA 3.8 Tres puntos críticos donde f'(x) es indefinida: a) máximo relativo, 
b) mínimo relativo y c) ningún extremo relativo.

Criterio de Las figuras 3.7 y 3.8 también sugieren un método para clasificar los puntos críticos 
la p rim era derivada  como máximo relativo, mínimo relativo o ninguna de las dos cosas, usando el signo

p a ra  extrem os Privada. Suponga que c es un número crítico de /  y que f '(x )  >  0 a la iz-
r e l a t i v o s  Quier( â de c, mientras que f '{x) < 0 a la derecha. Geométricamente esto significa 

que la gráfica de /  es ascendente antes del punto crítico P(c, f(c)) y que después des
ciende, lo que implica que P es un máximo relativo. De igual forma, si f '(x )  <  0 a 
la izquierda de c y f \ x )  >  0 a la derecha, entonces la gráfica desciende antes de P(c, 
f(c))  y luego asciende, por tanto debe existir un mínimo relativo en P. Por otra par
te, si la derivada tiene el mismo signo a ambos lados de c, entonces la gráfica o es 
ascendente en P o es descendente en P, y ahí no hay ningún extremo relativo. Estas 
observaciones se pueden resumir de la siguiente manera.

Criterio de la primera derivada para extremos relativos □ Sea 
c un número crítico para/(x) [es decir,/(c) está definido y se tiene q u e / '(c )  =  0 
o f ' ( c )  no existe]. Entonces el punto crítico P(c, f(c)) es

Un máximo relativo si f \ x )  >  0 a 
la izquierda de c y f'(x)  <  0 a la 
derecha de c

Un mínimo relativo si f'(x)  <  0 a la 
izquierda de c y f'{x) > 0 a la derecha 
de c

No es un extremo relativo si/'(.x) 
tiene el mismo signo a ambos lados 
de c

s * X

f >  0
I
C / '<  0

X X

f '<  o
I
c / '> 0

X  X|
/ ' > 0 c / ' > 0

I
/ '< 0  c / '< 0

EJEMPLO I 3.1.3
Encuentre todos los números críticos de la función

f(x)  = 2x4 -  4x2 + 3

y clasifique cada punto crítico como un máximo relativo, un mínimo relativo o ninguna 
de las dos cosas.
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Solución

El polinomio / ( a )  está definido para toda a  y su derivada es

/ '( a ) = 8a3 -  8a = 8a(a2 -  1) = 8a(a -  1)(a 4- 1)

Como la derivada existe para toda a, los únicos números críticos están donde/'(A) = 0, 
es decir, a = 0, a* = 1 y x  = — 1. Estos números dividen el eje x  en cuatro intervalos, en 
cada uno de ellos el signo de la derivada no cambia; esto es, a <  - 1 , - 1  <  a <  0, 0 <  
a <  1 y x  > 1. Elija un número de prueba c en cada uno de estos intervalo (por ejemplo,

- 5 , , y 2, respectivamente) y evalúe/'(c) en cada caso:
2 4

/ ' ( - 5 ) =  -9 6 0  < 0  / ' ( - — 3 > 0  / ' u ) = - Y < 0  /'(2 )  = 4 8 > 0

De esta manera, la gráfica de/desciende para a  <  -1  y para 0 <  a  <  1, mientras que 
asciende para —1 <  a  <  0 y para a  >  1; entonces debe haber un máximo relativo en 
a  = 0 y mínimos relativos en x  = - 1  y a  = 1, como se indica en el siguiente diagrama 
de flechas.

Dirección de la gráfica 

Signo de f'{x)
X

+ + + + +
1 1

X
+ + + + +

1 b Y

r 1 1 
-1  0 
mín máx

\ X 
1

mín

Aplicaciones Una vez que se han determinado los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una 
función /, y se han encontrado sus extremos relativos, ya se puede obtener un esbo
zo de la gráfica de la función. Ahora se presenta una descripción paso a paso del pro
cedimiento para el trazado de la gráfica de una función continua/ ( a ) ,  utilizando la 
derivada/ ' ( a ) . En la sección 3.3 se extenderá este procedimiento para cubrir la situa
ción donde/ ( a )  es discontinua.

Procedimiento para trazar la gráfica de una función continua 
f(x) utilizando la derivada f '(x)
Faso i. Determine el dominio de / ( a). Dibuje una recta numérica restringida a 

aquellos valores que están en el dominio d e /(a).
raso Encuentre/'(a) y marque cada número crítico en la recta numérica res

tringida que se obtuvo en el paso 1. Luego analice el signo de la derivada para 
determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de / ( a) sobre la recta nu
mérica restringida.
Paso o. cacia número crítico c, encuentre f(c) y represente el punto crítico 

f i e )) en un plano coordenado, con un “gorro” si P es un máximo relati
vo ), o una “copa” si P es un mínimo relativo ). Trace las
intersecciones y otros puntos clave que puedan encontrarse con facilidad.
t aso 4. Dibuje gráfica/com o una curva suave uniforme que une los puntos 

críticos de tal modo que asciende donde / '(a )  >  0, desciende donde / '(a )  <  0 , y 
tiene una tangente horizontal donde/'(a) = 0.

EJEMPLO I 3 .1 .4

Dibuje la gráfica de la función/ ( a ) =  a 4 +  8 a 3 +  18a 2 -  8 .
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^  Grafique f[x) del ejemplo 3.1.4 
en negritas utilizando la panta
lla [-4 .7 , 4.7]1 por [—15, 45]5. 
En la misma pantalla, grafique 
g(x) = x 4 + 8x3 + 18x2 +  2, que 
es f(x) con un cambio en el tér
mino constante de - 8  a +2. 
¿Qué efecto tiene este cambio 
sobre los valores críticos?

Solución
Como /(.y) es un polinomio, está definida para toda a. Su derivada es

/ '(* )  =  4x3 + 24x2 + 36x =  4x(x* + 6x + 9) = 4x(x + 3)2

Como la derivada existe para toda a ,  los únicos números críticos están donde f '(x )  = 0;a 
saber, en x = 0 y a *  = —3. Estos números dividen el eje a  en tres intervalos, en cada uno 
de ellos el signo de la derivada/'(A ') no cambia; esto es, a  <  —3, —3 <  a  <  0 y a  >  0. 
Elija un número de prueba c en cada intervalo (por ejemplo, —5, — 1 y 1, respectivamen
te) y determine el signo de/'(c):

/ ' ( —5) = - 8 0  <  0 / ' ( - 1 )  = - 1 6  <  0 / '( I )  = 64 >  0

Así, la gráfica de/tiene tangentes horizontales donde a  es —3 y 0; la gráfica desciende 
(/decrece) en los intervalos a  <  — 3 y — 3 <  a  <  0 y asciende (/crece) para a  >  0, co
mo se indica en el diagrama de flechas:

Dirección de la gráfica

Signo de/'(x ) ------------  ------------  + +  + +  +
->~x

- 3  0
Ninguna Mín

Interpretando el diagrama se ve que la gráfica cae en un tangente horizontal en a  =  —3, 
luego continúa cayendo hasta el mínimo relativo en a  = 0, después de lo cual se eleva 
indefinidamente. Se encuentra q u e /(—3) = 19 y /(0 ) = —8. Para empezar a trazarla, re
presente una “copa” en el punto crítico (0, — 8) para indicar que allí ocurre un mí
nimo relativo (si hubiera habido un máximo relativo, se habría usado un “gorro” ~ ), 
y un “giro” -—“ en (—3, 19), para indicar que la gráfica cae con una tangente horizontal 
en ese punto. Esto se muestra en la gráfica preliminar de la figura 3.9a. Por último, se 
completa el dibujo trazando una curva suave por los puntos críticos en las direcciones 
indicadas por las flechas, como se indica en la figura 3.9b.________________________

y

FIGURA 3.9 Gráfica de/(.v) = x4 + Sx3 + 18.v2 -  8.
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REPASO________
El producto ab satisface a b >  0 
cuando ambos a > 0 y i b > 0 o  
cuando a <  0 y b <  0. Si a y b 
tienen signos opuestos, enton
ces ab ^  0.

EJEMPLO I 3 .1 .5

Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como los extremos relati
vos de la función g(t) = V 3 — 2t — t2. Trace la gráfica.

Solución

Como V ü  está definida sólo para u >  0, el dominio de g será el conjunto de toda t tal 
que 3 — 2t -  t2 ^  0. Factorizando la expresión 3 — 21 — t2, se obtiene

3 — 2t — t2 =  (3 + r)(l “  0

Observe que 3 + t ^  0 cuando t > — 3 y que 1 — t > 0 cuando / ^  1. Se tiene 
(3 + í) (1 ”  0  — 0 cuando ambos términos son no negativos; es decir, cuando t >  — 3 
y t <  1, o, lo que es lo mismo, cuando — 3 ^  t <  1. Se debería pensar también en el ca
so (3 + /)(1 -  0 ^  0 si 3 + t <  0 y 1 — r <  0, pero esto no es posible (¿puede ver por 
qué?) De esta manera, g(t) está definida sólo para —3 <  r <  1.

Ahora, usando la regla de la cadena, calcule la derivada de g(t):

= —  (—2 -  21) 
s 2 V3 -  2f -  t 2

- 1  -  t
V3 — 2t — í2

Observe que g'(¿) no existe en los extremos t =  —3 y t = 1 del domino de g(r), y 
g'(t) = 0 sólo cuando t =  — 1. Luego, se marcan estos tres números críticos en una rec
ta numérica restringida al dominio de g (a saber, — 3 ^  f ^  1), y se determina el signo 
de la derivada g'{t) en los subintervalos — 3 < t < — 1 y — 1 <  í <  1, obteniendo el dia
grama de flechas que se muestra en la figura 3.10a. Por último, se calcula g( — 3) = 
g(l) = 0 y g(— 1) = 2, y se observa que el diagrama de flechas sugiere que existe un má
ximo relativo en (—1, 2). La gráfica completa se muestra en la figura 3A0b.

/ \
Signo de g \t) + + + + H-

- í ------ * ----- d tr - \y  ̂ ^  j

-3  -2  © 0 1
Máx •

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento para g(t)

y
(-1,2)

b) La gráfica de g(t)

HuURA 3 .‘iG Trazando la gráfica de g(t) = V 3 — 2í — t2.

Algunas veces se conoce la gráfica de/(x) con lo que se pueden usar la relación en
tre el signo de la derivada /  \ x ) y los intervalos de crecimiento y decrecimiento para de
terminar la forma general de la gráfica de f \ x ) .  Este procedimiento se ilustra en el ejem
plo 3.1.6.

EJEMPLO I 3.1.6 ~
A continuación se muestra la gráfica de una función/(.r). Trace una gráfica posible para 
la derivada/'(;t).
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¡EXPLORE!
Introduzca f(x) = x 3 -  x 2 -  4x 
+ 4 en Y1 y f  '(x) (mediante la 
derivada numérica) en Y2 utili
zando el estilo de graficación 
en negritas y un tamaño de 
pantalla de [-4 .7 , 4.7]1 por 
[ - 1 0 ,10]2. ¿Cómo se relacio
nan los extremos relativos de 
f(x) con las características de 
la gráfica de f  (x)? ¿Cuáles son 
los valores máximo y mínimo 
de f(x) en el intervalo [-2 ,1 ]?

Solución
Como la gráfica de/(jt) desciende para 0 <  x <  2, se tiene/'(x) <  0 y la gráfica de/'(*) 
está por abajo del eje x en este intervalo. De igual manera, para x <  0 y para x >  2, la 
gráfica de f(x) asciende, de manera que/'(jc) >  0 y la gráfica de/'(* ) está por arriba del 
eje x en ambos intervalos. La gráfica de f {x) es “plana” (recta tangente horizontal) en 
x = 0 y x = 2, e n to n c e s / '(0) =  / ' (  2) =  0, y;t = 0 yjt =  2 son las intersecciones de la 
gráfica def'(x)  con el eje x. A continuación se presenta una posible gráfica que satisfa
ce estas condiciones:

>
¡ II

.  i
f V /

----- 1------------------- +~X
Í  o
1

2

i s

y

En la sección 3.2 será refinado el procedimiento para el trazado de curvas usando la 
derivada/'(a), al agregar características utilizando la segunda derivada/"(a), y en la 
sección 3.3 se presentará un procedimiento más general para el trazado de curvas que 
incluye derivadas y límites. Los mismos razonamientos utilizados para analizar gráficas 
se pueden aplicar para determinar valores óptimos, tales como costo mínimo de un pro
ceso de producción, o producción máxima sostenible de una empacadora de salmón. En 
el ejemplo 3 .1.7 se ilustra un proceso de optimización que se analiza con mayor detalle 
en las secciones 3.4 y 3.5.

EJEMPLO I 3.1.7
El ingreso obtenido por la venta de una nueva clase de patín motorizado t semanas des
pués de su introducción está dado por

63r -  t2
= “ 2---- 0 <  t <  63r  + 63

millones de dólares. ¿Cuándo se alcanza el ingreso máximo? ¿Cuál es el ingreso má
ximo?
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Solución
Derivando R(t) mediante la regla del cociente, se obtiene

(¡t2 +  63)(63 -  21) -  (631 -  t2)(2t) _  - 6 3 (t -  7)(< + 9)
R '®  ~  (í2 +  63)2 (t2 + 63)2

Igualando el numerador de esta expresión de R’(t) a 0, se halla que / =  7 es la única so
lución de R\ t )  — 0 en el intervalo 0 ^  t ^  63, y, por lo tanto, es el único número críti
co de R{t) en su dominio. El número crítico divide el dominio 0 ^  t <  63 en dos inter
valos, 0 < / < 7 y 7 < / < 6 3 .  Evaluando R'(t) en números de prueba en cada interva
lo (por ejemplo, en t -  1 y / = 9), se obtiene el diagrama de flechas que se muestra a 
continuación.

R

FIGURA 3.1' 
63/ -  /2R{t) =
t2 + 63

i Gráfica de 

para 0 < / < 63.

Signo de R’(t) +  + + +  + ------------

7

Máx

j
63

t

El patrón de flechas indica que el ingreso aumenta a un t máximo en t = 7, después 
de lo cual disminuye. En el momento óptimo t = 7, el ingreso obtenido es

R( 7) =
63(7) -  (7)' 

(7)2 + 63
= 3.5 millones de dólares

En la figura 3.11 se muestra la gráfica de la función de ingreso tf(/). En ella se ve 
que inmediatamente después de su introducción, el patín motorizado es un producto 
muy popular, y que se alcanza un extremo en el ingreso de 3.5 millones de dólares, ape
nas 7 semanas después de su lanzamiento. Sin embargo, su popularidad, medida por el 
ingreso, luego empieza a bajar. Después de 63 semanas, el ingreso cesa completamente, 
los patines se retiran de los mostradores y se reemplazan por otra novedad. Un produc
to que exhibe este tipo de patrón de ingreso, con incrementos pronunciados seguidos por 
un descenso uniforme hacia 0, a veces se clasifica como una “moda”.

P R O B L E M A S 3.1
En los problemas 1 a 4 especifique los intervalos donde la derivada de la función dada es positiva o negativa.

3
i i

2 .

i
!
1

\ , y
/ T \

____i _ \  . , - 2

. 'T S  
i ¿

i
i

- 3 V 2 #
/

-------------1---------- X
0 3
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Cada una de las cumas A, B, C y D, dadas aquí, es la gráfica de la derivada de una función, cuya gráfica 
muestra en uno de los problemas 5 a 8. Empate cada gráfica con su derivada.

^ x
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En los problemas 9 a 22 encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento para la función dada.

9 .  / ( a )  =  A'2 -  4 a  +  5  

11. / ( a ) =  a 3 — 3 a  — 4

13. g(t) =  t5 -  5  f  +  1 0 0  

1
15. f(t) =

10. f(t) = t3 + 3r2 +  1

12. f(x) = ^x3 -  9x +  2

14. / ( x) = 3x5 -  5.v3

1 1

4 -  V
16. g(t) = ~ñr  + 1  ( r  + i y

17. h(ú) = V 9 -  u:

19. F ( a ) =  a  +

21. / ( a ) =  V a  +

18. / ( a ) =  Vó -  a  -  a :

20 / ( 0  =
(t + 3y

22. G(a) =  a2 -  ^5
1

En los problemas 23 a 34 determine los números críticos de la función dada y clasifique cada punto crítico como 
un máximo relativo, un mínimo relativo, o ni lo uno ni lo otro.

23. f(x) = 3x4 -  8x3 + 6x2 + 2 

25. f(t) = 2t3 + 6t2 + 6t + 5 

27. g(x) = (x -  l )5

29. f(t) = —------
J t2 + 3

31. h(t) = -----------
t2 + t -  2

33. S(t) =  (r2 -  1)

24. f(x)  = 324.x -  72x2 + 4x3 

26. / ( i)  =  10í6 +  24Í5 +  15í4 +  3 

28. F(x) = 3 -  (x +  l )3

30. f(t) =  t V 9 z r i

, , . 2 3  
32. g(x) =  4 -  -  +  —

A A

34. F(a) =
A — 1

En los problemas 35 a 44 use el cálculo para representar la gráfica de la función dada. 

35. /(x) — x — 3x~ 36. /(x) = 3x4 — 4x3

37. /(x) = 3x4 -  8x 3 + 6X2 + 2 38. ¿(x) = 3 -  (x +  l )3

39. f{t) = 2/ 3 + 6í2 + 6t + 5 40. /(*) =  x \ x  + 5)2

43. / ( a ) =  3 a 5 — 5 a 3 +  4

a  +  1
42. / ( a) =  - 2̂ -----—

A +  A +  1

1
44. / / ( a ) =  — ( 3 a 4 -  8a 3 -  9 0 a 2 +  7 0 )
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En los problemas 45 a 48 se da la derivada de una función f{x). En cada caso encuentre los números críticos de 
/ ( j c )  y clasifíquelos como un máximo relativo, un mínimo relativo o ni lo uno ni lo otro, según corresponda.

45. f '(x )  = a 2( 4  -  .v2 )

( a  +  1 )2( 4  -  3 a ) 3

46. / ' ( a )  =  - ^ í 2  X>

47. / ' ( a) =
(a 2 +  l ) 2

JC +  JC +  1 

____3/0.. n\2/48. / ' ( JC) =  jc ( 2 jc -  l ) \ x  + 5 )

£/? /os problemas 49 a 52 se da la gráfica de una función f. En cada caso represente una gráfica para / ' .

49. 50.

51.
y

52.

53. CRECIMIENTO DE UNA ESPECIE El por
centaje de larvas que salen de los huevos del gusano 
de la manzana1 a una temperatura T (grados Cel
sius) está dado por

H(T) = - 0 . 5 3 T 2 + 25T -  2 0 9  para 1 5  <  T <  3 0  

Dibuje la gráfica de la función H(T). ¿A qué tempe
ratura r ( 1 5 < 7 <  3 0 )  sale el máximo porcentaje de 
larvas? ¿Cuál es el porcentaje máximo? (Véa el 
artículo de “Reflexiones acerca de”, que aparece en 
la página 1 8 0 ,  para obtener mayor información so
bre el gusano de la manzana.)

1 P. L. Shaffer y H. J. Gold, “A Simulation Model of Population 
Dynamics of the Codling Moth Cydia pomonelia”, Ecological 
Modelling, Yol. 30 (1985), páginas 247-274.

54. ANÁLISIS MARGINAL El costo total de pro
ducir jc unidades de cierto artículo está dado por 
C(jc) =  V5jc +  2 +  3. Trace la curva de costo y en
cuentre el costo marginal. ¿El costo marginal crece 
o decrece con el aumento de la producción?

55. ANÁLISIS MARGINAL Seap  =  (10 -  3x)2 
para 0 ^  jc ^  3 el precio al cual se venderán jc cien
tos de unidades de cierto artículo, y sea R(jc)  =  

xp(x) el ingreso obtenido de la venta de las jc unida
des. Encuentre el ingreso marginal R \x )  y dibuje las 
curvas de ingreso y de ingreso marginal en la mis
ma gráfica. ¿Para qué nivel de producción se maxi- 
miza el ingreso?
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\  i

y

56. UTILIDAD PARA UN MONOPOLISTA Para 
producir a  unidades de cierto producto, un monopo
lista tiene un costo total de

C(x) =  2x2 +  3 a  +  5

y obtiene un ingreso total de R (a) = xp(x), donde 
p(x) = 15 — 2x es el precio al cual se venderán x  
unidades. Encuentre la función de utilidad P(x) = 
R(x) — C(a) y trace su gráfica. ¿Para qué nivel de 
producción se maximiza la utilidad?

57. MEDICINA La concentración de un medicamen
to t horas después de haber sido inyectado en el bra
zo de un paciente está dada por

0.15/
C(,) “  r  + 0.81 

Trace la gráfica de la función de concentración. 
¿Cuándo ocurre la máxima concentración?

58. CONTROL DE LA CONTAMINACIÓN Los 
comisionados de cierta ciudad determinan que cuan
do se gastan x  millones de dólares para el control de 
la contaminación, el porcentaje de contaminación 
eliminada está dado por

lOOVx 
“  0.04x2 + 12 

á) Dibuje la gráfica de P{x).
b) ¿Cuál será el gasto de eliminar el máximo por

centaje de contaminación?
59. PUBLICIDAD Una compañía determina que si 

se gastan x miles de dólares en publicidad de cierto 
producto, entonces se venderán S ( a )  unidades del 
producto, donde

S(x) =  - 2 x 3 +  2 7 a 2 +  1 3 2 a ' +  2 0 7  0  <  x  <  17

a) Dibuje la gráfica de S(a).
b) ¿Cuántas unidades se venderán si no se gasta 

nada en publicidad?
c) ¿Cuánto se debe gastar en publicidad para maxi- 

mizar el nivel de ventas?
60. PUBLICIDAD Conteste las preguntas del pro

blema 59 para la función de ventas
c /  2 0 0 a  +  1 5 0 0S(x) = -------- -̂------

0 .0 2 a: +  5

61. ADMINISTRACIÓN DE UNA PESCADERÍA 
El administrador de una pescadería determina que t 
semanas después de que 3 0 0  peces de cierta especie 
se introducen en un estanque, el peso promedio de 
los peces (en libras) en las primeras 1 0  semanas 
será

w(t) =  3  +  t -  0 .0 5 r 2 

El administrador determina además que la propor
ción de peces que todavía están vivos después de t 
semanas está dada por

P it)  =
31

31 + t
á) La producción esperada de peces, Y(t), después 

de t semanas es el peso total de los peces que 
todavía están vivos. Exprese Y(t) en términos 
de w{t) y p(t) y dibuje la gráfica de Y(t) para 
0 < í <  10.

b) ¿Cuándo será máxima la producción esperada 
Y(t) ? ¿Cuál es la máxima producción?

62. ADMINISTRACIÓN DE UNA PESCADERÍA 
Para la situación descrita en el problema 61, supon
ga que a la pescadería le cuesta C(t) — 50 + 1.2f 
cientos de dólares mantener y monitorear el estan
que durante t semanas, después de que se introduje
ron los peces, y que cada pez obtenido después de t 
semanas se puede vender a $2.75 la libra.
á) Si se pescan todos los peces que quedan vivos 

en el estanque después de t semanas, exprese la 
utilidad obtenida por la pescadería como una 
función de t.

b) ¿Cuándo se deben pescar los peces para obtener 
la máxima utilidad? ¿Cuál es la máxima utili
dad?

63. PRO DUCTO IN IE RNO B RUTO La gráfica 
muestra el consumo de la generación correpondien- 
te a la explosión demográfica, medido como un por
centaje del PIB (Producto Interno Bruto) total 
durante el periodo 1970-1997.
a) ¿En qué años ocurrieron máximos relativos?
b) ¿En qué años ocurrieron mínimos relativos?
c) ¿Aproximadamente a qué tasa aumentó el con

sumo en 1987?
d) ¿Aproximadamente a qué tasa disminuyó el 

consumo en 1972?

Consumo de la generación correspondiente a la explosión demo
gráfica como porcentaje del PIB.
Fuente: Bureau of Economic Anaiysis
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64. Dibuje la gráfica de una función que tenga todas las 
siguientes propiedades:
a) / ' ( 0) = / ' ( l ) = / /(2) =  0
b) f \ x )  <  0 cuando a  <  0 y a  >  2
c) f \ x )  >  0 cuando 0 <  a  <  l y l  <  x  < 2

65. Dibuje la gráfica de una función que tenga todas las 
siguientes propiedades:
a) / '(O ) = / ' ( ! )  =  / '( 2 )  =  0
b) f ' { x )  <  0 cuando 0 <  x  <  1
c) / '( a )  >  0 cuando x  <  0, 1 <  x  < 2 y  x >  2

66. Dibuje la gráfica de una función que tenga todas las 
siguientes propiedades:
a) f \ x )  >  0 cuando x  <  —5 y cuando x  >  1
b) f ' { x )  <  0 cuando — 5 <  x  <  1
c) / ( - 5 )  =  4 y / ( l ) =  -1

67. Dibuje la gráfica de una función que tenga todas las 
siguientes propiedades:
fl) f ' ( x ) <  0 cuando x  <  — 1
b) f ' ( x )  >  0 cuando — 1 <  x  <  3 y cuando x >  3
c) / ' ( - D  =  0 y / ' ( 3 )  =  0

68. Encuentre las constantes a, b y c de m anera que la 
gráfica de la función /(a) =  ax2 +  bx  +  c tenga un 
máximo relativo en (5, 12) y corte el eje 3; en
(0, 3).

69. Encuentre las constantes a, b, c y d  de manera que 
la gráfica de la función /(a) =  ax3 +  bx2 +  ex +  d  
tenga un máximo relativo en ( —2, 8) y un mínimo 
relativo en ( 1, —19).

70. Dibuje la gráfica d e /(a )  =  (a — 1)2/5. Explique por 
qué f ' {x )  no está definida e n x =  1.

71. Dibuje la gráfica d e /(x ) =  (1 — a )3/5.

72. Utilice el cálculo para probar que el extremo relati
vo de la función cuadrática

/(a )  =  a x 1 +  bx  +  c

73.

74.
75.
76.
77.
78.

79.

80.

ocurre cuando ,v = — — ¿Dónde crece/(x) y dónde
2a

decrece?
Utilice el cálculo para probar que el extremo relati
vo de la función cuadrática y = (x — p)(x — q) 
ocurre entre sus intersecciones con el eje x.

En los problemas 74 a 77 utilice una calculadora 
graficadora para trazar la gráfica de f{x). Luego 
encuentre f  ix) y grafique la en el mismo sistema de 
coordenadas (pantalla) como lo hizo paraf(x). Por 
último, utilice TRACE, ZOOM u otra instrucción 
para hallar los valores de x donde f \ x )  = 0 .

f(x)  =  x4 + 3a3 — 9X2 +  4 
f(x) = L\2 + X -  l)3(x + 3)2 

/ ( x) = ¿  -  7.ÓX3 + 2 .\x2 -  5 

f(x)  = (1 -  x m )yl
Utilice una calculadora graficadora para trazar la 
gráfica de f(x)  = .r3 +  3X2 -  5x + 11. Luego 
represente la gráfica de g(;t) =  (x +  l )3 + 3{x +  l )2
— 5 ( jc + 1) +  11 en el mismo sistema de coordena
das. ¿Qué función h(x) tendría una gráfica igual a la 
d e /(a), sólo que corrida 2 unidades hacia arriba y 3 
hacia la izquierda?
Sea / ( a) = 4 + V 9  — 2a — a2. Antes de dibujar 
esta función, ¿cómo cree que será la gráfica? Ahora 
utilice una calculadora graficadora para dibujar la 
gráfica. ¿Tuvo usted razón?
Sea/(A) =  a3 — 6a2 +  5 a  — 11. Utilice una calcula
dora graficadora para dibujar la gráfica de /(a ). 
Luego, en el mismo sistema de coordenadas trace la 
gráfica de

g(x) = / ( 2x) = (2a)3 -  6(2a )2 + 5(2.v) -  11 

¿Qué relación existe (si la hay) entre las dos gráfi
cas?

En la sección 3.1 se observó cómo utilizar el signo de la derivada d e / ' ( A )  para determi
nar dónde / ( a )  es creciente o decreciente y dónde su gráfica tiene extremos relativos. En 
esta sección se analizará que la segunda derivada / " ( a )  también proporciona infor
mación útil sobre la gráfica de / ( a ) .  A manera de introducción, ahora se describe bre
vemente una situación de la industria, que puede ser analizada utilizando la segunda 
derivada.

El número de unidades que un trabajador de una fábrica puede producir en t horas, 
luego de llegar a su trabajo, está dado por una función Q(t) semejante a la que se 
muestra en la figura 3.12. Observe que al comienzo la gráfica no está muy inclinada. Sin 
embargo, la inclinación aumenta hasta que la gráfica llega a un punto de máxima incli
nación, después del cual comienza a disminuir. Esto refleja el hecho de que al inicio la 
tasa de producción del trabajador es baja. Sin embargo, la tasa de producción aumenta a
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FIGURA 3.12 La producción Q(t) de un trabajador de una fábrica t horas después de 
llegar al trabajo.

medida que el trabajador establece una rutina y continúa aumentando hasta que el traba
jador se desempeña con máxima eficiencia. Luego aparece la fatiga, y la tasa de produc
ción comienza a disminuir. Al punto P de la curva donde se alcanza la máxima eficien
cia se le conoce en economía como el punto de los rendimientos decrecientes.

El comportamiento de la gráfica de esta función de producción a ambos lados del 
punto de los rendimientos decrecientes se puede describir en términos de sus rectas tan
gentes. A la izquierda de este punto, la pendiente de la tangente aumenta a medida que t 
aumenta. A la derecha de este punto, la pendiente de la tangente disminuye cuando t in
crementa. Lo que se analizará en esta sección con la ayuda de la segunda derivada es ese 
aumento o disminución de las pendientes. (Más tarde, en esta misma sección, se regre
sará a los temas de eficiencia del trabajador y de los rendimientos decrecientes del ejem
plo 3.2.6.)

Concavidad El crecimiento y decrecimiento de la pendiente de la recta tangente a la curva se des
cribirá en términos de una característica gráfica denominada concavidad. A continua
ción se da la definición que se usará.

Concavidad □ Si la función/(a) es derivable en el intervalo a < x < b, en
tonces la gráfica de /  es

cóncava hacia arriba en a < x < b si / '  es creciente en ese intervalo
cóncava hacia abajo en a < x < b si / '  es decreciente en ese intervalo

F5GURÁ 3.13 Concavidad.
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D eterm inación 
de intervalos de 

concaviciad usando  
el signo de í "

Asimismo, una gráfica es cóncava hacia arriba en un intervalo si ella se encuen
tra por arriba de todas sus rectas tangentes en el intervalo (figura 3.13a), y cóncava hacia 
abajo en un intervalo si se encuentra por debajo de todas sus rectas tangentes (figu
ra 3.13¿?). De manera informal, en la parte cóncava hacia arriba de la gráfica “se acumula 
el agua”, mientras que por la parte cóncava hacia abajo “el agua corre”, como se ilus
tra en la figura 3.14.

i

I

1

f
i

Cóncava hacia abajo 
(el agua corre)

(Yt¡-iea\a Ii.-icm arriba: 
la |viküeme Jo l;t ^  
linéenle aumenta

La pendiente y^La pendiente \
\S. La pendiente es /  es 0 \

\ e s  negativa positiva \  pendiente
\  La pendiente /  \  es negativa 

V '  esO . \

Cóncava hacia
Cóncava hacia arriba L, pendiente de la X 
(se acumula el agua) ,.ln„aUe

1 -----
a

B G üfrA  2 .14  Concavidad y pendiente de la tangente.

Hay una forma simple de caracterizar la concavidad de la gráfica de una función / ( j c )  

en términos de su segunda derivada / " ( j c ) .  En particular, en la sección 3.1 se observó 
que una función / ( j c )  es creciente donde su derivada es positiva. Así, la función deri
vada / ' ( j c )  debe ser creciente donde su derivada, / " ( j c )  es positiva. Se supone que si 
f"(x) >  0 en un intervalo a < x < b> entonces / ' ( j c )  es creciente, lo cual a su vez 
significa que la gráfica de/(„v) es cóncava hacia arriba de este intervalo. De igual for
ma, en un intervalo a < x < b, donde / " ( j c )  <  0, la derivada / ' ( j c )  será decreciente 
y la gráfica de.f(x) será cóncava hacia abajo. Teniendo en cuenta estas observaciones 
se puede modificar el procedimiento estudiado en la sección 3.1 para determinar in
tervalos de crecimiento y decrecimiento, con el fin de obtener un método para de
terminar los intervalos de diferente concavidad.

Procedim iento de la segunda derivada para determ inar in ter
valos de concavidad para una función f
P a s o  1 .  Encuentre todos los valores de j c  para los cuales / " ( j c )  =  0  o / " ( j c )  no es 
continua, y marque esos números en un recta numérica. Esto divide la recta en un 
número de intervalos abiertos.
P a s o  2. Elija un número de prueba c de cada intervalo a < x < b determinado en 
el paso 1 y evalúe/"(c). Entonces,

Si f"(c) >  0, entonces la gráfica de/(jc) es cóncava hacia arriba en a < x < b.
Si f"{c) <  0, entonces la gráfica de f{x) es cóncava hacia abajo en a < x < b.
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¡EXPLORE!
nV

Siguiendo el ejemplo 3.2.1, in
troduzca f(x) = 2x6 -  5x4 + 7x 
-  3 en Y1 usando un estilo de 
graficación en negrillas. Escri
ba Y2 = nDeriv(Y1, X, X) y eli
mine la selección moviendo el 
cursor al signo igualdad y pre
sionando ENTER. Esto definirá 
Y2 pero no lo graficará. Escriba 
Y3 = -nDeriv(Y2, X, X). Grafi- 
que Y1 y Y3 utilizando la panta
lla [-2.35, 2.35]1 por [-18 , 8]2. 
¿Cómo corresponde el com
portamiento de Y3, que es f"[x), 
con la concavidad de f{x), en 
particular para X = —1, 0 y 1 ?

\

EJEMPLO I 3.2.1
Determine los intervalos de diferente concavidad para la función

f ( x )  =  2x6 -  5x4 +  I x  -  3

Es decir, determine dónde la gráfica d e /e s  cóncava hacia arriba y dónde es cóncava ha
cia abajo.

Solución

Se tiene que

f \ x )  =  12a5 -  20a3 +  7

y

/"(a) =  6 0 a 4 -  6 0 a 2 = ó O a V  -  1) =  6 0 a 2(a  -  1)(a +  1)

La segunda derivada/"(a) es continua para toda a, y /" (a) =  0 para a =  0, a =  1, y a =
— 1. Estos números dividen el eje a  en cuatro intervalos en los cuales/"(A) no cambia de 
signo; estos son a  <  - 1 ,  — 1 <  a  <  0, 0 <  x  <  1, y a  >  1. Evaluando/"(a) en números 
de prueba en cada uno de estos intervalos (por ejemplo, en x  =  — 2, x  =  — x  =  y 
a  =  5, respectivamente), se halla que

/ " ( - 2 )  =  720 >  0 f "  (^1) =  <  o

f ' í i )  =  <  0  / " ( 5 )  =  3 6  0 0 0  >  0

Así, la gráfica d e /(a) es cóncava hacia arriba para a <  — 1 y para a >  1 y cóncava ha
cia abajo para — 1 <  a <  0 y para 0 <  a <  1, como se indica en el siguiente diagrama 
de concavidad.

Tipo de concavidad

Signo d tf"{x) + + + + +
i

/ A  / A vy
+ + + + +

' w r|i
-1

1
0

| > X 
1

Intervalos de concavidad para/(a ) =  2 a6 -  5a4 +  7a -  3

En la figura 3.15  se muestra la gráfica de f{ a).

FJGURA 3 .1 5  Gráfica de f(x) = 2x6 — 5a4 + Ix — 3.
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MOTA No confunda la concavidad de una gráfica con su “dirección” (subien
do o bajando). Una función /  puede ser creciente o decreciente en un intervalo, 
sin importar si su gráfica es cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo en ese 
intervalo. Las cuatro posibilidades se ilustran en la figura 3.16. □

F I G U R A  3 . 1 6  Posibles combinaciones de crecimiento, decrecimiento y  concavidad.

FuntO S  de inflexión Un punto de la gráfica de una función continua/donde la concavidad cambia se lla
ma punto de inflexión de / .  Por ejemplo, el diagrama de concavidad para la función 

/ ( a )  =  2x6 — 5 a 4 + 7 a  — 3 que se analizó en el ejemplo 3.2.1 muestra que la con
cavidad de la gráfica de /  cambia de ser hacia arriba a ser hacia abajo en a  = — 1 y 
de hacia abajo a hacia arriba en x  = 1, entonces (—1, —13) y (1, 1) son puntos de 
inflexión de la gráfica de / .  Con frecuencia los puntos de inflexión son de especial 
interés en ciertas aplicaciones. Por ejemplo, el punto de los rendimientos decrecien
tes de la curva de producción mostrada en la figura 3.12 es un punto de inflexión.

En un punto de inflexión (c,/(c)) de/, la gráfica de / ( A )  no puede ser cóncava hacia 
arriba ni cóncava hacia abajo, entonces f \ c )  no puede ser positiva ni negativa. Así, 
f ' \ c )  no existe o f"{c) =  0. Esta observación permite determinar los puntos de inflexión 
como sigue:

Procedim iento para determ inar los puntos de inflexión de una 
función f
Paso 1. Calcule f"{x)  y determine todos los números en el dominio de /  donde 
/" (a ) =  0 y f"(x)  no es continua.
Paso 2 . Para cada número c hallado en el paso l , determine el signo de f"(x) a 
la izquierda y a la derecha de a  = c. Si f"(x) >  0 en un lado de x  — c y / " ( a )  < 
0 en el otro lado, entonces (c , f ( c )) es un punto de inflexión.

EJEMPLO I 3.2.2 ' .......................... """"
En cada caso, encuentre todos los puntos de inflexión de la función dada, 
a) f(x) = 3a-5 -  5.y4 -  1 
f a )  S ( a - ) = a - 1 / 3

Solución
a) Se observa que f(x)  existe para toda x  y que

/ ' ( x) =  15,y4 -  20x3
f " ( x )  =  60.V3 -  60.v2 =  6 0 x 2(x  -  1)

Por tanto,/ " ( x )  es continua para toda A' y / " ( a ) =  0 cuando a* =  0 y a  =  1. Pro
bando el signo de / " ( a )  en cada lado de a  = 0 y a  =  1 (digamos, en a  = - 1 ,

y 2), se obtiene
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/ " ( - 1 )  =  - 1 2 0  <  0  / " ( f )  =  ^  <  0  / " ( 2 )  =  2 4 0  >  0

que conduce al patrón de concavidad mostrado en este diagrama:

204 CAPÍTULO 3 Aplicaciones adicionales de la derivada : 3-22

Tipo de concavidad A A V
Signo de f" (x)  ------------  ------------  + + + + +

----------------1---------------- 1------------ ► *
0 1 

No hay inflexión Inflexión

Se observa que la concavidad no cambia en x  = 0 pero cambia de hacia abajo a 
hacia arriba en x = 1. C om o/(l) = - 3 ,  se tiene que (1, -3 )  es un punto de in
flexión de/. En la figura 3.17a se muestra la gráfica de/.

a) La gráfica deflx) =  3x5 — 5x* -  1 b) La gráfica de g{x) = x m  tiene un
tiene un punto de inflexión en (1, -3 ) . punto de inflexión en el origen (0, 0).

FIGURA 3.1 /  Dos gráficas con puntos de inflexión.

b) La función g(x) es continua para toda x, y como

g'(x) = y g"(x) =

resulta que g"(x) nunca es 0, pero no existe cuando x = 0. Al probar el signo de 
g"(x) a cada lado de x = 0, se obtienen los resultados que se ilustran en el si
guiente diagrama de concavidad:

Tipo de concavidad v y  r \

Signo de g '\x)  + + + + + ------------

H--------------
0

Inflexión

Como la concavidad de la gráfica cambia en x = 0 y g(0) =  0, existe un punto 
de inflexión en el origen (0, 0). En la figura 3.n¿^se muestra la gráfica de g._
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N O  i A Una función puede tener un punto de inflexión sólo donde sea continua. 
En particular, si /(c) no está definida, no puede haber un punto de inflexión en 
x  = c, aunque f"{x) cambia de signo en jc = c. Por ejemplo, si f{x ) = 1/x, en
tonces f"{x) = 2/x3, de manera que f"(x) <  0, si x <  0, y f" (x ) >  0, si x  >  0. 
La concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba en x  =  0 (véase la figura 
3.18a), pero no hay punto de inflexión en x  =  0 ya que/(0) no está definida.

Además, el saber que/(c) está definida y que/"(c) =  0 no es garantía de que 
(c> flc  )) sea un punto de inflexión. Por ejemplo, si f{x) =  x4, entonces /(0) =  0 
y f"(x) = I2x2 de manera que/"(0) = 0. Sin embargo, f"(x) >  0 para cualquier 
número x  #  0, entonces la gráfica de / e s  siempre cóncava hacia arriba, y no hay 
punto de inflexión en (0, 0) (véase la figura 3.18fr). □

FIGURA 3.1 E Una gráfica no necesariamente tiene un punto de inflexión donde/" = 0 o 
f"  no existe.

Trazado de Geométricamente, los puntos de inflexión se encuentran donde la gráfica “se tuerce”, 
curvas usando  la  A continuación se presenta un resumen de las posibilidades de la gráfica.

segunda derivada

Comportam iento de 
F(c, f (c))

la gráfica de í(x) en un punto de inflexión

La gráfica es ascendente ( / '  >  0)
Antes de P(para x <  c) Después de P(para x >  c) Forma de la gráfica en P

/ "  >  o / " <  0

/ p/ " <  0 / " >  0

La gráfica es descendente ( / '  <  0)
Antes de P(para x <  c) 

/ " >  0  

/ " <  0

Después de P(para a >  c) 

f " <  0 

f " >  0

Forma de la gráfica en P

X
X

En la figura 3.19 se muestran varios puntos de inflexión que pueden aparecer en una 
gráfica.
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Cóncava hacia arriba

Puntos de inflexión

Cóncava hacia arriba , /  \  Cóncava hacia arriba 

Cóncava hacia abajo
Cóncava hacia abajo

FIGURA 3 .1 9  Gráfica que muestra diferente concavidad y puntos de inflexión.

Juntando los criterios de concavidad y puntos de inflexión a los métodos de la pri
mera derivada, analizados en la sección 3.1, se puede trazar una gran variedad de grá
ficas de manera muy detalladas. A continuación se presenta un ejemplo.

EJEMPLO I 3 .2 .3  
Determine dónde la función

f(x) =  3x4 - 2 X 3 -  lZx2 +  l&x +  15

es creciente o decreciente, y dónde su gráfica es cóncava hacia arriba y hacia abajo. En
cuentre todos los extremos relativos y puntos de inflexión, y dibuje la gráfica.

Solución
Primero, observe que, como / ( a )  es un polinomio, ella es continua para toda a , al igual 
que las derivadas/'(* ) yf"(x). La primera derivada dt f (x)  es

/ ' ( x) = 12*3 -  6x2 -  24* + 18 = 6{x -  1)2(2* + 3)

y / ' ( a )  =  0 sólo cuando x = 1 y x = —1.5. El signo de f ’(x) no cambia para x < —1.5 
ni en el intervalo —1.5 < jc <  1, ni para x >  l. Evaluando f ( x )  en números de prueba 
de cada intervalo (por ejemplo, en —2, 0 y 3) se obtiene el diagrama de flechas que a 
continuación se muestra. Observe que existe un mínimo relativo en x = —1.5, pero no 
hay extremo e n x =  1.

¡EXPLORE!
Gráficamente confirme los re
sultados del ejemplo 3.2.3, gra- 
ficando primero f(x) en negri
tas, contra f'(x) y observando 
la ubicación de los extremos 
relativos. Luego grafique f(x) en 
negritas contra f  "(x) y observe 
cómo cambia la concavidad de 
f(x).

X

\\

Signo d e f'(x ) + + + + +  + + + + +
-------------------b—-------------------- 1--------------------

-1 .5 1
Mín No hay extremo

La segunda derivada es

f"{x) = 36a2 -  12a -  24 = 12(x -  1)(3a + 2)

Y f"Qc) = 0 sólo cuando x  = 1 y x = El signo de/"(-*) no cambia dentro de los in
tervalos x < ~ ,  <  a <  l , y A >  1. Evaluando/ " ( a) en números de prueba de cada
intervalo, se obtiene el diagrama de concavidad que ahora se muestra.
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v y
Signo de f"(x) + + + + +  ------------- + + + + +

1 W Yi
-2/3 1

Inflexión Inflexión

Los patrones de estos dos diagramas sugieren que existe un mínimo relativo enx = 
—1.5 y puntos de inflexión en x  = —2/3 y x  = 1 (porque la concavidad cambia en am
bos puntos).

Para trazar la gráfica, se calcula que

/ ( -  1.5) = -  17.06 f{=2)  = -1 .1 5  /(1 ) = 22

y se traza una “copa” —Z en (—1.5, —17.06) para señalar el mínimo relativo ubicado 
allí. De igual forma, se representan los giros J  en ( ^ ,  — 1.15) y 1 en (1, 22) para in
dicar la forma de la gráfica cerca de los puntos de inflexión. Utilizando los diagramas de 
flecha y de concavidad, se obtiene el diagrama preliminar mostrado en la figura 3.20¿>. 
Por último, la gráfica se completa como se muestra en la figura 3.20b, pasando una 
curva suave por el punto mínimo, los puntos de inflexión y la intersección con el eje y 
(0, 15).___________________________________________________________________

í

(1, 22)

(0, 15)

(--,,-1.15)

(-1.5,-17.06)
a) Trazado preliminar

JC

FIGURA 3.20 Gráfica dtf(x )  = 3x4 -  2*3 -  lZx2 + 18* + 15.

Algunas veces se da la gráfica de la función derivada/'(x), y se pide analizar la grá
fica de la propia f(x). Por ejemplo, para un fabricante que conoce el costo marginal 
C '(jc) asociado con la producción de x unidades de cierto artículo, sería muy razonable 
saber tanto como sea posible acerca del costo total C (x). El siguiente ejemplo ilustra un 
procedimiento para llevar a cabo este tipo de análisis.
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EJEMPLO I 3 .2 .4
En la siguiente figura se presenta la gráfica de la derivada/'(■*) de una función f(x). En
cuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como la concavidad de/(x); 
también localice todos los extremos relativos y los puntos de inflexión. Luego, trace una 
curva que tenga todas estas características.

3
i

\

\ . y

;
-f w

/  \///
■i.

1 X ► Xr-i 2 5\

Solución
Primero observe que para x <  - 1 ,  la gráfica de/'(x) está por arriba del eje x, por lo que 
f ' ( x ) >  0 y la gráfica de f(x) es ascendente. La gráfica de f' (x)  también es descendente 
para a <  - 1 ,  lo cual significa que/"(x) <  0 y que la gráfica de f{x) es cóncava hacia 
abajo. De la misma manera, se pueden analizar otros intervalos, los resultados se resu
men en la siguiente tabla.

X Característica de y  = f'{x) Característica de y  = f  (x)

x < - l f  es positiva, decreciente /  es creciente; cóncava hacia 
abajo

x ——\ intersección con el eje a; 
tangente horizontal

tangente horizontal; posible 
punto de inflexión ( /"  = 0)

- \ < x < 2 / '  es positiva, creciente /  es creciente; cóncava hacia 
arriba

x = 2 tangente horizontal posible punto de inflexión

2 <  x <  5 / '  es positiva, decreciente /  es creciente; cóncava hacia 
arriba

x = 5 intersección con el eje x tangente horizontal
x >  5 f  es negativa; decreciente /  es decreciente; cóncava ha

cia abajo

Como la concavidad cambia e n i =  — 1 (de abajo hacia arriba), allí hay un punto de 
inflexión con una tangente horizontal. En jc = 2, hay también un punto de inflexión (la 
concavidad cambia de arriba hacia abajo), pero no hay ninguna tangente horizontal. La 
gráfica de/(x) es ascendente a la izquierda de x  = 5 y descendente a la derecha, por lo 
que debe haber un máximo relativo en x  = 5.

En la figura 3.21 se muestra una posible gráfica con todas las características dadas 
para y — f{x). Sin embargo, debido a que no se conocen los valores de/( —1),/(2) y /(5), 
muchas otras gráficas también tendrán las mismas características.
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C rite r io  oe La segunda derivada se puede utilizar para clasificar un punto crítico de una función 
como un máximo o un mínimo relativo. A continuación se enuncia el procedimiento 
conocido como el criterio de la segunda derivada.

la  segunda derivada

Cnt-ono d '2 la segunda derivada c: Se supone que f"(x)  existe en un 
intervalo abierto que contiene x  =  c y que/'(c) = 0.

Si f"(c)  >  0, entonces /  tiene un mínimo relativo en x  = c.
Si f" (c )  <  0, entonces /  tiene un máximo relativo en x  =  c.

Sin embargo, si f"(c)  =  0 o si /" (c ) no existe, entonces el criterio no es suficien- 
te y /  puede tener un máximo relativo, un mínimo relativo o ningún extremo rela
tivo en x  =  c.

\

/  \
s

/

a) Máximo relativo 
/(c )  = 0, f%c)< 0

b) Mínimo relativo 
f (c )  = 0, f i e )  > 0

c) Ningún extremo 
/(c )  = 0, f \ c )  = 0

FIGURA 3 .22  El criterio de la segunda derivada.

Para entender cómo funciona el criterio de la segunda derivada se muestra la figu
ra 3.22, donde aparecen las cuatro situaciones posibles cuando/'(c) =  0. La figura 
3.22a sugiere que en un máximo relativo, la gráfica de/debe ser cóncava hacia abajo, 
entonces/"(c) <  0. De igual forma, en un mínimo relativo (figura 3.226) la gráfica d e /  
debe ser cóncava hacia arriba, entonces f"(c) > 0. Por otra parte, la figura 3.22c sugie
re que si un punto donde f '(c )  =  0 no es un extremo relativo, entonces éste deber ser un 
punto de inflexión y f"(c) = 0 (si f"(c)  está definida). Se deduce que s i / ’(c) = 0 y f"{c)
< 0, entonces P (c,f(c)) debe ser un máximo relativo, en tanto s i / ’(c) =  0 y f ' \ c )  > 0, 
el punto crítico correspondiente debe ser un mínimo relativo.

En el ejemplo 3.2.5 se ilustra el uso del criterio de la segunda derivada.
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FIGURA 3.23 Gráfica de 
/(jc) =  Zy3 +  3a-2 -  12x -  7.

EJEMPLO I 3.2.5
Encuentre los puntos críticos de /(jc) = Zx3 +  3a'2 -  \2x -  7 y utilice el criterio de la 
segunda derivada para clasificar cada punto crítico como un máximo o un mínimo re
lativo.

Solución

Como la primera derivada de

f \ x )  = 6jc2 + 6x — 12 = 6(x + 2){x — 1)

es cero cuando x =  —2 y x = 1, entonces los puntos correspondientes (—2, 13) y (1, 
—14) son los puntos críticos d e /  Para averiguar qué hay en estos puntos, se calcula la 
segunda derivada

/"(jc) = 12jc + 6 

y se evalúa enjc=  —2 y x =  1. Como

/ " ( —2) = -1 8  < 0  

se deduce que el punto crítico (—2, 13) es un máximo relativo, y puesto que

/"(1) = 18 >  0

se deduce que el punto crítico (1, —14) es un mínimo relativo. Como referencia, se tra
za la gráfica d e /en  la figura 3.23.

NOTA Aunque fue fácil utilizar el criterio de la segunda derivada para clasifi
car los puntos críticos del ejemplo 3.2.5, el criterio tiene algunas limitaciones. 
Para algunas funciones, calcular la segunda derivada consume mucho tiempo, lo 
que puede disminuir lo atractivo del criterio. Además, el criterio se aplica sólo a 
puntos críticos en los cuales la derivada es cero y no a aquellos donde la deriva
da no está definida. Por último, si tan to /'(c) como f '{ c )  son cero, el criterio de 
la segunda derivada no dice nada sobre la naturaleza del punto crítico. Esto se 
ilustra en la figura 3.24 , donde se muestran las gráficas de tres funciones cuyas 
primera y segunda derivadas son cero cuando x = 0. Cuando no es conveniente 
o posible aplicar el criterio de la segunda derivada para clasificar los puntos crí
ticos, se puede utilizar el criterio de la primera derivada descrito en la sección 
3.1. ¡s

y y y
i

\
e.

*  \  

---------

II j

p y=*4
/
!

*

/

i i

.<?

/
i

A ‘

i

A

\  /  

*  y  -  - x 4  ^

---------------

a) Mínimo relativo b) Máximo relativo c) Punto de inflexión

FIGURA 3.24 Tres funciones cuyas primera y segunda derivadas son cero en j c  =  0 .
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En el ejemplo 3.2.6 se retoman los conceptos de eficiencia del trabajador y retornos 
decrecientes, que se examinaron con la ayuda de la figura 3.12 al inicio de esta sección. 
El objetivo es maximizar la tasa de producción del trabajador; es decir, la derivada de la 
producción del trabajador. De aquí que se igualará a cero la segunda derivada de la pro
ducción y se determinará un punto de inflexión de la función de producción, lo que se 
interpreta como el punto de retornos decrecientes de la producción.

EJEMPLO I 3.2.6
Un estudio de eficiencia del tumo de la mañana de una fábrica indica que un trabajador 
promedio, que comienza a trabajar a las 8:00 a.m., habrá producido Q{t) =  — t 3 + 
912 + 12/ unidades t horas después. ¿En qué momento el trabajador se desempeña con 
mayor eficiencia?

SoludÓn

La tasa de producción del trabajador es la derivada de la función producción <2(0; es 
decir

R(t) = Q'(t) = —312 + 18? + 12

Suponga que el tumo de la mañana va de las 8:00 a.m. hasta el mediodía; la meta es ha
llar la tasa más alta R(t) para 0 ^  t ^  4. La derivada de la función tasa de producción es

R'(t) = Q"(t) =  - 6 t  + 18

que es cero cuando t — 3, positiva para 0 <  t <  3, y negativa para 3 <  t <  4, como se 
indica en al diagrama de flechas que se muestra a continuación.

X  X
Signo de R'(t) + + + + + + + + + + + + + + +  ----------

0 3 4
Máx

Entonces, la tasa de producción R(t) aumenta para 0 <  t <  3, disminuye para 3 <  t
< 4, y tiene un valor máximo cuando t =  3 (11:00 a.m.). Esto significa que la función 
de producción <2(0 üene un punto de inflexión en t = 3, y como Q"(t) =  R'(t) el signo 
cambia en ese momento. En la figura 3.25¿z se muestra la gráfica de la función de pro
ducción Q{t), mientras que la función de la tasa de producción se muestra en la figura 
3.25 b. __________________________________

Q
i
it) R(t) =
i i

Punto de 
inflexión

= <2X0 
i

Razón máxima 
--------

X

1 1 - t

a

----------------  |— | r  i
3 4

) Curva de producción b

i i  ~ * 
3 4

) Razón de la curva de producción

FSGURA 3 .2 5  Producción de un trabajador promedio.
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En los problemas 1 a 4 determine dónde es positiva y dónde es negativa la segunda derivada de la función.

1 -  3

j i

2. J

i

t
i

f

i  | \  

í1 1

J
1
1 w  v - 4

i

vV,' VV

\
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Í !

/

1 1 

1  2

1 ^  x  

3

i

i y
.

/

/

1

- 2

I I  ^  

1  2

En los problemas 5 a 12 determine dónde es cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo la gráfica de la función 
dada. Encuentre las coordenadas de todos los puntos de inflexión.

5* f(x) = x3 + 3X2 + x  + 1 6. f(x) = x 4 — 4a3 + IOjc — 9

7. f(x) =  x(2x + l)2 8. f(s) = s(s + 3)2

9. g(t) = t2 - -  10. F(x) = ( x -  4)7/3

11. f(x) = x4 -  6x3 + Ix  -  5 12. g(x) = 3x5 -  25x4 + l lx  -  17

En los problemas 13 a 26 determine dónde es creciente o decreciente la función dada, y dónde su gráfica es cón
cava hacia arriba y cóncava hacia abajo. Encuentre los extremos relativos y los puntos de inflexión y dibuje la 
gráfica de la función.

13. f(x) = ^x3 - 9 x + 2 14. f(x) = x 3 + 3x2 + 1

15. f(x) =  x4 -  4x3 +  10 16. f ( x) = x 3 -  3x2 + 3x + 1

17. f(x) — (x — 2) lg . f ( x -j = x 5 — 5x
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19. m  = (x2 -  5)3 

21. f(s) = 2í(í + 4):
20. /(*) 

22. /«
23.

25. /(x)

V ^ T l

1
.V2 + J  +  1

(* -  2) 

(*2 -  3)2

jr2 H- 3
24. /(.v)

26. /(*) = x4 + 6x3 — 24x2 + 24

¡os problemas 27 a 38 use el criterio de la segunda derivada para hallar los máximos y mínimos relativos de 
la función dada.

27. / (x) = A*3 +  3 a 2 +  1 , to 00 • f(x) = x4 -  2x2 + 3

29. f(x) = (A2 -  9)2 30. f(x)
1

= A H---
A

31.
1 8

/(a) = 2a +  1 +  —
X

32. Ax)
A2

A — 2

33. /(a) =  x2(a -  5)2 34. f(x)
- U J

35. h(t) — ^ 36. f(s)
5 + 1

!() i  + 12
“  (í -  D2

37.

CN 1 
*

H,II'h 38. hit)
(t + 3)3 
(t -  l)2

En los problemas 39 a 42 se da la segunda deriva f"(x) de cierta función. En cada caso, utilice esta información 
para determinar dónde la gráfica de / ( a ) es cóncava hacia arriba y dónde es cóncava hacia abajo; además en
cuentre todos los valores de x para los cuales hay un punto de inflexión. [No se requiere hallar f{x) o las coorde
nadas y de los puntos de inflexión.]

39. / " ( a ) = x 2(x -  3)(x -  1)

41. f \ x )  = (x -  1)1/3

40. /"(a) =  x 3(x2 +  2x — 3) 
x 2 + x  — 2

42. /"(*) =
x - 4

En los problemas 43 a 46 se da la primera derivada f  {x) de cierta función / ( a ). En cada caso,
a) Encuentre los intervalos en los cuales f  es creciente o decreciente.
b) Encuentre los intervalos en los cuales f  es cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo.
c) Encuentre las coordenadas x de los extremos relativos y puntos de inflexión de f.
d) Trace una gráfica posible de f(x).

43. f \ x )  = x2 -  4x

45. / ' ( a) = 5 x2

47. Trace la gráfica de una función que tiene las si
guientes propiedades:
a ) f  M  >  0 cuando a  <  — 1 y cuando x >  3
b) f 'ix )  <  0 cuando — 1 <  x  <  3
c) f"(X) <  0 cuando x < 2  
4) f"(x) >  0 cuando x  > 2

44. f \ x )  =  x1 -  2x -  8 

46. /'(x) =  x (l — x)

48. Trace la gráfica de una función/que tiene las si
guientes propiedades:
a) La gráfica tiene discontinuidades en x  =  —  1  y 

en x  = 3
b) f  ix) > 0 para x < 1, x ¥* — 1
c)  f \ x )  <  0 para x  >  1,  x  #  3
d) f ”(x) > 0 para x < - i  y x >  3 y f \ x )  <  0 para

— 1 <  jc <  3
e) m = 0 = /(2 ) ,/ ( l )  = 3
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En los problemas 49 a 52 se da la gráfica de una función derivada y = f'{x). Describa la función f{x) y trace una 
gráfica posible de y — f(x).
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'
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y  = / ' ( * )

1 1 k  r
/ •

1 ^  ■*

\

;

l (í

y = f \ x )

51.

:
i

-x i

>
i

y = f ( x )

A  X%  i 
/  - 3  \  -1

52.

i

/
/

/

r\
y=m i \"X j 1

\  /  ' V  /  ^
-2/  0

.

/

1 1 ►2 4 5 \

53. ANÁLISIS MARGINAL El costo de producir x 
unidades de un artículo por semana es

C(x) =  0.3*3 -  5x2 + 2&x + 200
a) Encuentre el costo marginal C'(x) y trace su 

gráfica junto con la gráfica de C(x) en el mismo 
sistema de coordenadas.

b) Encuentre todos los valores de x  donde C'\x) =
0 ¿Cómo se relacionan estos niveles de produc
ción con la gráfica del costo marginal?

54. VENTAS Una compañía estima que cuando se 
gasten x  miles de dólares en mercadotecnia de cier
to producto, se venderán Q(x) unidades del produc
to, donde

Q(x) =  - 4 X 3 + 252a2 -  3 200* + 17 000 
para 10 <  x  <40. Trace la gráfica de Q(x). ¿Dónde 
tiene la gráfica un punto de inflexión? ¿Cuál es el

significado del gasto en mercadotecnia que corres
ponde a este punto?

55. EFICIENCIA DE UN TRABAJADOR Un 
estudio de eficiencia del tumo de la mañana en una 
fábrica (8:00 a.m. a 12:00 del mediodía) indica que 
un trabajador promedio que llega al trabajo a las 
8:00 a.m., habrá producido Q unidades t horas más

9
tarde, donde <2(0 = — t 3 + - t 2 + 15/.

a) ¿A qué hora de la mañana es más eficiente el 
desempeño del trabajador?

b) ¿A qué hora de la mañana es menos eficiente el 
desempeño del trabajador?

56. EFICIENCIA DE UN TRABAJADOR Un es
tudio de eficiencia del tumo de la mañana en cierta 
fábrica (de 8:00 a.m. a 12:00 del mediodía)
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indica que un trabajador promedio que llega al 
trabajo a las 8:00 a.m., habrá ensamblado ̂ O
Q(t) = — / + 6 /  + 1 5 / radios de transistores 
/ horas más tarde.
a) ¿A qué hora de la mañana es más eficiente el de

sempeño del trabajador?
b) ¿A qué hora de la mañana es menos eficiente el 

desempeño del trabajador?
57. CRECIMIENTO DEM OGRÁFICO Una pro

yección a 5 años de las tendencias demográficas se
ñala que dentro de / años, la población de cierta 
comunidad seráP(t) = —/3 + 9/2 + 48/ 4- 50 
miles.
a) ¿En qué momento durante el periodo de 5 años 

crecerá la población con más rapidez?
b) ¿En qué momento durante el periodo de 5 años 

crecerá la población con menos rapidez?
c) ¿En qué momento la tasa de crecimiento demo

gráfico cambia con mayor rapidez? n
58. ELIMINACION DE DESECHOS PELIGRO

SOS Ciertos desechos peligrosos tienen la propie
dad de producir un efecto de inhibición tóxica a 
medida que aumenta la concentración de sustrato (la 
sustancia presenta cambios por acción enzimática). 
Un modelo matemático para este comportamiento 
es la ecuación de Haldane.2

cS
= ■ c , lp2a + S + bS

donde R es la tasa de crecimiento específico de la 
sustancia (la tasa a la cual se dividen las células); S 
es la concentración de sustrato, y a, b y  c son cons
tantes positivas.
a) Trace las gráfica de R(S). ¿Tiene la gráfica un 

punto más alto? ¿Tiene un punto más bajo? 
¿Tiene un punto de inflexión? ¿Qué le ocurre a 
la tasa de crecimiento cuando S crece cada vez 
más? Interprete sus observaciones.

b) Lea un artículo sobre manejo de desechos peli
grosos, y escriba un párrafo sobre cómo se utili
zan los modelos matemáticos en el desarrollo de 
métodos para eliminar los desechos. Un buen 
comienzo es la referencia citada en este texto.

59. CRECIMIENTO DEM OGRÁFICO Los estu
dios demuestran que, con frecuencia, cuando los 
factores ambientales imponen un límite superior al 
tamaño posible de la población P(t), la población 
tiende a crecer de tal manera que la tasa de cambio 
porcentual de P{t) satisface

100/>'(/)
= A -  BP(t)

donde A y  B son constantes positivas. ¿Dónde tiene 
la gráfica de P{t) un punto de inflexión? ¿Qué signi
ficado tiene este punto? (Dé la respuesta en térmi
nos de A y B.)

60. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEM IA Sea 
Q{t) el número de personas de una población N0 in
fectado con cierta enfermedad / días después del co
mienzo de una epidemia. Los estudios indican que 
la tasa R(Q) a la cual la epidemia se propaga es con
juntamente proporcional al número de personas que 
han contraído la enfermedad y al número de perso
nas que no la han contraído; entonces R(Q) = 
kQ(No — Q). Trace la gráfica de la función tasa de 
propagación e interprétela. En particular, ¿qué sig
nifica el punto más alto en la gráfica de R(Q)1

61. CRECIMIENTO DE UN TEJIDO Suponga 
que el tejido de cierto cultivo tiene un área A{t) en 
un tiempo / y un área potencial M. Con base en pro
piedades de la división celular, es razonable suponer 
que el área A crece a una tasa conjuntamente pro
porcional a VA(/) y M — A(t); es decir

^  = k V m  [m  -  a(í)] 
dt

donde k es una constante positiva. 
á) Sea R(t) = A'(t) la tasa de crecimiento del teji

do. Demuestre que R'(t) =  0 cuando A(t) =
M/3.

b) ¿Es la tasa de crecimiento del tejido máxima o 
mínima cuando A{t) = M/3? [Sugerencia: Use el 
criterio de la primera o el de la segunda deriva
da.]

c) Con base en la información dada y en lo que us
ted ha descubierto en el inciso a)y ¿qué puede 
decir acerca de la gráfica de A(/)?

62. Use el cálculo para demostrar que la gráfica de la 
función cuadrática y — ax2 + bx + c es cóncava 
hacia arriba si a es positiva y cóncava hacia abajo si 
a es negativa.

63. Dada la función/(x) = 2x3 + 3.y2 — 12v — 7, com
plete estos pasos:
a) Grafíquela utilizando [—10, 10] 1 por [—10,

10] 1 y [-1 0 , 10] 1 por [-2 0 , 20]2.
b) Complete la tabla:

2 Michael D. La Grega, Philip L. Buckingham y Jeffrey C. Evans, 
Hazardous Waste Management, McGraw-Hill, Nueva York, 1994, pá
gina 578.

X - 4 - 2 - 1 0 1 2

f ( x )

f ' ( x )

f " ( x )
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c) Aproxime las intersecciones con el eje x y con 
el eje y con dos lugares decimales.

d) Encuentre los puntos máximos y mínimos relati
vos.

e) Encuentre los intervalos sobre los cuales /(x) es 
creciente.

/ )  Encuentre los intervalos sobre los cuales/(x) es 
decreciente.

g) Encuentre los puntos de inflexión.

h) Encuentre los intervalos sobre los cuales la grá
fica de/(x) es cóncava hacia arriba.

i) Encuentre los intervalos sobre los cuales la grá
fica de/(x) es cóncava hacia abajo. 

j)  Demuestre que la concavidad cambia de hacia 
arriba a hacia abajo, o viceversa, cuando x  se 
mueve de un valor un poco menor a un valor un 
poco mayor que el punto de inflexión. 

k) Encuentre los valores máximos y mínimos de 
esta función, para —4 <  x <  2.

64. Repita el problema 63 para la función
/ ( a )  =  3.7a4 -  5.03a3 +  2a2 -  0.7

SECCION 3.3 curvas

REPASO
Es importante recordar que °° 
no es un número. Se usa sólo 
para representar un proceso de 
crecimiento sin límites o el re
sultado de tal crecimiento.

Hasta ahora en este capítulo se ha analizado cómo utilizar la derivada f \ x )  para hallar 
dónde la gráfica de/(x) es ascendente y dónde es descendente, y cómo utilizar la segun
da derivada/"(x) para determinar la concavidad de la gráfica. De la misma forma que 
estas herramientas son adecuadas para ubicar los puntos altos y bajos de una gráfica y 
para marcar sus giros y vueltas, también existen otras características gráficas que pue
den describirse mejor con la ayuda de límites.

Recuerde de la sección 1.5 que un límite de la forma lím /(x) o lím /(x), en los
X —»  +  < »  x — » —  ° °

cuales la variable independiente x puede aumentar o disminuir sin límite, se denomina 
límite al infinito. Por otra parte, si los mismos valores funcionales/(x) crecen sin límite 
cuando x se aproxima al número c, entonces se dice que/(x) tiene límite infinito en x = c 
y se escribe como lím /(x) = +°°, si/(x) aumenta indefinidamente cuando x tiende a

x —*c
c o lím/(x) = —oo si/(x) disminuye indefinidamente. En conjunto, los límites al infi-

X—»c
nito y los límites infinitos son llamados límites que conciernen al infinito. El primer 
objetivo en esta sección es ver cómo los límites que conciernen al infinito pueden inter
pretarse como un comportamiento gráfico. Esta información se combinará con los mé
todos de las derivadas de las secciones 3.1 y 3.2 con el fin de obtener un procedimiento 
general para el trazado de gráficas.

Asíntotas verticale;

de /(x) =
x + 1 
x - 2 '

Los límites que conciernen al infinito se pueden usar para describir características grá
ficas llamadas asíntotas. En particular, se dice que la gráfica de una función/(x) tie
ne una asíntota vertical en x = c si /(x) aumenta o disminuye sin límite cuando x 
tiende a c, tanto por la derecha como por la izquierda.

Por ejemplo, considere la función racional

/(*) =
x + 1

Cuando x se aproxima a 2 por la izquierda (x <  2), los valores funcionales disminuyen 
sin límite, pero aumentan sin límite si x se aproxima a 2 por la derecha (x >  2). Este 
comportamiento se ilustra en la siguiente tabla y se muestra gráficamente en la figura 
3.26.

X 1.95 1.97 1.99 1.999 2 2.001 2.005 2.01

x - 2 -5 9 -9 9 -299 -2999 indefinido 3001 601 301
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El comportamiento en este ejemplo se puede resumir como sigue: usando la nota
ción de límite lateral que se introdujo en la sección 1.6:

A' +  1 jc -h 1
l im  --------— =  —oo y  h m  ---------- =  + o o

x —>2~ X ~  2  x->2+ X -  2

De manera similar, se usa la notación de límite para definir el concepto de asíntota ver
tical.

A s í r11 o t  a s v e rt s c a S e s La recta x  =  c es una asíntota vertical de la gráfi-
ca de f{x) si, ya sea

lím f(x )  =  +oo
X —>2“ (0 -00)

0

lím f(x )  =  +oo
jc — > 2 +

(0 -oo)

En general, una función racional R(x) = tiene una asíntota vertical x  = c
q(x)

siempre y cuando q(c) =  O pero p(c) #  0. A continuación se presenta un ejemplo de 
una función con una asíntota vertical.

EJEMPLO I 3.3.1

Determine todas las asíntotas verticales de la gráfica de

a2 -  9
/( a) = a + 3x

Solución

Sean p(x) =  x 2 — 9 y q{x) =  x2 + 3x el numerador y el denominador de /(*), respecti
vamente. Entonces q(x) =  0 cuando x  =  - 3  y cuando x = 0. Sin embargo, para x  = - 3  
también se tiene que p{—3) =  O y

x 2 — 9 x  — 3
lim -2---- 1-  =  lim ----------= 2

a—>—3 jc +  3jc x—>—3 x

Esto significa que la gráfica de f(x)  tiene un “hoyo” en el punto ( -3 ,  2) y x = - 3  no es 
una asíntota vertical de la gráfica.

Sin embargo se tiene ¿?(0) ¥= O y <?(0) = O, lo cual sugiere que el eje y (la recta ver
tical jc =  0) es una asíntota vertical de la gráfica de f(x). Este comportamiento asintóti- 
co se verifica comprobando que

jc 9 . „  ^  -  9
lím 2 , "o " = + °° y hm y —  = -oo X—>o jc + 3x a->o jc + 3x

En la figura 3.27 se muestra la gráfica de f{x).
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¡EXPLORE!
Tomando como referencia al 
ejemplo 3.3.1, guarde f[x) =
(x? -  ^ /(x 2 + 3x) en Y1 y 
grafíquela usando la pantalla 
[—4.7, 4.7J1 por [-6 .2 , 6.2]1. 
Use la instrucción TRACE para 
confirmar que f[x) no está 
definida en X = - 3  y X = 0. 
¿Cómo indica su calculadora 
que en estos puntos la función 
no está definida?

Asíntotas 
horizontales

I
REPASO________

Recuerde las reglas del recí
proco de la potencia para lími
tes (p. 65 en la sección 1.5):

lím — = 0x—>+co X*
y

A « lim — = 0
x—»—* x*

para A y k, constantes, con 
k >  0.

y2 — O
FIGURA 3 .2 7  Gráfica de f(x) = —----—.

j r  + 3x

En la figura 3.27, se observa que la gráfica se aproxima a la recta horizontal y — 1 
a medida que x  aumenta o disminuye sin límite; es decir,

x2 -  9 x2 -  9
lím 4 ----- -- = 1 y lím -=------- =  1

-V—>—00 x  + 3x x —> + o °  x  + 3x

En general, cuando una función f(x) tiende hacia un valor finito b cuando x  aumenta o 
disminuye sin límite (o ambos, como en el ejemplo), entonces la recta horizontal y = b 
recibe el nombre de asíntota horizontal de la gráfica de/(x). A continuación se da una 
definición.

Asíntotas horizontales 22 La recta horizontal y = b es llamada asíntota
horizontal de la gráfica de y = f(x) si

lím fix) = b o lím f(x ) = b
X — > —  ° o  x —>+00

EJEMPLO I 3.3.2
Determine todas las asíntotas horizontales de la gráfica de

m  =
x 2 + x  + 1

Solución

Si se divide cada término de la función racional f(x) entre x2 (la potencia más grande de 
x  en el denominador), se encuentra que

2 2 / 2  
lím f(x) = lím —— -------= lím

.*•-*+CO jt->+co X2 + X + 1 -v—>+co x 2/x2 + x/x2 + l/x2
,, 1 1 revla del recíproco

= lim --------------------x = ---------------= 1
x—>+co 1 + \¡x + \fx  1 + 0  + 0 de la potencia

y de manera similar,
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Procedim iento  
general p a ra  tra z a r  

gráficas

Así, la gráfica de f(x)  tiene y = l como un asíntota horizontal. La gráfica se muestra en 
la figura 3.28 .

NOTA La gráfica de una función f(x) nunca puede cruzar una asíntota vertical 
A' = c ya que al menos uno de los límites laterales lím f ( x ) o lím f(x)  es in-

X —>C~ X —>c+

definido. Sin embargo, es posible que una gráfica cruce sus asíntotas horizonta-

les. Como referencia, en el ejemplo 3.3.2, la gráfica de y = —------------cruza la
x~ +  x + 1

asíntota horizontal y = 1 en el punto donde
-7

X
-2------------ =  1
X  +  X  +  1

X~ — A'2 +  X  +  1
X  =  — 1

es decir, en el punto (—1, 1). c¿

Ahora se tienen las herramientas necesarias para describir un procedimiento general 
para trazar diversas gráficas.

Un procedim iento genera! para trazar la gráfica de í(x)
Paso 1. Encuentre el dominio de f(x)  (es decir, donde/(x) está definida).
Paso 2. Encuentre y represente todas las intersecciones. La intersección con el eje 
y (donde a* =  0) es por lo general fácil de hallar, pero las intersecciones con el eje 
a: (donde f(x)  =  0) pueden requerir el uso de la calculadora.
Paso 3. Determine todas las asíntotas verticales y horizontales de la gráfica. Di
buje las asíntotas en un plano coordenado.
Paso 4. Encuentre f '{x )  y utilícela para determinar los números críticos de f(x) y 
los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Paso 5. Determine todos los extremos relativos (ambas coordenadas). Represen
te cada máximo relativo con un “gorro”7CÑ ) y cada mínimo relativo con una “co
pa” (± Z ) .

(icontinúa)
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Paso 6. Calcule /"(x) y utilícela para determinar los intervalos de diferente con
cavidad y los puntos de inflexión. Represente cada punto de inflexión con un “gi
ro” para sugerir la forma de la gráfica cerca del punto.
Paso 7. Ahora ya tiene una gráfica preliminar, con asíntotas en su sitio, intersec
ciones trazadas, flechas que indican la dirección de la gráfica, y “gorros”, “copas” 
y “giros” que sugieren la forma en los puntos clave. Represente puntos adiciona
les si se requieren, y complete el trazado uniendo los puntos marcados en las di
recciones indicadas. Debe recordar que la gráfica no puede cruzar una asíntota ver
tical.

A continuación se muestra un análisis paso a paso de la gráfica de una función ra
cional.

EJEMPLO I 3 .3 .3
Dibuje la gráfica de la función

f(x) = (x + 1 y
Solución

Pasos 1 y 2. La función está definida para toda x excepto para x = —1, y la única 
intersección con los ejes es el origen (0, 0).
Paso 3. La recta x = —1 es una asíntota vertical de la gráfica de/(x) ya que/(x) 
disminuye indefinidamente cuando x  se aproxima a — 1 por cualquier lado; es decir,

lím = lím = —00
x—> -  1 (x + 1) X—» — 1+ (x + 1)

Además, como

lím = lím
^->-«5 (x  +  i) jc—>+<» (x  + iy = o

la recta y = 0 (el eje x) es una asíntota horizontal. Se dibujan rectas punteadas x — — 1 
y y = 0 en un plano coordenado.
Paso 4. Aplicando la regla del cociente, calcule la derivada de/(x):

f \ x )  =
(x + 1)2(1) -  x[2(x + !)(!)] _  1 - X

(x + i)4 "  (x + iy

Como/'(1 )  = 0, se deduce que x =  1 es un número crítico. Observe que aunque/ ' ( “  1) 
no existe, x = — 1 no es un número crítico porque no está en el dominio de/(x). Marque 
x = 1 y x = — 1 en la recta numérica, y dibuje una recta vertical con líneas discontinuas 
en x = — 1 para indicar que ahí hay una asíntota vertical. Después evalúe/'(x) con nú
meros de prueba adecuados (es decir, en —2, 0 y 3) para obtener el diagrama de flechas 
que se muestra a continuación.
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Paso 5. El patrón de flechas del diagrama, obtenido en el paso 4, indica que hay un 
máximo relativo en x  = 1. C om o/(l) = trace una “copa” en (l,
Paso 6. Aplique la regla del cociente para obtener

/ "  M  =
2(x -  2)

<* + D4

Comof"(x) = 0 en x = 2 y f"(x)  no existe e n x =  — 1, marque — 1 y 2 sobre la recta nu
mérica y calcule el signo de/"(x) en los intervalos x < —1. —1 < x < 2 , y x > 2  para 
obtener el siguiente diagrama de concavidad.

Signo d e f" (x ) H- + + + +

-1
Asíntota

2
Inflexión

Observe que la concavidad cambia en x = 2. Como /(2) = § trace un “giro” \  en 
(2, |) . para indicar que ahí hay un punto de inflexión.
Peso 7. En la figura 3.29a se muestra la gráfica preliminar. Observe que la asíntota 
vertical (línea punteada) divide la gráfica en dos partes. Una los trazos de cada par
te mediante una curva suave para obtener la gráfica completa que se muestra en la fi
gura 3.29 b.

En el ejemplo 3.3.4, se traza la gráfica de una función racional más complicada uti
lizando una forma condensada de la solución paso a paso que se desarrolló en el ejem
plo 3.3.3.
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EXPLORE!
Introduzca la función f(x) del 
ejemplo 3.3.4 en el editor de 
ecuaciones. Compare la gráfica 
obtenida utilizando la pantalla 
estándar [-1 0 ,1 0]1 por [-10 ,
1011 con la gráfica obtenida 
utilizando la variante [-9 .4 , 
9.4]1 por [-1,1011. ¿Cómo se 
comporta la gráfica de f[x) 
cuando usted traza los puntos 
correspondientes a valores 
grandes dex?

EJEMPLO I 3.3.4
Dibuje la gráfica de

m  =
3x̂

x2 + 2x — 15

Solución
2Como x2 + 2x — 15 =  (x + 5)(x -  3), la función/(x) está definida para toda x excepto 

x = — 5 y x -  3. La única intersección con los ejes es el origen (0, 0).
Observe que x =  3 y x = —5 son asíntotas verticales ya que si se escribe/(x) = 

p(x)¡q{x\ donde p(x) = 3x2 y q{x) = x2 + 2x -  15, entonces q{3) = 0 y q(-5)  = 0, 
mientras que p{3) t* 0 y p{—5) ^  0. Además, y = 3 es una asíntota horizontal ya que

3x2 3 3
lím f(x) =  lim  —=---------------- =  lim  ----------------------------- :----= -------

.v—>+°° .V—>+°° xT +  2x — 15 a-->+co i + 2/x — 15/x^ 1 + 0  — 0= 3

y de igual forma, lím /(x) = 3. Se comienza el dibujo preliminar trazando las asínto-
-V — > —  c o

tas x =  3, x  — — 5 y y = 3 como líneas discontinuas en un plano coordenado.
Luego, se utiliza la regla del cociente para obtener

(x2 + 2x — 15)(6x) — (2x + 2)(3x2) 6x(x — 15)
/  (x) = --------

(x2 + 2x -  15)2 (x + 2x — 15)"

Note que f ' ( x )  = 0 cuando x =  0 y x =  15 y que esa/'(x) no existe cuando x = - 5  y 
x = 3. Marque los números —5, 0, 3 y 15 sobre la recta numérica y obtenga el diagrama 
de flechas que se muestra en la figura 3.30a; el signo de/'(x ) se determina con núme
ros de prueba apropiados (por ejemplo, —7, —1, 2, 5 y 20). Interpretando el diagrama 
de flechas, vemos que existe un máximo relativo en x = 0 y un mínimo relativo en 
x =  15. Como/(0) = 0 y /(15) ~  2.81, se representa un “gorro” en (0, 0) sobre la grá
fica preliminar y una “copa” en (15, 2.81).

Signo de/(x) + + + | + + + + + + Signo def"(x)

-5
asín

0
máx

3 15
asín mín

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

F íGURa  o ,3 0  Diagramas de flechas y concavidad para /(x) = 3X2

xr  +  2x -  15*

/

+ + +
i
l
i + + +

-5  3 22.7
asín asín inf

b) Intervalos de diferente concavidad

Aplique nuevamente la regla del cociente para obtener

— 6(2jc3 -  45-v2 -  225)

(x2 + 2x -  15)3

Observe que f '\x )  no existe cuando x  = —5 y x  = 3, y que/'^jc) — 0 cuando

2.V3 -  45a-2 -  225 =  0

X ~  22.7 rcíloiidciííta con Iu calculadora
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Marque los números a  = —5, 3 y 22.7 sobre la recta numérica y construya el diagrama 
de concavidad mostrado en la figura 3.306, el signo de / " ( a ) se determina con núme
ros de prueba apropiados (por ejemplo, en —6, 0 ,4  y 25). La concavidad cambia en los 
tres puntos de subdivisión, pero sólo x  = 22.7 corresponde a un punto de inflexión por
que a  = —5 y a  = 3 no están en el dominio de / ( a ). Se calcula/(22.7) ~  2.83 y se re
presenta un “giro” ( - 0=~ ) en (22.7, 2.83).

En la figura 3.31a se muestra la gráfica preliminar. Note que las dos asíntotas 
verticales dividen la gráfica en tres partes. Una las características de cada parte por se
parado, mediante una curva suave para obtener la gráfica completa que se muestra en la 
figura 3.316.

b) Gráfica completa

f r jr u  -1 - & '  r~ “
------- 1------------>~x

a) Gráfica preliminar

3a2
FIGURA 3 .3 'i Gráfica de / ( a )  = - j —  -------------7.

j r  +  2x — 15

Cuando no existe/'(c) en un número x  =  c del dominio de/ ( a ) , hay varias posibi
lidades para la gráfica de / ( a ) en el punto (c,/(c)). Dos de esos casos se examinan en el 
ejemplo 3.3.5.

EJEMPLO I 3.3.5
Dibuje las gráficas de/ ( a ) =  a 273 y # ( a ) =  (a  — 1 ) 1/3.

Solución

Ambas funciones están definidas para toda a . Para / ( a ) =  a 2^  se tiene

/'(*) = | * _1/3 y /"(*) = - ^ x ~w  í í  o

El único punto crítico es (0,0) y los intervalos de crecimiento y decrecimiento y de con
cavidad son como se muestran:

Signo de f \ x ) ---------- +  + + + Signo de/ " ( * ) ---------  ----------
_ I w v

0 0
Mín No inflexión
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a) La gráfica de f(x) = x 213 b) La gráfica de g(x) =  (x — 1)1/3

Interpretando estos diagramas, se concluye que la gráfica de /(x ) es cóncava hacia aba
jo para toda x ^  0 pero es decreciente para x  <  0 mientras que es creciente para x >  0. 
Así que la gráfica de/(x) tiene un mínimo relativo en el origen (0, 0) y su forma es V ,  
y se llama “cúspide”. En la figura 3.32a se muestra la gráfica de/(x).

FIGURA 3.32 Gráfica con un pico y gráfica con una tangente vertical.

y 
i

Tangente vertical
/

Las derivadas de g(x) =  (x — 1)I/3 están dadas por

s'(x) =  ¿ ( x -  i r 2'3 y  g "(x) =  ~ ( x  -  i r 5 / 3  x  *  i

El único punto crítico es (1, 0); y los intervalos de crecimiento y decrecimiento así co
mo los de diferente concavidad son:

De esta forma, la gráfica de g(x) es creciente para toda x ^  1 pero es cóncava hacia arri
ba parax <  1 y cóncava hacia abajo para x  >  1. Esto significa que (1, 0) es un punto de 
inflexión, pero además, se observa que

lím g \x )  = lím g '( X )  = + o o
X — > 1 .V — > 1 +

Geométricamente esto significa que cuando x  se aproxima a 1 por ambos lados, la recta 
tangente en (x, g(x)) se hace más y más inclinada (con pendiente positiva). Esto se puede 
interpretar como que la gráfica de g(x) tiene una recta tangente en (1, 0) con pendien
te “infinita”; es decir, una recta tangente vertical. En la figura 332b  se muestra la grá- 
fica de #(x).

Algunas veces es útil representar las observaciones respecto a una magnitud en for
ma gráfica. Este procedimiento se ilustra en el ejemplo 3.3.6.
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EJEMPLO I 3,3.6
La población de una comunidad era de 230 000 en 1990 y aumentó a una tasa creciente 
en los siguientes 5 años, hasta llegar al nivel de 300 000 en 1995. Luego continuó au
mentando, pero a una tasa decreciente, hasta que llegó a 350 000 en 2002. Después de 
esto la población disminuyó a una tasa decreciente durante los siguientes 3 años y llegó 
a 320 000. A partir de ese momento continuará decreciendo a una tasa creciente apro
ximándose a los 280 000 a largo plazo. Represente esta información en forma gráfica.

Solución
Sea P(t) la población de la comunidad t años después del año base de 1990, donde P se 
mide en unidades de 10 000 personas. Como la población se incrementa a un tasa cre
ciente los siguientes 5 años, de 230 000 a 300 000, la gráfica de P{t) sube de (0, 23) a (5, 
30) y es cóncava hacia arriba para 0 <  t <  5. La población continúa en aumento hasta 
el 2002, pero a una tasa decreciente hasta que llega a un valor máximo de 350 000. Es 
decir, la gráfica continúa subiendo de (5, 30) hasta un punto máximo en (12, 35), pero 
es cóncava hacia abajo. Como la gráfica cambia de concavidad en x =  5 (de arriba ha
cia abajo), tiene un punto de inflexión en (5, 30).

En los siguientes 3 años la población disminuye a una tasa decreciente, de manera 
que la gráfica de P(t) es descendiente y cóncava hacia abajo, para 12 <  t <  15. Como la 
población continuará disminuyendo del nivel de 320 000 alcanzados en 2005, pero a 
una tasa creciente, la gráfica baja desde el punto (15, 32) para t > 15, pero es cóncava 
hacia arriba. El cambio de concavidad en x  = 15 (de abajo hacia arriba) significa que 
(15, 32) es otro punto de inflexión.

La afirmación “la población decrece a una tasa creciente” para t >  15 significa que 
la población está cambiando a una tasa negativa, que es cada vez menos negativa cuan
do el tiempo aumenta. En otras palabras, la declinación en la población “se frena” des
pués del 2005. Esto, junto con la afirmación que la población “se aproxima a 280 000 a 
largo plazo” sugiere que la curva de la población y = P{t) “se aplana” y se aproxima a 
y = 28 de manera asintótica, cuando t —> +°°.

En la tabla 3.2 se resumen estas observaciones y en la figura 3.33 se representan 
gráficamente.

TABLA 3.2 Com portam iento de una población P(t)

Periodo La función P(t) es . . . y la gráfica de P[t) es . . .

í =  0 P( 0) = 23 está en el punto (0, 23)

0 <  t <  5 aumenta a una razón creciente sube y es cóncava hacia arriba
t = 5 P( 5) = 30 está en el punto de inflexión (5, 30)

5 < t<  12 aumenta a una razón decreciente sube y es cóncava hacia abajo
t=  12 P{ 12) =  35 está en la cima (12, 35)

12 <  / <  15 disminuye a una razón decreciente baja y es cóncava hacia abajo

t = 15 P(15) = 32 está en el punto de inflexión (15, 32)

t > 15 disminuye a una razón creciente 
y gradualmente tiende a 28

baja y es cóncava hacia arriba, se 
aproxima asintóticamente a y = 28
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FIGURA 3.33 Gráfica de la función de población.

P R O B L E M A S  3.3
En los problemas 1 a 8 indique las asíntotas verticales y horizontales de la gráfica dada.
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En los problemas 9 a 16 encuentre todas las asíntotas verticales y horizontales en la gráfica de la función dada.

3 x -  1 X
9. fiX )=  x  + 2 10. m  =

2 — x

x2 +  2 t +  2
11. f(x) ~ ¿  +  i

12. / «  = r2

f2 +  3f -  5 5JC2
13.

/(0  "  í2 -  St +  6
14. gix) =

x2 — 3x

15.
1 1

h(x) =
X X — 1

16. 8 (0  =
t

V t 2 -  A

En los problemas 17 a 32 trace la gráfica de la función dada.

17. /(x) = x3 + 3X2 — 2 18. /(x) = x5 — 5x4 + 93

19. f ( x )  = x 4 + 4JC3 +  4JC2 20. /(x) =  3x4 -  4X2 +  3

21. /(x) =  (2x — 1 ) V  -  9) 22. /(x) =  x3 -  3x4

1 x + 3
23. /(x) =  -------- 24. /(x) = -------

2x +  3 x — 5

1 x2
25. f ( x )  =  x ----

X
26.

=  x  +  2

27. f t o  = 2 ox — 9
28.

m  =  V P ^ 5

x2 -  9 1 1
29. m  =  - r —

X +  1
30.

/W  “ V i  X

31. /(x) =  x 3/2 32. / «  = x4/3

En los problemas 33 a 38 se dan los diagramas que indican los intervalos de crecimiento o decrecimiento y la 
concavidad.Trace una gráfica posible de una función con esas características.

v y  v y
Signo d e / '(x) + +  +  +  --------- Signo de f ' ( x ) +  +  +  +  + + + +

---------1--------------^  X-------------- 1--------------►  x
0

1 ^ ^ 
0
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34.

35.

37.

38.

Signo de f \ x ) ---------  ---------

-1
->-x

Signo de f " ( x ) ---------  + + + +
----------------------------------------1-----------------------------------

-1

En los problemas 39 y 40 se da la derivada f ' (x) de una función f(x) derivable. En cada caso:
a) Encuentie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento paraf(x).
b) Determine los valores de xpara los cuales la gráfica def(x) tiene máximos y mínimos relativos.
c) Encuentre f  (x) y determine los intervalos de concavidad para la gráfica de f(x).
d) ¿Par a qué valores de x la gráfica def(x) tiene puntos de inflexión?

39. f \ x ) =  x 3(x -  2)2 40 f f (  , = £  +  2
(x -  l)2
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41. Encuentre las constantes A y B de manera que la 
gráfica de la función

/(.V) =  ^5 + Bx

tenga x = 2 como una asíntota vertical y y =  4 co
mo una asíntota horizontal. Una vez determinadas A 
y B, trace la gráfica de f[x).

42. CONCENTRACIÓN DE UN M EDICAM EN
TO Se inyecta cierto medicamento a un paciente 
al mediodía y se le toman muestras de sangre a in
tervalos regulares para determinar la concentración 
de dicho medicamento en el organismo del paciente. 
Se observa que la concentración aumenta a una tasa 
creciente con respecto al tiempo hasta la 1 p.m., y 
en las siguientes 3 horas, continúa aumentando pero 
a una tasa decreciente, hasta que llega a una concen
tración máxima a las 4 p.m. Luego la concentración 
disminuye a una tasa decreciente hasta las 5 p.m., 
después de lo cual disminuye a un tasa creciente 
hasta llegar a cero. Trace una posible gráfica para la 
concentración del medicamento C(t) como una fun
ción del tiempo.

43. POBLACIÓN DE BACTERIAS La población 
de una colonia de bacterias aumenta a una tasa cre
ciente durante 1 hora, después de lo cual continúa 
aumentando, pero a una tasa que decrece gradual
mente hasta cero. Trace una posible gráfica para la 
población P(t) como una función del tiempo t.

44. EPIDEMÍOLO Gí A Los epidemiólogos que es
tudian una enfermedad contagiosa observan que el 
número de nuevas personas contagiadas aumenta a 
una tasa creciente durante los primeros 3 años de la 
epidemia. En ese momento se introduce un nuevo 
medicamento y el número de personas infectadas 
disminuye a una tasa decreciente. Dos años después 
de su introducción, el medicamento comienza a per
der efectividad. El número de nuevos casos conti
núa disminuyendo por 1 año más, pero a una tasa 
creciente, para luego aumentar nuevamente a una 
tasa creciente. Dibuje una gráfica posible para el nú
mero de nuevos casos N(t) como una función del 
tiempo.

45. ADOPCIÓN DE UNA TECNOLOGÍA Dibuje 
una posible gráfica para el porcentaje de viviendas 
que adoptan un nuevo tipo de tecnología electrónica 
para el consumidor, si el porcentaje aumenta a una 
tasa creciente durante los primeros 2 años, después 
de los cuales la tasa de incremento disminuye de 
forma que la penetración de la tecnología en el mer
cado, se aproxima con el paso del tiempo a 90%.

46. PSICOLOGÍA EXPERIMENTAL Para estudiar 
la tasa a la cual aprenden los animales, un estudian

&

47.

te de psicología realizó un experimento de laborato
rio en el que se soltaba una rata a través de un 
laberinto repetidamente. Suponga que el tiempo que 
necesitó la rata para atravesar el laberinto en el 
n-ésimo intento fue aproximadamente fin )  =

3 + —  minutos. 
n

a) Dibuje la gráfica de la función/(/i).
b) ¿Qué porción de la gráfica es importante en la 

situación práctica considerada?
c) ¿Qué ocurre con la gráfica cuando n crece ilimi

tadamente? Interprete la respuesta en términos 
prácticos.

COSTO PROM EDIO El costo total para
producir x unidades de cierto artículo es C miles de
dólares, donde C(x) = 3X2 +  x  +  48, y el costo 
promedio es

C(x) 48
A(x) = =  3* + 1 + —

X X
á) Encuentre todas las asíntotas verticales y hori

zontales de la gráfica de A(x).
b) Observe que a medida que x  crece más y más, el 

término 48/x en A/x se hace más y más pequeño. 
¿Qué indica esto acerca de la relación entre la 
curva del costo promedio y =  A(x) y la recta 
3x + 1?

c) Trace la gráfica de A(x) incorporando el resulta
do del inciso b) en su dibujo. [Nota: La recta 
y = 3x + 1 es recibe el nombre de asíntota 
oblicua (o inclinada) de la gráfica.]

COSTO DE INVENTARIO Un fabricante esti
ma que si cada envío de materia prima contiene a* 
unidades, el costo total en dólares de obtener y 
almacenar el suministro anual de materias primas 

80 000
será C{x) = 2x H-----------.

x
a) Encuentre todas las asíntotas verticales y hori

zontales de la gráfica de C(x).
b) Observe que cuando x crece más y más, el

80 000
término---------en C(x) se hace mas y mas

x
pequeño. ¿Qué se puede decir acerca de la rela
ción entre la curva de costos y = C(x) y la recta 
y = 2x?

c) Trace la gráfica de C(x), incorporando el resulta
do del inciso b) en su dibujo. [Nota: La recta
y = 2x es denominada asíntota oblicua (o incli
nada) de la gráfica].

49. COSTO DE DISTRIBUCIÓN El número de 
horas-trabajador W requerido para distribuir nuevos 
directorios telefónicos a x% de las viviendas en 
cierta comunidad se modela por la función

200x
W(x) =

48.

100 x
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á) Dibuje la gráfica de W(x).
b) Suponga que sólo se dispone de 1 500 horas-tra

bajador para distribuir los directorios telefóni
cos. ¿Qué porcentaje de viviendas no recibirán 
sus nuevos directorios?

50. INMUNIZACIÓN Se supone que durante un 
programa nacional para inmunizar a la población 
contra cierta forma de influenza, los funcionarios de 
salud pública encontraron que el costo de vacunar al 
a  por ciento de la población susceptible sería 
aproximadamente

1.7*
CW =  K X W  

millones de dólares.
a) Trace la gráfica de la función de costo C (a ).
b) Suponga que se dispone de 40 millones de dóla

res para suministrar la vacuna. ¿Qué porcentaje 
de la población susceptible no se vacunará?

51. ENCUESTAS POLÍTICAS En una encuesta 
solicitada por un político se estima que t días des
pués de que él se declaró a favor de un proyecto 
controversial, el porcentaje de sus simpatizantes 
(aquellos que lo apoyan en su posición frente al 
proyecto) que todavía le dan su apoyo está dado 
por

1 0 y - *  + 25) 
t 2 + I t  + 25 

La votación se va a efectuar en 10 días después de 
que anuncie su posición.
a) Trace la gráfica S{t) = 0 <  t <  10.
b) ¿Cuándo tendrá el político el apoyo en su nivel 

más bajo? ¿Cuál es su nivel mínimo de apoyo?
c) La derivada S'(t) puede considerarse como una 

tasa de aprobación. ¿Es positiva o negativa su 
tasa de aprobación en el momento de la vota
ción? ¿Estará aumentando o disminuyendo la ta
sa de aprobación en ese momento? Interprete 
sus resultados.

52. PUBLICIDAD Un fabricante de motocicletas es
tima que si se gastan a  miles de dólares en publici
dad, entonces para a  >  0 se venderán

M(x) =  2 300 + —  -  ^
X X

motocicletas.

a) Dibuje la gráfica de la función de ventas M{x).
b) ¿Qué nivel de gastos en publicidad da como re

sultado las máximas ventas? ¿Cuál es el nivel 
máximo de ventas?

53. ADMINISTRACIÓN DE COSTOS Una com
pañía utiliza un camión para entregar sus productos. 
Para estimar los costos, el gerente modela el consu
mo de gasolina mediante la función

1 /800 \G(x) =
2 000 \ +  5a

gal/milla, suponiendo que se maneja el camión a 
velocidad constante de x  millas por hora, para 
a >  5. Al conductor se le paga a $18 la hora, por un 
recorrido de 400 millas, y la gasolina cuesta 
$1.89 por galón. Las normas de la autopista exigen 
que 30 <  a <  65.
a) Encuentre una expresión para el costo total del 

viaje C(x). Trace la gráfica de C(a) para el inter
valo de velocidad permitido 30 ^  a <  65.

b) ¿Qué velocidad permitida minimiza el costo to
tal del viaje? ¿Cuál es el costo total mínimo?

54. S ea /(A ) = a 1/3(a — 4).
a) Encuentre/'(a) y determine los intervalos de 

crecimiento y decrecimiento para/(a). Halle to
dos los extremos relativos de la gráfica de/(a).

b) Encuentre/"(a) y determine los intervalos de 
diferente concavidad para/(a). Halle todos los 
puntos de inflexión en la gráfica de/(a).

c) Encuentre todas las intersecciones de la gráfica 
de/(a) con los ejes de coordenadas. ¿Tiene 
asíntotas la gráfica?

d) Trace la gráfica de/(a).
55. Repita el problema 54 para la función

f(x) = x m (7x -  5).
56. Repita el problema 54 para la función

m ftx) =
,v + 9.4

25 -  1.1* -  x2
x -  1.01
x2 -  1

A — 1
57. Sea / ( a ) = -5------ y sea g(x) =

.  .  x ~a) Utilice una calculadora graficadora para trazar 
la gráfica de/ ( a ). ¿Qué sucede en a  =  1?

b) Trace la gráfica de £ ( a ). ¿Qué pasa ahora en 
a  =  1?
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SECCIÓN 3.4| O ptim ización
Ya se han analizado diferentes situaciones donde fueron usados los métodos del cál
culo para determinar el valor máximo o mínimo de la función de interés (por ejem
plo, máxima utilidad o mínimo costo). En la mayoría de tales problemas de optimi
zación, el objetivo es hallar el máximo o el mínimo absoluto de una cierta función 
en un intervalo en particular. El máximo absoluto de una función en un intervalo es 
el mayor valor de la función en ese intervalo, mientras que el mínimo absoluto es el 
menor valor. A continuación se enunciará una definición de extremos absolutos.

Máximos y mínimos absolutos d© una función ® S ea /u n a  función 
definida en un intervalo /, que contiene el número c. Entonces,

/(c) es el máximo absoluto de /  en I si /(c) >  /(jc) para toda jc de /
/(c) es el mínimo absoluto de /  en I si /(c) <  /(jc) para toda jc de /

En conjunto, los máximos y mínimos absolutos se denominan extremos absolutos.

I I

¡EXPLORE!
Utilice una calculadora 
graficadora para dibujar

x3
fíx) = / con la pantalla

V x +  2
modificada a [0, 4.7]1 por 
[0, 60]5. Utilice la instrucción 
Trace u otras instrucciones de 
su calculadora para hallar el 
máximo absoluto y el mínimo 
absoluto de f(x) en el intervalo 
[1,3].

Los extremos absolutos a veces coinciden con los extremos relativos, pero no siem
pre es así. Por ejemplo, en la figura 3.34 el máximo absoluto y el máximo relativo en el 
intervalo a <  jc <  b es el mismo, pero el mínimo absoluto se alcanza en el extremo iz
quierdo x  = a.

FIGURA 3 .34  Extremos absolutos.

En esta sección se estudiará cómo hallar los extremos absolutos de las funciones en 
un intervalo. Para comenzar se consideran intervalos de la forma a <  x  ^  b, que son 
“cerrados”, porque incluyen ambos extremos, a y b. Se puede demostrar que una fun
ción continua en ese intervalo tiene un máximo absoluto y un mínimo absoluto en el in
tervalo. Además, cada extremos absoluto puede ocurrir en cualquiera de los extremos 
del intervalo, (en a o en b), o en un número crítico interior c, entre a y b (es decir, a < 
c <  6)(figura 3.35).

Propiedad del valor extremo □ Una función /(jc) que es continua en el 
intervalo cerrado a ^  jc ^  b tiene su extremo absoluto en el intervalo, ya sea en 
un extremo del intervalo {a o b), o en un número crítico c, tal que a < c < b.
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y y

y y

FIGURA 3.35 Extremos absolutos de una función continua en a ^  x ^  b.

Con la propiedad del valor extremo se pueden hallar los extremos absolutos de una 
función continua en un intervalo cerrado a < x ^ b  utilizando el siguiente procedimien
to directo.

Cómo hallar ios extremos absolutos de una función continua f  
en un intervalo cerrado a <  x <  b
Paso 1. Encuentre todos los números críticos de /  en el intervalo abierto 
a <  x  < b.

Paso 2. Calcule f ( x )  en los números críticos encontrados en el paso 1 y en los 
extremos x  =  a y x  =  b.

Paso 3. Interpretación: Los valores más grandes y más pequeños encontrados en 
el paso 2 son, respectivamente, los valores máximo absoluto y mínimo absoluto 
de f (x )  en el intervalo cerrado a <  jc <  6.

Este procedimiento se ilustra en los ejemplos 3.4.1 a 3.4.3.
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Máximo 
absoluto 

(-2, 13) «
í 'i;

v
i

I (l 

1¡i !!•

(-3 .2)* |
li-3 i,

1l;
I

(0, -7) 
Mínimo 
absoluto

“  A
0

f
I

i l

RGURA 3.3c 
absoluto en —3

j  El extremo 
— A" 0 para

y =  2.V3 +  3X2 -  IZx -  7.

¡EXPLORE!
Sjgfc Refiérase al ejemplo 3.4.2. De- 

bido al aumento en el límite de 
velocidad, la velocidad al cru
zar la salida es ahora

S-,(t) = t3 -  10.5f2 +  30f + 25.

Grafique S(t) y S-,(f) utilizando la 
pantalla [0, 6]1 por [20, 60]5.
¿En qué instante entre 1 p.m. y
6 p.m. se alcanza la máxima ve
locidad utilizando S-,(í)? ¿En 
qué instante se alcanza la míni
ma velocidad?

EJEM PLO  I 3.4.1

Encuentre el máximo absoluto y el mínimo absoluto de la función

/ ( x) =  2x3 + 3.x2 -  12x -  7

en el intervalo —3 <  x <  0.

Solución 
De la derivada

f '(x )  = óx2 + 6x -  12 =  6(x + 2)(x -  1)

se tiene que los números críticos sonx = - 2  y x = 1. De éstos, sólo x = - 2  está en el 
intervalo —3 <  x <  0. Calcule/(x) en x = —2 y en los extremos x — — 3 y x  =0.

/ ( - 2 )  = 13 / ( —3) =  2 /(0) =  - 7

Compare estos valores para concluir que el máximo absoluto d e /en  el intervalo — 3 <  
x <  0 es/ ( —2) = 13 y que el mínimo absoluto es/(0) =  — 7.

Observe que no se tuvo que clasificar los puntos críticos ni dibujar la gráfica para 
ubicar los extremos absolutos. El dibujo de la figura 3.36 se presenta sólo como ilustra
ción.

EJEM PLO  I 3 .4 .2
Durante varias semanas, el departamento de autopistas ha estado registrando la veloci
dad del flujo de tráfico en una vía rápida que pasa por cierta salida del centro de la ciu
dad. Los datos sugieren que entre la 1:00 y las 6:00 p.m., en un día normal de la sema
na, la velocidad del tráfico en la salida es aproximadamente S{t) = t3 — 10.5r2 +  30f + 
20 millas por hora, donde t es el número de horas después del mediodía. ¿En qué instan
te entre la 1:00 p.m. y las 6:00 p.m. el tráfico se mueve más rápido y en qué instante se 
mueve más lentamente?

Solución
El objetivo es hallar el máximo absoluto y el mínimo absoluto de la función S(t) en el 
intervalo 1 ^  t <  6. De la derivada

S'(t) =  3Í2 -  21? +  30 = 3(P -  I t  + 10) =  3(í -  2)(r -  5)

se tienen los números críticos t = 2 y t = 5, ambos están en el intervalo 1 <  / <  6. 
Calcule S(t) para estos valores de t y en los extremos t =  1 y t = 6 para obtener

5(1) =  40.5 S( 2) = 46 5(5) =  32.5 5(6) =  38

Como el mayor de estos valores es 5(2) = 46 y el menor es 5(5) = 32.5, se puede con
cluir que el tráfico se mueve más rápido a las 2:00 p.m. cuando la velocidad es de 46 
millas por hora, y más lento a las 5:00 p.m. cuando su velocidad es de 32.5 millas por 
hora. Como referencia se muestra la gráfica de 5 en la figura 3.37._________________
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s(0

FIGURA 3 .3 7  Velocidad del tráfico S(t) =  t3 — 10.5r2 + 301 +  20.

FÍGURA 3 .3 8  La 
velocidad del aire durante un 
acceso de tos

S(r) = ar^iro -  r).

EJEMPLO I 3.4.3
Cuando alguien tose, el radio de la tráquea disminuye afectando la velocidad del aire en 
la tráquea. Si r0 es el radio normal de la tráquea, la relación entre la velocidad S del ai
re y el radio r de la tráquea durante el acceso de tos está dada por una función de la for-O oma S(r) = ar{r0 — r), donde a es una constante positiva. Encuentre el radio r para el 
cual la velocidad del aire es la mayor.

Solución

El radio r de la tráquea contraída no puede ser mayor que el radio normal r0 ni menor 
que cero. Por tanto, el objetivo es hallar el máximo absoluto de S(r) en el intervalo 0 ^
r ^  r0.

Primero derive S(i‘) con respecto a r utilizando la regla del producto y factorizando 
la derivada como sigue (se observa que a y r0 son constantes):

S'(r) = —ar2 + (r0 — r)(2ar) = ar[—r + 2 (r0 — r)] =  ar(2r0 — 3/*)

Luego iguale a cero la derivada factorizada y resuelva para obtener los números críticos:

ar(2r0 — 3 r) =  0
2

r = 0 o r — — r0
3 0

Ambos valores de r están en el intervalo 0 ^  r <  r0, y de hecho, uno es un punto extre
mo del intervalo. Calcule S(r) para estos dos valores de r y para el otro extremo, r = r0. 
Así obtiene

S( 0) = 0 S(r0) = 0

Philip M. Tuchinsky, The Human Cough”, UMAP Modules 1976: Tools for Teaching. Consortium for 
Mathematics and Its Application, Inc., Lexington, MA, 1977.
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Comparando estos valores se concluye que la velocidad del aire es máxima cuando
2

el radio de la tráquea contraída es — r0; es decir, cuando es dos tercios del radio de

la tráquea no contraída.
En la figura 3.38 se muestra una gráfica de la función S(r). Observe que, evidente

mente las intersecciones de la gráfica con el eje r corresponden a los factores de S(r) = 
ar (ro ~  /*)• Note también que la gráfica tiene una tangente horizontal cuando r =  0, lo 
cual refleja el hecho de que S'(0) =  0.

Optimización Cuando el intervalo en donde se desea maximizar o minimizar una función continua
mas esmeres! no es de la forma a ^  x  ^  b, entonces no se puede aplicar el procedimiento ilustra

do en el ejemplo 3.4.1. Esto se debe a que no hay garantía de que la función tenga 
un máximo absoluto o un mínimo absoluto en dicho intervalo. Por otra parte, si exis
te un extremo absoluto y la función es continua en el intervalo, entonces ese extre
mo absoluto se alcanza en un extremo relativo o en un punto final contenido en el 
intervalo. En la figura 3.39 se ilustran varias posibilidades para funciones en interva
los no acotados.

absoluto

Máximo absoluto

Mínimo absoluto

FSGÛ Á 3.39 Extremos de funciones definidas en intervalos no acotados.

Para encontrar los extremos absolutos de una función continua en un intervalo que 
no es de la forma ¿7 <  a* <  se evalúa la función en todos los puntos críticos y puntos 
finales contenidos en el intervalo. Sin embargo, antes de llegar a una conclusión defini
tiva, se debe averiguar si la función tiene realmente extremos relativos en el intervalo. 
Una forma de hacerlo es usar la primera derivada para determinar dónde la función es 
creciente y dónde es decreciente, luego trazar la gráfica. La técnica se ilustra en el si
guiente ejemplo.

EJEMPLO I 3.4.4
Encuentre el máximo absoluto y el mínimo absoluto, (si los hay) de la función/(.r) =

9 16
x  H----- en el intervalo x  >  0.

x

Soluc ión
La función es continua en el intervalo .v >  0 ya que su única discontinuidad ocurre en 
x  =  0. La derivada es

16 Zv3 -  16 2(x3 -  8)
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, 16
f(x) = x  H-----en el intervalo

x
x > 0.

que es cero cuando

FÍGURA 3.41 El mínimo 
relativo no es el mínimo 
absoluto porque hay otro punto 
crítico.

je3 — 8 = 0 r* = 8 x  = 2

Como/'(x) <  0 para 0 <  x <  2 y f \ x )  > 0 parax >  2, la gráfica d e /es  decrecien
te para 0 <  x  <  2 y creciente para x >  2, como se muestra en la figura 3.40. De ahí se 
sigue que

/(2 ) = 22 + y  = 12

es el mínimo absoluto d e /en  el intervalo x >  0 y no hay ningún máximo absoluto.

16

El procedimiento ilustrado en el ejemplo 3.4.4 se puede usar cuando se desea hallar 
el mayor o el menor valor de una función/que es continua en un intervalo /, donde ella 
tiene exactamente un número crítico c. En particular, si se satisface esta condición y 
/(x) tiene un máximo (mínimo) relativo en x = c, también tiene allí un máximo (míni
mo) absoluto. Para entender por qué sucede esto suponga que la gráfica tiene un mínimo 
relativo en x = c. Entonces la gráfica siempre es decreciente antes de c y siempre es cre
ciente después de c, porque otro cambio de dirección requeriría de un segundo punto 
crítico (véase la figura 3.41). Así, el mínimo relativo es también el mínimo absoluto. Es
tas observaciones sugieren que cualquier criterio para extremos relativos se vuelve cri
terio para extremos absolutos en este caso especial. A continuación se presenta el crite
rio de la segunda derivada para extremos absolutos.

Criterio de la segunda derivada para extremos absolutos □ Su
ponga que /(x) es continua en un intervalo /, donde x =  c es el único número crí
tico, y que/'(c ) = 0. Entonces,

s i/"(c) >  0, el mínimo absoluto de/(x) en I es/(c)
si f"{c) <  0, el máximo absoluto de/(x) en I es/(c)

En el ejemplo 3.4.5 se ilustra cómo utilizar en la práctica el criterio de la segunda 
derivada para extremos absolutos.

EJEMPLO I 3.4.5
Un fabricante estima que cuando se producen q unidades de cierto artículo cada mes, el 
costo total es C(q) = OAq2 + 3(7 + 40 miles de dólares, y las q unidades se pueden ven
der a un precio de p(q) = 22.2 — 1.2# dólares por unidad.
a) Determine el nivel de producción que proporciona la máxima utilidad. ¿Cuál es 

la máxima utilidad?

fa) ¿En qué nivel de producción se minimiza el costo promedio por unidad

a (9) = ?
<7

c) ¿En qué nivel de producción el costo promedio es igual al costo marginal C'{qV-

Solución
a) El ingreso es

*(?) =  W Ü) = <7(22.2 -  1.2q) = - \ 2 q 2 + 22.2q
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miles de dólares, entonces la utilidad es

P(q) = R(q) -  C(q) = -1 .2 q2 + 222q  -  (0.4<?2 + 3q + 40)
= ~ \.6 q 2 + 1 9 .2 ^ -4 0

miles de dólares. Se tiene que

P \q ) = — 1.6(2#) +  19.2 = —32q  + 19.2 
=  0

cuando

- 3 2 q  + 19.2 = 0
19.2

Como P"(q) = —3.2, se sigue que P"(6) <  0, y el criterio de la segunda deriva
da indica que la utilidad máxima se alcanza cuando se producen q =  6 (miles) 
unidades. La máxima utilidad es

P(6) =  —1.6(6)2 + 19.2(6) -  40 
=  17.6

miles de dólares ($17 600). En la figura 3.42a se muestra la gráfica de la fun
ción de utilidad.

a) Función de utilidad

= C\q) 

= A(q)

b) Costo promedio y costo marginal

RGURÁ 3.42 Gráficas de utilidad, costo promedio y costo marginal para el ejemplo 3.4.5.

b) El costo promedio es

C{q) OAq2 + 3q + 40 miles ¿le dólares
q  q  miles de unidades

40 dólares
— 0.4# + 3 H---------  t . :

q  unidad

para q > 0 (el nivel de producción no puede ser negativo o cero). Se tiene que

„ , 40 0.4a2 -  40
A (q) — 0.4 2 — 2

el cual es 0 para q >  0 sólo cuando q -  10. Como

80
A"(q) = >  0 cuando q > 0

q
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Dos princip ios  
gen era les del 

an á lisis  m arg in a l

entonces, del criterio de la segunda derivada para extremos absolutos se deduce 
que el costo promedio A(q) se minimiza cuando q = 10 (mil) unidades. El cos
to promedio mínimo es

40
>4(10) =  0.4(10) + 3 + —  = 1 1  tlolúreslunidad

c) El costo marginal es C’(q) = 0.8<7 + 3, y es igual al costo promedio cuando

40
0.8<7 + 3 — OAq + 3 H-----

<7
40OAq — —
q

OAq2 =  40
q = io (mü) unidades

que es igual al nivel de producción óptimo del inciso b). En la figura 3A2b se 

muestran las gráficas del costo marginal C \q )  y del costo promedio A(q) = ----- .

Si el ingreso obtenido por la venta de q unidades es R{q), y el costo de producir esas
unidades es C(q), entonces la utilidad es P(q) =  R(q) — C(q). Como

P'{q) =  m )  -  C(q)V = R \q )  ~  C'(q)

se sigue que P \q )  = 0 cuando R'{q) = C \q). Si también es cierto que P"{q) < 0, o, lo
que es lo mismo, R"(q) < C"(q), entonces la utilidad será máxima.

Criterio del análisis marginal para la utilidad máxima s La utili
dad P{q) = R(q) — C(q) es máxima en un nivel de producción q, donde el ingreso 
marginal es igual al costo marginal, y la razón de cambio del costo marginal ex
cede a la razón de cambio del ingreso marginal; es decir, donde

R \q )  =  C \q )  y R '\q )< C \q )

Como muestra, en el ejemplo 3.4.5 el ingreso es R{q) = -1 .2 q2 + 22.2q y el cos
to es C(q) = OAq2 + 3q + 40; de manera que el ingreso marginal es R \q )  = —2.4# + 
22.2 y el costo marginal es C \q)  = 0.8# + 3. Así, el ingreso marginal es igual al costo 
marginal cuando

R \q )  = C \q )
-2 A q  + 22.2 = 0.8 q + 3 

3.2 q = 19.2 
q = 6

que es el nivel de producción correspondiente a la utilidad máxima, ya determinado en 
el inciso a) del ejemplo 3.4.5. Observe que también se satisface R" < C", ya que R" = 
-2 .4  y C" = 0.8.

En el inciso c) del ejemplo 3.4.5, se halló que el costo marginal es igual al costo 
promedio en el nivel de producción donde el costo promedio es mínimo. Esto, tampoco 
es una casualidad. Para comprender por qué, suponga que C{q) es el costo de producir q
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unidades de un articulo. Luego el costo promedio por unidad es A(q) = ------, y al apli-

car la regla del cociente, se obtiene

<7
Así, A (q) = 0 cuando el numerador del miembro derecho es cero. Es decir, cuando

qC'{q) = C(q)

o, lo que es lo mismo, cuando

C (q) = ------=  A{q)
<7

c o s t o  C O S ÍO

n ú /r a in a l  p r o m e d i o

Para mostrar que el costo promedio es mínimo donde el costo promedio es igual al cos
to marginal, es necesario hacer algunas suposiciones razonables acerca del costo total 
(véase el problema 52).

Lo te  no ele? análisis marginal para el costo promedio mínimo □ 
El costo promedio es mínimo en el nivel de producción donde el costo promedio 
es igual al costo marginal; es decir, cuando A(q) = C'(q).

A continuación se da una explicación informal de la relación entre costo promedio 
y costo marginal, que aparece con frecuencia en los textos de economía. El costo mar
ginal (CM) es aproximadamente igual al costo de producir una unidad adicional. Si pro
ducir la unidad adicional cuesta menos que el costo promedio (CP) de las unidades exis
tentes (si CM <  CP), entonces la unidad menos costosa reducirá el costo promedio por 
unidad. Por otra parte, si producir la unidad adicional cuesta más que el costo promedio 
de las unidades existentes (es decir, si CM >  CP), entonces esta unidad más costosa au
mentará el costo promedio por unidad. Sin embargo, si el costo de la unidad adicional 
es igual al costo promedio de las unidades existentes (si CM = CP), entonces el costo 
promedio no aumentará ni disminuirá, lo que significa que (CP)' =  0.

La relación entre costo promedio y costo marginal se puede generalizar para ser 
aplicada a cualquier par de cantidades promedio y marginal. La única modificación po
sible concierne a la naturaleza del punto crítico que se tiene cuando la cantidad prome
dio es igual a la cantidad marginal. Por ejemplo, usualmente el ingreso promedio tiene 
un máximo relativo (en lugar de un mínimo), cuando el ingreso promedio es igual al in
greso marginal.

elasticidad de! precio En la sección 1.1 se introdujo el concepto económico de demanda como un medio 
de Iq d em an d a  para expresar la relación entre el precio unitario p de un artículo y el número de uni

dades q que son demandadas (es decir, producidas y compradas) por los consumido
res a ese precio. Previamente se había expresado el precio unitario p  como una fun
ción del nivel de producción q, pero para el presente análisis es más conveniente 
hacerlo al revés, escribir la de la demanda respecto al precio como q =  D{p).

En general, un aumento en el precio unitario de un artículo da como resultado una 
disminución de la demanda, pero la sensibilidad de respuesta de la demanda a un cam
bio en el precio varía de un producto a otro. Por ejemplo, la demanda de productos tales 
como jabón, pilas alcalinas o sal, no se afectarán mucho por un pequeño porcentaje de 
cambio en el precio unitario, mientras que un cambio porcentual en el precio de los bo
letos de avión o en los pagos hipotecarios puede afectar dramáticamente la demanda.
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La sensibilidad de la demanda se mide comúnmente como el cociente de la tasa 
porcentual del cambio en la cantidad demandada, entre la tasa porcentual del cambio en 
el precio. Este cociente es aproximadamente igual al cambio producido en la demanda 
por un cambio de 1 % en el precio unitario. De la sección 2.2 se tiene que la tasa porcen-

ÍOOG'OO ^ .
tual de cambio de una magnitud Q(x) está dada por — ^  / A— . En particular, si la fun

ción demanda q = D(p) es derivable, entonces

Tasa porcentual de 
cambio de la demanda q

Q(x)

1 0 0 ?dp

100
dp
dp 100Tasa porcentual de 

cambio del precio p ]  p p

Así, la sensibilidad al cambio en el precio se mide por el cociente

100?
dp

Tasa de cambio porcentual de q 
Tasa de cambio porcentual de p 100

p d q
qdp

que en economía recibe el nombre de elasticidad de la demanda respecto al precio. Pa
ra resumir:

Elasticidad ds la demanda respecto aS precio a Si q = D(p) uni
dades de un artículo son demandadas en el mercado a un precio unitario p, donde 
D es una función derivable, entonces la elasticidad de la demanda respecto al 
precio para el artículo está dada por

*Y \ P dClE(p) = ~ T  q dp

y se interpreta como

E(P) ~
Tasa de cambio porcentual de la demanda q 

producida por una tasa de cambio de 1 % en el precio p

NO í A Como la demanda q disminuye cuando aumenta el precio unitario p , se 
dq

tiene que — <  0. Por tanto, como q >  0 y p > 0, se tiene que la elasticidad de 

la demanda respecto al precio será negativa; es decir,

s P dclE(p) = -  — <  0 
qdp

Por ejemplo, decir que cierto artículo tiene una elasticidad de la demanda respec
to al precio de —0.5, a un cierto precio unitario p, significa que 10% de aumento 
en el precio del artículo resultará en una disminución de aproximadamente 5% en 
el número de unidades demandadas (vendidas). Estas ideas se ilustran con ma
yor detalle en el ejemplo 3.4.6. s
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Suponga que la demanda q y el precio p de cierto artículo están relacionados por la ecua
ción lineal q = 240 -  2p (para 0 < p <  120).
a) Exprese la elasticidad de la demanda respecto al precio como una función de p.
b) Calcule la elasticidad de la demanda respecto al precio cuando el precio es p = 

100. Interprete su respuesta.
c) Calcule la elasticidad de la demanda respecto al precio cuando el precio es p =

50. Interprete su respuesta.
d) ¿A qué precio es igual la elasticidad de la demanda respecto al precio a — 1? 

¿Cuál es la importancia económica de este precio?

Solución
a) La elasticidad de la demanda respecto al precio es

E(P) = “  ^  =  - ( - 2 )  =  ~ 2 P  ~ P

EJEMPLO I 3.4.6

q dp q 240 -  2p 120 -  p

b) Cuando p =  100, la elasticidad de la demanda respecto al precio es

-  100
£(100) = --------------=  - 5

120 -  100

Es decir, cuando el precio es p = 100, 1% de aumento en el precio producirá
una disminución en la demanda de aproximadamente 5%.

c) Cuando p = 50, la elasticidad de la demanda respecto al precio es

-  50
£(50) = ------------   -0 .71

120 -  50

Es decir, cuando el precio es p — 50, 1% de aumento en el precio producirá una 
disminución en la demanda de aproximadamente 0.71%.

d) La elasticidad de la demanda respecto al precio será igual a — 1 cuando

— 1 =  ~ ~ ~ ~  ~ 120 — p = p 2p ~  120 o p = 60120 — p i i y

A este precio, 1% de aumento en el precio ocasionará una disminución en la de
manda de aproximadamente el mismo porcentaje.

Existen tres niveles de elasticidad dependiendo de si IE(p)l es mayor que, menor 
que o igual a 1. A continuación se da una descripción e interpretación económica de ca
da nivel.

Niveles de elasticidad
\E(p)\ >  1 Demanda elástica. El porcentaje en el que disminuye la demanda es 

mayor que el porcentaje de aumento del precio que lo provocó. Así, 
la demanda es relativamente sensible al cambio en el precio.

\E{p)\ <  1 Demanda inelástica. El porcentaje en el que disminuye la demanda 
es menor que el porcentaje de aumento del precio que lo provocó. 
Cuando esto ocurre, la demanda es relativamente insensible a cambios 
en el precio.

\E(p)\ = 1 La demanda es de elasticidad unitaria (o unitaria). El porcentaje de 
cambio del precio y de la demanda son (aproximadamente) iguales.
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Para ilustrar lo anterior, en el ejemplo 4.6b se encontró que £(100) = — 5. Así, la 
demanda es elástica con respecto al precio cuando p  =  100 ya que |£(100)| = 5 >  1. En 
el inciso c ) del mismo ejemplo, se halló que |£(50)| =  | —0.711 <  1, de manera que la de
manda es inelástica cuando p = 50. Por último, en el inciso d), se determinó |£(60)| = 
—1| =  1, lo cual significa que la demanda es de elasticidad unitaria cuando p = 60.

El nivel de elasticidad de la demanda para un artículo proporciona información útil 
acerca del ingreso total R obtenido por la venta de q unidades del artículo a p dólares por 
unidad. Si se supone que la demanda q es una función derivable del precio unitario p , el 
ingreso es R{p) =  pqip) y, derivando implícitamente con respecto a p , se tiene que

dR dq , , ,
—  =  p ------ K q por lu regla del producto
dp dp

p dq . . .
Para obtener la elasticidad E(p) = -  —  en esa expresión, simplemente se multiplica

qdp
q

el miembro derecho por — como sigue:
Q

%  =  ^ { p %  +  q )  =  q ^ q % + l )  =  q l E { p )  +  X]

Suponga que la demanda es elástica, de manera que \E(p)\ >  1. Entonces E(p)
<  — 1 [ya que E(p) < 0], así que [E(p) + 1] <  0 y

“ ■ = q{p) IE(P) + 1] < 0dp

lo que significa que el resultado de una pequeña disminución en el precio causará una
disminución en el ingreso. De igual forma, cuando la demanda es inelástica, se tiene -1

dR
<  E(p) <  0 así que [E(p) + 1] > 0 y  —  > 0 . En este caso, un pequeño aumento en

dp
el precio provocará un aumento en el ingreso. Si la demanda es de elasticidad unita-

dR
ria, entonces E(p) = — 1 así —  = 0 y un pequeño aumento en el precio dejará al

dp
ingreso aproximadamente sin cambio (ni aumentará ni disminuirá). Estas observacio
nes se pueden resumir como sigue.

Niveles de elasticidad y efecto sobre ei ingreso
Si la demanda es elástica (\E(p)\ > 1), el ingreso R = pqip) disminuye cuando 

el precio p aumenta.
Si la demanda es inelástica (\E(p)\ < 1), el ingreso R aumenta cuando el pre

cio p aumenta.
Si la demanda es de elasticidad unitaria (|£(p)| = 1), el ingreso R no se afec

ta por un pequeño cambio en el precio.

En la figura 3.43 se muestra la relación entre ingreso y precio. Se observa que la 
curva de ingreso es creciente cuando la demanda es inelástica, decreciente cuando la de
manda es inelástica y tiene una recta tangente horizontal cuando la demanda es de elas
ticidad unitaria.
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Elasticidad unitaria

La demanda 
es inelástica

La demanda es elástica

FIGURA «~Ü* Ingreso como una función del precio.

La relación entre la elasticidad de la demanda y el ingreso total se ilustra en el si
guiente ejemplo.

EJEMPLO I 3.4.7
El gerente de una librería determina que cuando el precio de cierta novela es de p dóla
res por ejemplar, la demanda diaria es q — 300 — p2 ejemplares, donde 0 <  p ^  V300.
a) Determine dónde la demanda es elástica, inelástica y de elasticidad unitaria con 

respecto al precio.
b) Interprete los resultados del inciso a) en términos del comportamiento del ingre

so total como una función del precio.

Solución

a) La elasticidad de la demanda es

E(P) =  - J - =  , n/  • 2;(-%>) =q dp 300 — p 300 — p

y como 0 :£ p s  V300,

2p2
|£(P)| = 300 -  p2

La demanda es de elasticidad unitaria cuando |£] =  1; es decir, cuando

= 1
300 -  p 2

2p 2 = 300 -  p 2 
3p 2 = 300 

p = ±10

de la cual sólo p -  10 está el intervalo de interés 0 <  p <  V300. Si 0 <  p < 10, 
entonces

|£ | _  _ 2 pL _  <  J í i L  _  ,
11 300 — p  300 - ( 1 0 ) 2
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de manera que la demanda es inelástica. De igual forma, si 10 <  p <  V300, en
tonces

2p2 ^ 2(10)2
>

300 -  300 -  (10)'
=  1

EXPLORE!
Suponga que la ecuación 
demanda/precio del ejemplo 
3.4.7 es q = 300 -  ap2. 
Describa cómo se afecta el 
precio cuando la demanda es 
de elasticidad unitaria para a = 
0,1, 3, o 5 examinando la 
gráfica de 300 -  ax2 para estos 
valores de a. Use una pantalla 
de [0, 20] 1 por [0, 400J50.

y la demanda es elástica.
b) El ingreso total, R = pq , aumenta cuando la demanda es inelástica, es decir, cuan

do 0 ^  p <  10. Para este rango de precios, un aumento porcentual en el precio 
provoca una disminución porcentual más pequeña de la demanda. Así que la li
brería obtendrá más dinero por cada aumento en el precio hasta llegar a los $10 
por ejemplar.

Sin embargo, para el intervalo de precios 10 <  p <  V300, la demanda es 
elástica, así que el ingreso es decreciente. Si se fija el precio de venta del libro 
en este rango, un incremento porcentual en el precio provoca una mayor dismi
nución porcentual de la demanda. Por tanto, si la librería aumenta el precio más 
allá de los $10 por ejemplar, perderá ingreso.

Esto significa que el precio óptimo es $10 por ejemplar, que es el que co
rresponde a elasticidad unitaria. En la figura 3.44 se muestran las gráficas de las 
funciones de demanda e ingreso.

R(P)

\ E \ < \ \ E \ > \

FIGURA 3 .4 4  Curvas de demanda y de ingreso para el ejemplo 3.4.7.

P R O B L E M A S !  3.4
En los problemas 1 a 16 halle el máximo y el mínimo absolutos (si los hay) de la función dada en el inten’alo es
pecificado.

1. f{x ) = x2 + 4x + 5; - 3  <  x <  1
1

3. /(x) = -x  -  9x + 2; 0 <  x <  2

5. /(/) = 315 -  5r3; - 2  <  t <  0 

7. /(x) = (x2 -  4)5; —3 <  x <  2

9. g(x) = x + - ; ¿ < x < 3  
x

XI. f(u) = « + —; « >  0 
u

2. /(x) = x 3 + 3x2 + 1; - 3  <  x <  2

4. /(x) = x 5 — 5x4 + 1; 0 <  x <  5

6. /(x) = 10x6 + 24x5 + 15x4 + 3; - 1  <  x <  1

8- / w  =  t 4 7 - 2  =  '  =  “

10. g(x) = - 2- l_  ; 0 <  x <  2

12. f(u) = 2u ■+----- ; u >  0
u
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13. f(X ) ~  .v >  0 14. / ( a*) =  -4 ; a  >  0

15. f(x) =
1

A' +  1
; a > 0

UTILIDAD MAXIMA Y COSTO PROM EDIO 
MÍNIMO En los problemas 17 a 22 se da el precio 
p{q) al cual se pueden vender q unidades de cierto ar
tículo y el costo total C{q) de producir las q unidades. 
En cada caso:

a) Encuentre la función utilidad P{q), el ingreso 
marginal R'(q) y el costo marginal C \q ). Trace 
las gráficas de P{q), R \q )  y C \q ) en el mismo 
sistema de coordenadas y determine el nivel de 
producción q donde se maximiza P(q).

b) Encuentre el costo promedio A{q) y trace las 
gráficas de A{q) y del costo marginal C \q ) en el 
mismo sistema de coordenadas. Determine el ni
vel de producción q donde se minimiza A(q).

17. p{q) = 49 -  q\ C{q) = \ q 2 + 4q + 200
o

18. p{q) = 37 -  2q; C(q) = 3q2 + 5q + 75
19. p(q) = 180 -  2q\ C(q) — q3 + 5q + 162
20. p(q) = 710 -  1.1«72;

C(q) = 2q3 -  23?2 + 90.7<? +151
q 1 +  1

21. p(q) = 1.0625 -  0.0025<?; C{q) = - -------
\ <7 + 3

22. p{q) = 81 - 3 q\ C(q) = Q + 1 
q + 3

ELASTICIDAD DE LA DEM ANDA En los pro
blemas 23 a 28 calcule la elasticidad de la demanda 
para la función de demanda dada D(p), y determine si 
la demanda es elástica, inelástica o de elasticidad uni
taria, para el precio indicado p.

23. D(p) = -1 .3 p  +  10;/? = 4
24. D(p) = -1 .5 p  + 25; p  = 12
25. D(p) = 200 - p 2;p  = 10
26. D(p) = V400 -  0.01p 2; p = 120

27. £>(/?) = —  -  100; p =  10
P

,o  n, , 2 00028. D{p) = — — ; P  = 5
P~

29. INGRESO PROM EDIO Suponga que el 
ingreso total en dólares proveniente de la venta de q 
unidades de cierto artículo es R(q) =  —2q2 + 68q
-  128.
a) ¿En qué nivel de ventas el ingreso promedio por 

unidad es igual al ingreso marginal?

16. f(x) =
1

(x + 1)

b) Verifique que el ingreso promedio es creciente si 
el nivel de ventas es menor que el nivel obteni
do en el inciso a), y decreciente si el nivel de 
ventas es mayor que el nivel obtenido en el in
ciso a).

c) En el mismo sistema de coordenadas, dibuje la 
gráfica de las partes importantes de las funcio
nes de ingreso promedio e ingreso marginal.

3 0 .  ¿En qué puntos la tangente a la curva y — 2 a 3 — 3 a 2 

+ 6 a  tiene la pendiente más pequeña? ¿Cuál es la 
pendiente de la tangente en este punto?

3 1 .  ¿Para qué valor de x  en el intervalo — 1 <  a  <  4 es 
más inclinada la gráfica de la función

/ ( a )  =  2 a 2 -  ^ a3 

¿Cuál es la pendiente de la tangente en este punto?

En los problemas 32 a 38 resuelva el problema de op
timización práctica y utilice una de las técnicas de esta 
sección para verificar que se ha encontrado realmente 
el extremo absoluto deseado.

3 2 .  RADIODIFUSIÓN Una estación de radio que 
sólo transmite noticias realizó una encuesta sobre 
los hábitos de escucha de los residentes locales en
tre las 5:00 p.m. y la medianoche. La encuesta indi
ca que el porcentaje de la población adulta local que 
sintoniza la estación a  horas después de las 5:00 
p.m. es

f(x )  =  i ( - 2 x 3 + 27x 2 -  108x + 240)
8

a) ¿A qué hora entre las 5 p.m. y la medianoche es
cucha la emisora el mayor número de personas? 
¿Qué porcentaje de la población representan los 
oyentes en ese momento?

b) ¿A qué hora entre las 5 p.m. y la medianoche es
cucha la emisora el menor número de personas? 
¿Qué porcentaje de la población representan los 
oyentes en ese momento?

3 3 . SOCIOS Suponga que x  años después de su fun
dación en 1989, el total de afiliados a cierta asocia
ción nacional de consumidores es

f(x) = 100(2.v3 -  45x2 + 264a)
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a) ¿En qué momento, entre 1989 y 2003, tuvo la 
asociación el mayor número de miembros? 
¿Cuántos eran los miembros en ese momento?

b) ¿En qué momento, entre 1989 y 2003, tuvo la 
asociación el menor número de miembros? 
¿Cuántos eran los miembros en ese momento?

34. VELOCIDAD DE VUELO En un modelo4 de- 
sarrollado por C. J. Pennycuick, se indica que la po
tencia P requerida por un ave para mantener el 
vuelo está dada por la fórmula

P =
>v 1

2 pSv + 2 PAV"
donde v es la velocidad relativa del ave, w es el pe
so, p es la densidad del aire, y S y A son constantes 
positivas relacionadas con el tamaño y la forma del 
ave. ¿Qué velocidad relativa v minimiza la potencia 
requerida por el ave?

35. APRENDIZAJE En un modelo de aprendizaje
son posibles dos respuestas (A y B) para cada una 
de las series de observaciones. Si existe una proba
bilidad p de obtener la respuesta A en cualquier ob
servación individual, la probabilidad de respuesta A 
exactamente n veces en una serie de m observacio
nes es F(p) = pn( 1 — El estimador de má
xima verosimilitud es el valor de p  que maximiza 
F(p) para 0 <  p <  1. ¿Para qué valor de p ocurre 
esto?

36. CRECIMIENTO DE UNA ESPECIE Algo más 
sobre el gusano de la manzana (recuerde el proble
ma 53 de la sección 3.1).5 El porcentaje de gusanos 
de la manzana que sobreviven la etapa de crisálida a 
una temperatura dada T (grados Celsius), se modela 
por la fórmula

P(T) = — 1A2T2 + 6 8 7 -7 4 6  
para 20 <  T <  30 

Encuentre las temperaturas a las cuales sobrevive el 
mayor y el menor porcentaje de crisálidas.

37. CIRCULACIÓN DE LA SANGRE La ley de 
Poiseuille establece que la velocidad de la sangre 
que está a r centímetros del eje central de una arte
ria de radio R es S(r) = c{R2 — r2), donde c es una 
constante positiva. ¿Dónde es mayor la velocidad de 
la sangre?

38. POLI i ICA Una encuesta indica que x  meses 
después de que una candidata a un puesto de admi
nistración pública declara su candidatura, ella ten
drá el apoyo de S(x) por ciento de votos, donde

4 C. J. Pennycuick, “The Mechanics of Bird Migration”, Ibis III, pá
ginas 525-556.
5 P. L. Shaffer y H. J. Gold, “A Simulation Model of Population Dy
namics of the Codling Moth, Cydia pomonelia”, Ecological Mode-
ling, Yol. 30, 1985, páginas 247-274.

S(x) = — (--v3 + 6 .y2 + 63* + 1 080)
29

para 0 ^  x <  12 
Si la elección se realiza en noviembre, ¿cuándo debe
ría anunciar su candidatura política? ¿Podría aspirar 
a ganar si necesita por lo menos 50% de los votos?

39. ELASTICIDAD DE DEMANDA Cuando se fi
ja el precio de un artículo a p dólares la unidad, los 
consumidores demandan cj unidades, donde p y q 
están relacionados por la ecuación q2 + 3pq = 22.
a) Halle la elasticidad de la demanda para este 

artículo.
b) Para un precio unitario de $3, ¿es la demanda 

elástica, inelástica o de elasticidad unitaria?
40. ELASTICIDAD DE LA DEMANDA Cuando 

una tienda de electrónica fija el precio de cierta 
marca de estéreo en p cientos de dólares la unidad, 
comprueba que se venden q unidades mensualmen
te, donde q2 + 2p2 =  41.
a) Encuentre la elasticidad de la demanda para ese 

artículo.
b) Para un precio unitario de p = 4 ($400), ¿es la 

demanda elástica, inelástica o de elasticidad uni
taria?

41. DEMANDA DE ARTE Una galería de arte ofre
ce pinturas de artistas famosos. Si cada pintura de 
una edición limitada tiene un precio de p dólares, se 
espera que se vendan q = 500 — 2p pinturas.
á) Hay disponible sólo 50 pinturas. ¿Qué limitacio

nes impone esto en el rango posible de precios 
p?

b) Encuentre la elasticidad de la demanda. Deter
mine los valores de p para los cuales la demanda 
es elástica, inelástica y de elasticidad unitaria.

c ) Interprete los resultados del inciso b) en térmi
nos del comportamiento del ingreso total como 
una función del precio unitario p.

d) Si usted fuera el propietario de la galería, ¿qué 
precio le pondría a cada pintura? Explique las 
razones de su decisión.

42. DEMANDA DE BOLETOS DE AVIÓN Una 
aerolínea determina que cuando un boleto de ida y 
vuelta entre los Ángeles y San Francisco cuesta p 
dólares (0 ^  p ^  160), la demanda diaria de boletos 
es q = 256 -  0.01p2.
a) Encuentre la elasticidad de la demanda. Deter

mine los valores de p para los cuales la demanda 
es elástica, inelástica y de elasticidad unitaria.

b) Interprete los resultados del inciso a) en térmi
nos del comportamiento del ingreso total como 
una función del precio unitario p.

c )  ¿Qué precio recomendaría cobrar por cada bole
to de avión? Explique su razonamiento.
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43. ORN ÍTO LOG ! A Recuerde del problema 60 en 
la sección 2.4 que, de acuerdo con los resultados6 
de Tucker y Schmidt-Koenig, la energía gastada por 
ciertas especies de periquitos está dada por

£(v) = -[0.074(i' -  35) + 22]

donde v es la velocidad del ave (en km/h). 
r , á) ¿Qué velocidad minimiza el gasto de energía?

b) Lea un artículo acerca de cómo se pueden utili
zar los métodos matemáticos para el estudio del 
comportamiento animal y escriba un parágrafo 
si piensa que tales métodos son válidos. Puede 
comenzar con la referencia citada en este pro
blema.

44. CON5 UIví O N A CIC N AL Suponga que el con
sumo total nacional está dado por una función C(a), 
donde a* es el ingreso total nacional. La derivada 
C'(x) se denomina propensión marginal al consu
mo. Entonces S = a* — C representa los ahorros to
tales nacionales, y S'(x) se conoce como 
propensión marginal al ahorro. Suponga que la 
función de consumo es C(x) =  8 — 0.8a — 0.8V a . 
Encuentre la propensión marginal al consumo y de
termine el valor de x  que corresponde al menor 
ahorro total.

45. SENSIBILIDAD A LOS MEDICAMENTOS 
Con frecuencia, la reacción del cuerpo a los medica-

•n
mentos se modela por una ecuación de la forma

« D | -  £»>(f  -  f )

donde D es la dosis, y C (constante) es la dosis má
xima que se puede administrar. La razón de cambio 
R(D) con respecto a D se denomina sensibilidad.
a) Determine el valor de D para el cual la sensibili

dad es la mayor. ¿Cuál es la mayor sensibilidad? 
(Exprese su respuesta en términos de C.)

b) ¿Cuál es la reacción (en términos de C) cuando 
se usa la dosis que resulta en la mayor sensibili
dad?

46. AERODINÁMICA En el diseño de aeroplanos, 
una característica importante es el muy conocido 
“factor de arrastre”, que es la fuerza retardadora 
ejercida sobre el avión por el aire. Un modelo mide 
el arrastre por una función de la forma

2 BF(v) = A v2 + —

6 V. A. Tucker y K. Schmidt-Koenig, “Flight Speeds of Birds in Re-
lation to Energetics and Wind Dírections”, The Auk, Vol. 88 (1971), 
páginas 97-107.

R. M. Thrall et al., Some Matlicmatical Models in Biology, U. oí 
Michigan, 1967.

47.

48.

donde A y  B son constantes positivas. Se ha descu
bierto de manera experimental que el arrastre se 
minimiza cuando v =  160 millas/h. Utilice esta

información para encontrar el cociente

ELECTRICIDAD Cuando una resistencia de R 
ohms se conecta a una batería con fuerza electromo
triz de E volts y una resistencia interna de r ohms, la 
corriente que pasa es de /  amperes y genera una po
tencia de P watts, donde

E  2I = ------  y P = ¡ 2R
r + R y

Suponiendo que r es constante, ¿qué valor de R pro
porciona la máxima potencia?
SOBREVIVENCIA DE VIDA ACUÁTICA Se 
sabe que la cantidad de agua que ocupa 1 litro a 
0 °C ocupa

8.5 \  o /6 .4
V(T) =  í — T 3 + T 2 -

49.

v 108 I \106J \105/
litros cuando la temperatura es T °C, para 
0 <  7” <  30.
á) Utilice una calculadora graficadora para trazar 

V(T), para 0 <  T <  10. La densidad del agua es 
máxima cuando V(T) es mínima. ¿A qué tempe
ratura ocurre esto?

b) ¿Le extraña la respuesta del inciso d)l Pues sí, 
debería sorprenderle. El agua es el único líquido 
cuya máxima densidad ocurre por encima de su 
punto de congelación (0 °C para el agua). Lea 
un artículo sobre la supervivencia de vida acuá
tica durante el invierno y luego escriba un párra
fo acerca de cómo las propiedades del agua 
examinadas en este problema están relacionadas 
con tal supervivencia.

PRODUCCIÓN DE CÉLULAS Recuerde del 
problema 60 en la sección 2.3 que un modelo útil 
para la producción p(x) de células en la sangre con
sidera una función de la forma

Ay

p ( x )  =  H T l r

donde a  es el número de células presentes y A, B y 
m son constantes positivas.8
a) Encuentre la tasa de producción de sangre 

R(a) = p'{a) y determine dónde R(x) = 0.
b) Encuentre la tasa a la cual R(x) cambia con res

pecto a a  y determine dónde R'(x) = 0.
c) Si m >  1, ¿el número crítico diferente de cero 

encontrado en el inciso b) corresponde a un má
ximo relativo o a un mínimo relativo? Explique.

8 M. C. Mackey y L. Glass, “Oscillations and Chaos in Physiologi- 
cal Control Systems”, Science, Vol. 197, páginas 287-289.
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50. AMPLITUD DE LA OSCILACIÓN En física, 
se puede demostrar que una partícula forzada a osci
lar en un medio resistente tiene una amplitud A(r) 
dada por

Mr) = (1 -  r2)2 + kr2 
donde r es el cociente de la frecuencia forzada entre 
la frecuencia natural de oscilación, y k es una cons
tante positiva que mide el efecto de amortiguamien
to del medio resistente. Demuestre que A(r) tiene 
exactamente un número crítico positivo. ¿Corres
ponde a un máximo relativo o a un mínimo relati
vo? ¿Se puede comentar algo acerca de los 
extremos absolutos de A(/*)?

51. RESPIRACIÓN Los fisiólogos definen el flujo 
de aire F, en la tráquea, mediante la fórmula
F — SA, donde 5 es la velocidad del aire y A es el 
área de la sección transversal de la tráquea.

a) Suponga que la tráquea tiene una sección trans
versal circular de radio r. Utilice la fórmula para 
calcular la velocidad del aire en la tráquea du
rante un acceso de tos, como el del ejemplo 
3.4.3, para expresar el flujo de aire F en térmi
nos de r.

b) Encuentre el radio r para el cual el flujo es má
ximo.

52. ANÁLISIS MARGINAL Suponga q >  0 unida
des de un artículo se producen a un costo total de

C(q) dólares y a un costo promedio de A(q) = —
Q

En esta sección, se demostró que q — qc satisface 
A \q c) = 0 si y sólo si C \q c) = A(qc); es decir, 
cuando el costo marginal es igual al costo prome
dio. El propósito de este problema es demostrar que 
A{q) es mínimo cuando q — qc.
a) En términos generales, el costo de producir un 

artículo aumenta a una tasa creciente cuando se 
producen más y más artículos. Utilizando este 
principio económico, ¿qué se puede comentar 
acerca del signo de Cn(q) cuando q aumenta?

b. Demuestre que A"{qc) >  0 si y sólo si C"(qc) > 
0. Después utilice el inciso a) para argumentar 
que el costo A(q) se minimiza cuando q = qc.

53. ELASTICIDAD E INGRESO Suponga que la 
demanda de cierto artículo está dada por q =
b — ap, donde a y  b son constante positivas, y 
0 < p < b/a.
a) Exprese la elasticidad de la demanda como una 

función de p.
b) Demuestre que la demanda es de elasticidad 

unitaria en el punto medio, p = b/2a, del inter
valo 0 <  p <  b/a.

c) ¿Para qué valores de p es elástica la demanda? 
¿Para cuáles es inelástica?

54. ELASTICIDAD DE LA DEMANDA RESPEC
TO AL INGRESO La elasticidad de la deman
da respecto al ingreso se define como el cambio 
porcentual de la cantidad comprada, dividido entre 
el cambio porcentual del ingreso real.
a) Escriba una fórmula para la elasticidad de la de

manda respecto al ingreso E en términos del in
greso real I  y de la cantidad comprada Q.

féP  b) En Estados Unidos, ¿cuál esperaría que fuera 
mayor, la elasticidad de la demanda respecto al 
ingreso para autos o para la comida? Explique 
su razonamiento.

féP  c) ¿Cuál cree que sea el significado de una elastici
dad negativa de la demanda respecto al ingreso? 
¿Cuáles de los siguientes artículos esperaría que 
tuviera E <  0: ropa usada, computadoras perso
nales, boletos de autobús, refrigeradores, autos 
usados? Explique su razonamiento.
Lea un artículo sobre elasticidad de la demanda 
respecto al ingreso y escriba un párrafo expli
cando por qué la elasticidad de la demanda res
pecto al ingreso para comida es mucho mayor 
en un país en desarrollo que en uno como los 
Estados Unidos o Japón.9

55. ELASTICIDAD Suponga que la ecuación de

demanda para cierto producto es q — — , donde a
P

y m son constantes positivas. Demuestre que la elas
ticidad de la demanda es igual a —m para todos los 
valores de p. Interprete este resultado.

9 Podría encontrar un útil punto de comienzo para su investigación en 
el siguiente texto: Campbell R. McConnell y Stanley L. Brue, Mi- 
croeconomics, 12a. ed., McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1993.
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SECCS0W 3.5 A plicaciones adicionóles
de la optim ización
En la sección 3.4 se analizaron diferentes aplicaciones en las que se daba una fórmula y 
se pedía determinar si se tenía un valor máximo o mínimo. Casi siempre en la práctica 
las cosas no son tan sencillas, es necesario que primero se reúna información sobre una 
manitud de interés, y luego se formule y analice un modelo matemático apropiado.

En esta sección se aprenderá cómo combinar las técnicas de construcción de mode
los de la sección 1.4 con las técnicas de optimización de la sección 3.4. A continuación 
se presenta un procedimiento para tratar dichos problemas.

Guías generales para resolver problemas de optimización
Paso 1. Comenzar por decidir con precisión si se desea maximizar o minimizar. 
Una vez hecho esto, asignar nombres a todas las variables de interés. Puede ser 
de gran utilidad seleccionar letras que sugieran la naturaleza o el papel de la mag
nitud, como *7” para “ingreso”.
Paso 2. Después de asignar variables, expresar las relaciones entre las variables 
en términos de ecuaciones o desigualdades. Una figura puede ayudar.
Pase 3. Expresar la magnitud a optimizar (maximizar o minimizar) en términos 
de una sola variable (la variable independiente). Para ello, puede ser necesario usar 
una o más de las ecuaciones disponibles del paso 2 para eliminar otras variables. 
También hay que determinar cualquier restricción necesaria en la variable inde
pendiente.
Pase 4. Sí/(jc) es la magnitud a optimizar, calcular f '(x )  y hallar todos los núme
ros críticos de /. Luego se debe encontrar el valor máximo o mínimo requerido, 
utilizando los métodos de la sección 3.4 (el teorema del valor extremo o el crite
rio de la segunda derivada para extremos absolutos). Es recomendable verificar el 
valor de f(x) en los extremos del intervalo.
Paio 5. Interpretar los resultados en términos de las magnitudes físicas, geomé
tricas o económicas correspondientes.

Este procedimiento se ilustra en los ejemplos 3.5.1 a 3.5.3 .

EJEMPLO I 3.5.1
El departamento de comunicaciones y transportes planea construir un parque para mo
tociclistas junto a una autopista principal. El parque será rectangular con un área de 
5 000 yardas cuadradas y estará cercado por los tres lados no adyacentes a la autopista. 
¿Cuál es la cantidad mínima de cerca requerida para este trabajo? ¿Qué longitud y an
cho debe tener el parque para que la cantidad de cerca sea mínima?

Solución
FIGURA 3.45 Área Paso 1. Dibuje el área de descanso, como la que aparece en la figura 3.45. Sea x
rectangular del parque. (yardas) la longitud del parque (el lado paralelo a la autopista) y sea y (yardas) el

ancho.
Paso 2. Como el parque va a tener un área de 5 000 yardas cuadradas, entonces 
xy — 5 000.

Carretera
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Paso 3. La longitud de la cerca es F = x  + 2y, donde x  y y  son positivas, ya que 
de otra manera no existiría el parque. Como

5 000
xy = 5 000 o bien y = -------x

se puede eliminar y de la fórmula para F y así obtener una fórmula en términos sólo de
x:

(5 000 \  10 000
F(x) = x + 2y = x  + 2 -------  = x  + --------- para x > 0

, 1 0  000  ̂ „ F(x) = x -i--------- para x > 0.

Paso 4. La derivada de F(x) es

F \x )  = 1
10 000 
“ 7 “

y se obtienen los números críticos paraF(x) planteando/7'{x) = 0 y resolviendo para*:

10 000
F'Qc) = 1 -

xr
x

10 000

= o 

=  o

x~ = 10 000 
x  = 100

e s c r ib a  la  f r a c c i ó n  c o n  

u n  d e n o m in a d o r  c o m ú n

ig u a le  e l  n u m e r a d o r  a  0 

d e s e c h e  — 1 0 0 , y a  q u e  y  >  0

Como x  = 100 es el único número crítico en el intervalo a* >  0, se puede aplicar el cri
terio de la segunda derivada para extremos absolutos. La segunda derivada de F(x) es

20 000 
F"(x) =  — —

A
entonces F"(100) >  0 y hay un mínimo absoluto de F(x) donde a  =  100. Como referen
cia, en la figura 3.46 se muestra la gráfica de la función del cercado F(x).
Paso 5. Se calcula que la cantidad mínima de cerca es

10 000
F(100) =  100 +

100
200 yardas

que corresponden al parque de a  = 100 yardas de longitud y

5 000
y = 100

= 50 yardas

de ancho.

EJEM PLO I 3 .5 .2
Se debe construir una lata cilindrica para almacenar un volumen fijo de líquido. El cos
to del material que se usará para la parte superior e inferior de la lata es de 3 centavos de 
dólar por pulgada cuadrada, y el costo del material que se usará en la parte lateral es de 2 
centavos de dólar por pulgada cuadrada. Use el cálculo para deducir una relación sim
ple entre el radio y la altura de la lata de manera que su construcción cueste lo menos 
posible.

Solución

Sea r el radio, h la altura, C el costo (en centavos) y V el volumen (fijo). El objetivo es 
minimizar el costo. Entonces tiene que:

Costo = costo *a _j_ costo de la costo de la 
parte superior parte inferior parte lateral
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REPASO________
Un cilindro de radio r  y altura h 
tiene un área lateral (curva) A = 
2ttrh y un volumen V = i i r 2h.

Circunferencia
2 i r r

donde, para cada componente el costo se calcula con

Costo = (costo por pulgada cu adrad a) (áre a)

De aquí que, Costo de la parte superior = costo de la parte inferior = 3 (w 2)

y Costo de la parte lateral = 2(277/7?) = 4m'h

y el costo total es

C = 3irr2 +  3trr2 + 4tt/7z = 6ur2 + 4iTrh

superior inferior lateral

Antes de intentar aplicar el cálculo, se debe escribir el costo en términos de una sola 
variable. Para hacer esto, use el hecho de que la lata tiene un volumen fijo, V0, y despe
je /? de la ecuación V0 = irrh , obteniendo

h = v *
TT/'2

Luego sustituya esta expresión de h en la fórmula de C para expresar el costo en térmi
nos sólo de r:

C{r) =  6irr2 4- 4'irr^— =  6irr2 -i------  

El radio r  puede ser cualquier número positivo, así que el objetivo es encontrar el 
mínimo absoluto de C(r)  para r  > 0. Derivando C(r), se obtiene

4V0
C  ( r)  =  12ttr ------ — recuerde que V,, es una constante

r~

Como C \r )  existe para todo r > 0, cualquier número critico r =  R debe satisfacer 
C \R ) = 0; es decir,

4K0
C \R ) = 12ttR ~ —t  =  0 R

4V0
12 -nR = — t

O l - W o
R -  12-rr

R - V Í Y ±

Si H  es la altura de la lata que corresponde al radio R , entonces Fq = y como R
debe satisfacer

4V0

se llega a que

o

n ^ R = R 2

4 (ttR-H) , „  
12 TTR = ----~2----  — 4ttH

H =  ——  = 3 R 
4 tt
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C(r)

FÍGURA 3 .4 7  La función 
o 4V

de costo C(r) = H-----r
para r > 0.

8V
C"(r) = 1 2 7T H-----y  >  0 para todo r >  0

r

Por tanto, como r = R es el único número critico para C(r), y ya que C"(R) >  0, el cri
terio de la segunda derivada para los extremos absolutos garantiza que, cuando el costo 
total de construcción de la lata es minimo, la altura de la lata es tres veces su radio. En 
la figura 3.47 se muestra la gráfica de la función de costo C(r).

EJEMPLO I 3 .5 .3

Un fabricante puede producir cintas de video en blanco a un costo de $2 por casete. Los 
casetes se han estado vendiendo a $5 la pieza, y a ese precio, los consumidores han es
tado comprando 4 000 casetes al mes. El fabricante planea aumentar el precio de los 
casetes y estima que por cada aumento de $1 en el precio, se venderán 400 casetes 
menos cada mes. ¿A qué precio debe vender los casetes el fabricante para maximizar la 
utilidad?

Solución

Sea x  el nuevo precio al que se venderán los casetes y P(x) la utilidad correspondiente. 
El objetivo es maximizar la utilidad. Igual que en el ejemplo 4.5 de la sección 1.4, co
mience por enunciar la fórmula para la utilidad.

Utilidad = (número de casetes vendidos)(utilidad por casete)

Como se han estado vendiendo 4 000 casetes cada mes cuando el precio es $5 y se 
venderán 400 menos cada mes por cada aumento de $ 1 en el precio, se deduce que

Número de casetes vendidos = 4 000 — 400(número de aumentos de $ 1)

El número de aumentos de $ 1 en el precio es la diferencia x — 5 entre los precios de ven
ta nuevo y viejo. De aquí que,

Número de casetes vendidos =  4 000 — 400(x — 5)

= 400[ 10 — (x -  5)]

= 400(15 -  a-)

La utilidad por casete simplemente es la diferencia entre el precio de venta x  y el costo 
de $2. Es decir,

Por último, observe que la segunda derivada de C(/*) satisface

Utilidad por casete = x — 2

Reuniendo todo,

P(x) = 400(15 -  x)(x -  2)

El objetivo es encontrar el máximo absoluto de la función utilidad P(x). Para deter
minar el intervalo significativo para este problema, observe que el nuevo precio .y debe 
ser al menos tan alto como el precio anterior de $5, por lo que se tiene que x ^  5. Por 
otra parte, el número de casetes vendidos es 400(15 — x), que resultaría negativo si 
x  >  15. Si se supone que el fabricante nocobrará un precio tan alto a los casetes como 
para que nadie los compre, el problema de optimización se puede restringir al interva
lo cerrado 5 <  x <  15.
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Para encontrar los puntos críticos, calcule la derivada utilizando las reglas del pro
ducto y del factor constante, y obtenga

P'{x) = 400[(15 -  x)(\) + ( x -  2)(—1)]
= 400(15 -  x - x  + 2) = 400(17 -  2x)

que es cero cuando

17 — 2x = 0 o bien x  = 8.5

Comparando los valores de la función utilidad

P(5) = 12 000 P(8.5) = 16 900 y P(15) =  0

en este valor crítico y en los extremos del intervalo, se puede concluir que la utilidad 
máxima posible es $16 900, la cual se generará si los casetes se venden a $8.50 la pie- 
za. En la figura 3.48 se muestra la gráfica de la función utilidad como una referencia.

P(x)

FIGURA 3 .4 8  La función de utilidad P(x) = 400(15 - x ) ( x -  2).

NOTA Una solución alternativa al problema de maximización de la utili
dad del ejemplo 3.5.3
Como el número de casetes vendidos en el ejemplo 3.5.3 se describe en térmi
nos del número N  de aumentos de $1 en el precio, se puede usar N  como la va
riable independiente en la solución, en lugar del nuevo precio. Con esta elección, 
se tiene que

Número de casetes = 4 000 — 400/V 
Utilidad por casete = (N + 5) — 2 = N + 3

Así, la utilidad total es

P(N) = (4 000 -  400N)(N + 3) = 400(10 -  N)(N + 3)

y el intervalo significativo es 0 <  N <  10 (¿comprende por qué?). El máximo abso
luto en este caso se tiene cuando N  = 3.5 (complete los detalles); es decir, cuando 
el viejo precio aumenta de 5 a 5 + 3.5 = 8.5 dólares ($8.50). Como se esperaba, 
este resultado es igual al obtenido utilizando el precio como la variable indepen
diente en el ejemplo 3.5.3. a
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EXPLORE!
Remítase al ejemplo 3.5.4. In
troduzca P(x) = 75 fx + 300/(15 
-  x) en Y1 y grafíquela utilizan
do la pantalla modificada [0,
14]1 por [0, 350]1. Ahora use la 
instrucción TRACE para mover 
el cursorde X = 1 a 1 4 y  con
firme la ubicación correspon
diente a la mínima contamina
ción. Para observar el compor
tamiento de la derivada P'(x), 
escriba Y2 = nDeriv(Y1, X, X) y 
grafíquela utilizando la pantalla 
[0 ,14]1 por [-75 , 300]1. ¿Qué 
observa?

En ciudades modernas, donde con frecuencia las áreas residenciales se desarrollan 
cerca de plantas industriales, es importante monitorear y controlar la emisión de conta
minantes. En el ejemplo 3.5.4 se analiza un problema de modelación en el que se utili
za el cálculo para determinar la ubicación de una comunidad donde la contaminación 
sea mínima.

EJEMPLO ! 3 .5 .4
Dos plantas industriales, A y B, se localizan a 15 millas una de la otra, y emiten 75 ppm 
(partes por millón) y 300 ppm de partículas contaminantes, respectivamente. Cada plan
ta está rodeada por un área restringida de 1 milla de radio, donde no se permiten vivien
das; además, la concentración de contaminantes que llega a cualquier otro punto Q des
de cada planta decrece como el recíproco de la distancia entre la planta y Q. ¿Dónde se 
deberá ubicar una casa sobre un camino que une las dos plantas para minimizar la con
taminación total que llega desde ambas plantas?

Solución

Suponga que una casa H se ubica a a* millas de la planta A y, por tanto, 15 — x  millas de 
la planta B, donde a satisface 1 <  a ^  14 ya que hay 1 milla de área restringida alrede
dor de cada planta (véase la figura 3.49). Como la concentración de partículas contami
nantes que llega a H desde cada planta disminuye como el recíproco de la distancia de 
la planta a H, la concentración de contaminantes de la planta A es 75/a y de la planta B 
es 300/(15 — a). Así, la concentración total de partículas contaminantes que llegan a H 
está dada por la función

75
P(x) =

A
+

300

15 -  a

t o> il clin ¡na- caí i Uiiii i ila
ción de -A ción i/«' o

H
15 — x B

*--- h-
14 15

FiíGURa -¿A9 Contaminación en una casa ubicada entre dos plantas industriales.

Para minimizar la contaminación total P(a ) ,  primero encuentre la derivada P ’(a )  y 
resuelva P'{x) =  0. Aplicando la regla del cociente y la regla de la cadena obtiene

P , M  =  z 2 1 + -3 0 Q (-D  - Z 2 1 +  300
W  x2 (15 - x ) 2 X2 ( 1 5 - .V )2 

Resolviendo P'{x) = 0, se tiene que

- 7 5  300
 o— I-------------- ó — 0

A2 (15 -  A)2

75 300

a-2 ( 1 5 - a ) 2

75(15 -  A')2 =  300a2 ^  multiplicar m  cruz

x2 — 30a +  225 =  4 a 2 il1 d iv id ir  a m e  "5 v expand ir  

3x~ + 30a — 225 = 0 a^n ipanJa  icnuiiu>s siM cianie'
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0ai
E
Q)

V-'1roi
O +-1 cr) 
D

REPASO
El símbolo ~ significa “aproxi
madamente igual a". Así a «  b 
significa “a es aproximadamen
te igual a b”.

3(a  -  5 )(a  +  15) =  0 

x  = 5, a  =  —15
fa c ío riza iiílo

El único número crítico en el intervalo permitido, 1 <  x <  14, es jc = 5. Evaluando P(x) 
en x = 5 y  en los dos extremos del intervalo, x  =  1 y a  = 14, se obtiene

P(l) ~  96.43 ppm 
P(5) = 45 ppm 

P( 14) «  305.36 ppm

Así, la contaminación total es mínima cuando la casa se ubica a 5 millas de la planta A.

EJEMPLO ! 3.5.5

FIGURA 3 .5 0  Posiciones 
relativas de la fábrica, el río y 
la planta eléctrica.

Se va a tender un cable desde una planta generadora de energía eléctrica, ubicada sobre 
un lado de un río de 900 metros de ancho, hasta una fábrica que se encuentra al otro la
do, 3 000 metros río abajo. El costo de tender el cable bajo el agua es $5 por metro, 
mientras que el costo de tenderlo sobre tierra es $4 por metro. ¿Cuál es la ruta más eco
nómica para tender el cable?

Solución
Para ayudarle a entender la situación comience por dibujar un diagrama como el de la 
figura 3.50. (Advierta que al dibujar el diagrama en la figura 3.50, se supone que el ca
ble debería tenderse en línea recta de la planta de generación eléctrica hasta algún pun
to en la orilla opuesta. ¿Comprende por qué se justifica esta suposición?)

El objetivo es minimizar el costo de instalación del cable. Sea C este costo y repre
sente C de la siguiente forma:

C = 5(número de metros de cable bajo el agua)
-I- 4(número de metros de cable sobre tierra)

Como se desea describir la ruta óptima sobre la cual se va a tender el cable, será 
conveniente escoger una variable en términos de la cual se pueda ubicar fácilmente el 
punto P. En la figura 3.51 se muestran dos elecciones razonables para la variable jc.

REPASO
0 
a
E
<D
1roi
O

El teorema de Pitágoras esta
blece que el cuadrado de la hi
potenusa de un triángulo rec
tángulo es igual a la suma de 
los cuadrados de los otros dos 
lados.

X P 3 0 0 0 -A' 3 0 0 0 - a :  P a
©

\
\ . \

V (900)2 + (3 000 -  A')2 X 900 V(900)2 +a-2 V 900

V X
\ . fc--

a) b)

FIGURA 3 .51  Dos formas de seleccionar la variable x.

Antes de lanzarse a hacer cálculos, tome un minuto para decidir cuál selección de 
variables resulta más cómoda. En la figura 3.51a, la distancia por debajo del agua des
de la planta de generación eléctrica hasta el punto P es (por el teorema de Pitágoras) 
V(900)2 + (3 000 -  A')2, y la función costo total correspondiente es

C(x) = 5V(900)2 + (3 000 -  x f  + 4x

En la figura 3.51b, la distancia por debajo del agua es V(900) + a-2, y la función costo 
total es

C(x) = 5V(900)2 + a2 + 4(3 000 -  x)
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La segunda función es la más cómoda ya que el término 3 000 -  x simplemente se 
multiplica por 4, mientras que en la primera función ese término está elevado al cuadra
do y aparece bajo el símbolo de radical. Por tanto debe seleccionarse x como en la figu
ra 3.51 b y trabajar con la función costo total

C(x) =  5 V(900)2 + .y2 +  4(3 000 -  x)

Como las distancias x y 3 000 -  x no pueden ser negativas, el intervalo significati
vo es 0 ^  x ^  3 000 y el objetivo es encontrar el mínimo absoluto de la función C(x) en 
ese intervalo cerrado. Para hallar los valores críticos, calcule la derivada

C 'ft)  -  fiew oí*  + * ’]-■“ & >  -  4 -  V(90g  + -  4

e, igualando a cero, se obtiene

7 =  ==  - 4  = 0 o bien V(900)2 + x2 = - xV(900)2 + a-2 4

Eleve al cuadrado ambos miembros de la ecuación y despeje x para obtener

(900)2 + x 2 = ^ x 2
16

O 1 Ó o
.V2 = — (900) 

x = ±^(900) = ±1200

Como el único valor positivo x =  1 200 está en el intervalo 0 ^  x <  3 000, evalúe 
C(x) en su punto crítico y en los extremos x =  0 y y =  3 000. Como

C(0) =  5 V(900)2 + 0 + 4(3 000 -  0) = 16 500

C( 1 200 = 5V(900)2 + (1 200)2 + 4(3 000 -  1 200) = 14 700

C(3 000 = 5V(900)2 + (3 000)2 + 4(3 000 -  3 000) = 15 660

se deduce que el costo mínimo de instalación es $14 700, lo que se obtiene si el cable 
llega a la orilla opuesta 1 200 metros río abajo de la planta de generación eléctrica.

En el ejemplo 3.5.6 la función que se maximiza tiene significado práctico sólo 
cuando su variable independiente es un número entero. Sin embargo, el procedimiento 
de optimización conduce a un valor fraccionario de esta variable, y se requiere un aná
lisis adicional para obtener una solución con sentido.

EJEMPLO I 3.5.6
Una compañía de autobuses alquilará un autobús con capacidad para 50 personas a grupos 
de 35 personas o más. Si un grupo tiene exactamente 35 personas, cada persona paga 
$60. En grupos mayores la tarifa de cada uno se reduce en $1 por cada persona adicio
nal a las 35. Determine el tamaño del grupo para el cual el ingreso de la compañía de au
tobuses será máximo.

Solución

Sea R el ingreso de la compañía de autobuses. Entonces,

R — (número de personas en el grupo)(tarifa por persona)
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Puede tomar a  como el número total de personas en el grupo, pero es un poco más có
modo que x  denote el número de personas adicionales a las 35. Entonces,

Número de personas en el grupo = 35 + x 

y Tarifa por persona =  60 — x

así que la función ingreso es

R(x) = (35 + a)(60 — x)

Como x  representa el número de personas adicionales a las 35 pero menor a las 50, 
se desea maximizar R(x) para un entero positivo a  en el intervalo 0 <  a  <  15 (véase la 
figura 3.52a). Sin embargo, para utilizar los métodos de cálculo, considere la función 
continua R(x) = (35 + a)(60 — a ) definida en todo el intervalo 0 <  a  <  15 (véase la fi
gura 3.52 b).

Ingreso R 
i

<*>

0 15
A

Número 
adicional de 
personas

a) La función de ingreso R(x) 
para 0 — a ^  15, a es un entero

R(a) 
i

Ingreso 
máximo

o
—I---- H
12.5 15

A

b) La función de ingreso 
para todo el intervalo 
0 <  a <  15

FIGURA 3.52 La función de ingreso R{x) = (35 + a)(60 — x).

La derivada es

R'(x) = (35 + J t) ( -1 )  + (60 -  jc)(1) = 25 -  2x

que es cero cuando x  =  12.5. Como

R(0) =  2 100 R( 12.5) =  2 256.25 /?(15) =  2 250

se deduce que el máximo absoluto de R(x) en el intervalo 0 ^  x  ^  15 se alcanza cuan
do jc = 12.5.

Pero jc representa cierto número de personas y debe ser un número entero. Por esto, 
jc =  12.5 no puede ser la solución a este problema de optimización práctica. Para en
contrar el valor entero óptimo de jc, observe que R es creciente para 0 <  a* <  12.5 y 
decreciente para a  >  12.5, como se muestra en el siguiente diagrama (véase también la 
figura 3 .52b).

Dirección de la gráfica X
Signo de R\x) + + + + + - 

---------------- f—-------------►A
12.5
máx
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Por lo que el valor entero óptimo de x es x = 12 o x = 13. Como

R( 12) =  2 256 y K(13) = 2 256

se puede concluir que el ingreso de la compañía de autobuses será máximo cuando el 
grupo tenga 12 o 13 personas adicionales a las 35; es decir, para grupos de 47 o 48. El 
ingreso en cualquiera de los casos será de $2 256._______________________________

Control de inventario  El control de inventario es una consideración importante en los negocios. En particu
lar, por cada pedido de materias primas el fabricante debe pagar gastos de manejo y 
transporte. Cuando llegan las materias primas, éstas deben almacenarse hasta que se 
necesiten y el almacenamiento da lugar a costos. Si cada pedido de materias primas 
es grande, se requerirán pocos envíos y los costos de manejo y transporte serán ba
jos, mientras que los costos de almacenamiento serán altos. Por otra parte, si cada pe
dido es pequeño, los costos de manejo y transporte de los pedidos serán altos porque 
se requerirán muchos envíos, pero los costos de almacenamiento serán pequeños. En 
el ejemplo 3.5.7 se muestra cómo se pueden utilizar los métodos del cálculo para de
terminar el tamaño del pedido que minimice el costo total.

EJEMPLO I 3,5.7
Un fabricante de bicicletas compra 6 000 llantas al año a un distribuidor. El costo por la 
orden y el transporte es de $20 por pedido, el costo de almacenamiento es 96 centavos 
por llanta al año, y cada llanta cuesta $5.75. Suponga que las llantas se utilizan a una ra
zón constante durante todo el año y que cada pedido llega justo cuando se está acaban
do el pedido anterior. ¿Cuántas llantas debe ordenar el fabricante en cada pedido para 
minimizar el costo?

Solución

El objetivo es minimizar el costo total, que se puede expresar como

^  , costo de , costo de , costo deCosto total =  , . +  . +  ,almacenamiento los pedidos la compra

Sea x  el número de llantas en cada pedido y C(x) el costo total correspondiente en dóla
res. Entonces,

Costo de los pedidos = (costo por pedido)(número de pedidos)

Como se solicitan 6 000 llantas durante el año y cada pedido contiene x llantas, él nú-
, . . .  6 000 mero de pedidos e s ------- y entonces

_ 'ó 000\  120 000 
Costo de los pedidos =  20[

Además

Costo de compra =  (número total de llantas pedidas)(costo por llanta)
= 6 000(5.75) = 34 500

Determinar el costo de almacenamiento es un poco más complicado. Cuando llega 
un pedido, todas las x  llantas se colocan en el almacén y se van sacando a razón cons
tante. El inventario decrece linealmente hasta que no quedan llantas, y en ese momento 
llega el siguiente pedido. La situación se ilustra en la figura 3.53¿7. Por obvias razones, 
esto es lo que en ocasiones se denomina patrón de inventario justo a tiempo.
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EXPLORE! Inventario
Tome como referencia el ejem
plo 3.5.7 y la función de costo 
C(f), pero varíe el costo por pe
dido q = $20. Grafique la fun
ción de costo para q = 10,15, 
20 y 25 usando una pantalla de 
[0, 6 000]500 por [0, 5 000]500. 
Describa la diferencia entre las 
gráficas para estos valores de 
q. En cada caso determine el 
costo mínimo. Describa cómo 
cambia el mínimo al variar los 
valores de q.

Inventario

F IG U R A  3,5?- Gráficas de inventario.

El número promedio de llantas almacenadas durante el año es jc/2, y el costo total 
anual de almacenamiento es igual que si se almacenaran x/2 llantas durante todo el año 
(véase la figura 3.53¿>). (Esta afirmación, aunque razonable, no es realmente obvia, y us
ted tiene todo el derecho de no estar convencido. En el capítulo 5, se analizará cómo 
probar este hecho matemático utilizando el cálculo integral.) Se sigue que

_ , , (número promedio de llantas almacenadas)Costo de almacenamiento =  , . N(costo de almacenamiento por llanta)

= £(0.96) = 0.48*
2

Reuniendo todo, el costo total es

120 000
C(x) = 0.48* + ---------- + 34 500

x
costo lie costo costo

almacena- de los tic
mienta pedí Jos compra

y el objetivo es encontrar el mínimo absoluto de C(x) en el intervalo

0 <  x <  6 000

La derivada de C(x) es

C'ix) = 0.48

que es igual a cero cuando

120 000
x2

2 = 120 000 = 25Q Q00 q x =  ±500
0.48

Como x  = 500 es el único número crítico en el intervalo significativo 0 <  x <  6 000, se 
puede aplicar el criterio de la segunda derivada para extremos absolutos. La segunda 
derivada de la función costo es
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FIGURA 3.54 Costo total 
120 000

que es positiva cuando a  >  0. Por tanto, el mínimo absoluto del costo total C(a) en el in
tervalo 0 <  a  <  6 000 se alcanza cuando a  = 500; es decir, cuando el fabricante pide las 
llantas en lotes de 500. Como referencia, en la figura 3.54 se muestra la gráfica de la fun
ción costo total.

NOTA Como en el ejemplo 3.5.7 la derivada del precio de compra, $34 500 
(que es constante), fue cero, esta componente del costo total no tuvo importan
cia en el problema de optimización. En general, los economistas distinguen entre 
costos fijos (tales como el precio total de compra) y costos variables (tales como 
el almacenamiento y los costos de los pedidos). Para minimizar el costo total, es 
suficiente minimizar la suma de todos las componentes variables del costo. □

C(a) = 0.48a + + 34 500.
A

P R O B L E M A S
1. ¿Qué número excede a su cuadrado en la máxima 

cantidad? [Sugerencia: Encuentre el número a  que 
maximiza/(A) =  a  — a 2 .]

2. ¿Qué número excede a su raíz cuadrada en la máxi
ma cantidad?

3 . Encuentre dos números positivos cuya suma es 50 y 
su producto es el mayor posible.

4. Encuentre dos números positivos, a  y y , cuya suma 
sea 30, y tales que xy2 sea lo mayor posible.

5. VENTAS AL MENUDEO Una tienda vende un 
popular juego de computadora al precio de $40 por 
unidad y, a este precio, los jugadores han comprado
50 unidades por mes. El propietario de la tienda de
sea incrementar el precio del juego y estima que por 
cada aumento de $1 en el precio, se venderán 3 uni
dades menos cada mes. Si cada unidad cuesta a la 
tienda $25, ¿a qué precio deberá venderse el juego 
para maximizar la utilidad?

6. VENIAS AL MENUDEO Una librería puede 
comprar cierto libro al editor a un costo de $3. La li
brería ofrece el libro a un precio de $15 por ejem
plar, y a este precio ha vendido 200 ejemplares por 
mes. La librería planea bajar su precio para estimu
lar las ventas y estima que por cada reducción de $1 
en el precio, se venderán 20 libros más cada mes.
¿A qué precio deberá vender el libro la librería para 
generar la máxima utilidad posible?

7. PRODUCCIÓN AGRÍCOLA Un productor de 
cítricos de la Florida estima que si se plantan 60 na
ranjos, la producción promedio por árbol será de 
400 naranjas. La producción promedio disminuirá 
en 4 naranjas por árbol para cada naranjo adicional 
plantado en la misma unidad de área. ¿Cuántos ár
boles deberá plantar el agricultor para maximizar la 
producción total?

8. COSECHA Los agricultores pueden obtener $2 
por arroba de papa el 1 de julio, y después el precio 
cae en 2 centavos por arroba al día. El 1 de julio un 
agricultor tiene 80 arrobas de papas en el campo y 
estima que la cosecha se incrementará a razón de 1 
arroba por día. ¿Cuándo se deberá cosechar la papa 
para maximizar la producción?

9. CERCADO El departamento de recreación de la 
ciudad planea construir un campo de juego rectan
gular con un área de 3 600 metros cuadrados y ro
dearlo con una cerca. ¿Cómo puede cercarse utili
zando la mínima cantidad de cerca?

10. CERCADO Hay 320 yardas de cerca disponible 
para cercar un campo rectangular. ¿Cómo debe uti
lizarse la cerca para que el área cercada sea lo más 
grande posible?

11. Demuestre que, de todos los rectángulos con un pe
rímetro dado, el cuadrado tiene la mayor área.

12. Demuestre que, de todos los rectángulos con un 
área dada, el cuadrado tiene el menor perímetro.

13. Un rectángulo está inscrito en un triángulo rectán
gulo, como se muestra en la siguiente figura. Si el 
triángulo tiene lados de longitud 5, 12 y 13, ¿cuáles 
son las dimensiones del rectángulo inscrito de ma
yor área?
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14. Se coloca un triángulo con su hipotenusa sobre el 
diámetro de un círculo, como se muestra en la si
guiente figura. Si el círculo tiene un radio 4, ¿cuáles 
son las dimensiones del triángulo de área máxima?

noso del pequeño principado de Alta Loma y se en
cuentra a 32 kilómetros del punto más cercano a 
una carretera recta pavimentada. A 16 kilómetros 
carretera abajo se halla una planta de generación 
eléctrica abandonada donde un grupo de espías riva
les mantiene secuestrado a su jefe, cuyo nombre en 
clave es “N”. Si el espía no llega con un rescate a 
las 12:50 p.m., los chicos malos amenazan hacerle 
algo a N. El jeep puede recorrer 48 km/hr en arena y 
80 km/hr en camino pavimentado. ¿Puede el espía 
llegar a tiempo, o éste es el fin de N? [Sugerencia:
El objetivo es minimizar el tiempo, que es la distan
cia dividida entre la velocidad.]

15. COSTO DE CONSTRUCCIÓN Se le pide a un 
carpintero construir una caja abierta con base cua
drada. Los lados de la caja costarán $3 por metro 
cuadrado, y la base costará $4 por metro cuadrado.
¿Cuáles son las dimensiones de la caja de máximo 
volumen que se puede construir con $48?

16. COSTO DE CONSTRUCCIÓN Una caja cua
drada cerrada, debe tener un volumen de 250 metros 
cúbicos. El material para la parte superior e inferior
de la caja cuesta $2 por metro cuadrado, y el mate- 21. 
rial para los lados cuesta $1 por metro cuadrado.
¿Se puede construir la caja con menos de $300?

17. DISTANCIA ENTRE OBJETOS MÓVILES 
Un camión que viaja hacia el Oeste a una velocidad 
constante de 30 millas por hora se encuentra a 300 
millas al Este de un automóvil que viaja hacia el 
Norte a una velocidad constante de 60 millas por 
hora. . ¿En qué momento estarán más cerca el auto
móvil y el camión? [Sugerencia: Se simplificará el 
cálculo si se minimiza el cuadrado de la distancia 
entre el automóvil y el camión en lugar de la distan
cia. ¿Puede explicar por qué se justifica la simplifi
cación?]

18. COSTO DE INSTALACIÓN Se va a tender un 
cable desde una planta de generación eléctrica, ubi
cada a un lado de un río de 1 200 metros de ancho, 
hasta una fábrica situada en la otra orilla, 1 500 me
tros rio abajo. El costo de tender el cable por debajo 
del agua es $25 por metro, mientras que el costo de 
tenderlo por tierra es $20 por metro. ¿Cuál es la ruta
más económica para tender el cable? 22.

19. COSTO DE INSTALACIÓN Encuentre la ruta 
más económica en el problema 18 si la planta de ge
neración eléctrica está a 2 000 metros de la fábrica. 
HISTORIA DE ESPÍAS Es mediodía, el espía 
está de regreso del espacio (véase el problema 20 en 
la sección 2.2), conduce un jeep por el desierto are-

EMPAQUE Utilice el hecho de que 12 onzas de 
líquido equivalen aproximadamente a 6.8977pulga
das cúbicas para encontrar las dimensiones del en
vase de refresco de 12 onzas que se puede construir 
utilizando la mínima cantidad de metal. Compare 
estas dimensiones con las de un refresco de lata que 
está en su refrigerador. ¿Cómo explica la diferen
cia?

EMPAQUE Una lata cilindrica debe contener 477 
pulgadas cúbicas de jugo de naranja congelado. El 
costo por pulgada cuadrada para fabricar las partes 
superior e inferior en metal es el doble del costo de 
una pulgada cuadrada para fabricar la parte lateral 
en cartón. ¿Cuáles son las dimensiones de la lata 
menos costosa?
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23. EMPAQUE ¿Cuál es el volumen máximo posible 
de una lata cilindrica sin tapa que se puede fabricar 
con 2777 pulgadas cuadradas de metal?

24. EMPAQUE Se va a fabricar una lata cilindrica 
(con tapa) utilizando una cantidad fija de metal. Uti
lice el cálculo para deducir una relación simple en
tre el radio y la altura de la lata de máximo volu
men.

25. COSTO DE CONSTRUCCIÓN Se va a fabri
car un contenedor cilindrico sin tapa para almacenar 
un volumen fijo de líquido. El costo del material uti
lizado para la base es 3 centavos por pulgada cua
drada, y el de la parte lateral es 2 centavos por pul
gada cuadrada. Utilice el cálculo para deducir una 
relación simple entre el radio y la altura del conte
nedor menos costoso.

26. DISEÑO DE UN PÓSTER Un impresor recibe 
un pedido para producir un póster rectangular de 25 
centímetros cuadrados de impresión, rodeados por 
márgenes de dos centímetros en cada lado y 4 centí
metros arriba y abajo. ¿Cuáles son las dimensiones 
de la pieza de papel más pequeña que se puede utili
zar para fabricar el póster? [Sugerencia: Una selec
ción errónea de las variables complicará los cálcu
los innecesariamente.]

27. COSTO DE PRODUCCION Una empresa de 
plásticos ha recibido un pedido del departamento de 
recreación de la ciudad para fabricar 8 000 tablas de 
plástico para su programa de natación en verano. La 
empresa cuenta con 10 máquinas, cada una puede 
producir 30 tablas por hora. El costo de poner en 
marcha las máquinas para fabricar las tablas es de 
$20 por máquina. Una vez que las máquinas echan a 
andar, la operación es completamente automatizada 
y puede ser supervisada por un empleado de pro
ducción que gana $15 la hora.
a) ¿Cuántas máquinas se deben utilizar para mini

mizar el costo de producción?
b) ¿Cuánto ganará el supervisor durante un turno 

de producción si se utiliza el número óptimo de 
máquinas?

c) ¿Cuánto costará poner en marcha el número óp
timo de máquinas?

28. INVEN I ARIO Una empresa del sector electró
nico utiliza 600 cajas de transistores cada año. Cada 
caja cuesta $1 000. El costo de almacenamiento de 
cada caja por un año es 90 centavos, y el costo de 
cada pedido es $30. ¿Cuántas cajas debe pedir la 
empresa cada vez para mantener el costo total en un 
mínimo? (Suponga que los transistores se utilizan a 
una razón constante durante el año y que cada pedi
do llega justo cuando se acaba el anterior.)

29. INVENTARIO Un almacén espera vender 800 
frascos de perfume este año. El perfume cuesta $20 
por frasco, el costo de envío es $10 por pedido y el 
costo de almacenar el perfume es 40 centavos por 
frasco por año. El perfume se consume a una razón 
constante en el año y cada envío llega justo antes de 
que se acabe el anterior.
a) ¿Cuántos frascos debe pedir el almacén en cada 

envío para minimizar el costo?
b) ¿Con qué frecuencia debe pedir los perfumes el 

almacén?
30. CONSTRUCCIÓN Se va a fabricar una caja sin 

tapa a partir de una pieza de cartón de 18 por 18 
pulgadas, eliminando un pequeño cuadrado de cada 
esquina y doblando las alas para formar los lados. 
¿Cuáles son las dimensiones de la caja de mayor 
volumen que puede fabricarse de esta forma?

31. REGLAMENTOS POSTALES De acuerdo con 
los reglamentos postales, el perímetro más la longi
tud de los paquetes enviados por correo de cuarta 
clase no puede exceder de 108 pulgadas. ¿Cuál es el 
volumen máximo posible de un paquete rectangular 
con dos lados cuadrados que puede enviarse por es
te tipo de correo?

Perímetro = 4jc:/ r
/

/

!
—

-Jt—►

P R O B L E M A  3 1

32. REGLAMENTOS POSTALES Remítase al pro
blema 31. ¿Cuál es el máximo volumen de un pa
quete cilindrico que puede enviarse por correo de 
cuarta clase?

Perímetro

PROBLEMA 3;
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33. COSTO M ÍNIM O Un fabricante determina que 
al producir .v unidades al día (para 0 <  x  <  100), 
tiene tres tipos de costos:
a. Un costo fijo de $1 200 al día en salarios.
b. Un costo de producción de $ 1.20 por día por ca

da unidad producida.
c. Un costo por pedido de 100/a2 dólares por día. 
Exprese el costo total como una función de a  y de
termine el nivel de producción correspondiente al 
costo total mínimo.

34. COSTO DE PRODUCCIÓN En cierta fábrica, 
cada máquina puede producir 50 unidades por hora. 
El costo de puesta en marcha es $80 por máquina y 
el costo de operación es $5 por hora. ¿Cuántas má
quinas deben utilizarse para producir 8 000 unida
des al menor costo posible? (Recuerde que la res
puesta debe ser un número entero.)

35. VENTAS AL POR MENOR Un minorista ha 
comprado varias cajas de cierto vino importado. Al 
principio, a medida que el vino se añeja, su valor 
aumenta , pero con el tiempo el vino pierde calidad 
y su valor se reduce. Suponga que dentro de a  años 
el valor de una caja cambiará a una tasa de
53 — 10a dólares por año. Suponga además que los 
costos de almacenamiento permanecerán fijos a $3 
por caja al año. ¿Cuándo debería vender el vino el 
minorista para obtener la máxima utilidad posible?

36. COSTO DE TRANSPORTE Para velocidades 
entre 40 y 65 millas por hora, un camión recorre 
480/a millas por galón cuando se conduce a una ve
locidad constante de a  millas por hora. El combusti
ble diesel cuesta $1.12 por galón, y se paga al con
ductor $12 la hora. ¿Cuál es la velocidad constante 
más económica entre 40  y 65 millas por hora a la 
cual se puede conducir el camión?

37. COSTO ÓPTIM O DE PUESTA EN MARCHA 
Suponga que, en cierta fábrica, el costo de puesta en 
marcha es directamente proporcional al número N  
de máquinas utilizadas y el costo de operación es 
inversamente proporcional a N. Demuestre que 
cuando el costo total es mínimo, el costo de puesta 
en marcha es igual al costo de operación.

38. RECICLAJE Para recolectar dinero, un club de 
servicios ha estado juntando botellas usadas que 
planea vender a una compañía local de vidrios para 
reciclarlas. Como el proyecto comenzó hace 80 
días, el club ha recolectado 24 000 libras de vidrio 
que la compañía de vidrio comprará a 1 centavo la 
libra. Sin embargo, debido a que las botellas se acu
mulan más rápido de lo que pueden reciclarse, la 
compañía planea reducir en 1 centavo cada día el
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precio que pagará por 100 libras de vidrio usado. 
Suponga que el club puede continuar recolectando 
botellas al mismo ritmo y que los costos de trans
porte impiden que la compañía realice más de un 
viaje. ¿Cuál es el momento más ventajoso para que 
el club concluya su proyecto y entregue las bote
llas?

39. COSTO DE INSTALACIÓN La compañía que 
instala el cable del ejemplo 3.5.5 ha contratado a 
Frank Kornercutter como consultor para el verano. 
Frank, recordando un problema decálculo de primer 
año, afirma que independientemente de la distancia 
a la que este ubicada la fábrica río abajo (más allá 
de 1 200 metros), lo más económico es tender el ca
ble hasta la orilla opuesta a 1 200 metros río abajo 
de la planta de generación eléctrica. El supervisor, 
asombrado por la ingenuidad de Frank dice: “Cual
quier tonto puede comprender que si la fábrica está 
más distante, el cable debería alcanzar la orilla 
opuesta más lejos río abajo. ¡Es sólo sentido co
mún!” Claro que Frank no es un tonto corriente, pe
ro ¿tiene razón o no? ¿Por qué?

40. COS i O DE i RANSPOR i E Se alquila un ca
mión para transportar productos de una fábrica a 
una bodega. El salario del conductor se ha fijado por 
horas y es inversamente proporcional a la velocidad 
a la cual conduce el camión. La cantidad de gasoli
na utilizada es directamente proporcional a la velo
cidad a la cual se conduce el camión, y el precio de 
la gasolina permanece constante durante el viaje. 
Demuestre que el costo total es mínimo para la ve
locidad en que el salario del conductor es igual al 
costo de la gasolina utilizada.

41. PLANEACIÓN URBANA Dos plantas indus
triales, A y B, se ubican a 18 millas una de otra, y 
cada día emiten 80 ppm (partes por millón) y 720 
ppm de partículas de contaminantes, respectivamen
te. La planta A está rodeada por un área restringida 
de 1 milla de radio, mientras que el área restringida 
alrededor de la planta B tiene un radio de 2 millas. 
La concentración de partículas contaminantes que 
llega a cualquier otro punto Q desde cada planta 
disminuye como el recíproco de la distancia entre 
una planta y Q. ¿Dónde se debe ubicar una casa en
tre las dos plantas para minimizar la concentración 
total de partículas contaminantes que llegan desde 
ambas plantas?

42. CONSTRUCCIÓN Como parte de un proyecto
(p5í de construcción, es necesario pasar un tubo por una

esquina, tal como se muestra en la siguiente figura. 
¿Cuál es la longitud del tubo más largo que se pue
de pasar para colocar horizontalmente?

3.5 i Aplicaciones adicionales de la optimización l 263
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43.

44.

45.

CONSTRUCCIÓN La resistencia de una viga 
rectangular es proporcional al producto de su ancho 
w por el cubo de su altura h. Encuentre las dimen
siones de la viga más resistente que puede cortarse 
de un tronco de madera de 15 pulgadas de diámetro. 
(Observe la siguiente figura.)

PLANEACIÓN URBANA En el problema 41 
suponga que la concentración de partículas contami
nantes que llegan al punto Q desde cada planta dis
minuye como el recíproco del cuadrado de la dis
tancia entre esa planta y Q. Con esta modificación, 
¿dónde debe ubicarse una casa para minimizar la 
concentración total de 
partículas contaminan
tes que llegan desde 
ambas plantas?
COMPORTAMIEN
TO DE LOS PÁJA
ROS Las palomas 
mensajeras muy rara 
vez vuelan sobre gran
des extensiones de

v.v't

47.

lo; esto puede ser debido a que requieren más ener
gía para mantener cierta altura en vuelo en el aire 
pesado sobre agua fría.10 Suponga que se suelta una 
paloma desde un bote B que está a 5 millas del pun
to A en la costa y a 13 millas de su palomar L, como 
se muestra en la siguiente figura. Suponiendo que la 
paloma requiere el doble de energía cuando vuela 
sobre agua que cuando lo hace sobre tierra, ¿qué 
trayectoria debe seguir la paloma para minimizar la 
energía total gastada en volar desde el bote hasta su 
palomar? Suponga que la costa es recta y describa 
su trayectoria como una recta desde B a un punto P 
de la costa seguida de una recta del punto P al L.

46. CONSTRUCCIÓN La resistencia de una viga 
rectangular es proporcional al producto de su ancho

I por el cuadrado de su altura. Encuentre las dimen
siones de la viga más resistente que puede cortarse 
de un tronco de madera de 15 pulgadas de diámetro. 
COSTO DE PRODUCCIÓN Una empresa re
cibe un pedido de q unidades de cierto artículo. Ca
da una de las máquinas de la empresa puede produ
cir n unidades por hora. El costo de poner en mar
cha cada máquina es s dólares y el costo de opera
ción es p  dólares por hora.
a) Deduzca una fórmula que permita encontrar el 

número de máquinas que deben utilizarse para 
mantener el costo total tan bajo como sea posi
ble.

b) Demuestre que, cuando el costo total es mínimo, 
el costo de poner en marcha las máquinas es 
igual al costo de operación de las máquinas.

48. INVENTARIO El modelo de inventario analiza
do en el ejemplo 3.5.7 no es el único modelo posi
ble. Suponga que una compañía debe suministrar N 
unidades por periodo a un ritmo uniforme, que el 
costo de almacenamiento por unidad es D j dólares 
por periodo y que el costo de poner en marcha las 
máquinas es D2 dólares. Si la producción se realiza

agua, a menos que se 
vean forzadas a hacer-

10 E. Batschelet, Iniroduction to Mathematics o f Life Sciences, 3a. edición, Nueva York, Springer-Verlag 
1979, páginas 276-277.
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a un ritmo uniforme de m  unidades por periodo (sin 
artículos en inventario al final de cada periodo), se 
puede demostrar que el costo total de almacena
miento es

C, =

donde x  es el número de artículos producidos en ca
da tumo.
a) Demuestre que el costo promedio total por pe

riodo es

C
2 \

+
D iN

m x

b) Encuentre una expresión para el número de ar
tículos que deben ser producidos en cada tumo 
para minimizar el costo promedio total por pe
riodo.

c) La cantidad óptima encontrada en el problema 
de inventario del ejemplo 3.5.7 algunas veces se 
denomina cantidad económica del pedido 
(CEO), mientras que la cantidad óptima encon
trada en el inciso b) de este problema se deno
mina cantidad económica de producción 
(CEP). La administración moderna de inventa
rios va más allá de las sencillas condiciones de 
los modelos CEO y CEP, pero los elementos de 
estos modelos todavía son muy importantes. Por 
ejemplo, el patrón de inventario justo a tiempo 
descrito en el ejemplo 3.5.7 se ajusta a la filoso
fía de administración de producción de los japo
neses. Lea un artículo sobre los métodos de 
producción japoneses y escriba un párrafo del 
por qué los japoneses consideran no deseable el 
uso de espacio para almacenamiento de materia
les.11

49. EFECTO DEL GRAVAM EN SOBRE U N  M O 
N O PO L IO  Un monopolista es un fabricante que 
puede manipular el precio de un artículo y, general-

c)

50.

mente, lo hace para tener la máxima utilidad. Cuan
do el Gobierno fija impuestos a la producción, éstos 
se vuelven un costo adicional y el monopolista se ve 
obligado a decidir cuánto impuesto absorber y cuán
to pasarle al consumidor.

Suponga que cierto monopolista estima que 
cuando se producen x  unidades, el costo total será

7 2
C(x) — —x  +  5x +  100 dólares y el precio del

o

3artículo en el mercado será p(x) = 1 5 -----x dólares
8

la unidad. Además, suponga que el Gobierno esta
blece un impuesto de t dólares a cada unidad produ
cida.
a) Demuestre que la utilidad se maximiza cuando 

x =  |(1 0  -  t).

b) Suponga que el gobierno asume que el monopo
lista siempre actuará de tal forma que pueda ma
ximizar la utilidad total. ¿Qué valor de t debería 
escogerse para garantizar la máxima recauda
ción tributaria total?
Si el gobierno elige la tasa tributaria óptima cal
culada en el inciso b), ¿cuánto absorberá el mo
nopolista y cuánto se trasladará al consumidor? 
Lea un artículo sobre impuestos y escriba un pá
rrafo sobre cómo éste afecta el gasto del consu
midor.12

PR O D U C T IV ID A D  PR O M E D IO  La produc
tividad Q en cierta fábrica es una función del núme
ro L  de horas-trabajador utilizadas. Emplee el cálcu
lo para demostrar que cuando la producción prome
dio por hora-trabajador es máxima, es igual a la pro
ducción marginal por hora-trabajador. [Sugerencia: 
La producción marginal por hora-trabajador es la 
derivada de la producción Q con respecto al trabajo 
L.] Puede suponer sin demostración que el punto 
crítico de la función de producción promedio es en 
realidad el máximo absoluto esperado.

1 Usted podría empezar su investigación con el texto de Phikip E. Hicks, Industrial Engineering and
Management: A New Perspeetive, McGraw-Hill, Inc. Nueva York, 1994, páginas 144-170.

Usted podría empezar su investigación consultando las siguientes referencias: Robert Eisner, The Mi-
sunderstood Economies: What Counts and How to Count It> Harvard Business School Press, Boston,
MA, 1994, páginas 196-199; y Robert H. Frank, Microeconomics and Behavior, 2a. ed., McGraw-Hill,
Inc., Nueva York, 1994, páginas 656-657.
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/  es creciente /'(jc) >  0 (185)

/ e s  decreciente/ '( jc) <  0 (185)
Punto crítico: (c ,/(c)), do n d e /'(c ) =  0 o f \ c )  

no existe (188)
Máximos y mínimos relativos (188)
Criterio de la primera derivada para extremos 

relativos: (189)
Si f \ c )  =  0 o f \ c )  no existe, entonces

---------X-—
c

Máximo 
relativo en x  = c

f >  0
---------- ------------

c
Mínimo 

relativo en x = c

'>o f  /  r > o  / ' < ( N v  / ' < 0f ‘> 0 /

Ningún extremo 
en jc = c

Punto de rendimientos decrecientes (200)
Concavidad: (200)

hacia arriba s i/ '(jr) es creciente; es d ec ir/'(* ) >0
hacia abajo si f '{ x )  es decreciente; es d e c i r / '(jc) <  0

Punto de inflexión: punto de la gráfica donde la 
concavidad cambia (203)

Criterio de la segunda derivada para extremos 
relativos: (209)

S i/ '(c )  =  0, entonces

Asíntota vertical (216)

Asíntota horizontal (218)

Máximos y mínimos absolutos (231)
Propiedad de valor extremo: (231)

Los extremos absolutos de una función continua en un 
intervalo cerrado a <  x  ^  b se alcanzan en puntos 
críticos en a <  jc <  b o en puntos extremos del interva
lo (ia o b).

Criterio de la segunda derivada para extremos 
absolutos: (236)

S i/(x ) tiene sólo un punto crítico (c ,/(c )), en un inter
valo, este punto es un máximo absoluto s i/" (c )  <  0 y 
un mínimo absoluto si /" (c )  >  0.

La utilidad P(q) =  R(q) ~  C{q) se maximiza cuando el 
ingreso marginal es igual al costo marginal;
R \ q )  = C \ q ) .  (238)

El costo promedio A(q) = ------ se minimiza cuando el

costo promedio es igual al costo marginal;

A(q) = C '(q). (239)

Elasticidad de la demanda: q — D{p)\

£ < P > - £ ^  ,2 4 0 )  
q d p

Niveles de elasticidad de la demanda: (24!)
inelástica si \E(p)\ <  1 

elástica si \E(p)\ >  1 

de elasticidad unitaria si \E(p)\ =  1 

Modelos de inventario (258)

V
•* s

c C
Máximo relativo Mínimo relativo

de /" (c ) < 0 d e /" (c )  > 0
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Revisión del capítulo 3
1. Encuentre los intervalos de crecimiento y decreci

miento para cada una de estas funciones y determi
ne si cada número crítico corresponde a un máximo 
relativo, a un mínimo relativo o a ninguno de los 
dos.
a) f(x)  =  - x 4 +  4x3 +  5
b) f{ t) =  213 -  9 t2 + \2 t + 5 

t
c) g(t) =  72

d) g{x)

r  +  9
4 -  x 

x 2 +  9

2. Determine dónde la gráfica de cada una de estas 
funciones es cóncava hacia arriba y dónde es cónca
va hacia abajo. Encuentre las coordenadas x (o t) de 
cada punto de inflexión.
a ) /(* ) =  3x5 -  IOjc4 +  2x -  5
b) /(x) = 3x5 +  20x4 -  50x3

c) m  =
V

t -  1

d) g(t) =
6W t 2 +  3

3 . Determine todas las asíntotas verticales y horizonta- 4 . Trace la gráfica de cada una de las siguientes fun- 
les para la gráfica de cada una de estas funciones. ciones. Asegúrese de mostrar todas las característi-

2x — 1 cas claves tales como intersecciones, asíntotas,
a) f (x )  ~  ~  “  ^ máximos y mínimos relativos, puntos de inflexión,

picos y tangentes verticales.
b) f (x )  =  a) f (x )  = 3x4 — 4x3

x 2 +  x  _  j b) f{x) =  x 4 -  3x3 +  3x2 +  1

1 1 ^
d) m  = - ~ - 7 = i  -  2x

x  v x  d) f (x )  = ---------- j
’ JK J (x -  l )2

5. De las dos curvas que se muestran a continuación, una es la gráfica de una función/(x) y la otra es la gráfica de su 
derivada/’(x). Determine cuál gráfica es la derivada y explique por qué.

->~.v

6. Trace la gráfica de una función f ( x )  con las propie- 7. EFIC IEN C IA  DE UN TRA BA JA D O R Un enti
dades indicadas: pleado postal llega al trabajo a las 6 a.m. y t horas
a ) f \ x )  >  0 para x <  0 y para 0 <  x  <  2 después ha clasificado aproximadamente f ( t)  = - 13
b) f ' i x )  <  0  ara x >  2 +  7 r  + 200 / cartas. ¿En qué momento desarrolla el
v _  _  empleado su máxima eficiencia durante el periodo

c / ( ) / ( )  — 0 de las 6 a.m. a las 10 a.m.?
d) f"{x) <  0 para x <  0 y para x >  1 8> M A X IM IZ A N D O  LA U T ILID A D  Un fabri-
e) f" (x )  >  0 para 0 <  x <  1 cante puede producir reproductores de CD a un cos-
/ )  / ( - 1 )  = / ( 4 )  =  0 ;/(0 )  =  1 ,/(1 ) =  2 ,/(2 )  =  3 to de $20 la pieza. Se estima que si los
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reproductores se venden a x dólares cada uno, 
entonces los consumidores compraran 120 — x  de 
ellos al mes. ¿Qué precio unitario debe fijar el 
fabricante para maximizar su utilidad?

9. C O N C EN TR A C IÓ N  DE UN M E D IC A M E N 
TO  La concentración de un medicamento en el to
rrente sanguíneo de un paciente t horas después de 
que se inyectó está dada por

miligramos por centímetro cúbico.
a) Trace la gráfica de la función de concentración.
b) ¿En qué momento decrece la concentración más 

rápidamente?

c) ¿Qué le sucede a la concentración a largo plazo 
(cuando t —> +°o)?

10. PO B L A C IÓ N  DE BACTERIAS Se estima que
una colonia de bacterias tiene una población de

15t 2 + 10 
P{t) =  3 millón

t +  O
t horas después de la introducción de una toxina.
a) ¿Cuál es la población en el instante en que se in 

troduce la toxina?
b) ¿Cuándo ocurre la máxima población?
c) Trace la gráfica de la curva de población. ¿Qué 

sucede a la población a largo plazo (cuando 
r - >  +co)?

Problemas de repaso____________________________________________
En los problemas 1 a 10 determine los intei-valos de crecimiento y decrecimiento, así como los intervalos de dife
rente concavidad para la función dada. Después trace la gráfica de la función. Asegúrese de mostrar todas las ca
racterísticas claves tales como intersecciones, asíntotas, máximos y mínimos relativos, puntos de inflexión, picos y 
tangentes verticales.

1. f(x) = — 2x3 +  3x2 + I2x — 5 2. f (x )  = x 2 — 6x + 1
3. f(x) = 3x3 -  4x2 -  \2x  +  17 4. f (x )  = x 3 — 3x2 +  2

5. /(O  =  315 -  2013 6. f M  = X lX — 1
t 2

7.
*(,) =  , + 1 8. G(x) = (2x -  l ) \ x  -  3)3

9.
g

F(x) = 2x -í------h 2
X

10.
1 2 1

f (x )  -  — +  ~  +  -

En los problemas 11 y  12 se da la derivada f \ x )  de una función . Utilice esta información para clasificar cada nú
mero crítico de f (x )  como un máximo relativo, un mínimo relativo o ninguna de las dos cosas.

11. / ' ( * )  =  x3(2x  -  3)2(x  + 1)5(j: -  7) 12. f ' ( x )  = *  2+  ,Zv ~  3
X (x +  1)
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13. De las dos curvas que se muestran a continuación, una es la gráfica de una función/(x) y la otra es la gráfica de su 
derivada f ' ( x ) .  Determine cuál gráfica es la derivada y explique por qué.

a) b)

En los problemas 14 a 16 trace la gráfica de una función f  que tenga todas las propiedades indicadas.

14. a) f ' ( x )  >  0 cuando x  <  —2 y  cuando —2 <  x <  3
b )  f \ x )  <  0 cuando jc >  3
c) / ' ( “ 2) =  0 y / '( 3 )  =  0

16. a) f \ x )  >  0 cuando x  <  1
b )  f \ x )  <  0 cuando jc >  1
c) f "(x.) >  0 cuando x  <  1 y cuando x >  1
d) f \ \ )  es indefinida.

15. a) f \ x )  >  0  cuando jc <  0  y cuando x  >  5
b )  f \ x )  <  0 cuando 0 <  x  < 5
c) f" (x )  >  0 cuando —6 < x < —3 y  cuando x  >  2
d) f"{x )  <  0 cuando x  <  —6 y cuando —3 < x  < 2

En los problemas 17 a 20 encuentre todos los números críticos de la función dada f(x) y  use el criterio de la se
gunda derivada para determinar cuáles puntos críticos son máximos relativos o mínimos relativosfsi los hay).

17. f{x)  =  - 2x3 +  3jc2 +  12x -  5 

19. f (x )  =

18. f ( x )  =  x(2x -  3)

1 1
20. f{x) = - ~ — -  

x  (jc -+- 3)

En los problemas 21 a 24 encuentre los valores máximo absoluto y mínimo absoluto (si los hay) de la función da
da en el intervalo indicado.

21. /(jc) =  ~ 2 x 3 +  3jc2 +  12jc -  5; - 3  <  jc <  3

23- g(s) = - 7 —; “  <  s <  1 
s + 1 2

25. La primera derivada de cierta función es
f \ x )  =  x{x ~  l ) 2.
a) ¿En qué intervalos es/crec ien te?  ¿En cuáles es 

decreciente?
b )  ¿En qué intervalos la gráfica d e /e s  cóncava ha

cia arriba? ¿En cuáles es cóncava hacia abajo?
c) Encuentre las coordenadas jc de los extremos re

lativos y puntos de inflexión d e /.
d )  Trace una posible gráfica de/(jc).

22. f ( t )  = - 3 14 +  8¿3 -  10; 0 <  t =£ 3 
g

24. / (jc) =  2x + -  +  2; jc >  0

26. D ISEÑ O  Ó P T IM O  Un granjero desea cercar un 
pastizal rectangular con 320 pies de cerca. ¿Qué di
mensiones dan el área máxima si:
a) se van a cercar los cuatro lados del pastizal?
b )  se cercan 3 lados del pastizal y el cuarto lado es

tá limitado por una pared?
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27. U TILID A D  Un fabricante puede producir radios 
a un costo de $5 la pieza y estima que si éstos se 
vendieran a .v dólares la pieza, los consumidores 
compararían 20 — .v radios al día. ¿A qué precio se 
deben vender los radios para maximizar la utilidad?

28. C O N TR O L  DEL TR Á FIC O  Se estima que en
tre el mediodía y las 7:00 p.m., la velocidad del trá
fico en una carretera que pasa por la salida del 
centro de la ciudad es aproximadamente S(t) = t — 
9r  +  15/ +  45 millas por hora, donde t es el núme
ro de horas después del mediodía. ¿En qué momen
to entre el mediodía y las 7:00 p.m. va más rápido el 
tráfico, y en qué instante entre el mediodía y las 
7:00 p.m. va más lento?

29. PR O PA G A C IÓ N  DE UN R U M O R  La tasa a 
la cual se difunde un rumor por una comunidad es 
conjuntamente proporcional al número de personas 
que ha escuchado el rumor y al número que no lo ha 
escuchado. Demuestre que el rumor se propaga más 
rápidamente cuando la mitad de las personas lo ha 
escuchado.

30. COSTO DE C O N ST R U C C IÓ N  Se debe cons
truir una caja rectangular de un material que cuesta 
$2/pulg2 para los lados y la base, y $3/pulg2 para la 
tapa. Si la caja debe tener un volumen de 1 215 
pulg3 y la longitud de la base debe ser el doble de su 
ancho, ¿qué dimensiones de la caja minimizan su 
costo de fabricación? ¿Cuál es el costo mínimo?

31. COSTO DE C O N ST R U C C IÓ N  Se debe cons
truir un contenedor cilindrico, sin tapa, con una can
tidad fija de dinero. El costo del material utilizado 
en la parte inferior es 3 centavos por pulgada cua
drada, y el costo del material utilizado en la parte 
lateral es 2 centavos por pulgada cuadrada. Utilice 
el cálculo para obtener una relación simple entre el 
radio y la altura del contenedor de máximo volu
men.

32. U TILID A D  Un fabricante vende lámparas a $6 
la pieza, a este precio, los consumidores compran
3 000 lámparas al mes. El fabricante desea subir el 
precio y estima que por cada aumento de $1 en el 
precio, se venderán 1 000 lámparas menos cada 
mes. El fabricante puede producir lámparas a un 
precio de $4 cada una. ¿A qué precio debe vender 
las lámparas el fabricante para generar la máxima 
utilidad posible?

33. U TILID A D  Una tienda que vende postales de 
béisbol puede conseguir las del novato Mel Schla- 
botnik a un costo de $5 cada postal. La tienda las 
ofrece a $10 cada una, y a este precio se venden 25 
postales al mes. La tienda planea bajar el precio pa
ra estimular las ventas y estima que por cada 25

34.

35.

centavos que se reduzca el precio, se venderán 5 
postales más cada mes. ¿A qué precio deben ven
derse las postales para maximizar la utilidad total 
mensual?

C O N ST R U C C IÓ N  Se desea utilizar 300 metros 
de cerca para delimitar dos lotes rectangulares adya
centes como se muestra en la figura. ¿Cómo debe 
hacerse el trabajo para que el área total de los dos 
lotes sea la máxima posible?

I

PROBLEMA 34

M ÍN IM IZ A C IÓ N  DEL T IE M P O  DE VIAJE 
Una persona está parada a la orilla de un río de 1 
milla de ancho y quiere llegar a un pueblo que está 
en la orilla opuesta, a una milla río arriba. La perso
na planea remar en línea recta hasta algún punto P 
en la orilla opuesta y después caminar la distancia 
restante a lo largo de la orilla. ¿Hasta qué punto P 
debe remar para llegar al pueblo en el tiempo más 
corto posible si puede remar a 4 millas por hora y 
caminar a 5 millas por hora?

36.

PROBLEMA 35

ELA STIC ID A D  DE LA D E M A N D A  Suponga 
que la ecuación de demanda de cierto artículo es 
q ~  60 — O.lp (para 0 < p <  600).

Exprese la elasticidad de la demanda como una 
función de p.
Calcule la elasticidad de la demanda cuando el 
precio es p = 200. Interprete su respuesta.
¿A qué precio la elasticidad de la demanda es 
igual a — 1?

a)

b)

c)
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37. ELA STICIDAD DE LA D E M A N D A  Suponga 
que la ecuación de demanda de cierto artículo es
q -  200 — 2p 2 (para 0 <  p  <  10).
a) Exprese la elasticidad de la demanda como una 

función de p.
b) Calcule la elasticidad de la demanda cuando el 

precio es p  = 6. Interprete su respuesta.
c) ¿A qué precio la elasticidad de la demanda es 

igual a — 1?

38. C O N ST R U C C IÓ N  DE CASAS Un urbanista 
estima que si se construyen 60 casas de lujo en cier
ta área, la utilidad promedio será de $47 500 por ca
sa. Por cada casa adicional que se construya en el 
área, la utilidad promedio se reducirá en $500 por 
casa. ¿Cuántas casas debe construir el urbanista pa
ra maximizar la utilidad total? (Recuerde que la res
puesta debe ser un entero.)

39. INVEN i A R IO  Una empresa recibió un pedido 
para fabricar 400 000 medallas conmemorativas del 
bicentenario de la compra de Louisiana. La empresa 
tiene 20 máquinas, cada una de las cuales puede 
producir 200 medallas por hora. El costo de puesta 
en marcha de las máquinas para producir las meda
llas es $80 por máquina y el costo total de operación 
es $5.76 por hora. ¿Cuántas máquinas deben utili
zarse para minimizar el costo de producir las
400 000 medallas?

40. EFIC IEN C IA  DEL 1 RA B A JA D O R  Un estudio 
de eficiencia del tumo de la mañana de cierta 
fábrica indica que un trabajador promedio que llega 
a su trabajo a las 8:00 p.m. habrá ensamblado
/(* ) =  —a 3 +  6a 2 +  15a radios transistores a  horas 
más tarde. Además, el estudio indica que después 
de un descanso de 15 minutos el trabajador puede

l o
ensamblar g (a) =  — —x  +  a + 23a radios en A'

horas. Determine el momento entre las 8:00 y el 
mediodía en que debería programarse el descanso 
de 15 minutos, con el fin de que para la hora del 
almuerzo, a las 12:15 p.m, el trabajador haya en
samblado el máximo número de radios. [Sugeren
cia: si el descanso comienza a horas después de las 
8:00 a.m., quedarán 4 — a horas después del des
canso.]

41. ANÁLISIS DE CO STO S Se estima que el costo 
de construir un edificio para oficinas de n pisos de 
altura es C(n) = 2n2 +  500/? +  600 miles de dóla
res. ¿Cuántos pisos debe tener un edificio para mi
nimizar el costo promedio por piso? (Recuerde que 
su respuesta debe ser un número entero.)

42. ELA STICIDAD E IN G R ESO  Suponga que la 
demanda de cierto artículo es q = 500 — 2p

43.

44.

45.

46.

47.

unidades cuando el precio es p  dólares por unidad, 
para 0 ^  p  <  250.

a) Determine dónde la demanda es elástica, inelás- 
tica y  de elasticidad unitaria con respecto al pre
cio.

b ) Utilice los resultados del inciso (a) para deter
minar los intervalos de crecimiento y  decreci
miento de la función de ingreso, así como el 
precio al cual el ingreso es máximo.

c) Encuentre explícitamente la función de ingreso 
total y  utilice su primera derivada para determi
nar los intervalos de crecimiento y  decrecimien
to, así como el precio al cual el ingreso es 
máximo.

D EM A N D A  DE BOLETOS Una compañía de 
cruceros estima que cuando el precio de cada 
camarote de lujo en cierto crucero se fija en p  miles 
de dólares, entonces q boletos para dichos camaro
tes serán demandados por los viajeros, donde 
q  =  300 -  0.7p2.
a) Encuentre la elasticidad de demanda para los 

boletos de los camarotes.
b) Cuando el precio es $8 000 ( p  = 8) por camaro

te, ¿debe el crucero aumentar o bajar el precio 
con la finalidad de incrementar su ingreso total?

Encuentre las constantes A, B y  C de manera que la 
función/ ( a )  = Ax3 + Bx2 + C tenga un extremo re
lativo en (2, 11) y  un punto de inflexión en (1, 5). 
Trace la gráfica de/.
A R Q U IT EC T U R A  Una ventana en forma de 
triángulo equilátero se levanta sobre un rectángulo 
de vidrio transparente que transmite dos veces más 
luz que el triángulo hecho de vidrio de color. Si la 
ventana tiene un perímetro de 20 pies, encuentre las 
dimensiones de la ventana que admitirán la máxima 
cantidad de luz.
ANÁLISIS M A R G IN A L Un fabricante estima 
que si se producen a  unidades de cierto artículo, el 
costo total será C(a) dólares donde

C(x) = x3 -  24x2 +  350-v +  338
a) ¿A qué nivel de producción se minimiza el costo 

marginal C'(x)?
b ) ¿A qué nivel de producción se minimiza el costo

C(x)
promedio A ( a )  =

x
C O N T R O L  DE P R O D U C C IÓ N  Un fabricante 
de juguetes produce una muñeca barata (Floppsy) y 
una muñeca costosa (Moppsy) en unidades de x  
cientos y de y  cientos, respectivamente. Suponga 
que es posible producir las muñecas de manera que
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82 -  10a- „  o i -v = ------------- para 0 ^  a ^  8 y que la com pañía
10 -  A

recibe por la venta de cada muñeca Moppsy el 
doble de lo que recibe por la venta de cada muñeca 
Floppsy. Encuentre el nivel de producción (tanto de 
a como de y) para el cual se maximiza el ingreso 
total por la venta de estas muñecas. Suponga que la 
compañía vende todas las muñecas que produce.

48. COSTO DE C O N ST R U C C IÓ N  El petróleo ex
traído de una plataforma de perforación ubicada a 3 
millas de la costa se bombea hasta un lugar situado 
a la orilla de la costa a 8 millas del Este de la plata
forma. El costo de construir una tubería en el océa
no desde la plataforma hasta la orilla es 1.5 veces 
más caro que el de construirla por tierra. ¿Cómo de
be tenderse la tubería para minimizar el costo?

49. INV ENTARIO Mediante las franquicias de sus 
estaciones de servicio, una compañía petrolera rega
la 16 000 mapas de carreteras por año. El costo de 
poner en marcha una imprenta para imprimir los 
mapas es $100 por cada tumo de producción. Ade
más, los costos de producción son 6 centavos por 
mapa y los costos de almacenamiento son de 20 
centavos por mapa al año. Los mapas se distribuyen 
a una razón constante durante el año y se imprimen 
en lotes iguales de manera que cada lote llega justo 
cuando se acaba el anterior. ¿Cuántos mapas debe 
imprimir la compañía petrolera en cada lote para 
minimizar el costo?

50. B IO LO G ÍA  M A R IN A  Cuando un pez nada co
rriente arriba a una velocidad v contra una corriente 
constante vM„ la energía gastada en viajar a un punto 
corriente arriba está dada por una función de la for
ma

Cvk
E(v) =

v -  vw
donde C >  0 y k > 2 es un número que depende de 
la especie de pez en cuestión.13
a) Demuestre que E(v) tiene exactamente un núme

ro crítico. ¿Corresponde a un máximo relativo o 
a un mínimo relativo?

b) Observe que el número critico en el inciso (a) 
depende de k. Sea F(k) el número crítico. Trace 
la gráfica de F(k). ¿Qué puede decir acerca de 
F{k) si k es muy grande?

51. INVENTARIO Una empresa manufacturera reci
be materias primas en envíos iguales que llegan a 
intervalos regulares durante el año. El costo de al

macenar las materias primas es directamente pro
porcional al tamaño de cada pedido, mientras que el 
costo total anual de las órdenes es inversamente 
proporcional al tamaño de los pedidos. Demuestre 
que el costo total es el más bajo cuando el costo to
tal de almacenamiento, el costo total de las órdenes 
son iguales.

52. F IS IC O Q U ÍM IC A  En fisicoquímica está de
mostrado que la presión P de un gas está relaciona
da con el volumen V y la temperatura T  a través de 
la ecuación de Van Der Waals:

( p  + 72  V  - b )  = nRT

donde a , b, n y R son constantes. La temperatura 
crítica Tc del gas es la máxima temperatura a la cual 
la fase líquida y la gaseosa pueden existir como fa
ses separadas.
a) Cuando T = Tc, la presión P  está dada como 

una función P(V) sólo del volumen. Trace la 
gráfica de P(V).

b) El volumen crítico Vc es el volumen para el cual 
P'(VC) =  0 y P "(Vc) = 0. Demuestre que Vc = 
3b.

c) Encuentre la presión crítica Pc = P(VC) y des
pués Tc en términos de a , b, n y R.

53. C R ISTA LO G R A FÍA  Un problema fundamental 
en cristalografía es la determinación de la fracción 
de em paque de una red cristalina, que es la fracción 
ocupada por los átomos en la red, suponiendo que 
los átomos son esferas sólidas. Cuando la red con
tiene exactamente dos clases diferentes de átomos, 
se puede demostrar que la fracción de empaque está 
dada por la fórm ula14

K (l + c V )
m

( i + . í )-\3

donde a  =  — es el cociente de los radios, r y R de 
R

las dos clases de átomos en la red, y c y K  son cons
tantes positivas.
a) La función/(a) tiene exactamente un número 

crítico. Encuentre ese número crítico y utilice el 
criterio de la segunda derivada para clasificarlo 
como un máximo relativo o un mínimo relativo.

b) Los números c y K y el dominio de /(a )  depen
den de las estructura celular en la red. Para la sal

2tt  . .
común granulada c =  1, K  =  — , y el dominio

J3 E. Batschelet, Iniroduction (o Maíhematics for Life Scientists, 2a. 
ed., Nueva York: Springer-Verlag, 1976, página 280.

14 John C. Lewis and Peter P. Gillis, “Packing Factors in Diatomic 
Crystals”, American Journal o f Physics, Vol. 61, No. 5 (1993), pági
nas 434-438.
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es el intervalo (V 2  — 1) <  x  ^  1. Encuentre 
los valores más grandes y más pequeños dt f{ x ) .

c) Repita el inciso b) para la /3-cristobalita, pero
V S n

y el dominio esahora c =  V 2 , K  =

0 <  a  <  1.
16

^ 2 ? d) Lea el artículo en el que se basa este problema, 
y escriba un párrafo acerca de cómo se calcu
lan y se utilizan los factores de empaque en cris
talografía.

i®® o \ /  0 I  j jfpp 
o 7 ° :' ó

. 'N a  O  C1

54. C t il  1 i i Un estudio15 acerca del 
crimen urbano en Detroit publicado en 1977 indicó 
que el promedio de delitos a propiedades, N {, y a 
personas (tales como violaciones o asesinatos), N 2, 
estaban relacionados con el precio de venta p  de la 
heroína (dólares por gramo) mediante las ecuacio
nes

W, =  3,351 p°-2il y N 2 = 207.8p 0M9
Por simplicidad, suponga que no hay traslape entre 
las dos clases de delitos.
a) Encuentre la elasticidad de N x con respecto a p. 

¿En qué porcentaje aproximado los delitos a 
propiedades N x aumentarán si el precio de la he
roína sube en 2%? ¿En cuánto si sube en 5%? 
Conteste las preguntas del inciso anterior para 
delitos a persona N 2-
Sea N  = Ni +  N 2 el total de delitos y suponga 
que el precio de la heroína es $75 por gramo. 
Encuentre la elasticidad de N  con respecto a P y 
utilícela para calcular el porcentaje de aumento 
del total de delitos que se espera si el precio de 
la heroína aumenta en un 5 por ciento.

b)

^ \ c)

5 Las fórmulas dadas en este problema aparecen en la página 170 
del modulo UMAP citado en el inciso (e). Ellas fueron originalmente 
presentadas por L. P. Silverman y N. L. Spruill en el artículo “Urban 
Crime and Pnce of Heroin”, Journal o f Urban Economics, Vol. 4,
No. 1, páginas 80-103.

1

d) ¿Para qué precio p  de la heroína un aumento de 
17% en el precio provocará un aumento aproxi
mado de 5% en el total de delitos?

^  e) Lea el artículo de Yves Nievergelt con el intri
gante título “Price Elasticity of Demand: Gam- 
bling, Heroin, Marijuana, Whiskey, Prostitution, 
and Fish” [Elasticidad de la demanda respecto al 
precio de la demanda: apuestas, heroína, 
whisky, prostitución y peces], UMAP Modules 
1987: Tools fo r  Teaching, Consortium for Mat- 
hemátics and Its Applications, Inc., Arlington, 
MA, 1998, páginas 153-181. Luego escriba un 
párrafo explicando lo que piensa sobre este tipo 
de análisis socioeconómico.

55. BO M BER O S Si se desprecia la resistencia del ai
re, se puede demostrar que la corriente de agua emi
tida por una manguera de bomberos alcanzará una 
altura de

y =  -1 6 (1  +  m2) ( -

pies por arriba de un punto ubicado a x  pies de la 
manguera, donde m es la pendiente de la boquilla de 
la manguera y v es la velocidad de la corriente de 
agua cuando sale de la boquilla. Suponga que v es 
constante.

a)

b)

c)

Suponga que m es también constante. ¿Cuál es 
la máxima altura alcanzada por la corriente de 
agua? ¿Qué tan lejos llegará la corriente desde 
la boquilla (es decir, calcule .v cuando y  = 0)?
Si m puede variar, encuentre la pendiente que le 
permite al bombero dirigir la corriente hacia el 
fuego desde la mayor distancia.
Suponga que el bombero está en .v =  A'0 pies de 
la base de un edificio. Si m se puede variar, 
¿cuál es el punto más alto sobre un edificio al 
que el bombero puede llegar con el agua desde 
la boquilla?
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A las soluciones completas de todos los recuadros ¡EXPLORE! del texto se puede ac
ceder desde el sitio web del libro, www.mhhe.com/hoflYnann.

S o lü  ióll o í  ejercicio  ̂ Introduzca la función /(x ) =  Zx3 + 3X2 — IZx — 7 en Y l, utilizando un estilo de 
d e  la  secc ión  \ graficación en negritas, e introduzca la derivada num érica/'O ;) en Y2. Utilizando una 
E X P L O R E ! - á e  pantalla modificada [ -4 .7 , 4.7] 1 por [ - 20, 20]2, se obtienen las gráficas que se mues- 

j ■ p q q í j t g  i o 6 tran m^s abajo. Usando la instrucción trazadora de su calculadora graficadora puede
ubicar dónde la derivada f ' ( x )  intersecta al eje x (el valor de y  que aparece en nota
ción científica 2E—6 =  0.000002 se puede considerar despreciable).

Plofci NofcS: NofcS

-7
^VzBnDerivíVi
X )
•vV3 = 
xVh =
•vVs =

V2=nber¡vCY1j!

_ á \

\M) f
■IIse 7=2E ‘fi

Observe que la gráfica d e /(x ) , en negritas, es decreciente entre x  — — 2 y x  — 1, el 
mismo intervalo en el cual f \ x )  es negativa. Advierta que la gráfica de f \ x )  está por 
abajo del eje x  en este intervalo. Donde f (x )  es creciente, f ' ( x )  es positiva, específi
camente, para jc <  —2 y x  >  1. Se ve que donde la derivada es cero, x  = —2 y  1, 
la gráfica de f (x )  tiene giros que indican los puntos máximos o mínimos.

Solución Gil e jerc ic io  
de la  sección 

i E X P L O R E ! d e  
la  p á g in a  187

Introduzca/(x) =  x2/(x  — 2) en Y 1, y g(x) =  x?/(x — 4) en Y2 con un estilo de gra
ficación en negritas. Utilice la pantalla de graficación [—9.4, 9.4] 1 por [ -2 0 , 30]5 
para obtener las gráficas que se muestran a continuación. ¿Cuál es la diferencia en
tre ellas? El máximo relativo (en la rama izquierda de la gráfica, antes de la asínto
ta) está en el origen de coordenadas para ambas gráficas. Pero el mínimo relativo (en 
la rama derecha de la gráfica) parece cambiar de x  =  4 a x  =  8. Observe que en am
bas gráficas el máximo relativo es de hecho más pequeño que cualquier punto de la 
rama derecha de la gráfica respectiva. Los intervalos sobre los cuales gCv) decrece son 
[0, 4) y (4, 8].

Mofcl MofcZ: HotS

NYz B X Z A X H O
^ V 3 = I
xVh =
■vVs =
•vVfi =
^V? =
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Solución ai e jerc ic io  
de la  secc ión  

¡Explore! de 
la  p á g i n a  206

Solución a i e je rc ic io  
de la  sección 

¿Explore! de 
la  o á q in a  222* w>"

Introduzca/(a ) =  3a4 — 2a3 — 12a +  18a* +  15 en Y 1 de su editor de ecuaciones 
utilizando un estilo de graficación en negritas, y sean Y2 y Y3 la primera y segunda 
derivadas de Y l, respectivamente, como aquí se muestra. Ahora, no seleccione Y3 y 
sólo considere las gráficas de Y l y Y2. Utilice la pantalla modificada que se mues
tra a continuacióLos valores críticos d e /(a ) se ubican en los ceros d e / '( a ), es decir, 
a  =  — 1.5 y 1, el último es una raíz doble.

Mofci PlofcZ: Plofc*

'ViB3XA4-2Xrt3-l2 
X2+18X+15 
^ V 2 Ín D e r ÍM < V i .-X? 
X)
•'•V3=nDeriv<Vz?Xr
X)
•v.Vh= S

WINDDW 
Xnin="4.7 
Xmax=4.7 
Xsol=l 
Vnin=-25 
Vnax=40 
Vsc-1 =5 
Xres=l

Ahora seleccione (encienda) Y3 y quite Y2 de la selección (apague), como se muestra a 
continuación. La gráfica de Y3, que es la segunda derivada de/(a ), indica que tiene dos 
puntos de inflexión: en a  =  2/3 y a  =  1. Con la ayuda de la instrucción para calcular raí
ces de su calculadora graficadora se puede verificar que esas son las raíces d e / ” (*), y 
que coinciden con los puntos en los que/(a ) cambia su concavidad.

Plofcl Plcfc£ Mofci:
V|»1B3XA4-2X*3-12 
X2+18X+15 
>V2=nDeriv<Yi?X? 
X)
W 3  inDer i V 2 ? X? 
X)
>>Yh= í

Z4K4 
H=.999999fi

Introduzca/(a ) =  3a2/(a2 +  2a  -  15) en Y 1 de su editor de ecuaciones. En la pan
talla!^—10, 10] 1 por [—10, 10] 1, la gráfica de la izquierda muestra rectas verticales en 
a  =  — 5 y a  =  3, que parecen ser asíntotas verticales. Sin embargo, estas rectas son, 
de hecho, intentos de la calculadora para conectar puntos a través de los valores asin- 
tóticos. La gráfica de la derecha utiliza una pantalla modificada, que se muestra en 
la pantalla del centro. Ahí no se ven rectas correspondientes a asíntotas.

|W INDO W 
Xmin="9-4 
Xnax=9-4 
Xscl=l 
V m in = "10 
Vma;<=10 
Vscl=l 
Xres=l

A medida que la gráfica se traza para mayores valores de a , /(a ) se ve más abajo, pero 
parece aproximarse al valor 3, lo que demuestra gráficamente que y  = 3 es una asíntota 
horizontal. ¿Cree usted que haya un mínimo relativo en el lado derecho de la gráfica de
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/(* )?  ¿Qué tan lejos es necesario ir en el eje x  para obtener un valor de y  por arriba de 
2.9? La tabla en el extremo derecho le puede ayudar.

1 X V i
■mi

ECi ¡c.SíilH
fifi
?t»
Bú s.sisss:
SU
lGti ¿.siheze:

| x = 4 0
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Los modelos matemáticos se usan ampliamente para estudiar enfermedades infecciosas. 
En particular, durante los últimos 20 años se han desarrollado diferentes modelos mate
máticos para el número de muertes por sida ocurridas al año. En este ensayo se descri
ben algunos de los modelos más simples, y se analiza su exactitud. Sin embargo, antes 
de hacerlo, se proporcionarán algunos antecedentes.

De 1980 hasta 1995 el número de personas que murieron de sida en los Estados 
Unidos aumentó rápidamente de cerca de cero a más de 51 000 personas. A mediados de 
los años noventa parecía que el número de esas muertes podría continuar aumentando 
cada año. Sin embargo, con la llegada de nuevos tratamientos y medicamentos, el nú
mero de muertes anuales por sida en Estados Unidos ha disminuido uniformemente, lle
gando a menos de 16 000 muertes reportadas en el 2001. Se ha dicho que la tendencia 
futura del número total de muertes anuales por sida en Estados Unidos no es clara. El 
virus que causa el sida ha desarrollado resistencia a algunos medicamentos que habían 
sido efectivos en su tratamiento; además, existen indicios que muestran que muchas 
personas susceptibles no están tomando las precauciones adecuadas para prevenir la 
propagación de la enfermedad. ¿Conducirán estos factores a un aumento de las muertes 
relacionadas con el sida, o muchos de los medicamentos que actualmente se están desa
rrollando mantendrán la actual tendencia a disminuir?

Ano Muertes por sida en EUA

1989 27 408
1990 31 120
1991 36 175
1992 40 587
1993 45 850
1994 50 842
1995 51 670

1996 38 296
1997 22 245

1998 18 823

1999 18 249

2000 16 672

2001 15 603
En la tabla se m uestra el núm ero total de m uertes por sida en los Estados Unidos cada año. desde 1989 a 2001. (FUENTE: 
C enters for D isease Control & Prevention, National C enter o f H1V, STD y TB prevention.)

El objetivo de modelar el número de muertes por sida al año en Estados Unidos es 
encontrar una función relativamente simple, f( t) ,  que proporcione una aproximación 
cercana del número de muertes por sida en los Estados Unidos, en el año t después de
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1989. Una de las aproximaciones más simples para construir tales funciones es utilizar 
una regresión polinomial, que es una técnica que produce el mejor ajuste con polino
mios de grado especifico y que son buenas aproximaciones de los datos observados. 
Cuando se utiliza regresión polinomial, primero se requiere especificar el grado del po
linomio que se quiere usar para aproximar el número muertes por sida al año en Estados 
Unidos. Entre más alto sea el grado, mejor será la aproximación, pero la función será 
más complicada. Suponga que se ha decidido utilizar un polinomio de grado 3, es decir 
/(O  tiene la forma general f{ t)  -  at3 +  bt2 +  ct +  d. Los coeficientes a, b, c, y d  de la 
curva cúbica de mejor ajuste buscada son determinados de manera que la suma de los 
cuadrados de las distancias verticales entre los datos de la tabla y los puntos correspon
dientes del polinomio cúbico, y =  /(f), sea la menor posible. Los métodos de cálculo 
para llevar a cabo este procedimiento de optimización se analizan en la sección 7.4, de 
este libro. Sin embargo, en la práctica, las regresiones polinomiales son casi siempre de
terminadas utilizando una computadora o calculadora graficadora. En la introducción en 
el uso de la calculadora (en el prefacio de este libro, páginas xix-xxviii) se muestra una 
descripción detallada de cómo utilizar la calculadora para encontrar polinomios por re
gresión.

Es importante comprender que no existen razones biológicas para que un polino
mio proporcione una buena aproximación al determinar el número de muertes por sida 
en Estados Unidos durante un año. Sin embargo, se comienza con tales modelos porque 
son fáciles de construir. Pueden construirse modelos más sofisticados, incluyendo algu
nos que están basados en razonamiento biológico, utilizando funciones exponenciales, 
las cuales se estudian en el capítulo 4.

FIGURA 1 Curva cúbica de mejor ajuste.

Vamos a analizar tanto el polinomio de grado tres (cúbico) como el de grado cua
tro que se obtienen con la regresión polinomial, utilizando los 13 puntos de la tabla (/), 
dj), donde dj es el número de muertes por sida en los Estados Unidos que ocurrieron en
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el año;', después de 1989. (Los datos corresponden a tj =  0, 1, . . . , 12.) Los cálculos 
muestran que la aproximación cúbica de mejor ajuste a los datos es

g{t) = 107.0023?3 -  2 565.0889Í2 +  14 682.6031/ +  21 892.5055

Este polinomio cúbico se grafica junto con los puntos de los datos en la figura 1. Cálcu
los similares muestran que la aproximación de mejor ajuste de cuarto grado para los da
tos es

h(t) =  29.6957/4 -  605.6941í3 +  2 801.3456/2 +  1 599.53301 +  26 932.2873

que se grafica en la figura 2, junto con los puntos de los datos. Estas gráficas de mejor 
ajuste se pueden utilizar para analizar datos y hacer predicciones. Algunos ejemplos de 
este tipo de análisis se muestran en la siguientes preguntas.

h(t)

FIGURA 2 Curva de cuarto grado de mejor ajuste.

1. ¿Para qué periodo el polinomio cúbico de mejor ajuste aproxima mejor el nú
mero de muertes por sida en los Estados Unidos? ¿Para qué periodo el ajuste 
esel peor? Conteste las mismas preguntas para el polinomio de cuarto grado de 
mejor ajuste h(t).

2. Halle los números críticos del polinomio cúbico de mejor ajuste g(t) para el in
tervalo dado 0 <  t <  12. ¿Cuáles son los números máximo y mínimo de muer
tes causadas por el sida en Estados Unidos que puede predecir el modelo, para 
el periodo 1989-2001? Responda a las mismas preguntas para el polinomio de 
cuarto grado de mejor ajuste h(t). Haga sus comentarios acerca de estas predic
ciones.
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• 3. Estime el número de muertes por sida en Estados Unidos en 2002 que proyec
tan la aproximación cúbica de mejor ajuste g(t) y la aproximación de cuarto gra
do de mejor ajuste h{t). Si puede encontrar datos actuales, determine cuál pro
duce la mejor predicción. ¿Qué predicen estos dos modelos acerca del número 
de muertes por sida en Estados Unidos en los años posteriores a 2002?

4. ¿Por qué una ecuación lineal, tal como la que se obtiene por regresión lineal, no 
da una buena aproximación para determinar el número de muertes por sida en 
los Estados Unidos de 1989 hasta 2001?

«Sil 5. Utilice su calculadora graficadora para generar un polinomio cuadrático (de gra
m il  do dos) de mejor ajuste, <2(0, para los estos datos. Utilizando su Q(t), responda 

a las preguntas 2 y 3. Comente acerca de qué tan bien ajusta su polinomio es
tos datos.

6. ¿Podría algún día encontrar un polinomio que concuerde exactamente con el nú
mero de muertes de sida en los Estados Unidos para cada año desde 1989 has
ta el 2001? Si existe tal polinomio, ¿qué tan grande debe ser su grado para es
tar seguros de que lo hemos encontrado?
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La datación por carbono y otras técnicas basadas en el decaimiento exponencial de 
sustancias radiactivas se emplean para determinar la edad de fósiles.

FUNCIONES
EXPONENCIALES Y 

LOGARÍTMICAS
1 Funciones ex p o n en cia les
2 Funciones logarítm icas
3 D erivación de fu n cion es logarítm icas y exp on en cia les
4 M odelos ex p o n en cia les ad ic ion a les  

Resum en del cap ítu lo
Términos importantes, símbolos y fórmulas 
Revisión del capítulo 4 
Problemas de repaso 

¡Explore! A ctu alización  
Reflexione acerca de...

  www.FreeLibros.com



SECCBÓN 4 .11 Funciones exponenciales

282 ¡ C A P ÍT U L O  4 I Funciones exponenciales y logarítmicas 1 4-2

Se dice que una población Q{t) crece exponencialmente si cuando se mide a intervalos 
de tiempo igualmente espaciados, al final de cada intervalo la población es igual a la po
blación al final del intervalo anterior, multiplicada por una constante fija. Por ejemplo, 
en el 2000, de acuerdo con las Naciones Unidas, la población mundial fue de 6 100 mi
llones de personas y crecía a una tasa anual de aproximadamente 1.4%. Si este patrón 
continuara, entonces cada año la población sería 1.014 veces la población del año ante
rior. Así, si P(t) es la población mundial (en miles de millones) t años después del año 
base 2000, la población crecería como sigue:

2000 P{ 0) = 6.1
2001 P{ 1) =  6.1(1.014) = 6.185
2002 P(2) =  6.185(1.014) =  [6.1(1.014)](1.014) == 6.1(1.014)2 =  6.272
2003

•
P( 3) 

•
•

=  6.272(1.014) =  [6.1(1.014)2]( 1.014) =  6.1(1.014)3 =  6.360

•

2000 +  t
•

P(t) = 6.1(1 .014/

La gráfica de P{t) se muestra en la figura 4.1o. Observe que de acuerdo con este mode
lo, la población mundial crece gradualmente primero pero se duplica después de apro
ximadamente 50 años (a 12 220 millones en el año 2050).

y

a) Gráfica de la función de crecimiento 
exponencial P{t) = 6.1(1.014/

b) Curva log stica de crecimiento 
demogr fíco

H G U RÁ  4.1 Dos modelos de crecimiento demográfico.

Los modelos exponenciales de población se llaman frecuentemente modelos de 
Malthus, en honor a Thomas Malthus (1766-1834), un economista británico que predijo 
que si la población crece exponencialmente mientras que el abastecimiento de alimentos 
crece a una tasa constante, (linealmente), entonces se generará una hambruna masiva. 
Por fortuna, la población mundial no continúa creciendo exponencialmente como 
predijo el modelo de Malthus, y los modelos que toman en cuenta varias restricciones 
sobre la tasa de crecimiento en realidad proporcionan predicciones más precisas. La 
curva de la población que resulta de uno de esos modelos, el denominado modelo 
logístico, se muestra en la figura 4.1¿>. Observe cómo la curva logística de crecimiento 
primero se eleva rápidamente, como una curva exponencial, pero luego eventualmente 
gira y se aplana a medida que los factores ambientales actúan para frenar la tasa de cre
cimiento. Las curvas logísticas serán estudiadas en la sección 4.4 (ejemplo 4.4.5) y se 
retomarán en el capítulo 6 como parte de un estudio más detallado de los modelos de 
población.

Una función de la forma general/(a ) =  ¿>A, donde b es un número positivo, se de
nomina función exponencial. Estas funciones se pueden utilizar para describir el creci-
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miento exponencial y el crecimiento logístico, además de gran variedad de otras impor
tantes magnitudes. Por ejemplo, las funciones exponenciales se utilizan en demografía 
para predecir el tamaño de la población; en finanzas, para calcular el valor de las inver
siones; en arqueología, para datar objetos antiguos; en psicología, para estudiar patrones 
de aprendizaje; y en la industria, para estimar la confiabilidad de los productos.

En esta sección se exploran las propiedades de las funciones exponenciales y se in
troducen algunos modelos básicos, donde estas funciones tienen un papel importante. 
En secciones siguientes se estudian aplicaciones adicionales, tales como el modelo lo
gístico.

R epaso de n o ta c ió n  El trabajo con las funciones exponenciales requiere del conocimiento de la notación
e x p o n e n c ia l  y de  exponencial y de las leyes algebraicas de los exponentes. En el “Repaso de álgebra”.

S U S  p ro p ie d a d e s  del apéndice A se pueden encontrar ejemplos resueltos y problemas con esta notación.
A continuación se presenta un breve resumen de los detalles más importantes que se 
necesitarán.

D e fin ic ió n  de  b n p a r a  va lo res racionales de n (y b  >  0) » Poten
cias enteras: Si n es un entero positivo,

bn =  b • b • • • b

n factores

Potencias fraccionarias: Si n y m son enteros positivos,

bn'm =  {<yb)n =

donde \ f b  denota la raíz m-ésima.

Potencias negativas: b ~ n =  —

Potencia cero: b° =  1

\ 1

¡EXPLORE!
Grafique y  = (-1 )*  usando la 
pantalla decimal [-4 .7 , 4.7]1 
por [-1 , 7]1. ¿Por qué aparece 
la gráfica con puntos? Luego 
introduzca en b los valores 
decimales, b = 0.5, 0.25, y 0.1, 
y grafique y = b* para cada 
caso. Explique el comporta
miento de estas gráficas.

Por ejemplo,

34 =  3 • 3 • 3 • 3 

4 *« =  V 4  =  2

=  81

- 3 / 2  _ 1
13/2

3 - 4  =  _ L  =  J _
34 81

43/2 =  (V 4 )3 =  23 =  8 
1_ _  J_ 

3227 - 2/3 _
(-V r iy

Se sabe lo que se quiere decir por br para cualquier número racional r, pero si se 
trata de graficar y  =  bx habrá un “agujero” en la gráfica para cada valor de x  que no sea 
racional, tal como x  =  V 2. Sin embargo, utilizando métodos más allá del alcance de es
te libro, se puede demostrar que como hay “tantos” números racionales, sólo puede 
haber una curva continua que pase por todos los puntos (/*, br) para los que r es racional. 
En otras palabras, allí existe una única función continua / ( x) definida para todos los 
números reales x, que es igual a br cuando x  = r es racional. Esta función se define como 
f ( x )  = b \

Funciones exponenc ia les  h Si b es un número positivo diferente de 1 (b 
>  0, b i )7 existe una función única denominada función exponencial, con base 
b, definida por

f{x)  = bx para cualquier número real x
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Para tener una idea de la apariencia de la gráfica de una función exponencial, con
sidere el ejemplo 4.1.1.

EJEMPLO ! 4.1.1
1

Trace las gráficas de y  =  2 y y  = j  .

Solución

Comience construyendo una tabla de valores para y = 2A y y
)■

X -1 5 -1 0 -1 0 1 3 5 10 15

y =  2X 0.00003 0.001 0.5 1 2 8 32 1,024 32,768

II 32,768 1,024 2 1 0.5 0.125 0.313 0.001 0.00003

El patrón de los valores de esta tabla sugiere que las funciones y = 2A y y = J tie

nen las siguientes características:

La función y  =  2X
siempre incrementándose

lím 2a =  0
.V—» — a>

La función y  =  ( ^

siempre disminuyendo

lím (-M =  +co
X — ^  C O I )  I

lím 2a =  + o o
X —» +  °°

Utilizando esta información, trace las gráficas que se muestran en la figura 4.2. Observe 
que cada una de las gráficas tiene (O, 1) como su intersección con el eje y, el eje .v como 
una asíntota horizontal y parecen ser cóncavas hacia arriba para toda a*. Las gráficas 
también parecen ser reflejos una de la otra en el eje y. En el problema 62 se le pedirá ve
rificar estas características.

%

¡- YPLORE!| í_, / \  i
Grafique y = bx para b =  1,2,
3, y 4, utilizando la pantalla 
[-4 .7 , 4.711 por [-1 , 7]1. Ex
plique lo que observa. Imagi
ne, y luego verifique, por dón
de pasa la gráfica de y  = 4* 
en relación con la gráfica de 
y = 2* y a la de y  = 6*. ¿Por 
dónde pasa y = ex suponiendo 
que e es un valor entre 2 y 3?

FSGURA 4.2 Gráficas de y = 2V y y =  ( -
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En la figura 4.3 se muestran las gráficas de varios miembros de la familia de funcio

nes exponenciales y  =  bx. Observe que las gráficas de y  =  2X y y  =  ^  j  que se mues

tran en la figura 4.2 son típicas de las gráficas de y =  bx para ¿ > > l y 0 < 6 < l ,  respec
tivamente.

FIGURA 4 .3  Gráficas de la forma exponencial y = bx.__________________________

NOTA Con frecuencia los estudiantes confunden la función potencia p(x) = x6 
con la función exponencial f (x )  =  bx. Recuerde que en x b la variable x es la ba
se y el exponente b es constante; mientras que en bx, la base b es constante y 
la variable x  es el exponente. Las gráficas de y — x2 y y = 2X se muestran en la 
figura 4.4. Note que después del punto donde se cortan, (4, 16), la curva expo
nencial y  =  2X crece mucho más rápidamente que la curva de potencia y  =  x2. 
Por ejemplo, cuando x  = 10, el valor de y  en la curva de la potencia es y  = 
10“ =  100, en tanto que el valor correspondiente y  en la curva exponencial es 
y  =  2 10 =  1 024. □

FIGURA 4.4 Comparación de la curva de potencia y — jc2 con la curva exponencial

y = 2a-

En general, las funciones exponenciales obedecen estas reglas.

P rop iedades básicas de func iones exponencia les a Para bases a, 
b {a >  0, b >  0) y cualesquiera números reales x, y, se tiene

Regla de la igualdad: bx =  by si y sólo si x  =  y

Regla del producto: bxb y =  bx+y

¿>-v ~ (continúa)
VRegla del cociente: — = bx
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Regla de la potencia: (bx )y = bxy

Regla de la multiplicación: {a b f  =  axbx

Regla de la división:

EJEM PLO I 4 .1 .2
Evalúe cada una de estas expresiones exponenciales: 
a) (3)2(3)3 b) (23)2 c) (5 1/3)(2 1/3)

Solución

a) (3)2(3)3 =  32+3 =  35 =  243

b) (23)2 =  2(3)(2) =  26 =  64

c) (51/3)(21/3) = [(5)(2)]1/3 = 101/3 =  V IÓ

’ i V  _ 4 3 . 6 4

7 /  “  73 ~  343

y

EJEMPLO I 4 J .3
Si /(x) =  5'xr+2x, encuentre todos los valores de x tales que /(x ) =  125.

Solución

La ecuación/(jc) =  125 =  53 se satisface si y sólo si

5*2+2x =  53
jc2 + 2jc = 3 como h ' = />' .w’/o cuando x — y

x 2 +  2x — 3 =  0 
(x — l)(x  + 3) = 0 fu  cu 'rizando

x  =  1, x  =  — 3

A sí,/(x ) =  125 si y sólo si x =  1, o x =  —3._____________ _______________________

base  e x p o n e n c ia l  En álgebra, es práctica común utilizar la base b = 10 o , en algunos casos, b = 2;
n a t u r a l  e pero en cálculo, resulta más conveniente usar un número denotado por e y definido

por el límite

lím ( l + l V
n - > + ™  y n J

“ ¡Un momento!”, diría usted, “ese límite tiene que ser 1, puesto que 1 -1— , en efecto,
n

tiende a 1 cuando n crece sin límite, y 1” =  1 para cualquier n ” Pero no es así. El pro
ceso del límite no funciona de esa forma, como se puede observar en la tabla siguiente:
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¡EXPLORE!
Introduzca í l  + en Y1 del

editor de funciones y examine 
su gráfica. Trace la gráfica a la 
derecha para valores grandes 
dex. ¿A qué número se aproxi
ma y cuándo x  se hace cada 
vez mayor? Intente utilizar la 
instrucción de construcción de 
tabla de la calculadora granea
dora, primero fijando el valor 
inicial y el cambio ¡ncremental 
a 10, luego sucesivamente a 
1 000 y 100 000. Estime el lími
te con cinco lugares decimales. 
Ahora haga lo mismo cuando x 
tiende a -w  y observe este 
límite.

interés c o m p u e s to  
c o n t in u a m e n te

n 10 100 1 000 10 000 100 000

H
2.59374 2.70481 2.71692 2.71815 2.71827

El número e es uno de los números más importantes de las matemáticas, y su valor se ha 
calculado con gran precisión. Con cinco lugares decimales, su valor es

<? =  lím ( l  + - ]  =  2 .7 1 8 2 8 .../,_> + co y ¡i J

Para calcular eN para un número particular N, se empleará una tabla de valores exponen
ciales o, más probablemente, la tecla “<?*” en su calculadora. Por ejemplo, para determi
nar e L2]1 se presiona la tecla ex , luego se ingresa el número 1.217 para obtener e 1'217 ~  
3.37704.

El número e se denomina “base exponencial natural”, pero parecerá cualquier cosa 
menos “natural”. Para ilustrar cómo aparece dicho número en situaciones prácticas, 
éste se empleará para describir un ejemplo de finanzas conocido como interés com
puesto continuamente.

Primero, vamos a repasar las ideas básicas para el interés compuesto. Suponga que 
se invierte una suma de dinero y el interés se capitaliza una sola vez. Si P es la inversión 
original (el capital) y r es la tasa de interés (expresada en forma decimal), entonces el 
saldo B después de sumar el interés será

B = P + Pr = P{ 1 +  r) dólares

Es decir, para calcular el saldo al final de un periodo de interés, se multiplica el saldo al 
inicio del periodo por la expresión 1 +  r.

En la mayoría de los bancos, el interés se capitaliza más de una vez al año. El inte
rés que se suma a la cuenta durante un periodo ganará interés durante los periodos 
siguientes. Si la tasa anual de interés es r y el interés se capitaliza k  veces por año, enton
ces el año se divide en k periodos iguales de capitalización y la tasa de interés en cada

periodo es j .  De aquí, el saldo al final del primer periodo es
K

Al final del segundo periodo, el saldo es
t \

/>, =  / > , + / > .  = P

1 + - = / > ! + -

y, en general, el saldo al final del m-ésimo periodo es

P . - P  1 + 7
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EXPLORE!
Suponga que tiene $1 000 para 
invertir. ¿Cuál es la mejor inver
sión: 5% compuesto mensual
mente durante 10 años o 6% 
compuesto trimestralmente du
rante 10 años? Escriba la ex
presión 1 000(1 + R /K )A(K*T) 
en la pantalla principal y evalúe 
después de introducir valores 
adecuados de R, K, y T.

Como hay k períodos en un año, el saldo después de 1 año es

A1 final de t años, el interés se ha capitalizado kt veces y el saldo está dado por la fun
ción

(  r ' *
B(t) = P

X + ~k,

Para resumir:

In te rés co m p u e s to  o Si se invierten P dólares a una tasa de interés anual 
/• (expresada en forma decimal) y el interés se capitaliza k veces por año, el saldo 
B{t) después de t años será

B(t) =  P f 1 +  j dólares

A medida que crece la frecuencia a la cual se capitaliza el interés, también crece el 
saldo correspondiente B{t). De aquí, un banco que capitaliza el interés frecuentemente, 
puede atraer más clientes que uno que ofrece la misma tasa de interés pero que capitali
za el interés con menos frecuencia. Pero, ¿qué le pasa al saldo al final de t años cuando 
la frecuencia de capitalización se incremente sin límite? Más específicamente, ¿cuál se
rá el saldo al cabo de t años si el interés no se capitaliza trimestral ni mensual ni diaria
mente, sino continuamente? En términos matemáticos, esto es equivalente a preguntar

/  y\kt
qué le pasa a la expresión P I I  +  -  I cuando k crece sin límite. La respuesta contiene 

el número e. A continuación se presenta la explicación.
£

Para simplificar el cálculo, sea n =  - .  Entonces, k = nr y por tanto

,kt 1 n r t

p  i + t  = p  i + -  = p
r t

\ \ n
Como n crece sin límite cuando k también crece sin límite, y como 1 H—  se apro-

V n )
xima a e cuando n crece sin límite, entonces se deduce que el saldo después de t años es

k t

B{t) = lím p  1 + -  = P
k —> +  * >

lím
n—> + oo*

r t

=  Pe r t

Para resumir:

In te rés co m p u e s to  co n tin u a m e n te  □ Si se invierten P dólares a una 
tasa de interés anual r (expresada en forma decimal) y el interés se capitaliza con
tinuamente, el saldo B{t) al cabo de t años será

B(t) = P e"  dólares
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Escriba las expresiones 

P*{1 + R/T)A(K*T)

y
P*eA(R*T)

en la pantalla principal y com
párelas para los valores de P, 
R ,Ty K del ejemplo 4.1.4. 
Repita el procedimiento utili
zando los mismos valores para 
P, R, y K pero con 7 = 1 5  años.

V a lo r presente

EJEMPLO I 4 .1 .4
Suponga que se invierten $1 000 a una tasa de interés anual de 6%. Calcule el saldo des
pués de 10 años si el interés se capitaliza

a) Trimestralmente b) Mensualmente

c) Diariamente d) Continuamente

Solución

a) Para calcular el saldo después de 10 años, si el interés se capitaliza trimestral- 

mente, emplee la fórmula B(t) =  P( 1 +  -  I , con t — 10, P =  1 000, r = 0.06

y k  =  4:

. 40

5(10) =  1 00()| 1 +  I “  $1 814.02

b) Esta vez tome t =  10, P = 1 000, r =  0.06 y k  =  12 para obtener

(  0 .06V 20
5(10) =  1 0001 1 +  —  I -  $1 819.40

c) Tome t —  10, P =  1 000, r = 0.06 y k —  365 para obtener

/  0 .0 6 \3-6505(10) =  1 000 1 +  — - ~  $1 822.03
\  365 )

d) Para el interés compuesto continuamente utilice la fórmula B{t) =  Pen’, con 
t = 10, P =  1 000 y r  =  0.06:

5(10) =  1 000<?°-6 « $ l  822.12

Este valor, $1 822.12, es el límite superior para el saldo posible. No importa cuán segui
do se capitalice el interés, $1 000 invertidos a una tasa anual de 6% no puede crecer a 
más de $1 822.12 en 10 años.

La cantidad B(t) que se ha denominado el “saldo al final de t años cuando se invier
ten P  dólares” algunas veces se conoce como valor futuro  de P dólares en t años. In
viniendo las cosas, el valor presente de B dólares pagaderos en t años es la canti
dad P que se debe invertir hoy (como capital) para obtener un saldo B{t) al final del 
periodo de t años.

Para deducir una fórmula para el valor presente, sólo se necesita despejar P de la 
fórmula correspondiente del valor futuro. En particular, si la inversión se capitaliza k  ve
ces por año a una tasa anual r, entonces

y el valor presente de B dólares en t años se obtiene multiplicando ambos miembros de 

(  '•la ecuación por I I  +  -

De la misma forma, si la capitalización es continua, entonces

B =  P en
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y el valor presente está dado por

P = B e ~ rt

Resumiendo:
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V alo r p resen te  0 El valor presente de B dólares en t años, invertido a una 
tasa anual r  capitalizada k veces por año, está dado por

P = B 1 +  -
- k t

Si el interés se capitaliza continuamente con la misma tasa, el valor presente en t 
años está dado por

P = B e~rt

¡EXPLORE!
Encuentre el valor presente de 
manera que el saldo dentro de 
25 años sea $40 000, si la tasa 
de interés anual de 6% se capi
taliza continuamente. Para 
hacer esto, introduzca la ecua
ción F -  P*eA(R*T) = 0 en el 
editor de ecuaciones de su cal
culadora graficadora (utilizando 
la opción SOLVER), con F =
40 000, R 0=  .06 y 7  = 25. 
Luego despeje P.

EJEM PLO I 4 .1 .5
Sue está por ingresar a la universidad. Cuando se gradúe dentro de 4 años, desea hacer 
un viaje a Europa que calcula le costará $5 000. ¿Cuánto deberá invertir ahora a 7% pa
ra tener suficiente dinero para el viaje, si el interés se capitaliza?

a) Trimestralmente b) Continuamente

Solución
El valor futuro requerido es F  =  $5 000 en t =  4 años con r =  0.07.

a) Si la capitalización es trimestral, entonces k = 4 y el valor presente es

0 .0 7 \~ 4(4)
P =  5 000 1 + =  $3 788.08

b) Para la capitalización continua el valor presente es

P = 5 OOOe_007<4) =  $3 778.92

Así, Sue tendría que invertir aproximadamente $9 más si el interés se capitalizara tri
mestralmente que si se capitalizara continuamente.

C rec im ien to  y  La cantidad Q(t), que se comporta según una ley de la forma Q{t) =  Qoekt, con k >
decrec im ien to  0, se dice que experimenta un crecimiento exponencial. Asimismo, si Q(t) =  Qoe~kI

expon enc ia l para k >  0, entonces la cantidad Q experimenta un decrecimiento exponencial. Mu
chas magnitudes importantes en los negocios y la economía, así como en las ciencias 
físicas, sociales y biológicas, se pueden modelar en términos de crecimiento o decre
cimiento exponencial. Por ejemplo, si el interés se capitaliza continuamente, el valor 
futuro B(t) = P e"  crece exponencialmente, y en ausencia de restricciones, una po
blación crece exponencialmente. Las sustancias radiactivas decrecen (decaen) ex
ponencialmente, tal como lo hace el valor presente de una inversión, la cantidad de 
medicamento en el torrente sanguíneo de una persona, y las ventas de ciertos produc
tos, una vez que se descontinúa su publicidad.

En la figura 4.5 se muestran las gráficas típicas de crecimiento y decrecimiento ex
ponencial. Se acostumbra representar estas gráficas sólo para el tiempo no negativo 
(t ^  0). Observe que en ambos casos, cuando / =  0

2(0) =  Qae° = 2o 

por lo que la gráfica “comienza” en Q0.
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¡EXPLORE!
Remítase al ejemplo 4.1.7. En 
la instrucción de resolver 
ecuaciones de su calculadora 
graficadora ingrese la ecuación 
0 = Q -  2 000eA(K*T). Donde 
Q = 6 000 y T = 20, encuentre 
el valor de K. Luego cambie T a 
60 y determine el valor corres
pondiente de Q.

C re c im ie n to  y d e c re c im ie n to  exponenc ia l □ Una cantidad Q{t) cre
ce exponencialmente si Q(t) = Q0ek' para k > 0 y decrece exponencialmente si
Q(t) -  Qoe~kí k > 0.

(
i

< v

2 C
< i 

/
/  Q = QñebJ -̂0 o  J

i

2
i

»
\

a) Cree

----► /

¡miento exponencial b) Decaimiento exponencial

FSGUkÁ 4 .5  Variación exponencial.

E J EM  P L O  ! 4 . 1 .ó

La concentración de medicamento en el torrente sanguíneo de un paciente, t horas des
pués de una inyección está dada por

C(t) = 3.97e-0 '9'

miligramos por mililitro (mg/ml). ¿Cuál es la razón de cambio promedio de la concen
tración del medicamento durante la segunda hora?

Solución
Durante la segunda hora (es decir, de t =  1 a t =  2), la concentración cambia en C(2) — 
C (l), por lo que la razón de cambio promedio durante este periodo está dada por

C(2) -  C (l)
2 -  1

o  Q 7 ¿ ,“  0 .9 (2 ) _  'X 0 7 ^ - 0 .9 ( 1 )

=  — ------------------------------ =  3 .9 7 (e -LS -  ¿ - 0-9)

=  3.97(0.1653 -  0.4066)
=  -0 .9 5 8 0

Así, la concentración del medicamento disminuye a una razón promedio de aproxima- 
damente 0.96 mg/ml por hora, durante la segunda hora después de la inyección.______

EJEM PLO I 4 .1 .7
Los biólogos han determinado que cuando se dispone de suficiente espacio y nutrientes, 
el número de bacterias en un cultivo crece exponencialmente. Suponga que inicialmen
te hay 2 000 bacterias en cierto cultivo y que 20 minutos después hay 6 000. ¿Cuántas 
bacterias habrá al cabo de 1 hora?
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Solución
Sea <2(0 el número de bacterias presentes después de t minutos. Como el número de 
bacterias crece exponencialmente y puesto que inicialmente había 2 000 bacterias, se sa
be que Q es una función de la forma

Q(t) =  2 0 0 0 / '

Como después de 20 minutos hay 6,000 bacterias, se deduce que

6 000 =  2 OOOe20* o e20k = 3

Para encontrar el número de bacterias presentes al final de 1 hora (60 minutos), calcule 
(2(60) utilizando la ley de las potencias para exponentes como sigue:

2(60) =  2 OOOe60* =  2 000(e2Okf  = 2 000(3)3 =  54 000

Es decir, al final de 1 hora habrá 54 000 bacterias.

NOTA En el ejemplo 4.1.7, se empleó la condición dada e20k = 3 para resol
ver la ecuación exponencial 2 OOOe60* =  54 000. Sin embargo, en general, para 
despejar k en una ecuación de este tipo se usarán los logaritm os, que se estudia
rán en la sección 4.2. □

P R O B L E M A S  4.1

t En los problemas 1 y 2 utilice su calculadora para encontrar la potencia indicada de e. (Redondee su res
puestas hasta 3 lugares decimales.)

1 n 1  _0.05 - 0 .0 5  o „  ^ n . .  11- e , e  , e  , e  , e , e , v e y —7=
v e

2. e \ e - \ e 0- ° \ e - °  \ e 2, e - 1'2,
v e

3. Trace las curvas y — 3A y y  =  4A en el mismo sistema 4. Trace las curvas y  = ( — j y y  =  ( — ) en el mismo
de coordenadas.

En los problemas 5 a 12 evalúe las expresiones dadas. 

5. á) 272/3 

« (f 
7. a) 82/3 +  163/4 

(21 + 3 6 \3/2

6 ) h ^ r )

9. a) (33)(3-2 ) 

b) (42/3)(22/3)

11. a) (32)512 

b) (e2eV2f l

sistema de coordenadas.

6. á) ( —128)3/7

„  / 2 7 \ 2/3/ 6 4 \ 3«w y y
8. a) (23 -  32) ll/7

b ) (272/3 +  84/3)" 3/2 

52
10. a) - r

5

b)

12. a)

( é T

(3 12)(32-7)
>4.1
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En los problemas 13 a 18 utilice las propiedades de los exponentes para simplificar las expresiones dadas.

14. a) ( x ' ,3f 2 

b) (.v2/3r 3/4

16. a) (—2 x “ 3 ) ( 3 x 2/3)  

b) (x~m )(xm )

13. a) (27.v6)2/3
b) (8-V2y 3) l/3

* (v + y f
A*5* a > £X.2 3y/6

b) (A-ü v 2) ( r  +  }-3) 0

17. a) (i576)"675

b) (r~3/2)_2/3

En los problemas 19 a 26 encuentre todos los números reales x que satisfacen la ecuación dada.

19. 4lv_ 1 =  16 20. 3x2Zx =

21. 2 3 - a - =  4 -v 22. w
23. (2.14)'v_1 =  (2.14)1 — v 24. (3.2)Zt‘ 2 —x= (3.2)

En los problemas 25 y 26 determine los valores de las constantes C y b de manera que la curva y  =  Cbx contenga 
los puntos indicados.

25. (2, 12) y (3, 24)

27.

28.

29.

30.

31.

INTERÉS C O M PU E ST O  Suponga que se in
vierten $1 000 a una tasa de interés anual de 1%. 
Calcule el saldo al cabo de 10 años si el interés se 
capitaliza:
a) Anualmente
b) Trimestralmente
c) Mensualmente
d) Continuamente
INTERÉS C O M PU E ST O  Suponga que se in
vierten $5 000 a una tasa de interés anual de 10%. 
Calcule el saldo después de 10 años si el interés se 
capitaliza:
a) Anualmente
b) Semestralmente
c) Diariamente (utilizando 365 días por año)
d) Continuamente
VALOR PRESENTE ¿Cuánto dinero se deberá 
invertir hoy a 7% capitalizado trimestralmente, de 
manera que dentro de 5 años se tengan $5 000? 
VALOR PRESENTE ¿Cuánto dinero se deberá 
invertir hoy a una tasa de interés anual de 7% capi
talizada continuamente de manera que dentro de 20 
años se tengan $20 000?
VALOR PRESENTE ¿Cuánto dinero se deberá 
invertir en este momento a 7% para obtener $9 000 
dentro de 5 años, si el interés se capitaliza:

26. (2, 3) y (3, 9)

a) Trimestralmente?
b) Continuamente?

32. VALOR PRESENTE ¿Cuál es el valor presente 
de $10 000 en un periodo de 5 años, si el interés se 
capitaliza continuamente a una tasa anual de 7%? 
¿Cuál es el valor presente de $20 000 en las mismas 
condiciones?

33. C R E C IM IE N T O  DE LA PO B LA C IÓ N  Se ha 
proyectado que dentro de t años, la población de 
cierto país será P(t) =  50e°'02' millones.
a ) ¿Cuál es la población actual?
b) ¿Cuál será la población dentro de 30 años?

34. C R E C IM IE N T O  DE LA PO B LA C IÓ N  Se es
tima que la población de cierto país crece exponen
cialmente. Si la población era de 60 millones en 
1997 y de 90 millones en 2002, ¿cuál será la pobla
ción en 2012?

35. Encuentre/(2 )  si f (x )  =  eLx y / ( l )  =  20.
36. D eterm ine/(9) si f (x )  =  ekx y /(3 )  =  2.
37. Encuentre/ ( 8) si f (x )  = A2kx,f(0 )  =  20 

y /(2 )  =  40.
38. INTERÉS C O M PU ESTO  Se invierte una suma 

de dinero a una tasa de interés fija, y el interés se 
capitaliza continuamente. Después de 10 años, el di
nero se duplica. ¿Cuál será el saldo después de 20 
años, comparado con la inversión inicial?
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39. INTERÉS C O M PU ESTO  Se invierte una suma 
de dinero a cierta tasa de interés fijo, y el interés se 
capitaliza trimestralmente. Al cabo de 15 años, el 
dinero se ha duplicado. ¿Cuál será el saldo después 
de 30 años, comparado con la inversión inicial?

40. C R E C IM IE N T O  DEL PIB El Producto Interno 
Bruto (PIB) de cierto país fue de $500 mil millones 
al inicio del 2000 y crece a una tasa de 2.7% por 
año.
a) Exprese el PIB de este país como una función 

del número t de años después de 2000.
b) Según la predicción de esta fórmula, ¿cuál será 

el PIB de este país al inicio del año 2010?
41. C R EC IM IEN TO  DE LA PO B L A C IÓ N  El ta

maño de una población de bacterias, P(t), crece a 
una tasa de 3.1% por día. Si la población inicial es 
de 10 000, ¿cuál es la población después de 10 días?

42. IN V ERSIÓ N  EN BIENES Y RAÍCES En 1626,
<p§, Peter Minuit cambió a una tribu americana baratijas

por un valor de $24 dólares, por tierra en la isla de 
Manhattan . Suponga que en 1990 la misma tierra 
tenía un valor de $25.2 miles de millones. Si los 
vendedores en esta transacción hubieran invertido 
sus $24 a un interés anual de 7% capitalizado conti
nuamente durante todo el periodo de 364 años, 
¿quién hubiera hecho el mejor negocio? ¿En cuánto 
mejor?

43. CREC IM IEN TO  DE BACTERIAS Los si
guientes datos fueron recolectados por un investiga
dor durante los primeros 10 minutos de un 
experimento diseñado para estudiar el crecimiento 
de bacterias:

Número de minutos 0 10
Número de bacterias 5 000 8 000

Suponiendo que el número de bacterias crece expo
nencialmente, ¿cuántas bacterias habrá después de 
30 minutos?

44. VENTAS AL M EN U D EO  El número total de 
hamburguesas vendidas por una cadena nacional de 
comida rápida está creciendo exponencialmente. Si 
en 1995 vendieron 4 mil millones y 12 mil millones 
para el 2000, ¿cuántas vendieron en 2005?

45. VENTAS Una vez que termine la publicidad ini
cial sobre la venta de un libro nuevo, las ventas de 
la edición de pasta dura tienden a decrecer exponen
cialmente. En el momento que se detuvo la publici
dad, cierto libro tenía ventas de 25 000 ejemplares 
por mes. Un mes después, las ventas del libro ha
bían bajado a 10 000 ejemplares por mes. ¿Cuáles 
serán las ventas al final del mes siguiente?

46. INTERÉS C O M PU E ST O  Un banco paga 5% de 
interés capitalizado trimestralmente, y una institu
ción de ahorro paga 4.9% de interés capitalizado 
continuamente. En un periodo de 1 año, ¿qué cuenta 
paga más interés? ¿Cuál paga más en un periodo de 
5 años?

47. D E N SID A D  DE PO B L A C IÓ N  La densidad de 
población a x  millas del centro de cierta ciudad es 
D(x) = \2e~°'01x miles de personas por milla cua
drada.
a) ¿Cuál es la densidad de población por milla cua

drada en el centro de la ciudad?
b) ¿Cuál es la densidad de población a 10 millas 

del centro de la ciudad?
48. D E C A IM IE N T O  R A D IA C 1IV O  La cantidad 

que queda de una muestra de cierta sustancia 
radiactiva después de t años está dada por una fun
ción de la forma Q(t) =  Q0e~om ou. Al final de
5 000 años, quedan 200 gramos de la sustancia. 
¿Cuántos gramos había inicialmente?

49. D E C A IM ÍE N 10  R A D IA C T IV O  Una sustan
cia radiactiva decae exponencialmente. Si inicial
mente había 500 gramos de la sustancia y 50 años 
después hay 400 gramos, ¿cuantos gramos habrá al 
cabo de 200 años?

50. A PR E N D IZ A JE  De acuerdo con el modelo de 
Ebbinghaus, la fracción F(t) del contenido de este 
curso que usted recordará t meses después del exa
men final, se puede estimar mediante la fórmula

F(t) = B + (1 -  B )e~ k‘ 
donde B es la fracción del contenido que usted nun
ca olvidará, y k  es una constante que depende de la 
calidad de su memoria. Suponga que se le practica 
un examen y se determina que B =  0.3 y k =  0.2. 
¿Qué fracción del contenido recordará un mes des
pués del final de las clases? ¿Qué fracción recordará 
después de un año?

51. C O N FIA B IL ID A D  DE U N  P R O D U C T O  Un 
estudio estadístico indica que la fracción de tostado
ras eléctricas fabricadas por cierta compañía que 
aún están en operación después de t años de uso es 
aproxim adam ente/^) =  e ~ 02t.
a) ¿Qué fracción de las tostadoras se espera que 

funcionará al menos durante 3 años?
b) ¿Qué fracción de las tostadoras se espera que fa

lle antes de un año de uso?
c) ¿Qué fracción de las tostadoras se espera que fa

lle durante el tercer año de uso?
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52. EN TREN A M IEN TO  EN LOS N E G O C IO S 
Una compañía organiza un programa de entrena
miento donde se determina que, después de t sema
nas, la persona típica entrenada produce

P{t) =  50(1 — e~°']5t) unidades 
mientras que un trabajador nuevo típico, sin entre
namiento especial, produce

W(t) = V 150/ unidades
a) ¿Cuántas unidades produce la persona entrenada 

promedio durante la tercera semana del periodo 
de entrenamiento?

b) Explique cómo se puede utilizar la función 
F{t) =  P(t) -  VK(r) para evaluar la efectividad 
del programa de entrenamiento. ¿Es efectivo el 
programa si sólo dura cinco semanas? ¿Es efec
tivo si al menos dura siete semanas? Explique su 
razonamiento.

53. VIDA DE UNA PLAN TA A C U Á TIC A  La vi
da de las plantas en un lago o en el mar sólo existe a 
una profundidad máxima de 10 metros, principal
mente debido a que la intensidad de la luz solar dis
minuye exponencialmente con la profundidad. En 
particular la ley de Bouguer-Lambert especifica 
que un haz de luz que atraviesa un cuerpo de agua 
con una intensidad /0 tendrá una intensidad /  a una 
profundidad de a  metros, donde /  =  í 0e ~ Lx con
k >  0. La constante k, denominada coeficiente de 
absorción, depende de la longitud de onda de la luz 
y de la densidad del agua. Suponga que un haz de 
luz sólo tiene 10% de la intensidad que tiene en la 
superficie, a una profundidad de 3 metros. ¿Qué tan 
intenso es el haz a una profundidad de 1 metro? 
(Exprese su respuesta en términos de / 0.)

54. TASA DE INTERÉS EFECTIVA Cuando un 
banco ofrece interés a una tasa anual r  (expresada 
en forma decimal) y capitaliza más de una vez al 
año, el interés total ganado durante el año es mayor 
que 100r% del saldo al inicio de ese año. El porcen
taje real que crece el saldo durante un año se deno
mina tasa de interés efectiva, mientras que la tasa 
anunciada, r, se denomina tasa de interés nominal. 
En otras palabras, la tasa de interés efectiva es la ta
sa simple que es equivalente a la tasa de interés no
minal compuesto.
a) Si el interés se capitaliza k veces al año, de

muestre que la tasa efectiva es( 1 +  i)k — 1,
r

donde i =  - .
k

b) Si el interés se capitaliza continuamente, de
muestre que la tasa efectiva es er — 1.

En los problemas 55 y 56, se necesitarán las fórmulas 
para la tasa de interés efectiva obtenida en el proble
ma 54.

55. TASA DE INTERÉS EFECTIVA Si un banco 
ofrece interés a una tasa nominal de 6%, ¿cuán 
mayor es la tasa efectiva si el interés se capitaliza 
continuamente que si se capitalizara trimestral
mente?

56. TASA DE INTERÉS EFECTIVA ¿Qué in
versión tiene la mayor tasa efectiva: 8.2% capitali
zada trimestralmente, o 8.1% capitalizada 
continuamente?

57. LIN G Ü ÍSTIC A  La glotocronología es la meto
dología empleada por los lingüistas para determinar 
cuántos años han transcurrido desde que dos 
lenguas modernas se “ramificaron” a partir de un 
ancestro común. Los experimentos sugieren que si 
N  palabras son de uso común en un tiempo base 
t =  0, entonces el número N(t) de ellas aún en uso, 
con esencialmente el mismo significado, t miles de 
años después, está dado por la denominada ecua
ción fundamental de la glotocronología1

N(t) =  N 0e~°'2[1'
a) De un conjunto de 500 palabras básicas en latín 

clásico en 200 a.C., ¿cuántas esperaría que aún 
estén en uso en italiano moderno en el 2010?

b) La investigación de C. W. Feng y M. Swadesh 
indica que de un conjunto de 210 palabras co
múnmente empleadas en chino clásico en 950 
d.C., 167 aún estaban en uso en mandarín mo
derno en 1950. ¿Es éste el mismo número que 
predice la ecuación fundamental de la glotocro
nología? ¿Cómo explica la diferencia?

c) Lea un artículo sobre glotocronología y escriba 
un párrafo sobre su metodología. Puede iniciar 
su investigación leyendo el artículo citado en es
te problema.

1 Fuente: Anthony LoBello y Maurice D. Weir, “Glottochronology: 
An Application of Calculus to Linguistics”, UMAP Modules 19S2: 
Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, 
Inc., Lexington, MA, 1983.
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A m o rtiza c ió n  de  una deuda 0 Si un préstamo de A dólares se amorti
za en n años a una tasa de interés anual r (expresada en forma decimal) capitali
zada mensualmente, los pagos mensuales están dados por

Ai
M  =

i -  (i +  0 -12 n

donde i = es la tasa de interés mensual. Use esta misma fórmula en los pro

blemas 58 a 61.

58.

59.

60.

* \

61.

62.

PAGOS DE FIN A N C IA M IE N T O  Determine 
el pago mensual de un automóvil nuevo que cuesta 
$15 675, si se da un enganche de $4 000 y el auto
móvil se financia en un periodo de 5 años, a una ta
sa anual de 6% capitalizada mensualmente.
PAGOS H IPO T E C A R IO S Se pide un crédito 
de $150 000 para una vivienda, a un interés anual 
de 9%, capitalizado mensualmente, durante 30 años, 
¿cuál es el pago mensual de la hipoteca sobre este 
préstamo?
PAGOS H IPO T E C A R IO S Suponga que una fa
milia determina que puede hacer pagos hipotecarios 
mensuales no mayores a $1 200. ¿Cuál es la canti
dad mayor que puede pedir prestada, suponiendo 
que el acreedor desea que sea amortizada durante 30 
años a un interés anual de 8% capitalizado mensual
mente?
VALOR REAL DE UN PRÉSTA M O  Usted 
vende su automóvil por $6 000. Un comprador po
tencial dice: “le pagaré $1 000 ahora por el automó
vil y pagaré el resto a 12% de interés con pagos 
mensuales durante 3 años. Veamos..., 12% de los 
$5 000 es $600 y $5 600 dividido entre 36 meses es 
$155.56, pero le pagaré $160 por mes por el manejo 
del préstamo. ¿Es un buen trato? 
a) Si este trato le parece justo, yo tengo algo muy 

interesante que usted debería considerar como 
su próxima compra. Si no, explique por qué el 
trato es engañoso y calcule un pago mensual 
justo (suponiendo que aún planea amortizar la 
deuda de $5 000 durante 3 años).
Lea un artículo sobre el valor real de un présta
mo e invente algunos ejemplos de tratos creíbles, 
aunque turbios, como la transacción propuesta 
por el automóvil usado en este problema.

Dos gráficas y — f{x) y y  = g(x) son una el reflejo 
de la otra respecto al eje y: si (a , b) es un punto en 
una de las gráficas entonces ( - a , b) es un punto en 
la otra, como se indica en la figura adjunta. Use este 
criterio para demostrar que las gráficas de y  =  bx y

l Y
y  = I -  I para b >  0, b #  1 son reflejos una de otra 

en el eje y.

1 /1 \ 'v
63. Complete la tabla siguiente para f ( x ) =  — I — I .

X - 2.2 -1 .5 0 1.5 2.3
f{x)

64. Programe una computadora o utilice una calculado-
l V

ra para evaluar ^ 1 +  -  j  para n =  1 000, 2 000,

50 000.
65. Programe una computadora o use una calculadora

P \  /  i Y
§ | |  para evaluar I 1 +  -  I para n =  — 1 000,

- 2  0 0 0 , . . . ,  - 5 0  000.
Con base en estos cálculos, ¿qué conjeturas 

puede hacer acerca del comportamiento de
f  l YI 1 H—  I cuando n disminuye sin límite?

66. Programe una computadora o use una calculadora
/  3 \ 2n

para estimar lím 1 H—Yl j
67. Programe una computadora o utilice una calcula-
¡u5Sy, /  5 \ ” /3

dora para estimar lím 2 -------
n->+o°\ 2/7/
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4 .2 1 Fuiicioines logarítmicas__________________
Suponga que se invierten $1 000 a 8% capitalizado continuamente y se desea saber 
cuánto tiempo debe transcurrir para que la inversión duplique su valor a $2 000. De 
acuerdo con la fórmula deducida en la sección 1, el valor de la cuenta después de t años 
será 1 000<?°°8', por lo que para encontrar el tiempo de duplicación de la cuenta, se debe 
despejar t en la ecuación

1 OOOe0 08' =  2 000

o bien, dividiendo ambos lados entre 1 000.

e008' =  2

En el ejemplo 4.2.10 se responderá la pregunta acerca del tiempo de duplicación. 
Resolver una ecuación exponencial cómo esta requiere del uso de logaritmos, que 
invierten el proceso exponencial. Los logaritmos tienen una importante función en una 
gran variedad de aplicaciones, tales como la medición de la capacidad de un canal de 
transmisión y, en la famosa escala de Richter, para medir la intensidad de un terremoto. 
En esta sección, se estudiarán las propiedades básicas de las funciones logarítmicas y 
algunas de sus aplicaciones. Comenzamos con una definición.

i SEC CIÓ N  4.2 i Fundones logarítm icas ! 297
I

Funciones loga rítm icas  & Si x  es un número positivo, entonces el loga
ritmo de x de base b (b >  0, b ¥= 1), denotada log¿ x, es el número y  tal que by =  
x; es decir,

1 y  =  log¿, x si y sólo si by — x  para x >  0

EJEM PLO 1 4.2.1
Evalúe

a) log10 1 000 b) log2 32 C) l0g5 ( l 25 )
Solución
a) logio 1 000 =  3 como 103 =  1 000.

b) log2 32 =  5 como 25 =  32.

1 1
c) log< -  3 como 5 =

125 125

EJEM PLO I 4 .2 .2
Despeje x en cada una de las siguientes ecuaciones:

a) log4 x  = ]: b) log^ 16 =  x  c) logv 27 =  3

Solución

a) Por definición, log4 x  = ]- es equivalente a x  =  4 1/2 =  2.
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Propiedades de 
ios logaritm os

b) log64 16 =  * significa

c) logr 27 =  3 significa

16 =  64x 
24 =  (26)v =  26x
4 =  /?n1 =  h" implica m — n

* =  3

Con frecuencia, los cálculos que implican logaritmos se pueden simplificar utilizan
do estas reglas.

P rop iedades de ios !oc j3 ritm os D Sea b {b >  0, b =£ 1) cualquier base 
logarítmica. Entonces,

log* 1 = 0  y log¿ b =  1 

y si u y v son cualesquiera números positivos, se tiene

Regla de la igualdad log¿, u =  log¿, v si y sólo si u =  v

Regla del producto log¿ (uv) =  log¿, u +  log¿> v

Regla de la potencia \ogb ur =  r log¿> u para cualquier número real r

í u\Regla del cociente log¿, — =  log¿, u — log¿, v

Todas estas reglas logarítmicas se derivan de reglas exponenciales correspondien
tes. Por ejemplo,

log¿ 1 = 0  como b° =  1

log¿> b — 1 como b x =  b

Para demostrar la regla de la igualdad, sea

m =  \ogh u y n =  \ogb v

de manera que, por definición,

bm = u y bn =  v

Por tanto, si

log¿, u =  log¿, v

entonces

m — n

de manera que

bm =  b n regla de la igualdad para los expolíenles
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o, de forma equivalente,

u =  v

como se estableció en la regla de la igualdad para logaritmos. De manera similar, para 
demostrar la regla del producto para logaritmos, observe que

log/, u +  log¿ v =  m +  n

=  \ogh {bm + n) por la definición de logaritmo

=  log¿ (b mbn) por la regla del producto para los exponentes

=  \ogh (uv) como bm = n v bn = v

Las demostraciones de la regla de la potencia y de la regla del cociente se dejan como 
ejercicios (véase el problema 66).

EJEMPLO I 4.2.3
Utilice reglas de los logaritmos para reescribir cada una de las siguientes expresiones en 
términos de log5 2 y log5 3.

a) log5 J b) log5 8 c) log5 36

S o lución

3
5 \

a) log5 — — log5 5 — log5 3 regla del cociente

— 1 — log5 3 porque log5 5 = 1
b) logs 8 =  log5 2 = 3  logs 2 regla de la potencia

c) log5 36 = log5 (2232)

=  lo g 5 2 +  logs 3 regla del producto

=  2 log5 2 +  2 logs 3 regla de la potencia

EJEM PLO I 4 .2 .4

Emplee las reglas de los logaritmos para expandir las siguientes expresiones,

a) log3 (x*y~4) b) log2 c) log7 (a3 V i  -  y 2)

S olución

a) log3 (X*y~4) =  log3 x3 +  log3 y~4 regla del produelo

=  3 log3 x  +  (—■4) log3 y  regla de la potencia

=  3 log3 x  4 log3 y

b) log2 í 2̂ ) =  log2 y 5 -  log2 X2 regla del cociente
vX

=  5 log2 y  — 2 log2 X regla de la potencia
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c) log7 (x3 V l T ^ )  =  log7 [x3(l  -  y 2) 172]
=  log7 a'3 +  log7 (1 -  y2)1/2

1 9=  3 log7 x  +  — log7 (1 -  y )

=  3 log7 x  +  ^  log7 [(1 -  y)( 1 +  y)]

regla del 
producto

regla de 
lii potencia

J'actorizando
“i

I -  v-

=  3 log7 X +  ~  [log7 (1 — y) +  log7 (1 +  y)] regla del
prodm to

= 3 log7 x  + ]- log7 (1 -  y) +  ^  log7 (1 4- y)
L

Gráficas de ias Existe una forma fácil para obtener la gráfica de la función logarítmica y =  log¿, x  a 
funciones partir de la gráfica de la función exponencial y  =  bx. La idea es que, como y  =  log¿

logarítm icas * es equivalente a x  =  by, entonces la gráfica de y = log¿ x es igual a la gráfica de
y  =  bx con los papeles de x y y  invertidos. Es decir, si (w, v) es un punto en la cur
va y =  log¿ x, entonces v =  log¿, u , o de forma equivalente, u =  bv, lo que signifi
ca que (v, ü) está en la gráfica de y = bx. Pero, como se ilustra en la figura 4.6a, los 
puntos (w, v) y (v, u) son uno la imagen del otro respecto a un espejo colocado en la 
recta y  = x  (véase el problema 67). Así, la gráfica de y  =  log¿ x  se puede obtener 
simplemente reflejando la gráfica de y  =  bx en la recta y  = x, como se muestra en 
la figura 4 .6b para el caso donde b > 1. Resumiendo:

Relación en tre  las grá ficas de y  =  í o g b x  y  y  =  b x £ Las gráficas 
de y = logb x  y y = bx son la imagen de la otra respecto a un espejo colocado en 
la recta y  =  x. Por tanto, la gráfica de y  =  log¿ x se puede obtener reflejando la 
gráfica de y =  bx en la recta y = x.

a) El punto (v, u) es la
imagen de (u, v) en el espejo 
colocado en la recta y  = x.

b) Las gráficas de y = logft x y  y = bx 
son una el reflejo de la otra en la 
recta y = a-.

FIGURA 4.6 La gráfica de y = log/, x  para b >  1 se obtiene reflejando la gráfica de y  -  
bx respecto a la recta y  =  x.
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En la figura 4.6/7 se muestra esta característica de la función logarítmica y  =  \ogh x, 
para b >  1, así como su gráfica:

1. La función y = \ogh x  siempre crece y su gráfica siempre es cóncava hacia 
abajo para x  >  0.

2. La gráfica de y =  logft x  tiene (1 ,0 )  como su única intersección con el eje a ,  

y el eje y  como una asíntota vertical.

3. La función y  =  logh x  crece sin límite cuando x  crece indefinidamente y dis
minuye sin límite cuando a  se aproxima a 0  por la derecha; es decir,

lím log¿ x  = +co y lím log b x  = —co*-*+00 °  J  X _+ Q +  &

¿En qué se diferencia (si lo hace) la función y  =  log¿ x  y su gráfica, para el caso en que
0 <  b <  1 ? En el problema 68 se le pide que responda a esta pregunta.

El lo g a r itm o  En el cálculo, la base logarítmica e es la más frecuentemente usada. El logaritmo
n a tu ra l log* A- recibe el nombre de logaritm o n a tu ra l de a  y se denota por ln a  (se lee como

“ele ene de x”); es decir, para a  >  0

y  =  I n A  si y sólo si ey =  a

Para evaluar ln a para un número particular a >  0, se emplea la tecla LN en su cal
culadora. Por ejemplo, para encontrar ln (2.714), se presionaría la tecla LN, luego se in
gresa el número 2.714 para obtener

ln (2.714) =  0.9984 (hasta cuatro lugares decimales)

A continuación, se presenta un ejemplo que ilustra el cálculo de logaritmos naturales.

EJEMPLO' I 4.2.5
Encuentre

a) ln e b) ln 1 c) ln V e  d) ln 2

Solución
a) De acuerdo con la definición, ln e es el único número c tal que e =  ec. Es evi

dente que este número es c = 1. De aquí, ln e =  1.
b) ln 1 es el número único c tal que 1 =  ec. Como e° = 1, se deduce que ln 1 =  0.

c) ln V e  = ln e [/2 es el número único c tal que e [/2 =  eL\ es decir, c = De aquí,
l z  

ln V e  =  - .
2

d) ln 2 es el número único c tal que 2 =  ec. El valor de este número no es obvio, 
y tendrá que utilizar su calculadora para encontrar que ln 2 ~ 0.69315.

Como el logaritmo natural y — ln a  es la función logarítmica que se usa con más 
frecuencia en el cálculo, es útil tener la siguiente lista de sus propiedades.
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P rop iedades deí lo g a r itm o  na tu ra l y  =  !n x  ■ Para números positi
vos u y v:

Regla de la igualdad ln u =  ln v si y sólo si u =  v

Regla del producto ln(wv) =  ln u + ln v
Regla de la potencia ln ur =  r ln u donde r  es un número real

u
Regla del cociente 

Valores especiales

ln I — I =  ln u — ln v

l n  1 =  0 ln e =  1

p a\\

EXPLORE!
Introduzca y  -  ex en Y1, con 
un estilo de graficación en 
negritas, y y  = x en Y2. Como 
y  = ln x es equivalente a ey -  
x, se puede graficar y  = ln x, 
como la relación inversa de ex 
= y, utilizando una pantalla 
decimal. Ponga una marca de 
verificación en la opción 8: 
Drawlnv de la tecla DRAW 
(2nd PRGM) y escriba Drawlnv 
Y1 en la pantalla principal.

La gráfica de y = ln x  se obtiene reflejando la gráfica de y = ex en la recta y = x, como 
se muestra en la figura 4.7.

EJEMPLO I 4.2.6

a) Encuentre ln \ f a b  si ln a =  3 y ln b =  7.

b) Demuestre que ln — =  — \nx.
x

c) Determine x  si 2X = e3.

Solución

a) ln \ í a b  =  ln (ab)[/2 = ^  ln ab =  ^-(ln a +  ln b) =  ^(3  4- 7) =  5

b) ln -  =  ln 1 -  Inx  =  0 — \nx  = — ln*

c) Tome el logaritmo natural de cada lado de la ecuación 2X = e3 y despeje x  para
obtener
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R elac ión  e n t r e  En el ejemplo 4.2.7 se establecen dos identidades importantes que muestran cómo las
e x y  In  X funciones logarítmicas y exponenciales tienen cierto efecto “neutralizador” entre sí.

EJEM PLO I 4 .2 .7  
Simplifique las siguientes expresiones:

a) e]nx (para x  >  0) b) ln ex

S olución

a) De acuerdo con la definición, ln x  es el único número b para el cual x  — eh. De 
aquí, <?ln v =  eh =  x.

b) De forma similar, ln ex es el único número b para el cual e* = eh. Es obvio que 
este número b es x. De aquí, ln ex =  a.

Las dos identidades deducidas en el ejemplo 4.2.7 muestran que las funciones com
puestas ex y <?ln v dejan invariante la variable x. En general, dos funciones f y g  para las 
cuales f(g(x))  =  x  y g(f(x))  se dice que son inversas entre sí. Así, la función exponen
cial y  =  ex y la función logarítmica y = ln x  son inversas.

Relación inversa e n tre  ex y  ín x  a

eln v =  x  para x  >  0 y ln ex = x  para toda jc

En el ejemplo 4.2.8 se ilustra cómo se puede utilizar la relación inversa entre ex y 
ln x  para resolver ecuaciones.

¡e x p lo r e :
Resuelva la ecuación

3 -  ex = ln (x2 + 1)

colocando el lado izquierdo de 
la ecuación en Y1 y el derecho 
en Y2. Use la pantalla (ZOOM 
6) para encontrar los valores x 
de los puntos de intersección.

II
¡EXPLORE!
Introduzca la ecuación y  = 10* 
en Y1 y grafique utilizando un 
estilo de graficación en negri
tas. Luego coloque y  = x  en 
Y2, y  = Inx en Y3, y y  = log x 
en Y4. ¿Qué se puede con
cluir a partir de esta serie de 
gráficas?

EJEMPLO I 4 .2 .8
Despeje x  de cada una de las ecuaciones siguientes:

a) 3 =  e20x b) 2 \n x  = 1

Solución
a) Aplique el logaritmo natural a cada lado de la ecuación para obtener

ln 3 =  ln e20x o bien ln 3 =  2(k 

Despeje x, utilizando una calculadora para calcular ln 3:

ln 3 1.0986
x  =

20 20

b) Primero aísle ln x  en el miembro izquierdo de la ecuación dividiendo ambos la
dos entre 2:

]_
2

Luego, aplique la función exponencial en ambos lados de la ecuación para ob
tener

e'n-' = e m  O .v =  e m  =  \T e  =* 1.6487

Ya se ha visto cómo utilizar la tecla LN para calcular logaritmos naturales, y casi 
todas las calculadoras tienen una tecla LO G  para calcular logaritmos con base 10, pero
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¡EXPLORE!
Introduzca f(x) = Bx en Y1 y 

v cá 9(x) — logex en Y2 como 
ln(x)/ln(6). Experimente con 
valores diferentes de B >  1, uti
lizando la tecla STO^ para de
terminar para qué valores de B 
se interceptan, tocan en un 
punto, o están separadas estas 
dos funciones, como se mues
tra en la figura 4.6£>.

T iem po cíe 
d u p lic a c ió n

¿que hacer para calcular logaritmos con bases distintas a e o 10? Para ser específicos, su
ponga que se desea calcular el número logarítmico c = log/, a. Se tiene

c =  log/, a
bc =  a definición ele logaritmo

ln b c =  ln a
c ln b =  ln a regla de la potencia

ln a
c =

ln b

Así, el logaritmo \ogh a se puede encontrar calculando el cociente de dos logaritmos na
turales, ln a y ln b. Resumiendo:

Fórm ula de convers ión  para lo g a ritm o s 3 Si a y b son números po-
sitivos con b 1, entonces

ln a
'0g* a = in b

EJEMPLO I 4.2.9 
Encuentre log5 3.172.

Solución

Utilizando la fórmula de conversión, se halla

ln 3.172 1.1544 „
l o g 5 3 -m  = — ~ - n 6 0 9 i ~ a 7 1 7 2

En el párrafo introductorio al inicio de esta sección, se preguntó cuánto tardaría una 
inversión en duplicar su valor. Esta pregunta se responde en el ejemplo 4.2.10.

EJEMPLO I 4.2.10
Si se invierten $1 000 a un interés anual de 8% capitalizado continuamente, ¿cuánto 
tiempo tomará para que se duplique la inversión? ¿Cambiará el tiempo de duplicación 
si el capital fuera diferente a $ 1 000?

Solución

Con un capital de $1 000, el saldo después de t años es B{t) =  1 OOOe008', por tanto la 
inversión se duplica cuando B(t) =  $2 000; es decir, cuando

2 000 =  1 OOOe0 08'

Dividiendo entre 1 000 y tomando el logaritmo natural en cada miembro de la ecuación, 
se obtiene

2 =  ^°-08/
2 =  <?0-08'

'  = 008 ”  8-66 añ°S
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Use la instrucción para resolver 
ecuaciones de su calculadora 
graficadora con la ecuación 
F -  P*eA(R*T) = 0 para deter
minar cuánto tiempo tomará 
duplicar $2 500 a 8.5%, capita
lizado continuamente.

Vido m ed ia

Si el capital hubiera sido P0 dólares en vez de $1 000, el tiempo de duplicación sa
tisfaría

2Pq =  / V 0'08'
2 =  eom '

que es exactamente la misma ecuación que se tenía con P0 — $1 000, por lo que una vez 
más, el tiempo de duplicación es 8.66 años.

La situación que se ilustra en el ejemplo 4.2.10 se aplica a cualquier cantidad 
<2(0 = Qoekt Que crece exponencialmente con el tiempo t. En particular, como en el 
tiempo t — 0, se tiene <2 (0) =  (2o¿° =  (2o> Ia cantidad se duplica cuando

2 2 o  = Qoek'
2 =  ekt

ln 2 = kt
ln 2 

t = -----
k

Resumiendo:

!le m p o  de  d u p lica c ió n  s Una cantidad <2(0 =  Q ^ kt (k >  0) que experi
menta un crecimiento exponencial, se duplica cuando t = d, donde

J ln 2

Se ha determinado experimentalmente que la mayoría de las sustancias radiactivas de
caen exponencialmente, de manera que la parte de una muestra de tamaño inicial Q0 
que está presente después de t años está dada por una función de la forma <2(0 =  
Q0e~kr. La constante positiva k mide la tasa de decaimiento, pero esta tasa general
mente se da especificando el tiempo t — h requerido para que se desintegre la mitad 
de la muestra dada. Este tiempo se denomina vida media de la sustancia radiactiva. 
En el ejemplo 4.2.11 se muestra cómo se relaciona la vida media con k.

EJEM PLO I 4 .2 .11

Demuestre que una sustancia radiactiva que decae de acuerdo con la fórmula <2(0
, ln  2Q0e tiene una vida media h = ——.

Solución

El objetivo es encontrar el valor de t para el cual Q(h) = -  Q0; es decir,

“ Q° ~ Qoe kh

Divida entre <2o y aplique el logaritmo natural en cada miembro para obtener

ln -  =  — kh
2
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D o ta c ió n  
p o r  c a rb o n o

Así, la vida media es

según se requería.

1

/  1 1 1 1

— ln 2 ln 2 i
------ ;— — ~ — como ln — =  ln 2 =  — ln 2

— k  k  2

En 1960, W. F. Libby ganó un Premio Nobel por su descubrimiento del método de 
datación por carbono, una técnica para determinar la edad de ciertos fósiles y obje
tos arqueológicos. A continuación se presenta un resumen de la técnica.2

El bióxido de carbono en el aire contiene el isótopo radiactivo 14C (“carbono 14”) 
así como también el isótopo estable 12C (“carbono 12”). Las plantas vivas absorben bió
xido de carbono del aire, lo que significa que la relación de 14C a 12C en una planta viva 
(o en un animal herbívoro) es igual a la del aire. Cuando una planta o un animal muere, 
cesa la absorción de bióxido de carbono. El 12C ya presente en la planta o animal per
manece igual que en el momento de la muerte, mientras que el 14C decae, y el cociente 
de 14C a 12C decrece exponencialmente. Es razonable suponer que la razón R0 de 14C 
entre 12C en la atmósfera es la misma ahora que como era en el pasado, de manera que 
la razón de 14C entre 12C en una muestra (por ejemplo, en un fósil o un artículo) está 
dada por una función de la forma R(t) =  Roe~kr. La vida media de 14C es 5 730 años. 
Comparando R(t) con R0, los arqueólogos pueden estimar la edad de las muestras. En el 
ejemplo 4.2.12 se ilustra el procedimiento de datación.

EJEM PLO I 4 .2 .1 2

Un arqueólogo descubre un fósil en el que la relación de 14C a 12C es — de la razón 

encontrada en la atmósfera. Aproximadamente, ¿qué edad tiene el fósil?

Solución

La edad del fósil es el valor de t para el cual R{t) = - j  R0; es decir, para el cual 

Dividiendo entre R 0 y tomando logaritmos, se encuentra que

ln -  =  — kty
5

~ Por ejemplo, vea Raymond J. Cannon, “Exponential Growth and Decay", UMAP Modules 1977: Tools 
for Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1978. Procedi
mientos de datación mas avanzados son discutidos en Paul J. Campbell, “How Oíd Is the Earth?” UMAP 
Modules 1992: Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., Lexington, 
MA, 1993.
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Ajuste ex p o n en c ia l  
de u n a  curva

¡EXPLORE!
Véase el ejemplo 4.2.13. Ponga 
0 = Q -  A*eA(-K*X) en el edi
tor de ecuaciones de su calcu
ladora graficadora. Encuentre 
la distancia desde el centro de 
la ciudad si Q = 13 500 perso
nas por milla cuadrada. Re
cuerde del ejemplo que la den
sidad en el centro es de 15 000 
y la densidad a 10 millas del 
centro de la ciudad es de 9 000 
personas por milla cuadrada.

- l n -  
= ____ 5 =  ln 5

k ~  k

ln 2
En el ejemplo 4.2.11 se determinó que la vida media h satisface h = ----- , y como 14C

k
tiene una vida media h = 5 730 años, se tiene que

. ln 2 ln 2 
k = —  = — —  ~  0.000121 

h 5 730

Por tanto, la edad del fósil es

ln 5
t = ------= -------------- «  13 300

k 0.000121

Es decir, el fósil tiene aproximadamente 13 300 años.______________________________

En el último ejemplo se analiza cómo utilizar logaritmos para encontrar una función 
exponencial que satisfaga ciertas condiciones específicas.

EJEMPLO I 4 .2 .13

La densidad de población a x  millas del centro de una ciudad está dada por una función 
de la forma Q{x) = A e~ Lx. Encuentre esta función si se sabe que la densidad de pobla
ción en el centro de la ciudad es de 15 000 personas por milla cuadrada y la densidad a 
10 millas del centro es de 9 000 personas por milla cuadrada.

Solución

Por simplicidad, exprese la densidad en unidades de 1 000 personas por milla cuadrada. 
El hecho que <2(0) =  15 le indica que A =  15. El hecho que 0(10) =  9 significa que

9 =  15£-1íu o  bien -  =  e ~ XOk

Aplicando logaritmo en ambos miembros de esta ecuación, se obtiene

3 ln 3/5
ln — =  —10/: o bien ^ =  0.051

De aquí, la función exponencial para la densidad de población es (2(.v) ~  15? 0 05 .
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En los problemas 1 y  2 use su calculadora para encontrar los logaritmos naturales indicados.

1  2

1. Encuentre ln 1, In 2, ln e, ln 5, ln -  y ln e . ¿Qué pasa si intenta encontrar In 0 o bien ln (—2)? ¿Por qué?

2. Determine ln 7, ln ±  ln ^  ln - L  y ln^ .  ¿Qué pasa si trata de encontrar l n ( - 7 )  o l n ( - e)?

En los problemas 3 a 8 evalúe la expresión dada utilizando las propiedades de los logaritmos.

3. ln e3 4. ln \T e
l n  5

7. e3  l n  2 - 2  l n  5

6. e

8. ln

2  l n  3

_  1 / 3

En los problemas 9 a 12 utilice las reglas de los logaritmos para rescribir cada una de las expresiones en térmi
nos de log3 2 y  log3 5.

9. log3 270 

11. log3 100

10. log3 (2.5) 

64
12. log3

125

En los problemas 13 a 20 utilice las reglas de los logaritmos para simplificar cada una de las expresiones. 

13. log2 (a-V) 14. log3 (a5̂ -2 )

15. ln ^ a2 — a

a 2(3 -  a)2/3
17. ln

J V a 2 +  a  +  1.

19. \n (x3e ~ ^ )

En los problemas 21 a 32 resuelva la ecuación dada para x  
21. 2 =  e0 06x

— 4 x23. 3 =  2 +  5e

25. — ln a =  —  +  C 
50

27. ln a  =  ~(ln  16 +  2 ln 2)

29. 3'v =  é?2

31.
25e O .lx

e0Jx +  3
=  10 32.

33. Si log2 a  =  5, ¿cuál es el valor de ln a? 

35. Si log5 (2y) =  7, ¿cuál es el valor de In a?

37. Encuentre ln
1

\ f a i ?
si ln a =  2 y ln b =  3.

18. ln 

20. ln 

1

' 4 - x 2)

1 '

x 2\

V i

22. - Q o  = Q o e - U2x

24. —2 InA =  b

1
26. 5 =  3 ln a ----- ln a

2

28. InA =  2(ln 3 -  ln 5)

30. a k = ekx 

5
■37 =  3

1 +  2e~x

34. Si log 10 a  — —3, ¿cuál es el valor de ln a ?

36. Si log3 ( a  -  5) =  2, ¿cuál es el valor de ln a ?

1 ( \ ^ b \ a
38. Determine -  ln -----  si ln b -  6 y ln c =  - 2 .

a V c )
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39. INTERÉS C O M PU E ST O  ¿Cuán rápido se du
plica el dinero si se invierte a una tasa de interés 
anual de 6%, capitalizado continuamente?

40. INTERÉS C O M PU E ST O  ¿ Cuán rápido se 
duplica una suma de dinero si se invierte a una 
tasa de interés anual de 1% capitalizado continua
mente?

41. INTERÉS C O M PU E ST O  El dinero depositado 
en cierto banco se duplica cada 13 años. El banco 
capitaliza el interés continuamente. ¿Qué tasa de 
interés anual ofrece el banco?

42. D EC A IM IEN TO  R A D IA C T IV O  La cantidad
de cierta sustancia radioactiva presente después de 
t años está dada por una función de la forma Q(t) 
=  Encuentre la vida media de la sus
tancia.

43. D EC A IM IEN TO  R A D ÍA C H V O  El radio de
cae exponencialmente. Su vida media es 1 690 
años. ¿Cuánto tarda una muestra de 50 gramos de 
radio en reducirse a 5 gramos?

44. PU BLICID AD El editor en una casa editorial 
importante estima que si se distribuyen a  miles de 
ejemplares de cortesía a maestros, las ventas de 
un libro nuevo durante el primer año serán aproxi
madamente / ( a )  = 20 -  \2e~ 003x miles de ejem
plares. De acuerdo con esta estimación, aproxima
damente ¿cuántos ejemplares deberá enviar el 
editor para generar ventas de 12 000 ejemplares 
en el primer año?

45. CRECIM IEN TO  DE BA CTERIAS Un estu
diante de medicina que estudia el crecimiento de 
bacterias en cierto cultivo ha recolectado los si
guientes datos:

Número de minutos 0 20
Número de bacterias 6 000 9 000

Utilice estos datos para encontrar una función ex
ponencial de la forma Q(t) = Q§ekt que exprese el 
número de bacterias en el cultivo como una fun
ción del tiempo. ¿Cuántas bacterias hay después 
de 1 hora?

46. PR O D U C TO  IN T E R N O  B R U TO  Un econo
mista ha recolectado los siguientes datos sobre el 
producto interno bruto (PIB) de cierto país:

Año 1990 2000
PIB (en mil millones) 100 180

emplee estos datos para pronosticar el PIB en el 
2010 si el PIB crece:
a) Linealmente
b) Exponencialmente

47. EFICIEN CIA  DE UN TRA BA JA D O R Un ex 
perto en eficiencia contratado por una firma de 
manufactura ha recolectado los siguientes datos 
que relacionan la producción de los trabajadores 
con la experiencia:

Experiencia t (meses) 0 6
Producción Q (unidades por hora) 300 410

Suponga que la producción, Q , está relacionada 
con la experiencia, t, por una función de la forma 
<2(0 = 500 — Ae kr. Encuentre la función de esta 
forma que se ajuste a los datos. ¿Qué producción se 
espera de un trabajador con 1 año de experiencia?

48. A R Q U E O L O G ÍA  Un arqueólogo descubrió un 
fósil donde la razón de 14C entre 12C es y  de la 
razón encontrada en la atmósfera. Aproximada
mente ¿qué edad tiene el fósil?

49. A R Q U tO L O G ÍA  Pruebas de un objeto des
cubierto en el sitio Debert en Nueva Escocia 
demuestran que 28% del 14C original aún está 
presente. Aproximadamente, ¿qué edad tiene el 
objeto?

50. A R Q U E O L O G ÍA  Las Escrituras del Mar 
Muerto fueron escritas en pergamino aproximada
mente en el 100 a.C. ¿Qué porcentaje del l4C ori
ginal de los pergaminos había cuando fueron des
cubiertos los rollos en 1947?

51. FA LSIFICA CIÓ N  EN ARTE Se determina que 
una pintura falsa, supuestamente pintada por Rem- 
brandt en 1640, tiene 99.7% de su l4C original. 
Realmente, ¿cuándo fue pintada? ¿Qué porcentaje 
de 14C original debería estar presente si fuera legí
tima?

52. A R Q U E O L O G ÍA  En 1389, Pierre d ’Arcis, el 
obispo de Troya, escribió un memorando al Papa, 
acusando a un colega de pasar “cierta tela, inge
niosamente pintada” como el sudario de Jesucris
to. A pesar de tan temprano testimonio de falsifi
cación, la imagen sobre la tela es tan convincente 
que mucha gente la considera como una reliquia 
sagrada. Conocida como el Manto de Turín, la te
la se sometió a datación por carbono en 1988. Si 
la tela fuera auténtica, hubiera tenido aproximada
mente 1 960 años en aquel momento .
a) Si en realidad el Manto tuviera 1 960 años, ¿qué 

porcentaje de 14C estaría presente?
b) Los científicos determinaron que estaba presente 

el 92.3% del 14C original del Sudario. Con base 
sólo en esta información, ¿cuál era la edad pro
bable del Sudario en 1988?
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53. E N FR IA M IE N T O  El café instantáneo se hace 
agregando agua hirviendo (212°F) a una mezcla 
de café. Si la temperatura del aire es 70°F, la
ley de enfriamiento de Newton indica que después 
de t minutos, la temperatura del café estará dada 
por una función de la fo rm a/(í)  =  70 -  A e~kt. 
Después de enfriarse durante 2 minutos, el café 
aún está 15°F demasiado caliente para beberse, 
pero 2 minutos más tarde está al punto. ¿Cuál es 
esta temperatura “ideal” para tomarlo?

54. D E M O G R A FÍA  La población mundial crece a 
una tasa de aproximadamente 2% por año. Si se 
supone que el crecimiento de la población es ex
ponencial, entonces la población dentro de t años 
estará dada por una función de la forma P{t) =  
PQeomt, donde P0 es la población actual. (Esta 
fórmula se deduce en el capítulo 6.) Suponiendo 
que este modelo de crecimiento de la población es 
correcto, ¿cuánto tiempo tomará para que se du
plique la población mundial?

55. R A D IO L O G ÍA  El yodo radiactivo 133I tiene 
una vida media de 20.9 horas. Si se inyecta en el 
torrente sanguíneo, el yodo se acumula en la glán
dula tiroides.
a) Después de 24 horas, un técnico médico explora 

la glándula tiroides de un paciente para determi
nar si la función de la tiroides es normal. Si la ti
roides ha absorbido todo el yodo, ¿qué 
porcentaje de la cantidad original se deberá de
tectar?

b) Un paciente regresa a la clínica 25 horas des
pués de haber recibido una inyección de 133I. El 
médico analiza la glándula tiroides del paciente 
y detecta la presencia de 41.3% del yodo origi- 
nal. ¿Cuánto I del original permanece en el 
resto del cuerpo del paciente?

56. NIVELES A CÚ STICOS Un decibel, nombrado 
en honor de Alexander Graham Bell, es el menor 
incremento de la intensidad del sonido detectable 
por el oído humano. En física, se ha demostrado 
que cuando ocurren dos sonidos de intensidad I x y 
I2 (watts/cm3), la diferencia de intensidad es D 
decibeles, donde

¿> = 101og10( | )

Cuando el sonido se clasifica en relación con el um
bral de audición del oído humano (/0 =  10“ 12), el 
nivel de conversación normal es aproximadamente 
60 decibeles, en tanto que un concierto de rock pue
de ser 50 veces más ruidoso (110 decibeles).
a) ¿Cuánto más intenso es un concierto de rock 

que una conversación normal?

b) El umbral de dolor se alcanza a un nivel sono
ro que es aproximadamente 10 veces más inten
so que un concierto de rock. ¿Cuál es el nivel 
del umbral de dolor en decibeles?

H IS T O R IA  DE ESPÍAS Después de rescatar a 
su superior en el problema 20 de la sección 3.5, el 
espía regresa a casa, sólo para saber que su mejor 
amigo, Sigmund (“Siggy”) Leiter, fue asesinado. La 
policía dice que el cuerpo de Siggy fue descubierto 
a la 1:00 p.m. el martes, metido en un congelador 
donde la temperatura era de 10°F. Él también dijo 
que la temperatura del cuerpo al momento del descu
brimiento era de 40°F, y recuerda que t horas des
pués de la muerte un cuerpo tiene una temperatura

T = Ta + (98.6 -  Ta)(fi.91)‘

donde Ta es la temperatura del aire adyacente al 
cuerpo. El espía sabe que el hecho oscuro fue perpe
tuado por Emst Stavro Blohardt o André Scélérat.
Si Blohardt estaba en prisión hasta el medio día del 
miércoles y Scélérat estaba en Las Vegas desde el 
medio día hasta el viernes, ¿quién “congeló” a 
Siggy, y cuándo?

58. CURVA DE A PR E N D IZ A JE  En un experi
mento diseñado para probar la memoria a corto 
plazo,3 L. R. Peterson y M. J. Peterson determina
ron que la probabilidad p{t) de que un sujeto 
recuerde un patrón de números y letras t segundos 
después de recibir el patrón es

p(t) =  0.89[0.01 +  0.99(0.85)']
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el sujeto pueda 

recordar el patrón de inmediato (f =  0)?
b) ¿Cuánto tiempo transcurre antes que p{t) baje a 

0.5?
c) Trace la gráfica de p(t).

59. S ISM O L O G ÍA  En la escala de Richter, la mag
nitud R de un terremoto de intensidad I  está dada

n l n /por R = ----- -
P ln 10
a) Encuentre la intensidad del terremoto de San 

Francisco de 1906, que midió R =  8.3 en la es
cala de Ritchter.

b) ¿Cuánto más intenso fue el terremoto de San 
Francisco de 1906 que el terremoto devastador 
de 1995 en Kobe, Japón, que m idió/? =  7.1?

60. E N T O M O L O G ÍA  Se ha determinado que el 
volumen de la yema de un huevo de mosca 
doméstica se encoge de acuerdo con la fórmula 
V{t) =  5<?-1,3/ mm3 (milímetros cúbicos), donde t

3 L. R. Peterson y M. J. Peterson, “Short-Term Retention of Indivi
dual Verbal Items”, Journal o f Experimental Psychology, Vol. 58 
(1959), pp. 193-198.
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es el número de días desde el instante en que el 
huevo es producido. El huevo incuba 4 días.
a) ¿Cuál es el volumen de la yema cuando el hue

vo se rompe?
b) Trace la gráfica del volumen de la yema en el 

período 0 <  / <  4.
c) Encuentre la vida media del volumen de la ye

ma; es decir, el tiempo que transcurre para que 
el volumen de la yema se reduzca a la mitad de 
su tamaño original.

61. ALOM ETRÍA Suponga que durante los prime
ros 6 años de la vida de un alce, la altura de su 
lomo, //(/), y la longitud de punta a punta de sus 
astas /4(/) crecen con el tiempo t (años) de acuer
do con las fórmulas H(t) = 125<?0'08' y A(t) =  
50eOA6r, donde H  y A ambas están medidas en 
centímetros (cm).
a) En la misma gráfica, trace y  =  H(t) y y  = A{t) 

para el período 0 < t < 6.
b) Exprese la longitud de las astas A como una 

función de la altura H. [Sugerencia: primero 
tome logaritmos en ambos lados de la ecuación 
H = 125e0'08' para expresar el tiempo t en tér
minos de H  y luego sustitúyalo en la fórmula 
para/4(f).]

62. PRESIÓN DEL A IR E La presión del aire f ( s )  
a una altura de s metros sobre el nivel del mar es
tá dada por

f (s )  = £~°-000125-y atmósferas
a) Si la presión atmosférica fuera de un avión es de 

0.25 atmósferas, ¿cuál es la altura del aeroplano?
b) Una alpinista decide utilizar una máscara de 

oxígeno una vez que haya alcanzado una altitud 
de 7 000 metros. ¿Cuál es la presión atmosférica 
a esta altura?

63. CRECIM IEN TO  DE LA PO B L A C IÓ N  Con 
base en la estimación de que en la Tierra hay 10 
mil millones de acres de tierra cultivable, y que 
cada acre puede producir suficiente alimento para 
alimentar a 4 personas, algunos demógrafos creen 
que la Tierra no puede sustentar una población 
mayor de 40 mil millones de personas. En 1960 
la población de la Tierra era aproximadamente de
3 mil millones y en 1975 de 4 mil millones. Si
la población de la Tierra creciera exponencialmen
te, ¿cuándo llegaría al límite teórico de 40 mil 
millones?

64. CRECIM IEN TO  DE LA P O B L A C IÓ N  De 
acuerdo con un modelo logístico basado en la su
posición de que la Tierra no puede sustentar más 
de 40 mil millones de personas, la población mun
dial (en mil millones) t años después de 1960 está

40

65.

t e !

66.

67.

dada por una función de la forma P(t) = .
1 +  Ce~kr

donde C y k son constantes positivas. Encuentre la 
función de esta forma que sea consistente con el he
cho de que la población mundial era aproximada
mente 3 mil millones en 1960 y 4 mil millones en 
1975. ¿Qué predice su modelo para la población en 
el año 2000? Verifique la precisión del modelo con
sultando un almanaque.
SISM O LO G IA  La fórmula de la magnitud para 
la escala de Richter es

H iogi°(i)
donde E  es la energía liberada por el terremoto (en 
joules), y E0 =  104’4 joules es la energía liberada 
por un terremoto pequeño de referencia empleado 
como un estándar de medición.
a) El terremoto de 1906 de San Francisco liberó 

aproximadamente 5.96 X 1016 joules de energía. 
¿Cuál fue su magnitud en la escala de Richter?

b) ¿Cuánta energía liberó el terremoto de India en 
1993, en el cual se midió 6.4 en la escala de 
Richter?

En cada caso, utilice una de las leyes de los expo
nentes para demostrar la ley de los logaritmos in
dicada.

u
a) La regla del cociente: ln -  =  ln u — ln v

v
b) La regla de la potencia: ln ur = r ln u 
Demuestre que el reflejo del punto (a , b) en la 
recta y  =  x  es (b, a). [Sugerencia: demuestre que 
la recta que une (a, b) y (b , a) es perpendicular a 
y  = x  y  que la distancia de (a, b) a y  =  x  es la 
misma que la distancia de y =  x  a (¿>, ¿i).]

68. Trace la gráfica de y  =  \ogb x  para 0 <  b <  1 re
flejando la gráfica de y =  bx en la recta y — x. 
Luego responda estas preguntas:
a) ¿Es creciente o decreciente la gráfica de y =

\ogb para a* >  0?
b) ¿Es cóncava hacia arriba o hacia abajo la gráfica 

para x  >  0?
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c) ¿Cuáles son las intersecciones de la gráfica con 
los ejes de coordenadas? ¿Tiene la gráfica algu
na asíntota horizontal o vertical?

d )  ¿Qué se puede decir acerca de
lím logfyX y lím log¿, a

x— x—>0
69. Demuestre que si y  es una función exponencial de 

x, de manera que y  = Cxk donde C y k  son cons

tantes, entonces ln y  es una función lineal de ln x. 
[Sugerencia: aplique el logaritmo en ambos miem
bros de la ecuación y  =  Cxk.]

70. Emplee la instrucción de graficación para trazar 
figste y  =  10a’, y  =  x, y y  =  log10 x  en los mismos ejes 
\¿§2 coordenados (utilice [—5, 5]1 por [—5, 5] 1. ¿Có

mo se relacionan las gráficas?

En los problemas 71 a 74 despeje x.
W  „ e -* sx

71. x  = ln(3.42 X 10-8 '1) 72. 3 500ea 3 u  = 1 + 257e~uu
73. eall3 'v +  4.72 =  7.031 -  x  74. ln (x  +  3) — ln x  =  5 ln(x:2 — 4)
75. Sean a y  b cualesquiera números positivos diferentes a 1.

a) Demuestre que (loga b)(\ogb a) = 1.
log¿, x  , .

b) Demuestre que logfl x  =  -------- para cualquier numero x >  0.
log¿, a

SECCIOSV! 4.3 Derivación de funciones 
logarítmicas y exponenciales
Las funciones exponenciales y logarítmicas tienen derivadas simples. En esta sección se 
obtendrán fórmulas de esas derivadas y se utilizarán para analizar algunos problemas 
prácticos. Se comienza con la fórmula de la derivada de ln x.

D erivada  de irsx

d  , 1
—  (ln x) =  — para x — 0
dx x

La deducción de esta fórmula aparece al final de esta sección, después de usarla en 
varios ejemplos.

EXPLORE!
Grafique y -  ln x empleando 
una pantalla decimal,
[- .7 , 8.7]1 por [-3 .1 , 3.1]1. 
Elija un valor de x  y trace la 
línea tangente a la curva en 
esta x. Observe qué tan pró
xima es la pendiente de la 
recta tangente a 1/x. Repita 
para varios valores adicionales 
de x.

EJEM PLO I 4.3.1 
Derive la función/(x) =  x ln x.

So lución

Combine la regla del producto con la fórmula de la derivada de ln x para obtener

+  ln x =  1 +  ln x

Se pueden simplificar derivadas de expresiones complicadas utilizando las reglas 
de los logaritmos. En el ejemplo 4.3.2 se utiliza la regla de la potencia para logaritmos 
antes de derivar.
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EJEM PLO I 4 .3 .2  

D eriv e /(a ) =  .

Solución

Primero, como \ í ?  =  a 2 /3 , la regla de la potencia para logaritmos nos permite escribir

2
ln V x 1 ln A273 3 n X

A x )  = ----~4 =  ---- —  =  — —
A A A

Luego, por medio de la regla del cociente, se calcula

f ' M  =  3
A*(ln a) ' -  (a4) ' ln a

(x4)2

x 4(\) — 4 a 3 ln a  
a 8

1 — 4 ln a

EJEM PLO I 4 .3 .3  

Derive g(t) =  (t +  ln f)3/2.

Solución

La función tiene la forma g(t) =  w3/2, donde u = t +  ln t, y aplicando la regla general de 
la potencia, obtenemos

3 //
=  -  (r +  ln t)m  — it +  ln t)

1 at

- | C  +  tal)w ( l + i)

S i/(a )  =  ln h(a), donde u(x) es una función derivable de a, entonces la regla de la 
cadena produce la siguiente fórmula p a ra / '(a ) .

Regla de la cadena para func iones logarítm icas a si u{x) es una 
función derivable de a, entonces

d  1 du
—  [ln u(a)] =  —  —
dx  u{x) dx
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EJEMPLO I 4 .3 .4  
Derive la función / ( x ) =  ln (2 x 3 +  1).

Solución
o

Aquí, se tiene/(x) =  ln w, donde u{x) — 2x  +  1. Así,

1 du 1 d r ,
f  W  =  “  ~T =  9 3 T  7 ~T (2x  +  !) u dx 2x  +  1 ax

2(3x2) ó*2
2* J +  1 2*  +  1

EJEMPLO I 4.3.5
Encuentre la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f ( x ) =  x  — ln V *  en el punto 
donde x  =  1.

Solución

Cuando x  =  1, se tiene

> = / ( l )  =  1 — ln (V T ) =  1 - 0 = 1
por tanto, el punto de tangencia es (1, 1). Para determinar la pendiente de la recta tan
gente en este punto, se escribe

f ( x )  = x  — ln V x  =  x  — ln x
y se calcula la derivada /,w=i"Kí)=i_¿
Así, la pendiente es

- ^ (1) ~  1 ~~ 2( 1) ~~ 2 

y la ecuación para la recta tangente es

y -  1 1

o, de forma equivalente,

x — 1 2

1 1
;y =  - x  +  -

2 2

EJEMPLO I 4 .3 .6
Un fabricante determina que se venderán x unidades de cierto artículo de lujo cuando el 
preció sea p(x) =  112 — x lnx3 cientos de dólares por unidad.

a) Encuentre las funciones de ingreso y de ingreso marginal.

b) Utilice el análisis marginal para estimar el ingreso obtenido al producir la quin
ta unidad. ¿Cuál es el ingreso real por producir la quinta unidad?

Solución
a) El ingreso es

R(x) = xp(x) =  *(112 -  * ln*3) =  112* -  *2(3 ln.v)
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cientos de dólares, y el ingreso marginal es

R'(x)  =  112 -  3[Ar2í ^ j  +  (2x) ln*] =  112 -  3* -  6 x \ n x

b ) El ingreso obtenido al producir la quinta unidad se estima mediante el ingreso 
marginal evaluado en x  =  4; es decir, como

R \ 4) =  112 -  3(4) -  6(4) ln(4) «  66.73

cientos de dólares ($6 673) por unidad adicional. El ingreso real obtenido al pro
ducir la quinta unidad es

R(5) -  R(4) =  [112(5) -  3(5)2 ln 5] -  [112(4) -  3(4)2 ln 4]
=  439.29 -  381.46 =  57.83

cientos de dólares ($5 783).

1-u n  c lo n e s  Para encontrar la fórmula de la derivada de ex, se derivan ambos miembros de la ecua-
e x p o n e n c ía le s  ción

ln ex =  x

EXPLORE
Grafique y -  ex utilizando la 
pantalla decimal, [-0 .7 , 8.7]1 
por [-.1 , 6.1]1. Trace la curva 
para cualquier valor de x  y 
determine el valor de la deri
vada en este punto. Observe 
qué tan próximo es el valor 
de la derivada al de la coor
denada y de la gráfica. Repita 
esto para varios valores de x.

con respecto a x, empleando la regla de la cadena para logaritmos al derivar ln éc. Se 
obtiene

d  r

=  1 o — (ex) = ex 
dx

D erivada  de \a fu n c ió n  exponencia ! 

d
- - ( O  =  e* 
dx

para cualquier número real x

El hecho de que ex es su propia derivada significa que en cada punto P(c, ec) sobre 
la curva y  =  ex, la pendiente es igual a ec, que es la coordenada y  de P (véase la figura 
4.8). Ésta es una de las razones más importantes en el cálculo para utilizar e como la ba
se de la función exponencial.

FÍGURA 4 .8  En cada punto P(c, é )  de la gráfica de y = ex, la pendiente es igual a
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dx

se obtiene esta fórmula general para la derivada de las funciones exponenciales

Empleando la regla de la  cadena ju n to  con la fó rm u la  de la  derivada

Regla de la cadena para fun c iones  exponenc ia les  
función derivable de x , entonces

——(ewW) =  eu 
dx  dx

Si u{x) es una

EJEM PLO I 4 .3 .7  
Derive la función f (x )  = ex +1.

Solución
Utilizando la regla de la cadena con u =  x 2 +  1, se tiene

dx¿+\
T  <■** +  »dx

=  2xe X - + 1

EJEM PLO I 4 .3 .8  
Derive la función

. - 3 x

/(* )  = +  1
Solución
Empleando la regla de la cadena junto con la regla del cociente, se obtiene

(x2 +  \ ) ( - 3 e ~ 3x) -  C2x)e~3x
/ ' «  = (x2 +  1):

=  e " 3*
— i ( x 2 +  1) -  2x~ — 3x2 — 2x — 3

(x2 +  l )2 — e
(x2 + l )2

EJEM PLO I 4 .3 .9
Encuentre los valores mayor y menor de la función f ( x )  = x e Zv en el intervalo - 1  
<  1.

Solución
Por la regla del producto

f ' ( x )  =  x - ^ - ( e 2x) +  e2x-^-(x)  =  x(2e lx ) +  e2x{\)  =  (2x  +  l)é?2-* 
dx dx

< x

así f ( x )  =  0 cuando

(2x  +  l )e 2x =  0
2x  -+* 1 =  0 anuo c2' >  (i ¡hira roda x 

x  = — 1/2
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C rec im ien to  y 
d e ca im ie n to  
expon enc ia l

Evaluando/(x) en el número crítico x  — —1/2 y en los puntos extremos del intervalo 
x  — — 1 y x  = 1, se determina que

/ ( - l )  = ( - l ) < r 2 «  -0 .1 3 6  
/ (  —1/2) =  (—1/2) £ 1 ** —0.184 mínimo

fiX )  =  (1)^ 555 7.389 máximo

A sí,/(a) tiene su mayor valor 7.389 e n x  =  1 y su menor valor -0 .1 8 4  en x =  -1 /2 .

Recuerde (de la sección 4.1) que una cantidad Q{x) = Q0ekx se dice que crece expo
nencialmente si k >  0 y decae exponencialmente si k <  0. En ambos casos, obser
ve que

Q'(x) =  Q0(ekx)(k) = k(Q0ekx) = kQ(x)

y que la razón de cambio porcentual de Q está dada por

100Q 'O ) _  100(*fi)
Q(x) Q 10°*

Resumiendo:

C re c im ie n to  y d e ca im ie n to  exponenc ia l 0 Si Q(x) =  Q0ekx, entonces 
Q \ x ) =  kQ(x) y <2W cambia a la razón porcentual 100/:.

NOTA Observe que esto es congruente con lo que ya se estudió acerca del in
terés compuesto; a saber, si el interés se capitaliza continuamente, el saldo des
pués de t años es B(t) = Pert, donde r es la tasa de interés expresada en forma 
decimal. □

EJEMPLO i 4.3.10
Un demógrafo que estudia cierta comunidad utiliza un modelo exponencial P(t) =  P0ekt 
para la población, donde t es el número de años después de 1990. Si la población es de 
100 000 en 1990 y 145 000 en 2003, ¿a qué tasa porcentual anual crece la población?

S o lu c ió n

Por simplicidad, mida la población P(t) en miles de individuos. Como la población es 
de 100 000 cuando t — 0 (1990) y de 145 000 cuando í =  13 (2003), se tiene

P0 = P( 0) =  100
y

P(13) =  1 0 0 / (13) =  145

«13) =  M 5  =
100

ln ( ^ A(13)) =  ln (1 .4 5 )  aplicando logaritmos en ambos miembros

£(13) =  0.3716 usando ln(í'x) = x

k ,  03716  =  Q Q2g6 
13

Así, la población crece a una tasa anual de 100k — 2.86%.______________________
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En el ejemplo 4.3.11 se emplea el análisis marginal para examinar la demanda ex
ponencial para cierto artículo y para determinar el precio al cual se maximiza el ingreso 
obtenido al satisfacer la demanda.

EJEM PLO I 4.3.11
Un fabricante determina que tendrá una demanda (venta) de D(p) =  5 OOOe-0 '02/? unida
des de cierto artículo, cuando el precio sea p  dólares por unidad.

a) Encuentre la elasticidad de la demanda para este artículo. ¿Para qué valores de 
p  la demanda es elástica, inelástica y de elasticidad unitaria?

b) Si el precio de $40 se incrementa en 3%, ¿cuál es el efecto esperado en la deman
da?

c) Determine el ingreso R(p) obtenido por vender q = D{p) unidades a p  dólares 
por unidad. ¿Para qué valor de p  se maximiza el ingreso?

Solución
a) De acuerdo con la fórmula deducida en la sección 3.4, la elasticidad de la deman

da está dada por

EV 1 P d<JE(p) =  ~ —q d p

-  ( s w ™ ) 15000 '’ " " " ' 1- 0 -02»

p[5 0 0 0 ( - 0 .0 2 > '° ° 2'’]
5 OOOe~0 02p ~  P

Se encuentra que

|£ (P )| =  ¡ — 0.02/7 [ =  0.02p

por tanto

la demanda es de elasticidad unitaria cuando \E(p)\ =  0.02p  =  1; es decir, 
cuando p  =  50

la demanda es elástica cuando \E(p)\ =  0.02p >  1; o p  >  50

la demanda es inelástica cuando \E(p)\ =  0.02/? <  1; o p <  50

La figura 4.9a muestra la gráfica de la función de demanda, donde se muestran los 
niveles de elasticidad.

a) Gráfica de la función de 
demanda q =  5 OOOe-0 02/7

R

b) Gráfica de la función de 
ingreso R =  5 OOO/?̂ -0 02/’

FIGURA 4 .9  Curvas de demanda e ingreso para el artículo del ejemplo 4.3.11.
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EXPLORE'
Con base en el ejemplo 4.3.11, 
introduzca la función y  =
Axe-Sx en Y1 del editor de 
ecuaciones. Para diferentes 
valores de A y B encuentre la 
ubicación del máximo de y en 
términos de A y B. Por ejemplo, 
fije A -  1 y luego varíe el valor 
de B ( digamos, 1, 0.5, y 0.1) 
para ver dónde se alcanza el 
máximo valor funcional de la 
función. Luego fije B a 0.1 y 
deje que A varíe (digamos,
1,10,100). Haga una conjetura 
acerca de la ubicación del 
máximo valor y  en este caso.

b) Cuando p  = 40, la demanda es

<7(40) =  5 000<? °-02(40) «  2 247 unidades 

y la elasticidad de demanda es

E{p) = -0 .02(40) =  - 0 .8

Así, un inci emento de 1% en el precio de p  — $40 provocará un decremento en la can
tidad demandada de aproximadamente 0.8%. En consecuencia, un incremento de 3% en 
el precio, de $40 a $41.20, resulta en una disminución de la demanda de aproximada
mente 2.247[3(0.008)] =  54 unidades, de 2 247 a 2 193 unidades.

c) La función del ingreso es

R(p) =pq  = 5 000pe~ omp 

para/? >  0 (sólo los precios no negativos tienen significado económico), con la derivada

R \ p )  = 5 000 ( -0 .0 2 pe~002p +  e~002p)

= 5 000 (1 -  O m P)e~0 02p 

Como e~ m¡} siempre es positiva. R \ p ) =  0 si y sólo si

1 — 0.02p =  0 o p  =  ——  =  50
y 0.02

Para verificar que p  =  50 en realidad proporciona el máximo absoluto, observe que 

R'Xp) =  5 000 (0.0004p -  0.04)e~OO2p

por tanto

R"(50) =  5 000[0.0004 (50) -  0 .04]e"OO2(5O) *  - 3 7  <  0

Así, la prueba de la segunda derivada indica que, en efecto, el máximo absoluto de R(p) 
se alcanza cuando p  = 50 (véase la figura 4.9b).

Derivación Algunas veces se puede simplificar el trabajo del cálculo de la derivada de una fun- 
logarítm ica Ción si primero se toma su logaritmo. Ésta técnica, denominada derivación logarít

mica, se ilustra en el ejemplo 4.3.12.

EJEMPLO I 4.3.12
+ 1

Derive la función f (x )  = --------  —t.
(1 -  3x)

Solución

Usted podría resolver este problema utilizando las reglas del cociente y de la cadena, pe
ro el cálculo resultante sería un tanto tedioso. (¡Inténtelo!).

Un método más eficiente es aplicar logaritmo en ambos miembros de la expresión
d e /:

r  ~\/x +  1
\n f(x )  = ln

1
(1 -  3*)¿

=  ln -'J'C* +  1) -  ln (1 -  3*)¿

=  -  ln (x +  1) -  4 ln (1 -  ’ix)
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(Observe que aplicando el logaritmo se elimina el cociente, la raíz cúbica, y la cuarta 
potencia.)

Ahora, utilizando la regla de la cadena en el logaritmo al derivar ambos lados de es
ta ecuación se obtiene

/ '( * )  1 1 -  4
- 3 1 1 12 

+
f(x )  3 (jc +  1) \ 1  -  3x )  3 x 4 - 1  1 - 3 *

de manera que

/ '( * )  = /(* )
1 1 12 

+
_3 x +  1 1 — 3jc_

1 1V r + 1  
(1 -  3*)4_

+
12

En ocasiones es necesario derivar una función exponencial y = bx ,o una función lo
garítmica y  =  log¿> x, con base b #  e. En el ejemplo 4.3.13 se muestra cómo se puede 
utilizar la derivación logarítmica para resolver estos casos. En el problema 78 se pide 
encontrar fórmulas generales para esas derivadas.

EJEMPLO I 4 .3 .13
Derive cada una de estas funciones:

a) y  = 2X

b) y  =  log3 x

Solución

a) Para derivar y  =  2'v, emplee la derivada logarítmica como sigue:

y  =  2"
ln y  =  x ( ln 2) apUiftie iogariimn natural en ambos Lulos 

1 dy _
~  —  — ln 2 derive ambos Lulos 
y  dx

dy
—  =  (ln 2) y  multiplique ambos lados por v 
dx

dy
—  — (ln 2) 2 sustituya v -  2 ' 
dx

b) En este caso, encuentre

y = log3*
3> =  X por la definición de logaritmo

y  ln 3 =  ln x  aplicando logaritmo natural en ambos miembros

dy 1
(ln 3) —— =  — derive ambos miembros

dx x

dy 1
, — —~ —  divida cutre ln 3 

dx x(ln 3)
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Si Q{x) es una función derivable de x, observe que

d Q '(x)
T  (ln Q ) = ~ ~ idx Q(x)

donde la razón a la derecha es la razón de cambio relativa de Q(x). Es decir, la razón de 
cambio relativa de una cantidad Q(x) se puede calcular encontrando la derivada de ln 
Q. Esta clase especial de derivación logarítmica se puede utilizar para simplificar los 
cálculos de varias razones de crecimiento, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEM PLO I 4 .3 .14

Un país exporta tres bienes, trigo W , acero S y petróleo O . Suponga que en determinado 
momento, t =  t0, el ingreso (en miles de millones de dólares) derivado de cada uno de 
estos bienes es

W (t0) =  4 S(t0) = 7 O(t0) =  10

y que S crece a 8%, O crece a 15%, en tanto que W  disminuye a 3%. ¿A qué razón rela
tiva crece el ingreso total de las exportaciones en este momento?

Solución

Sea R = W  +  S +  O. En el tiempo t =  f0, se sabe que

R(t0) =  W(r0) +  S(t0) +  O(í0) =  4 +  7 +  10 =  21

r ^ = _ 0.03 ̂ o )  =  0.08 ^ >  =  0.15
W(t0) S(t0) O(t0)

de manera que

W '(t0) =  —0.03W(ío) S'(t0) =  0.08S(/0) O \ t 0) =  0.15 0 (t0)

Así, en t =  t0, la razón de crecimiento relativa de R es

=  =  l  [ ln { W  +  s  +  0)]  
R(t0) dt dt

[W'(to) + S '( t0) +  O '(f0)]

í= i„

[W(t0) + S(t0) +  O(/0)]

_ -0 .03W (ro) +  0.08S(/o) +  0.15 Q(f0)
W(t0) + S(t0) +  O(t0)

-0 .0 3 ty (fo) +  O.Q8^(f0) +  0.15 O(r0)

R(>o)
-0.03Vy(ro) 0 .0 8 ^ o )  0.15 O(t0)

R(t0) + R(t0) R(to)

-0 .0 3 (4 ) 0.08(7) , 0.15(10)
= +  ^ T ~ +  21

«  0.0924

Es decir, en el momento t =  Iq, el ingreso total obtenido de los tres bienes exportados 
crece a una razón de 9.24%.
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X

d 1 / 1 VD em ostración  de La demostración de —  (lnjc) =  -  se basa en el hecho de que ( 1 +  -  J se aproxima
dx x  \  n )j  1 ' '

—  ( ln  X) — — a e cuando n crece (o decrece) sin límite. Para obtener la fórmula para la derivada de
x  f(x ) = ln x, se forma el cociente incremental y se reescribe utilizando las propieda

des de los logaritmos como sigue:

f ( x  4- h) — f(x )  _  ln {x +  h) — ln x  para x  fijo >  0 
h h

1 ( x  +  h \

=  hXn\ ~ r )

— ln
1x  + h Uh

(  h \ ¡/h 
=  ln 1 + I

Para encontrar la derivada de ln x, se hace tender h a cero en expresión simpli
ficada del cociente incremental. Esto será más fácil de hacer si primero se denota

n =  — Entonces, 
h

h
x n

y, por tanto,

f{ x  + h) -  f(x ) 1

l
h

, n/x

n
x

h
=  ln H —  = l n

n

\/x

Cuando h tiende a cero, n 

h. Como

-  crece o decrece sin límite, dependiendo del signo de 
h

lím (1 + " )  = e
\ n I

se deduce que

—  Qnx) = lím /(jr +  A )~ / ( -V) 
dx ĥ > o h

=  lim ln 1 H----
n—>°o \  n )

" A n~
=  ln lim | 1 H—

n—>oo ( n

Vx

l/.V

tal y como se quería demostrar.

ln e 1/r =  —
X

P R O B L E M A S  4.3
En los problemas 1 a 34 derive la función dada.

1. f(x ) = e5x 2. f(x)  =  3e4x+1
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5. / ( . y) = 30 +  10e“ OO5v 

7. / ( . y) = (.y2 +  3x +  5)<?0'

9. /(-y) = (1 - J e ' ) 2 

11. m  = ev rx  

13. /(x) =  ln-v3 

15. /(x) = -y2 lnx

17. f(x) = ^ /e B

(x  +  1
t t  / »  -  ln (—

21. /(-y) =  í “ 2t +  x3 

23. g(í) =  (es +  s +  \){2e s +  s) 

er + t
25. h{t) =

27. /(x) =

3. /(-y) =  •*<?-'•

ln t

ex +  e - *

29. /(O = V ln  r +  t 

31. f{x) = ln (e_A + x)

33. g(«) = ln(w + V w 2 + 1)

4. /(* ) =  -
JC

6. / ( x) = ex~ + 2x~ l 

8* /(jc) =  jce-t2
10. / ( jc) =  v T + 7  

12. /(x ) =  e 1/j:

14. / ( jc) =  ln2A 

16. / ( jc) =  x ln V jc

18. /(x ) =  ^
X

20. /(a ) =  ex ln x

22. f( t)  = t 2 ln <ft

24. F(a) =  ln (2 t3 — 5a + 1)

26. g(u) =  ln(w2 — l)3

28. h(a) =
A2
x  i —xe + e 

30. /(x ) =  -
e — e — JC

32. f ( s )  = e 

34. L(a) =  ln
a" +  2a — 3 

A2 +  2a +  1

En los problemas 35 a 38 encuentre los valores mayor y  menor de la función dada en el intervalo cerrado y aco
tado indicado.

i r  /y \ 1h(a +  1)
35. /(a) —--------- -— para 0 <  a <  2

a +  1

37- g{t) =  r3̂ -2 ' para 0 <  t <  1

36. F{x) =  ex “v para 0 ^  a  <  2

38. h(s) = 2 s \n s  — s2 para 0.5 <  5 <  2

En los problemas 39 a 44 determine una ecuación para la recta tangente a y  =  /(a) en el punto indicado. 

39- f(x) = xe~x; donde a  =  0 40. /(a ) =  (a +  l ) e ~ 2x; donde a  =  0
,2jt

41* f(x ) -  ~ t  ; donde a  =  1
A

/ ( a) = a2 ln V a; donde a =  1

ln a
A

44. /(a ) =  a  — InA; donde x  — e

En los problemas 45 a 48 encuentre la segunda derivada de la función dada.

45- /( a )  = e2x + 2e~x 46. / ( a )  =  ln (2a) +  a 2

47* f ( 0  = t1 ln t 48. g(t) =  r e ~ r

En los problemas 49 a 56 utilice derivación logarítmica para encontrar la derivada f  (x). 

49- f(x)  = (2a +  3)2(a -  5 a 2) 1/2 50. /(a ) =  x 2e ' x(3x +  5 )3
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51. m

53. m

55. m

(-v +  2)'

(x +  1)3(6 -  .v)2^ Z v  +  1

=  5-'

ANÁLISIS M A R G IN A L En los problemas 57 y 58 
¡a demanda q = D(p) de un cierto bien está dada en 
términos del precio p al cual se pueden vender todas 
las q unidades. En cada caso:

a) Encuentre la elasticidad de la demanda y  de
termine los valores de p para los cuales la de
manda es elástica, inelástica y de elasticidad 
unitaria.

b) Si el precio de $15 crece en 2%, ¿cuál es el 
efecto aproximado en la demanda?

c) Determine el ingreso R(p) que se obtiene ven
diendo q unidades a p  dólares por unidad. 
¿Para qué valor de p  se maximiza el ingreso?

57. D(p) = 3 000e~OO4p
58. D{p) =  10 OOOe_0025p

ANÁLISIS M A R G IN A L En los problemas 59 y 60 
se indica el costo C(x) de producir x  unidades de cier
to bien . En cada caso:

a) Encuentre el costo marginal C \x ) .
b) Determine el nivel de producción x  para el 

cual el costo marginal es igual al costo pro
medio.

C{x)

59.
60.
61.

A(x) =
x

C(x) = e°'2x 
C(x) = 9x + Sxe”2*
C R E C IM IE N T O  DE LA PO B L A C IÓ N  Se ha 
proyectado que dentro de t años, la población de 
cierto país será P(t) = 50e°'O2t millones.
a) ¿A qué razón cambiará la población con respec

to al tiempo dentro de 10 años?
b) ¿A qué razón porcentual cambiará la población 

con respecto al tiempo dentro de t años? ¿De
pende esta razón porcentual de t o es constante?

62. INTERÉS C O M PU ESTO  Se deposita dinero en 
un banco que ofrece interés a una tasa anual de 6% 
capitalizada continuamente. Encuentre la razón de 
cambio porcentual del saldo con respecto al tiempo.

63. D E PR E C IA C IÓ N  Cierta máquina industrial se 
deprecia de tal manera que su valor después de t 
años es Q{t) =  20 OOOe-0,4' dólares.
a) ¿A qué razón cambia el valor de la máquina con 

respecto al tiempo después de 5 años?
b) ¿A qué razón porcentual cambia el valor de la 

máquina con respecto al tiempo después de t

52. f(x) =

54. f ( x )  =  

56. / ( x) =
(6 -  5x)4 

log2(V *)

años? ¿Depende esta razón porcentual de t o es 
una constante?

64. E N FR IA M IE N T O  Una bebida fría se toma de 
un refrigerador en un día cálido de verano y se colo
ca en un cuarto cuya temperatura es 30° Celsius. De 
acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton, la 
temperatura de la bebida t minutos más tarde está 
dada por una función de la form a/(í) =  30 -  A e~kl. 
Demuestre que la razón de cambio de la temperatu
ra de la bebida con respecto al tiempo es proporcio
nal a la diferencia entre la temperatura del cuarto y 
la de la bebida.

65. A N Á LISIS M A R G IN A L  El editor de matemáti
cas en una importante casa editorial estima que si se 
distribuyen x  miles de ejemplares de cortesía a pro
fesores, las ventas del primer año de cierto libro 
nuevo serán f (x )  = 2 0 -  \5e~°'Zx miles de ejempla
res. Actualmente, el editor está planeando distribuir
10 000 ejemplares de cortesía.
a) Utilice el análisis marginal para estimar el incre

mento en las ventas del primer año que resultará 
si se distribuyen 1 000 ejemplares de cortesía 
adicionales.

b) Calcule el incremento real en las ventas del pri
mer año que resultará de la distribución de los
1 000 ejemplares de cortesía adicionales. ¿Es 
buena la estimación en el inciso a)?

66. E C O L O G IA  En un modelo desarrollado por John 
Helms,4 la evaporación del agua E(T ) para un pino 
ponderosa está dada por

E(T) = 4 .6el73mT+237) 
donde T  (grados Celsius) es la temperatura del aire 
circundante.
a) ¿Cuál es la tasa de evaporación cuando 

T = 30°C?
b) ¿Cuál es la razón porcentual de evaporación?

¿A qué temperatura disminuye por debajo de 0.5 
la razón de evaporación porcentual?

%

4 John A. Helms, “Environmental Control of Net Photosynthesis in 
Naturally Growing Pinus Ponderosa Nets”, Ecology (invierno, 1972), 
p. 92.
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APRENDIZAJE De acuerdo con el modelo de 
Ebbinghaus (recuerde el problema 50, sección 4.1) 
la fracción F(t) del contenido de este curso que us
ted recordará, t meses después del examen final, se 
puede estimar mediante la fórmula F(t) = B +
(1 -  B)e~kt, donde B es la fracción del material que 
nunca olvidará y k es una constante que depende de 
la calidad de su memoria.
a) Encuentre F '(t) y explique qué representa esta 

derivada.
b) Demuestre que F \ t )  es proporcional a F — B e, 

interprete este resultado. [Sugerencia: ¿qué re
presenta F — B en términos de lo que usted re
cuerda?]

c) Trace la gráfica de F{t) para el caso donde 
B =  0.3 y k = 0.2.

CONTROL DE ABUSO DE ALCOHOL Su
ponga que el porcentaje de alcohol en la sangre t 
horas después de su consumo está dado por 

C(f) =  O .n t e ' " 2
a) ¿A qué razón cambia el nivel de alcohol en la 

sangre en el tiempo /?
b) ¿Cuánto tiempo transcurre antes de que comien

ce a declinar el nivel de alcohol en la sangre?
c) Suponga que el límite permitido de alcohol en la 

sangre es 0.04%. ¿Cuánto tiempo debe transcu
rrir antes de que el alcohol en la sangre alcance 
este nivel? ¿A qué razón disminuye el nivel de 
alcohol en la sangre cuando alcanza el límite 
permitido?

GAS i O DEL CONSUMIDOR La demanda de 
cierto bien es D {p ) =  3 OOOe-0'01/7 unidades por 
mes cuando el precio de mercado es p  dólares por 
unidad.
a) ¿A qué razón cambia el gasto del consumidor 

E(p) = pD(p) respecto al precio p l
b) ¿A qué precio deja de incrementarse y comienza 

a disminuir el gasto del consumidor?
c) ¿A qué precio comienza a incrementarse la ra

zón del gasto del consumidor? Interprete este re
sultado.

APRENDIZAJE En un experimento para probar 
el aprendizaje de memoria, un sujeto se confronta 
con una serie de tareas y se determina que t minutos 
después de iniciar el experimento, el número de ta
res completadas con éxito es

71.

15(1 -  e-°-ou)
R(0 =

1 +  1.5<?-0 '01'
a) ¿Para qué valores de t crece la función del 

aprendizaje R{t)l ¿Para qué valores disminuye?
b) ¿Cuándo crece la razón de cambio de la función 

de aprendizaje R(t)l ¿Cuándo disminuye? Inter
prete sus resultados.

72.

ESPECIES EN PELIG RO  DE EX TIN C IÓ N  
Una agencia internacional determina que el número 
de individuos de una especie en peligro de extinción 
que permanece en su estado natural t años después 
de instituir un programa de protección, se puede 
modelar por

600
( t )  1 +  3 e ~ 0  0 2 '

a) ¿A qué razón cambia la población en el momen
to t? ¿Cuándo crece la razón de cambio de la 
población? ¿Cuándo disminuye?

b) ¿Cuándo crece la razón de cambio de la pobla
ción? Interprete sus resultados.

c) ¿Qué le pasa a la población “a largo plazo” 
(cuando t —>+=«)?

ESPECIES EN PELIG RO  DE EX TIN C IÓ N  
La agencia del problema 71 estudia una segunda 
especie en peligro de extinción, pero no obtiene 
recursos para desarrollar un programa de protec
ción. La población de la especie está modelada por

m  =
30 +  500¿ —0.3/

1 +  5e~°'3t
a) ¿A qué razón cambia la población en el momen

to t i  ¿Cuándo crece la población? ¿Cuándo dis
minuye?

b) ¿Cuándo crece la razón de cambio de la pobla
ción? ¿Cuándo disminuye? Interprete sus resul
tados.

c) ¿Qué le pasa a la población “a largo plazo” 
(cuando t —> +oo)?

73. C R E C IM IE N T O  DE PLANTAS Dos plantas 
crecen de tal forma que t días después de plantarlas, 
tienen una altura P {(t) y P2(t) centímetros, respecti
vamente, donde

21 20 
Pi(t) = :  , _  -icn; y ^ ( 0  = —0.6r1 + 25e~Vór " ' 1 + He'

a) ¿A qué razón crece la primera planta en el mo
mento t = 10 días? ¿Aumenta o disminuye la 
razón de crecimiento de la segunda planta en es
te momento?

b) ¿En qué momento tienen la misma altura las dos 
plantas? ¿Cuál es su altura? ¿Qué planta crece 
más rápido cuando ambas tienen la misma al
tura?

C R E C IM IE N T O  PER CÁPITA El ingreso na
cional I(t) de cierto país crece en 2.3% por año, en 
tanto que la población P(t) del país disminuye a la 
razón anual de 1.75%. El ingreso per cápita C está

/(í)
definido por C(t) =

a) Encuentre la derivada de ln C(t).
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b) Utilice el resultado del inciso a) para determinar 
la razón de crecimiento porcentual del ingreso 
per cápita.

C R E C IM IE N T O  DEL IN G R ESO  Un país ex
porta componentes electrónicos, E , y textiles, T. Su
ponga que en cierto momento t =  t0, el ingreso (en 
mil millones de dólares) derivado de cada uno de 
estos bienes es

E(t0) = 1 1  y T(t0) =  8 
y que E  crece a 9%, en tanto que T  disminuye a 2%. 
¿A qué razón relativa cambia el ingreso total de las 
exportaciones R =  E  +  T  en este momento?

d  1 1
—  (log/, x) =  77—- -  
dx  (ln b) x

En los problemas 79 a 82 utilice las fórmulas del pro
blema 78 para deducir la función dada.

b) Demuestre que

2X
ñ x )  =  -

X
79.

80. / ( x) =  x V
81. f ( x )  =  x  log10 x  

log2x
82. /(*) =

e
Una cantidad crece de manera que Q(t) =  <2o “

Encuentre la razón de cambio porcentual de Q 
respecto a t.
CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Se 
ha proyectado que dentro de x  años la población 
de cierto pueblo será aproximadamente 
P{x) =  5 000V x 2 +  4x +  19. ¿A qué razón porcen
tual cambiará la población con respecto al tiempo 
dentro de 3 años?
DERIVADAS DE b* Y logfc x  PARA BASE 
b ^  e Sea b un número positivo diferente a 1 
( b > 0 t b ±  1).
a) Demuestre que

V i
83.
í

Emplee una instrucción de derivación numérica 
para encon trar/'(c ), donde c =  0.65 y

r ^ x T T i

m  = ln[ a T 3 F _
luego utilice una instrucción de graficación para tra
zar la gráfica de /(x ) y para dibujar la recta tangente 
en el punto donde x  =  c.
Repita el problema 83 con la función 

f ( x )  = (3.7.x2 -  Zx +  l )e~ 3x+2 
' y  c =  —2.17.

—  (bx ) =  (ln b)b: 
dx

L01OS exponenciales adiciónale

1 ra z a d o  de cu rv as

¡EXPLORE!
Remítase al ejemplo 4.4.1. 
Grafique f(x) en un estilo regu
lar junto con f'{x) en negritas, 
utilizando la pantalla decimal 
[0, 4.731 por [-3 .1 , 3.1 ]1. Ubi
que el punto mínimo exacto de 
la gráfica, ya sea utilizando la 
instrucción de cálculo de la 
calculadora graficadora aplica
da a f(x), o la instrucción de 
encontrar la raíz, aplicandola a 
f'(x).

A principios de este capítulo se analizaron temas aplicados como capitalización conti
nua, crecimiento y decrecimiento exponencial y datación por carbono. En esta sección, 
se introducen varios modelos adicionales sobre una variedad de áreas tales como nego
cios y economía, biología, sicología, demografía y sociología. Se comienza con dos 
ejemplos que ilustran situaciones particulares que se originan cuando se trazan gráficas 
exponenciales y logarítmicas.

Al igual que cuando se grafican funciones polinomiales o racionales, la clave para 
graficar una función f (x )  que contiene ex o ln x es usar la d e riv ad a /'(x ) para encon
trar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y luego la segunda d erivada / '(x )  
para determinar la concavidad.

EJEM PLO I 4.4.1

Trace la gráfica de /(x ) =  x2 — 8 ln x.

Solución

La función/(x) está definida sólo para x >  0. Su derivada es

s o 8 2x2 -  8
/  (x) =  2x -----= ------------

x x
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V

( 2 , - 1 . 5 )

FIGURA 4 .1 0  Gráfica de 
f(x) = x1 ~  8 ln*.

¡EXPLORE!
Remítase al ejemplo 4.4.2. Gra
fique f(x) en estilo regular junto 
con r(x ) en negritas, utilizando 
la pantalla decimal [-4 .7 , 4.7]1 
por [-0 .5 ,0.5]1. Encuentre las 
intersecciones de f  *(x) con el 
eje x y explique por qué ellas 
son las abscisas x de los pun
tos de inflexión de f  (x).

y f '  (■*) =  0 si y Sólo si l x 2 = 8 o x =  2 (como x >  2). Probando el signo d e /'(x )  para 0 
<  x  <  2 y para x >  0, se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento que se 
muestran en la figura.

SECCIÓN 4.4 i Modelos exponenciales adicionales I 327

\/

Signo de f'(x) ------------  + + + + +

t - -------------------- 1------------------------
0 2

mín

Note que el patrón de las flechas indica que hay un mínimo relativo en x  = 2, y como 
/(2 )  =  22 -  8 ln 2 *  —1.5, el punto mínimo es (2, —1.5).

La segunda derivada

f"(x) = 2 + \
X

satisface f"{x) >  0 para toda x  >  0, por tanto la gráfica de /(x ) siempre es cóncava ha
cia arriba y no hay puntos de inflexión.

Verificando las asíntotas, se encuentra

lím (*2 -  8 ln*) =  +oo y lím (x2 -  8 ln*) =  +cc
JC— > 0  V '  X - >  +00

por tanto, el eje y  (x = 0) es una asíntota vertical, pero no hay asíntota horizontal. Las 
intersecciones con el eje x  se determinan utilizando la calculadora para resolver la ecua
ción

x2 — 8 lnx =  0 

x ~  1.2 y x ~  2.9

Resumiendo, la gráfica cae (hacia abajo desde la asíntota vertical) hasta el míni
mo en (2, —1.5), después de lo cual se eleva indefinidamente, al tiempo que mantie
ne una forma cóncava hacia arriba. Mientras desciende, tiene su intersección con el 
eje x en (1.2, 0), y cuando va hacia arriba, en (2.9, 0). La gráfica se muestra en la fi
gura 4.10. _________ ____________________

EJEM PLO I 4 .4 .2  

Determine dónde la función

™

crece, decrece, y dónde su gráfica es cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo. En
cuentre los extremos relativos, los puntos de inflexión y dibuje la gráfica.

So lución

La primera derivada es

f '(x) =  v § e ̂
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Como e r/2 siempre es positiva, f ' ( x )  es cero si y sólo si jc =  0. Como

/ ( 0) =  ■ l — »  0.4, el único punto crítico es (0, 0.4). Usando la regla del producto, la 
v 2 t t

segunda derivada es

= 4 r s x'a  ~  v f e e ~*2/2 = ^ k ( x 2 ~  1)e' x2/2

que es cero si x  = ±  1. Como

e-w e-m
/ (1 )  =  V 5 T a24  y / ( “ 1) =  V 2 ^ “ a24

los puntos de inflexión potenciales son (1, 0.24) y (— 1, 0.24).
Grafique los puntos críticos y luego verifique los signos de la primera y segunda de

rivada en cada uno de los intervalos definidos por las abscisas, x, de estos puntos:

Signo de/'(x) + + + + ---------
-------------1-----------

0
máx

Signo de/"(jc) + + + + --------- + + + +
->~x H -

-1
inf

->~x
1

inf

El patrón de las flechas indica que hay un máximo relativo en (0 ,0 .4), y como la conca
vidad cambia en x  = — 1 (de arriba abajo) y en jc =  1 (de abajo arriba), ambos puntos 
( — 1, 0.24) y (1, 0.24) son puntos de inflexión.

Complete la gráfica como se muestra en la figura 4.11, conectando los puntos clave 
con una curva de forma apropiada en cada intervalo. Observe que la gráfica no tiene in
tersecciones con el eje x  ya que e~x 12 siempre es positiva, y que la gráfica se aproxima 
al eje jc como una asíntota horizontal porque e~x 12 se aproxima a cero cuando bel crece 
sin límite.

/ (
¡

0.4

0.2-
| -n«— ,

x)
i

I I I -  
-3  -2  -1

...............H -------------- 1--------------i ----------► x
1 2 3

FÍGURA 4 .11  Función de densidad normal estándar: / ( jc) =
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O ptim izac ión  
del tiem po de esp era

EXPLORE!
Introduzca la función P(x) =
20 000*eA(V x -  0.07x) del 
ejemplo 4.4.3 en Y1 del editor 
de ecuaciones de su calcula
dora graficadora. Encuentre 
una pantalla apropiada a fin de 
ver la gráfica y determine su 
valor máximo.

P(t)
i
Valor presente 

máximo
j f

51.02 (Años)

H uU R A  4. } Valor presen
te P(t) = 20 OOOe^-0 -07'.

Curvas de

N O ! A La función f{x ) -  x 12 cuya gráfica se trazó en el ejemplo 4.4.2

es conocida como la función de densidad de probabilidad normal estándar y
tiene un papel vital en probabilidad y estadística. La famosa “forma de campa
na” de la gráfica la emplean médicos y científicos sociales para describir las dis
tribuciones de los puntajes del CI (coeficiente intelectual), las mediciones de gran
des poblaciones de organismos vivos, la velocidad de una molécula en un gas, y 
muchos otros fenómenos importantes. □

Suponga que usted posee un bien cuyo valor crece con el tiempo. Entre más tiempo 
conserve el bien, mayor será su valor, pero quizá llegue un momento cuando sea me
jor vender el bien y reinvertir el producto de la venta. Los economistas determinan 
el tiempo óptimo para vender maximizando el valor presente del bien en relación con 
la tasa de interés prevaleciente, capitalizada continuamente. La aplicación de este cri
terio se ilustra en el ejemplo 4.4.3.

EJEM PLO ! 4 .4 .3

Suponga que usted posee una parcela de tierra cuyo precio en el mercado dentro de t 
años será V(t) = 20 OOOé^ dólares. Si la tasa de interés prevaleciente permanece cons
tante a 7% capitalizada continuamente, ¿cuándo será mayor el valor presente del precio 
de la parcela en el mercado?

S olución

En t años, el precio de la parcela en el mercado será V(t) = 20 000e ^ .  El valor presen
te de este precio es

P(t) =  V(t)e~°07' =  20 OOOf^ -0  07' =  20 OOOe^-0 '07'

El objetivo es maximizar P(t) para t > 0. La derivada de P es

P'(t)  = 2 0  000ev ' _OO7' í ^ p  -  0.07j

Así, P'{i) no está definida cuando t =  0 y P \ t )  =  0 cuando

1
2 V t

-  0.07 =  0 t =
1

L 2(0.07) J
51.02

Como P \ t )  es positiva si 0 <  t <  51.02 y negativa si t >  51.02, se deduce que la 
gráfica de P crece para 0 <  t <  51.02 y decrece para t >  51.02, como se muestra en la 
figura 4.12. Así, el valor presente es máximo aproximadamente dentro de 51 años.

NOTA El criterio de optimización empleado en el ejemplo 4.4.3 no es la úni
ca manera para determinar el tiempo óptimo de espera. Por ejemplo, usted pue
de decidir vender el bien cuando la tasa porcentual de crecimiento del valor del 
bien sea igual a la tasa de interés prevaleciente (7% en el ejemplo). ¿Cuál crite
rio parece más razonable? En realidad no importa, ¡ya que los dos criterios pro
ducen exactamente el mismo resultado! Una prueba de esta equivalencia se resu
me en el problema 52. o

La gráfica de una función de la forma Q{t) =  B -  Ae kt, donde A, B y k son cons
tantes positivas, algunas veces se denomina curva de aprendizaje. El nombre se ori
ginó cuando los psicólogos descubrieron que, con frecuencia, para t > 0 las funcio
nes de esta forma modelan de una manera realista la relación entre la eficiencia con 
la cual un individuo realiza una tarea y el tiempo de entrenamiento o experiencia que 
ha tenido el “aprendiz.”
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i
i
;
k

Capacidad de
B aprendizaje

B - M

----- fe- t
0

FIGURA 4 .1 3  Curva de
aprendizaje y = B — Ae kl.

Para trazar la gráfica de Q (t) =  B —Ae kt para t > 0, nótese que

Q'(t) = - A e  kt(~ k )  =  Ake

y
Q\t)  =  A ke~kt(~ k )  =  - A k 2e~kt

Como A y  k son positivas, se deduce que Q'{t) >  0 y Q"{t) <  0 para toda í, por tanto la 
gráfica de <2(0 siempre es creciente y siempre es cóncava hacia abajo. Además, la inter
sección con el eje vertical (eje Q) es <2(0) = B -  A, y Q = B es una asíntota horizontal 
porque

lím <2(0 — lím (B — Ae kt) =  B — 0 =  B
l—> + oo » + OO

En la figura 4.13 se muestra una gráfica con estas características. El comportamiento de 
la curva de aprendizaje cuando t —> refleja el hecho de que “a largo plazo,” un in
dividuo se aproxima a su “capacidad” de aprendizaje, y el tiempo de entrenamiento adi
cional sólo resultará en una mejora marginal en la eficiencia del desempeño.

-k t

FIGURA 4 .1 4  Eficiencia 
del trabajador

2 (0  =  700 -  400e-o '°5'.

EJEM PLO I 4 .4 .4

El ritmo al cual un empleado postal puede clasificar el correo es una función de la expe
riencia del empleado. Suponga que el administrador de correos de una ciudad grande es
tima que después de t meses en el trabajo, un empleado promedio puede clasificar 
Q(t) =  700 — 400e~°'5' cartas por hora.
a) ¿Cuántas cartas por hora puede clasificar un empleado nuevo?

b) ¿Cuántas cartas por hora puede clasificar un empleado con 6 meses de experiencia?

c) Aproximadamente ¿cuántas cartas puede clasificar por hora un empleado promedio? 

Solución

a) El número de cartas por hora que puede clasificar un empleado nuevo es

2 (0 ) =  700 -  400<?° =  300

b) Después de 6 meses, el empleado promedio puede clasificar

<2(6) =  700 — 400<?~°‘5(6) =  700 — 400<?-3 ~  680 cartas por hora

Cuando t crece sin límite, Q{t) se aproxima a 700. De aquí que el empleado pro
medio finalmente será capaz de clasificar aproximadamente 700 cartas por hora. 
En la figura 4.14 se bosqueja la gráfica de la función Q{t).___________________ _

Curvas log ísticas La gráfica de una función de la forma Q(t) =  +  ^  _¿kr donde A, B y k son cons

tantes positivas, se denomina curva logística. En la figura 4.15 se muestra una cur
va logística típica. Note que primero sube abruptamente como una curva exponencial, 
luego gira y se aplana, aproximándose a una asíntota horizontal, muy similar a una 
curva de aprendizaje. La recta asintótica representa un “nivel de saturación” para la 
cantidad representada por la curva logística y se denomina capacidad máxima de la 
cantidad. Por ejemplo, en modelos de población, la capacidad máxima representa el 
número máximo de individuos que puede soportar el medio ambiente, en tanto que 
en un modelo logístico para la propagación de una epidemia, la capacidad máxima es 
el número total de individuos susceptibles a la enfermedad, digamos, aquellos que no 
están vacunados o, en el peor de los casos, toda la comunidad.
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Q
i

B

B 
1 +A <

(0
l

Capacidad 
de carga

/
i t

0
i « 

ln A 
Bk

FIGURA 4 .1 5  Curva

logística Q(t)= { + A e - B Ü -

B
Para trazar la gráfica de Q(t) = —  kl para t >  0, observe que

AB2ke~Bk'
(1 +  A e~Bk')2

AB?k2e~Bk\ - 1 +  A e ”™ )
Q“(t) =

—Bkt'

(1 + A e~Bk,f

Verifique estas fórmulas, y también verifique el hecho de que Q \t )  >  0 para toda /, lo 
que significa que la gráfica de <2(0 siempre es creciente. La ecuación Q"(t) =  0 tiene 
exactamente una solución; que es, cuando

-  1 +  A e~Bkl ~

-Bkt _

= 0 
J_ 
A

- B k t  =  l n f -
u

=  - l n  A

t =
InA
~Bk

\nA
Como se muestra en el siguiente diagrama, hay un punto de inflexión en t =  por
que allí cambia la concavidad (de arriba hacia abajo). ^

La intersección de la curva logística con el eje vertical es

~~ 1 +  Ae° ~  1 +  A

Como <2(0 está definida para toda t > 0, la curva logística no tiene asíntotas verticales, 
pero y  = B es una asíntota horizontal ya que

B B
lím <2(0 = t—y + oo 1 4- Ae -B kt 1 +  A( 0)

=  B

Resumiendo, como se muestra en la figura 4.15, la curva logística comienza en 

£)(0) = -------- , sube abruptamente (cóncava hacia arriba) hasta que llega al punto de
1 +  A

ln Ainflexión en í = ----- , luego se aplana y continúa subiendo (cóncava hacia abajo) ha-
Bk

cia la asíntota horizontal y — B. Así, B es la capacidad máxima de la magnitud Q{t)
ln A

representada por la curva logística, y el punto de inflexión en / =  ^  se puede in

terpretar como un punto de disminución del crecimiento.
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EXPLORE!
Grafique la función del ejemplo 
4.4.5 utilizando la pantalla [0,
10]1 por [0, 25]5. Trace esta 
función para valores grandes 
de x. ¿Qué observa? Determine 
una forma gráfica para encon
trar cuándo 90% de la pobla
ción ha contraído la enferme
dad.

FÍGURA 4 .1 6  Propagación 
de una epidemia

20
1 + 19e-L2t:

A menudo las curvas logísticas proporcionan buenos modelos de crecimiento de la 
población, cuando los factores del medio, tales como espacio para vivir restringido, 
abastecimiento inadecuado de alimento, o contaminación urbana, imponen un límite su
perior en el tamaño posible de la población. Las curvas logísticas también se emplean 
para describir la diseminación de información privilegiada o rumores en una comuni
dad, donde la restricción es el número de individuos susceptible a recibir tal informa
ción. A continuación se presenta un ejemplo en donde la curva logística se emplea para 
describir la propagación de una enfermedad contagiosa.

EJEMPLO I 4.4.5
Los registros de salud pública indican que t semanas después de un brote de cierta for-

20
ma de influenza, aproximadamente Q(t) = 

contagiado con la enfermedad.
1 +  \9e

Z7Q 7 miles de personas se habían

a) ¿Cuántas personas tenían la enfermedad cuando ésta comenzó? ¿Cuántas perso
nas la tenían 2 semanas después?

b) ¿En qué momento comenzó a descender la tasa de infección?

c) Si la tendencia continúa, aproximadamente ¿cuántas personas contraerán la en
fermedad en algún momento?

Solución 

a) Como Q(0) =
20

1 +  19
enfermedad. Cuando t =  2,

<2 (2) =

1, se deduce que 1 000 personas tenían inicialmente la

20
1 +  !9 e ~ L2(2)

7.343

b)

por tanto, 7 343 habían contraído la enfermedad a las dos semanas.

La tasa de infección comienza a descender en el punto de inflexión en la 
gráfica de Q(t). Comparando la fórm ula dada con la fórm ula logística 

B
) =  1~+~A ~Bkn Se encuentra <3ue B =  20, A =  19 y Bk = 1.2. Así, el 

punto de inflexión ocurre cuando

t =
ln A ln 19
Bk 1.2

*  2.454

c)

por tanto, la epidemia comienza a desvanecerse 2.5 semanas después de iniciar.

Como Q(t) se aproxima a 20 cuando t crece sin límite, se deduce que aproxima
damente 20 000 personas contraerán la enfermedad en algún momento. Como re
ferencia, la gráfica se bosqueja en la figura 4.16.

Edad ó p t im a  
p a r a  la  rep ro d u cc ió n

Un organismo como el salmón del Pacífico o el bambú que se aparea sólo una vez 
durante su vida se dice que es semélparo. Los biólogos miden la tasa de reproduc
ción per cápita de esos organismos mediante la función5

R(x) =
ln [p(x)f(x)]

x

Adaptada de Calculas for Biology and Medicine, por Claudia Neuhauser, Prentice-Hall, 2000, p. 199 
(problema 22).
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donde p(x) es la probabilidad que un organismo individual sobreviva a la edad jc y/(jc) 
es el número de nacimientos de hembras para un individuo reproduciéndose a la edad jc. 

Entre mayor sea el valor de R(a ) ,  mayor será el número de nacimientos que se produz
ca. De aquí, la edad a la cual R(x) se maximiza se considera como la edad óptima para 
la reproducción.

EJEM PLO I 4 .4 .6

Suponga que para un organismo semélparo particular, la probabilidad que un individuo 
sobreviva a la edad x  (años) está dada por p(x) = e~0A5x y que el número de nacimien
tos de hembras a la edad *  es / ( a )  =  3a0,85. ¿Cuál es la edad óptima para la reproduc
ción?

Solución

La función de la tasa de incremento per cápita para este modelo es

N ln O - a i 5A’(3x0,85)]
R(x) = ----------- - -----------

=  X J(ln e +  ln 3 +  InA0-85) regla del producto para logaritmos

=  a - '( - 0 .1 5 a  +  ln 3 +  0.85 InA) regla de la potencia para logaritmos

=  —0.15 +  (ln 3 4- 0.85 1íia)a— 1

Derivando R(x) por medio de la regla del producto, se tiene que

R'(x) = 0 +  (ln 3 +  0.85 lnx)(-A:_2) +  [0 .8 5 (- |]aT ‘
A

— ln 3 — 0.85 InA +  0.85

Por tanto, R'(x)  =  0 cuando

— ln 3 — 0.85 ln a +  0.85 =  0
0.85 -  ln 3

ln a  = -----— ------~  — 0.2925
0.85

a =  e " 0-2925 «  0.7464

Para demostrar que este número crítico corresponde a un máximo, aplicamos la 
prueba de la segunda derivada. Se tiene que

1.7 InA + 2 ln 3 -  2.55 
R"(x) =  ^ --------------

(efectúelo con detalle), y como

7?"(0.7464) «  -2 .0 4 4 0  <  0

se deduce que el valor mayor de R(x) ocurre cuando a * 0.7464. Así, la edad óptima para 
que se reproduzca un organismo individual es 0.7464 años (aproximadamente 9 meses).
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Cada una de las curvas que se muestran en los problemas 1 a 4 es la gráfica de una de las seis funciones listadas 
a continuación. En cada caso, una con una línea la curva dada con la función adecuada.

A(x) = 2 -  e~ 2x f 2(x) =  x \nx?

2 2 
M * )  =  7 — ^  =  T + 7 ^

f 5(x) =  —  /«(*) =  (x -  V e ”2*
X

:
t

2-

1
i

1' 1 fc- r6 ' 
fl e

I

En los problemas 5 a 20 determine dónde la función dada es creciente y  decreciente, y dónde su gráfica es cóncava 
hacia arriba y hacia abajo. Trace la gráfica de la función. Muestre tantas características clave como sea posible 
(cimas y valles, puntos de inflexión, asíntotas verticales y horizontales, intersecciones, picos, tangentes verticales).

5. m  =  2 +  é 6. g(x) = 3 + e~x
7. g(x) = 2 -  3ex 8. R t)  = 3 - 2 e l

2 2
9.

Í(X) ~  1 +  3e~2* 10.
=  1 +  3e2'

11. f (x )  =  xex 12. II * os
1 Vi

13. II & N
) 1 *

14. f ( x )  = e~ x2
15. g II 1

' 
W

16. f ( x )  =  ^  +  ¿T'v

17. 18. f (x )  = x  -  ln*  (para jc >  0)

19. f{x) = (\nx)2 (para x >  0) 20.
_ ln *

f (x )  =  (para x  >  0)
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21. CO N FIA B ÍLID A D  DEL P R O D U C T O  Un fa
bricante de juguetes ha encontrado que la fracción 
de sus buques petroleros de juguete, operados con 
baterías, que se hunde en menos que t días es apro
ximadamente f ( t )  = 1 -  e~0 0M.
a) Trace esta función de confiabilidad. ¿Qué le pa

sa a la gráfica cuando t crece sin límite?
b) ¿Qué fracción de los buques se puede esperar 

que flote durante al menos 10 días?
c) ¿Qué fracción de los buques se puede esperar 

que se hunda entre el día 15 y el 20?
22. D EPR EC IA C IÓ N  Cuando cierta máquina indus

trial tiene t años, su valor de reventa es V(t) =
4 800t,_//5 +  400 dólares.
a) Trace la gráfica de V{t). ¿Qué le sucede al valor 

de la máquina cuando t crece sin límite?
b) ¿Cuánto vale la máquina nueva?
c) ¿Cuánto vale la máquina después de 10 años?

23. EN FR IA M IEN TO  Una bebida caliente se lleva 
al exterior en un día frío de invierno cuando la tem
peratura del aire es — 5°C. De acuerdo con un prin
cipio de física denominado ley de enfriamiento de 
Newton, la temperatura T  (en grados Celsius) de la 
bebida, t minutos después de ser llevada al exterior, 
está dada por una función de la forma

T(f) = - 5  +  A e~ k' 
donde A y  k son constantes. Suponga que la tempe
ratura de la bebida es 80°C cuando se lleva al exte
rior y 20 minutos después, es 25°C.
a) Use esta información para determinar A y k.
b) Trace la gráfica de la función de la temperatura 

T(t). ¿Qué le pasa a la temperatura cuando t cre
ce indefinidamente ( t—> +oo)?

c) ¿Cuál será la temperatura después de 30 mi
nutos?

d) ¿Cuándo alcanzará la temperatura los 0°C?
24. CRECIM IEN TO  DE LA PO B L A C IÓ N  Se ha 

estimado que dentro de t años, la población de
20

cierto país será P (t) = 9 +  ^ -oo¿7 millones.

a) Trace la gráfica de P(t).
b) ¿Cuál es la población actual?
c) ¿Cuál será la población dentro de 50 años?
d) ¿Qué le pasará a la población a largo plazo?

25. PR O PA G A C IÓ N  DE UN A  E PID E M IA  Los 
registros de salud pública indican que t semanas 
después del brote de cierta forma de influenza,

2
aproximadamente f{ t)  = ----------miles de

\ + 3e
personas habían contraído la enfermedad.
a) Trace la gráfica def{t).
b) ¿Cuántas personas tenían la enfermedad inicial

mente?

c) ¿Cuántas habían contraído la enfermedad al ca
bo de tres semanas?

d) Si la tendencia continúa, aproximadamente 
¿cuántas personas en total contraerán la enfer
medad?

26. RECUERDOS DE M EM O R IA  Los psicólogos 
consideran que cuando se le pide a una persona re
cordar un conjunto de hechos, el número de hechos 
recordados después de t minutos está dado por una 
función de la forma Q{t) =  A(1 -  e~kt), donde k es 
una constante positiva y A es el número total de he
chos importantes en la memoria de la persona.
a) Trace la gráfica de Q{t).
b) ¿Qué le ocurre a la gráfica cuando t crece sin lí

mite? Explique este comportamiento en térmi
nos prácticos.

27. EI-1C í EN CIA La producción diaria de un trabaja- 
dor que ha estado en el trabajo durante t semanas 
está dada por una función de la forma Q(t) =
40 -  A e~kt. Inicialmente el trabajador podía produ
cir 20 unidades al día, y después de 1 semana puede 
producir 30 unidades al día. ¿Cuántas unidades 
producirá el trabajador por día después de tres se
manas?

28. PU B LIC ID A D  Cuando los profesores selec
cionan libros para sus cursos, normalmente eligen 
entre los ejemplares que tienen en sus libreros.
Por esta razón, la mayoría de los editores envían 
ejemplares de cortesía de libros nuevos a los profe
sores que enseñan cursos relacionados. El editor de 
matemáticas en una casa editorial importante 
estima que si se distribuyen x  miles de ejemplares 
de cortesía, las ventas del primer año de cierto 
libro de matemáticas nuevo serán aproximadamente 
f{x)  =  20 -  15<?_aiv miles de ejemplares.
á) Trace esta función de ventas.
b) ¿Cuántos libros puede esperar vender el editor 

en el primer año si no se envían ejemplares de 
cortesía?

c) ¿Cuántas libros puede esperar vender el editor 
en el primer año si se envían 10 000 ejemplares 
de cortesía?

d) Si la estimación del editor es correcta, ¿cuál es 
la proyección más optimista para las ventas de 
primer año del libro?

29. ANÁLISIS M A R G IN A L El editor de economía 
en una casa editorial importante estima que si se 
distribuyen a profesores x  miles de ejemplares de 
cortesía, las ventas del primer año de cierto libro 
nuevo serán/(.v) =  15 -  20<Ta3v miles de ejempla
res. Actualmente, el editor está planeando distribuir
9 000 ejemplares de cortesía.
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a) Use el análisis marginal para estimar el incre
mento en las ventas del primer año que resulta
rán si se distribuyen 1 000 ejemplares de 
cortesía adicionales.

b) Calcule el incremento real en las ventas del pri
mer año que resultará de la distribución de los
1 000 ejemplares de cortesía adicionales. ¿Es 
buena la estimación en el inciso á)l

30. ANÁLISIS M A R G IN A L  En un negocio se esti
ma que cuando se emplean x  miles de personas, su 
utilidad será P(x) millones de dólares, donde

P(x) =  10 +  ln -  12.Í2

para x  >  0. ¿Qué nivel de empleo maximiza la utili
dad? ¿Cuál es la utilidad máxima?

31. A PR EN D IZA JE  EN LA N IÑ E Z  Un psicólogo 
mide la capacidad para aprender y recordar de un 
niño mediante la función

ln (/ +  1)
L(t) =

t +  1
donde t es la edad del niño en años, para 0 <  t <  5. 
Responda las preguntas acerca de este modelo.
a) ¿A qué edad tiene el niño la mayor capacidad de 

aprendizaje?
b) ¿A qué edad crece más rápidamente la capaci

dad de aprendizaje del niño?
32. CLA SIFICA CIÓ N  A ER Ó B ÍC A  La clasifica

ción aeróbica de una persona de x  años está modela
da por la función

x 110(ln jc — 2)
A(x) = -------------------  para a* >  10

x
a) ¿A qué edad es mayor la clasificación aeróbica 

de una persona?
b) ¿A qué edad disminuye más rápidamente la cla

sificación aeróbica de una persona?
33. ESPECU LA CIÓ N  EN A C C IO N ES En un 

artículo clásico sobre la teoría de conflictos,7 L. F. 
Richardson afirmó que la proporción p  de una po
blación a favor de la guerra u otra acción ofensiva 
en un momento t satisface

C ekt
PÜ) =

1 +  Ce kr

donde k y C son constantes positivas. La venta dia
ria especulativa de acciones en el mercado de valo
res se puede considerar como una “acción

6 El trabajo original de Richardson apareció en Generalized Foreign 
Poliíics, Monograph Supplement 23 of the British Journal of Psychol-
ogy (1939). Su trabajo también se presenta en el libro Models o f 
Arms Control and Disarmament por T. L. Saaty, John Wiley & Sons, 
1968.

ofensiva”. Suponga que inicialmente, 1/200 del vo
lumen diario total del mercado se atribuye a la venta 
diaria y que cuatro semanas más tarde, la propor
ción es 1/100. ¿Cuándo crecerá más rápidamente la 
proporción? ¿Cuál será la proporción en ese mo
mento?

34. PO B L A C IÓ N  M U N D IA L  De acuerdo con cier
to modelo logístico, la población mundial (en mil 
millones) / años después de 1960 será aproximada
mente

40
W ~  1 +  \2 e ~ 0M'

a ) Si este modelo es correcto, ¿a qué razón se esta
ba incrementado la población mundial con res
pecto al tiempo en el año 2000? ¿A qué razón 
porcentual se estaba incrementando la población 
en ese momento?

b) ¿Cuándo estará creciendo más rápidamente la 
población?

c) Trace la gráfica de P(t). ¿Qué característica ocu
rre en la gráfica en el tiempo determinado en el 
inciso 6)? ¿Qué le pasa a P{t) “a largo plazo”?

^  d) ¿Considera que es razonable ese modelo de po
blación? ¿Por qué sí o por qué no?

35. A N Á LISIS M A R G IN A L  Un fabricante puede 
producir VCR a un costo de $125 por pieza y estima 
que si se venden a x  dólares por unidad, los consu
midores comprarán aproximadamente 1 000e~0' 2x 
cada semana.
a) Exprese la utilidad P como una función de x. 

Trace la gráfica de P{x).
b) ¿A qué precio deberá el fabricante vender las 

VCR para maximizar la utilidad?
36. P R O P A G A C IÓ N  D E U N A  E P ID E M IA  Una 

epidemia se propaga por una comunidad de manera 
que t semanas después de su brote, el número de 
personas que han sido infectadas está dado por una

A
función de la forma f ( t )  = ---------- zrrn donde B es el

1 +  Ce k
número de residentes en la comunidad que son sus
ceptibles a la enfermedad. Si 1/5 de los residentes 
susceptibles estaban infectados inicialmente y 1/2 
había estado infectado al final de la cuarta semana, 
¿qué fracción de los residentes susceptibles se habrá 
infectado al final de la octava semana?

37. O P T IM IZ A C IÓ N  DEL T IE M P O  DE ESPERA 
Suponga que usted posee una parcela cuyo valor 
dentro de t años será V(t) =  8 0 0 0 ^ ^  dólares. Si la 
tasa de interés prevaleciente permanece constante a 
6% anual, capitalizado continuamente, ¿cuándo 
deberá vender la parcela para maximizar su valor 
presente?
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38. O PT IM IZ A C IO N  DEL T IE M P O  DE ESPERA 
Suponga que su familia posee un libro raro cuyo va
lor dentro de / años será V(t) = 200<?v ^' dólares. Si 
la tasa de interés prevaleciente permanece constante 
a 6% anual capitalizado continuamente, ¿cuándo se
rá más ventajoso para su familia vender el libro e 
invertir el producto de la venta?

39. EDAD Ó P T IM A  PARA LA R E P R O D U C C IÓ N  
Suponga que para un organismo semélparo particu
lar la probabilidad que un individuo sobreviva hasta 
la edad de x años es p(x) = e~°'Zx y que el número 
de nacimientos de hembras para un individuo a la 
edad x es f(x) = 5a '9. ¿Cuál es la edad ideal para la 
reproducción de un organismo individual de esta es
pecie? (Remítase al ejemplo 4.4.6.)

40. EDAD ÓPTIMA PARA LA REPRODUCCIÓN 
Suponga que un cambio ambiental afecta al organis
mo del problema 39 de tal forma que un individuo 
sólo tiene la mitad de la probabilidad anterior de so
brevivir a la edad de a* años. Si el número de naci
mientos de hem bras/ ( a*) permanece constante,
¿cómo se afecta la edad ideal para la reproducción 
por este cambio?

41. RESPUESTA A UN ESTÍMULO De acuerdo 
con la ley de Hoorweg, cuando un nervio se es
timula mediante descargas de un condensador eléc
trico de capacitancia C, la energía eléctrica 
requerida para provocar una respuesta mínima (una 
contracción muscular) está dada por

E(C) = C (a R  + I j

donde a, b y  R son constantes positivas.
a) ¿Para qué valor de C se minimiza la energía 

£(C)? ¿Cómo sabe si ha encontrado el valor 
mínimo? (Su respuesta estará en términos de a , 
b y R . )

b) Otro modelo para E  tiene la forma
E(C) =  mCek/c 

donde m y k son constantes. ¿Qué valores debe
rán tener m y k para que los dos modelos tengan 
el mismo valor mínimo de C?

42. A D M IN ISTR A C IÓ N  DE UNA PESCA D ERÍA  
El gerente de una pescadería determina que t sema
nas después de incubar 3 000 peces de una especie 
particular, el peso promedio de un pez será
w(0 = 0.8te~0'05' libras, para 0 ^  t ^  20. Además, 
la proporción de peces que aún estarán vivos des
pués de t semanas se estima que será

a) La producción esperada E(t) de la cosecha des
pués de t semanas es el peso total de los peces

que aún están vivos. Exprese E{t) en términos 
de w(t) y p(t).

b) ¿Para qué valor de t es mayor la producción es
perada E{t)l ¿Cuál es la producción máxima es
perada?

c) Trace la curva de producción y = E(t) para
0 <  t <  20.

43. A D M IN IST R A C IÓ N  DE UNA PESCADERÍA 
El gerente de una pescadería determina que t días 
después de liberar 1 000 peces de una especie parti
cular en un estanque, el peso promedio de un pez 
será w(t) libras y la proporción de peces aún vivos 
después de t días será p{t), donde

w<t) =  T +  í s ! - 005'  y * 0  =

a) La producción esperada E{t) de la cosecha des
pués de t días es el peso total de los peces que 
aún están vivos. Exprese E(t) en términos de 
w (t)yp (t) .

b) ¿Para qué valor de t es mayor la producción es
perada £(/)? ¿Cuál es la producción máxima es
perada?

c) Trace la curva de la producción y =  E(t).
44. O P T IM IZ A C IÓ N  DEL T IE M PO  DE ESPERA 

Suponga que usted posee una colección de timbres 
postales que actualmente vale $1 200 y cuyo valor 
crece linealmente a una razón de $200 por año. Si la 
tasa de interés prevaleciente permanece constante a 
8% anual capitalizada continuamente, ¿cuándo será 
más ventajoso para usted vender la colección e in
vertir el producto de la venta?

45. PR O PA G A C IÓ N  DE UN RU M O R Un acci
dente de tráfico fue presenciado por 10% de los re
sidentes de un pueblo pequeño, y 25% de los 
residentes habían escuchado acerca del accidente 2 
horas más tarde. Suponga que el número N(r) de re
sidentes que habían escuchado acerca del accidente 
t horas después que ocurrió está dado por una fun
ción de la forma

m = T v k ^ - '
donde B es la población del pueblo y C y k son 
constantes.
a) Utilice esta información para encontrar C y k.
b) ¿Cuánto tiempo debe transcurrir para que la mi

tad de los residentes del pueblo sepan sobre el 
accidente?

c) ¿Cuándo se propaga más rápidamente la noticia 
acerca del accidente? [Sugerencia: remítase al 
ejemplo 4.4.5 b).]

46. EFECTO DE UNA T O X IN A  Un investigador 
médico determina que / horas después de introducir
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una toxina en una colonia de bacterias, la población 
será

P(t) = 10 000(7 +  15<T0 05' +  te~0'05')
a )  ¿Cuál es la población en el momento en que se 

introduce la toxina?
b) ¿Cuándo es máxima la población de bacterias?
c)  Eventualmente ¿qué le sucede a la población de 

bacterias cuando > +°°?
47. O R G A N IZ A C IÓ N  C O RPO RA TIV A  U n acu r- 

va de G om pertz  es la gráfica de una función de for-
yjgl ma general

N(t) =  CAb'
donde A, B y C son constantes, Tales curvas las uti
lizan los psicólogos y otros profesionales para des
cribir fenómenos como aprendizaje y crecimiento 
dentro de una organización.7
a )  Suponga que el director de personal de una cor

poración grande conduce un estudio que indica 
que después de t años, la corporación tendrá

N(t) =  500(0.03)<0-4)' 
empleados. ¿Cuántos empleados había original
mente (en el momento t = 0)? ¿Cuántos habrá 
después de 5 años? ¿Cuándo habrá 300 emplea
dos? ¿Cuántos empleados habrá “a largo pla
zo”?

b) Trace la gráfica de N(t). Luego, en la misma grá
fica trace la gráfica de la función de Gompertz

F(t) = 500(0.03)"<a4r'
¿Cómo describiría la relación que hay entre las 
dos gráficas?

48. A EO RÍA  DEL A P R h N D ÍZ A Jt En un modelo 
de aprendizaje propuesto por C. L. Hull, la resisten
cia al hábito H  de un individuo está relacionada con 
el número t de refuerzos mediante la ecuación

H(r) = M( 1 -  e~kr)
á) Trace la gráfica de H(r). ¿Qué le pasa a H(r) 

cuando r —»+ TO?
b) Demuestre que si el número de refuerzos se du

plica de r a 2r, la resistencia al hábito se multi
plica por 1 +  e~kr.

49. C O N CEN TRA CIÓ N  DE UN M E D IC A M E N T O  
Una función de la forma C(/) =  Ate~kt, donde A y  k 
son constantes positivas, se denomina función de 
increm ento y algunas veces se emplea para mode
lar la concentración del medicamento en el torrente

7 Un análisis de los modelos de las curvas de Gompertz y otros mo
delos de crecimiento diferencial pueden ser encontrados en un artícu
lo de Roger V. Jean titulado “Differential Growth, Huxley’s Allome- 
tric Formula, and Sigmoid Growth”, UMAP Modules 1983: Tools for  
Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., 
Lexington, MA, 1984.

sanguíneo de un paciente t horas después de que se 
administra el medicamento. Suponga t >  0.
a) Encuentre C'{t) y determine el intervalo de 

tiempo donde la concentración del medicamento 
crece y dónde disminuye. ¿Para qué valor de t se 
maximiza la concentración? (Sus respuestas es
tarán en términos de A y k.)

b) Encuentre C '\t)  y determine los intervalos de 
tiempo de diferente concavidad para la gráfica 
de C(t). Encuentre todos los puntos de inflexión 
y explique qué le pasa a la razón de cambio de 
la concentración del medicamento en los mo
mentos que corresponden a los puntos de infle
xión.

c) Trace la gráfica de C{t) =  te~kr para k = 0.2, 
k = 0.5, k =  1.0 y k = 2.0. Describa cómo 
cambia la forma de la gráfica cuando k crece.

50. C O N C E N T R A C IÓ N  DE UN M E D IC A M E N T O  
Se supone que la concentración de cierto medi
camento en el torrente sanguíneo de un paciente t 
horas después que éste se administra oralmente, está 
dada por la función de incremento C{t) =  A te~kr, 
donde C está medida en microgramos de medica
mento por mililitro de sangre. Dispositivos de moni- 
toreo indican que una concentración máxima de 5 
ocurre 20 minutos después que se administra el me
dicamento.
a) Use esta información para encontrar A y k.
b) ¿Cuál es la concentración del medicamento en 

la sangre del paciente después de 1 hora?
c) ¿En qué momento después de que ocurre la con

centración máxima ésta será la mitad de la má
xima?

d) Si usted duplica el tiempo en el inciso c), ¿será 
de un 1/4 de la máxima la concentración del me
dicamento resultante? Explique.

51. C R E C IM IE N T O  B U R O C R Á T IC O  La ley de 
P a rk in so n s establece que en cualquier departamen
to administrativo sin participación activa en la gue
rra, el personal crecerá aproximadamente 6% por 
año, sin importar la necesidad.
a) Parkinson aplicó esta ley al tamaño de la British 

Colonial Office. Él observó que el personal de la 
Colonial Office era de 1 139 miembros en 1947. 
¿Cuántos miembros del personal predijo la ley 
para el año 1954? (El número real era 1 661.)

b) Con base en la ley de Parkinson, ¿cuánto tomará 
al personal duplicar su tamaño?

c) Lea acerca de la ley de Parkinson y escriba un 
párrafo acerca de si usted la considera real o no

8 C. N. Parkinson, Parkinsons Lcn\\ Houghton-Mifflin, Boston, MA, 
1957.
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en el mundo actual. Quizá desee iniciar su in
vestigación con el libro citado en este problema.

52. O PT IM IZ A C IÓ N  DE T IE M P O  DE ESPERA 
Sea V{t) el valor de un bien dentro de t años y su
ponga que la tasa de interés anual prevaleciente per
manece fija en r (expresada como decimal), 
capitalizada continuamente.
a) Demuestre que el valor presente del bien 

P(t) = V(t)e~" tiene un número crítico donde 
V'(t) = V{t)r. (Empleando argumentos económi
cos, se puede demostrar que el número crítico 
corresponde a un máximo.)

b) Explique por qué el valor presente de V{t) co
rresponde a un valor de t donde la tasa porcen
tual de cambio (expresada en forma decimal) es 
igual a r.

53. INVESTIGACIÓN DEL CÁNCER En el pro
blema 60, ejercicio 2.3, se proporcionó una función 
para modelar la producción de glóbulos. Esos mo
delos son útiles en el estudio de leucemia y otras en
fermedades denominadas enferm edades dinám icas 
en las cuales ciertos sistemas fisiológicos comien
zan a comportarse erráticamente. Un modelo alter
nativo9 para la producción de células de la sangre, 
desarrollado por A. Lasota, usa la función exponen
cial de producción

p(.Y) =  A x se - sx'r 
donde A, s y r son constantes positivas y x  es el nú
mero presente de granulocitos (un tipo de glóbulos 
blancos).
a) Encuentre el nivel de células de la sangre, x, que 

maximiza la función de producción p(x). ¿Cómo 
sabe si el nivel óptimo es un máximo?

b) Si 5 >  1, demuestre que la gráfica de p(x) tiene 
dos puntos de inflexión. Trace la gráfica. Pro
porcione una interpretación física de los puntos 
de inflexión.

c) Trace la gráfica de p(x) para el caso donde 
0 <  s <  1. ¿Qué es diferente en este caso?

d) Lea un artículo sobre métodos matemáticos en 
el estudio de enfermedades dinámicas y escriba 
un párrafo sobre tales métodos. Un buen lugar 
para empezar es el artículo citado en este pro
blema.

54. TASAS DE M O R TA LID A D  Un actuario mide 
la probabilidad que una persona en cierta población 
muera a la edad x  por medio de la fórmula

P(x) = A2.r<?_A-1'

W. B. Gearhart y M. Martelli, “A Blood Cell Population Model, 
Dynamical Diseases, and Chaos”, UMAP Modules 1990: Tools for  
Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., 
Arlington, MA, 1991.

55.

56.

57.

donde A es una constante tal que 0 <  A <  e. 
á) Encuentre el valor máximo de P{x) en términos 

de A.
b) Trace la gráfica de ^(.v).
c) Lea un artículo acerca de fórmulas actuariales 

de esta clase. Escriba un párrafo sobre qué se re
presenta por el número A.

PR O PA G A C IÓ N  DE UNA EPID E M IA  Una 
epidemia se propaga por toda una comunidad de 
manera que t semanas después de su brote, el núme
ro de residentes infectados está dado por una

función de la forma f ( t)  = ------------ r„ donde A es
1 +  Ce~kr

el número total de residentes susceptibles. Demues
tre que la epidemia se propaga más rápidamente 
cuando la mitad de los residentes susceptibles ha si
do infectada.
Use la instrucción de graficación de su calculadora 
para trazar la gráfica dt f ( x )  = x{e~x +  e~~K). 

Utilice ZO O M  y TRA CE para encontrar el mayor 
valor de f(x). ¿Qué le pasa a f{x)  cuando » +«>? 
IN V ESTIG A C IÓ N  DE M ERCA D O  Una 
compañía trata de utilizar la publicidad en televisión 
para presentar un producto nuevo a tantas personas 
como sea posible en un área metropolitana grande 
con 2 millones de posibles televidentes. Se ha de
terminado que un modelo para el número de gente 
N  (en millones) enterada del producto después de t 
días es

N  = 2(1 -  e - 0 . 0 3 7 /

58.

59.

Emplee una instrucción de graficación para trazar 
esta función. ¿Qué pasa cuando t —> +°°? [Sugeren
cia: fije el intervalo en su pantalla a [0, 200] 10 por 
[0,3]1.]
O P T IM IZ A C IÓ N  DEL T IE M PO  DE ESPERA 
Suponga que usted gana una parcela de tierra cuyo 
valor en el mercado dentro de t años se estima que 
será de V{t) = 20 OOOr<?v0 ‘4' dólares. Si la tasa de 
interés prevaleciente permanece constante a 1% ca
pitalizada continuamente, ¿cuándo será más venta
joso vender la tierra? (Utilice una instrucción de 
graficación y ZO O M  y TRA CE para determinar la 
respuesta requerida).
C O N C EN TR A C IÓ N  DE UN M EDICA M ENTO 
En un artículo clásico,10 E. Heinz determinó que la 
concentración y(t) de un medicamento inyectado en 
el cuerpo de forma intramuscular está dada por

C ,—ar „—bt\y(0 = b ~  a (<?' — e t > 0

10E. Heinz, “Probleme bei der Diffusión kleiner Substanzmengen ¡n- 
nerhalb des menschlichen Korpers”, Biocliem, Vol. 319 (1949), pp. 
482-492.
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60.

donde t es el número de horas después de la inyec
ción y a, b y c son constantes positivas, con b >  a.
a) ¿Cuándo ocurre la concentración máxima? ¿Qué 

le sucede a la concentración “a largo plazo”?
b) Trace la gráfica de y{t).
c) Escriba un párrafo sobre la confiabilidad del 

modelo de Heinz. En particular, ¿es más confia
ble cuando t es pequeño o grande? Quizá desee 
inicial* su investigación con el artículo citado en 
este problema.

D ISEÑ O  ESTRUCTURAL Cuando se tiende 
una cadena, una línea telefónica, o un cable de TV 
entre postes, la curva que se forma recibe el nombre 
de catenaria . Una curva catenaria típica es 

y  =  0.125(e4jr +  e~4x)
Trace esta curva catenaria.
Las curvas catenarias son importantes en arqui
tectura. Lea un artículo sobre el Gateway Arch 
to the West en St. Louis, Missouri, y escriba un 
párrafo sobre el uso de la forma catenaria en su 
diseño.11

C O N TA B ILID A D  La fórmula del saldo doble
m ente decreciente en contabilidad es

V{t) = v i \ -  f  Y

a)
b)

61.

62.

donde V{t) es el valor, después de t años, de un 
artículo que originalmente costó V0 dólares, y L  
es una constante denominada la “vida útil” del 
artículo.
a) Un refrigerador cuesta $85 dólares y tiene una 

vida útil de 8 años. ¿Cuál es su valor después de
5 años? ¿Cuál es su tasa anual de depreciación?

b) En general, ¿cuál es la tasa porcentual de cam
bio de V(t)?

PROPAGACIÓN DE UNA ENFERMEDAD 
En el ensayo Reflexione acerca de ..., al final del 
capítulo 3, se examinaron varios modelos asociados 
con la epidemia del SIDA. Utilizando un programa 
de análisis de datos, se obtiene la función

C(f) =  456 +  1 234t e ' 0-'37' 
como un modelo para el número de casos de SIDA 
reportado t años después del año base de 1990. 
á) De acuerdo con este modelo, ¿en que año se re

portará el mayor número de casos? ¿Cuál será el 
máximo número de casos reportados?

b) ¿Cuándo será el número de casos reportados 
igual al número reportado en 1990?

O

3
J za,
<
U
ü j

O

C.--TST*

ÜJ

5
10
Lli
ÚZ

Términos importantes, símbolos y fórmulas
Función exponencial: (282)

f { x ) = bx b >  0, b #  1 
La gráfica de y  =  b'x para b >  1: (284, 285)

J
i f y  = b* 

/
—--------►  X

Propiedades de las funciones exponenciales: 
b x = b y si y sólo si x  = y 

l?W  =  y*+y 

b-  =
by

( b y  = bxy 
b ° =  i

(285)

11 Un buen punto de partida es el artículo de William V. Thayer, 
“The St. Louis Arch Problem”, UMAP Modules 1983: Tools for 
Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., 
Lexington, MA, 1984.

Base exponencial natural: (286)

l V

Para el interés compuesto k veces por año, a una tasa 
anual /*, durante t años:

r
El valor futuro de P dólares es B =  P y \  +  (288)

(  r \ ~ ktEl valor presente de B dólares es P = B 1 +  -
(290) \ k !

Para el interés compuesto continuamente, a una tasa 
anual r, durante t años:
El valor futuro de P dólares es B = P e "  ( - 88)
El valor presente de B dólares es P = B e ~ "  (290.)

Función logarítmica: (297)

y  =  \ogbx  si y sólo si by =  .y.
Propiedades de los logaritmos: (298)

log¿ u = \ogh v si y sólo si u = v
\ogh uv = \ogb u +  log/, v

í“ j = logh u -  log/?v

340
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log/, u' — r u 
log/, l =  0 y log/, b =  1 

La gráfica de y = log,,a para b >  1: (300)

El logaritmo natural: (3 0 1)
y = Inx si y sólo si ey =  a* 

Relación inversa: (303)
eln x =  x  para x  >  0

y
ln ex =  x  para toda x  

Fórmula de conversión para logaritmos: (304)
ln a

log/, a =
ln b

Crecimiento exponencial: (291)

J
¡

Crecimiento
L

/
//  Q = Q0ekl

r

Tiempo

.............. ' X

de duplicación d  —

Decaimiento exponencial: (291)

Datación por carbono: (306)
Derivada de la función exponencial: (315,316)

d
dx

{ex) —  [e"w l =  e"M —  
dx dx

Derivada de la función logarítmica: (312,313)
d  1 d r 1 du

—  (ln x) -  -  y —  [ln u{x)] = ——  —
dx x  dx u(x) dx

Derivación logarítmica: (319)

Tasa relativa de cambio de Q(x): (321)
Q'{x) d
Q(x) dx

Optimización del tiempo de espera: (329)
Curva de aprendizaje y  =  B — Ae~kt (329)

Capacidad de 
aprendizaje

1

Curva logística y  =
B

1 + A e - B k t (330)
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Revisión del capítulo 4
1. Evalué cada una de estas expresiones:

,  ( 3 " 2)(92) 
a)

b)

— ic) Ioso4 4- log416'- dnr
2. Simplifique cada una de estas expresiones:

a) (9xV ) 3/2

b) (3x2y4lY m

dy
3. En cada caso, encuentre la derivada — . (En algunos

dx
casos, puede ser útil usar derivación logarítmica.)

O) y = —---- T-X ~  3x

b) y  = ln (_r +  I x 2 — 3x)
c) y  =  x3 lnx

e~ Zv(2x -  1):
d) y  — 1 - x r

4. En cada caso, determine dónde la función dada cre
ce o decrece, y dónde su gráfica es cóncava hacia 
arriba y cóncava hacia abajo. Trace la gráfica mos
trando tantas características como sea posible (ci
mas y valles, puntos de inflexión, asíntotas, 
intersecciones, picos, tangentes verticales).
a) y = x ze~x

ln V x
b) y  =  — —

X
c) =  ln (V x  — x)2

4
d) y = 7-, - rl + e

5. Encuentre todos los números reales x que satisfacen 
cada una de estas ecuaciones.

a) 42a —  j r  _

64

b) é ,x =  4
c) log4x2 =  2

25d) = 3
1 +  2e~ 0-5'

6. Si usted invierte $2 000 al 5% capitalizado conti
nuamente, ¿cuánto valdrá su cuenta en 3 años? 
¿Cuánto tiempo transcurre para que su cuenta sea 
$3 000?

7. A N Á LISIS DE PR E C IO  Se introduce un pro
ducto y t meses después, su precio unitario es p(t) 
cientos de dólares, donde

ln(f +  1)
P = t +  1

á) ¿Para qué valores de t crece el precio? ¿Cuándo 
disminuye?

b) ¿Cuándo decrece más rápidamente el precio?
c) ¿Qué le pasa al precio a largo plazo (cuando 

r - > +  oo)?

8. M A X IM 1Z A N D O  EL IN G R ESO  Se ha deter
minado que se pueden vender q unidades de un bien 
cuando el precio es p  cientos de dólares por unidad, 
donde r—> +co)?

q{p) =  1 000 (p  +  2)e~p
a) Verifique que la función de demanda q(p) dismi

nuye cuando p  aumenta, para p >  0.
b) ¿A qué precio p  se maximiza el ingreso R  =  pq l  

¿Cuál es el ingreso máximo?

9. D A TÁ C IÓ N  P O R  C A R B O N O  Se determina 
que un artículo arqueológico tiene 45% de su 14C 
original. ¿Qué edad tiene el artículo? (Use 5 730 
años como la vida media de 14C.)

10. C R E C IM IE N T O  DE BA CTERIA S Se introdu
ce una toxina en una colonia de bacterias, y t horas 
después, la población está dada por

N(t) =  10 000(8 +  t)e~o u  
á) ¿Cuál era la población cuando se introdujo la to

xina?
b) ¿Cuándo se maximiza la población? ¿Cuál es la 

población máxima?
c) ¿Qué le pasa a la población a largo plazo (cuan

do t —> +co)?
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Problemas de repaso
En los problemas 1 a 4 trace la gráfica de la función exponencial o logarítmica dada sin usar el cálculo.

1. / ( x) =  5X 2. f{x)  =  —2e~x

3. / W  =  lnA'2 4. / ( x) =  log3 x  <¡

5. a) Encuentre / ( 4 )  si/ ( a )  =  A e~Lx y /(O) = 1 0 , 6. Evalúe las expresiones siguientes sin utilizar tablas
/ ( 1) =  25. ni calculadora. | j j

b) D eterm ine/(3) sí/ ( a*) =  A ekx y / ( l )  =  3, a) 1° f .
/ ( 2) =  10. b) e[n2

c) Encuentre/(9) s í/ ( a) =  30 +  A e~ kx y c) (?31n4_,n2
¿/) ln 9e2 +  ln 3e~2

d) Encuentre/(10 ) si f ( t ) =  -— ^ y/(O) =  3,

/(O) =  50,/(3 )  =  40. in ge2 +  in 3e-2
6_

1 +  A e~ K rJJ '~' ”  *J
/(5 )  =  2.

/os problemas 7 a 13 encuentre todos los números reales x satisfacen la ecuación dada.

7. 8 =  2<?a04r 8. 5 = 1 +  4éT 6*

9. 4 InA =  8 10. 5* =  e3
11. log9 (4a -  1) =  2 12. ln(A — 2) +  3 =  ln(A +  1)

13. eZx +  ex — 2 = 0 [Sugerencia: Sea u =  ex.\

dy
En los problemas 14 a 29 determine la derivada — . En algunos de estos problemas, puede ser útil usar la derivación

dx
implícita o la derivación logarítmica.

UJ

3, = 2e3'v+5 15. y = j
>> = InV*2 + 4x + 1 17. y =  >

X
ln 2x

19. y = i
elx

21.
*

y = •y eix + 2

y  =  (1 + e~x)4/s 23. j  = i
í  e3jr \

25. y =  -

xe y +  ye x =  3 27. x v~
<?_2*(2 -  a 3)3/2

29.
i

y V I  +  A2 y —

—X  1+  e-
1 +  e Xv

—2x

e x
x  +  ln a

-V =  A +  y

(a2 +  e2x)3e ~ Zx
2 \2 J 3(1 +  A -  A )

En los problemas 30 a 37 determine dónde crece o disminuye la función dada, y  dónde su gráfica es cóncava hacia arri
ba y cóncava hacia abajo. Trace la gráfica, mostrando tantas características clave como sea posible (cimas y valles, pun
tos de inflexión, asíntotas, intersecciones, picos, tangentes verticales).

30. f{ x) = xe~2x 31. / ( X) = ex - e ~ x

32. f(x)  =  4 —  33. = t +
l + e

34. g(t) =  !EÍL±J2 35. F(u) = u2 + 21n(ií +  2)
t +  1

36. f (u )  = e2“ + e~" 37. G(x) =  ln (e_2jr +  e_v)
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En los problemas 38 a 41 encuentre los valores máximo y mínimo de la función dada en el intérnalo cerrado, y  acotado 
que se indica.

38. f ( x )  = ——  Para - 5  <  x <  - 1

ln(V ?) , ^
40. ^(r) =  — p —  para 1 <  t <  2

39. f ( x )  — ln (4x — x 2) para 1 <  x <  3 

41. K t) = (e~r +  e')5 para — 1 <  í <  1

En los problemas 42 a 45 encuentre una ecuación para la recta tangente a la curva dada en el punto indicado. 

42. y  =  (x2 -  x)e~x donde x  = 0 43. y  =  x  lnx2 donde x  =  1

44. y  =  (x +  lnx)3 donde x  = 1 45. y =  x 3e2~x donde x  =  2

46. C R E C IM IE N T O  E X PO N E N C IA L  El valor de 
cierta máquina industrial decrece exponencialmen
te. Si originalmente la máquina valía $50 000 y a 
los 5 años $20 000, ¿cuánto valdrá cuando tenga 10 
años?

47. VENTAS PO R  PU B LIC ID A D  Se estima que si 
se gastan x  miles de dólares en publicidad, se ven
derán aproximadamente Q(x) =  50 — 40e~OAx mi
les de dólares de cierto bien.
a) Trace la curva de las ventas para x  >  0.
b) ¿Cuántas unidades se venderán si no se gasta di

nero en publicidad?
c) ¿Cuántas unidades se venderán si se gastan 

$8 000 en publicidad?
d )  ¿Cuánto se deberá gastar en publicidad para ge

nerar ventas de 35 000 unidades?
e) De acuerdo con este modelo, ¿cuál es la proyec

ción de ventas más optimista?

48. PR O D U C C IÓ N  DE U N  T R A B A JA D O R  Un 
empleador determina que la producción diaria de un 
obrero en el trabajo, durante t semanas, es
<2(í) =  120 — A e~ kt unidades. Inicialmente, el 
obrero puede producir 30 unidades por día, y des
pués de 8 semanas, puede producir 80 unidades por 
día. ¿Cuántas unidades puede producir el obrero 
por día después de 4 días?

49. C R EC IM IEN TO  DE LA P O B L A C IÓ N  Se ha 
estimado que dentro de t años la población de cierto 
país será P millones de habitantes, donde

P(t) = -------—-------
W 1 +  2e~°'05t

a) Trace la gráfica de P(t).
b) ¿Cuál es la población actual?
c) ¿Cuál será la población en 20 años?
d )  ¿Qué le pasa a la población “a largo plazo”?

50. INTERÉS COMPUESTO ¿En qué tiempo
$2 000 crecerán hasta $5 000 cuando se invierten a 
una tasa anual de 8%, si el interés se capitaliza:
a) Trimestralmente
b) Continuamente?

51. TASA DE INTERÉS EFECTIVA ¿Cuál inver
sión tiene la mayor tasa de interés efectiva: 8.25% 
anual capitalizado trimestralmente o bien 8.20% 
anual capitalizado continuamente? (Remítase al 
problema 54, sección 4.1.)

52. INTERÉS COMPUESTO ¿Cuánto se deberá in
vertir ahora, a una tasa de interés anual de 6.25%, 
de manera que su saldo dentro de 10 años sea
$2 000, si el interés se capitaliza:
a) M ensualmente
b) Continuamente?

53. VALOR PRES ENTE Encuentre el valor presente 
de $8 000 pagaderos dentro 10 años si la tasa de in
terés anual es 6.25% y el interés se capitaliza:
a) Semestralmente
b) Continuamente

54. INTERÉS COMPUESTO Un banco capitaliza 
continuamente el interés. ¿Qué tasa de interés (no
minal) ofrece si $1 000 crecen a $2 054.44 en 12 
años?

55. INTERÉS COMPUESTO Cierto banco ofrece 
una tasa de interés de 6% anual capitalizado anual
mente. Un banco de la competencia capitaliza ese 
interés continuamente. ¿Qué tasa de interés (nomi
nal) deberá ofrecer el banco de la competencia para 
que sean iguales las tasas efectivas de interés de los 
dos bancos?

56. CRECIMIENTO BACTERIAL El número de 
bacterias en cierto cultivo crece exponencialmente. 
Si inicialmente había 5 000 bacterias y 10 minutos
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después había 8 000, ¿cuánto tiempo transcurrirá 
para que se duplique el número de bacterias?

57. C O N TA M IN A C IÓ N  DEL AIRE Un estudio 
ambiental de cierta comunidad suburbana sugiere 
que dentro de t años el nivel promedio de monóxido 
de carbono en el aire será Q(t) =  4e0'03' partes por 
millón.
a) ¿A qué tasa cambiará el nivel de monóxido de 

carbono con respecto al tiempo dentro de 2 
años?

b) ¿A qué tasa porcentual cambiará el nivel de mo
nóxido de carbono con respecto al tiempo den
tro de t años? ¿Depende esta tasa porcentual de 
cambio de t o es una constante?

58. INGRESO Un fabricante puede producir cámaras 
a un costo de $40 por pieza y estima que si se ven
den a p  dólares por unidad, los consumidores com
prarán aproximadamente D(p) =  SOOe-001^ 
cámaras por semana. ¿A qué precio deberá vender 
el fabricante las cámaras para maximizar el ingreso?

59. OPTIMIZACIÓN DEL TIEMPO DE ESPERA 
Suponga que posee un bien cuyo valor dentro de t 
años será V(t) =  2 0 0 0 e ^ r dólares. Si la tasa de in
terés prevaleciente permanece constante a 5% anual 
capitalizado continuamente, ¿cuándo será más ven
tajoso vender la colección e invertir el producto de 
la venta?

60. REGLA DE 70 Con frecuencia los inversionistas 
están interesados en saber cuánto tiempo transcurre 
para que se duplique una inversión particular. Una 
forma simple para hacer esta determinación es la 
“regla de 70” que indica: el tiempo de duplicación 
de una inversión con una tasa de interés anual t (ex
presada como decimal) capitalizado continuamente

70
está dado por d  =  — .

a) Para la tasa de interés t> utilice la fórmula
B = Pert para encontrar el tiempo de duplica
ción para r =  4, 6, 9, 10 y 12. En cada caso, 
compare el valor con el valor obtenido a partir 
de la regla de 70.

b) Algunas personas prefieren una “regla de 72” y 
otras emplean una “regla de 69.” Pruebe estas 
alternativas como en el inciso á) y escriba un 
párrafo sobre cuál regla preferiría utilizar.

61. D ECA IM IEN TO  R A D IA C T IV O  Una sustan
cia radiactiva decae exponencialmente con una vida 
media A. Suponga que la cantidad de sustancia ini
cialmente presente (cuando t =  0) es £>o-

63.

a) Demuestre que la cantidad de la sustancia 
presente después de t años será

<2(0 =  2 o e"<ln 2/A)'.
b) Encuentre un número k  de manera que la canti

dad en el inciso a) se pueda expresar como
Q{Í) = 20(0.5)*'.

62. D EM O G R A FÍA  A N IM A L Un naturalista ha 
determinado que en una reserva animal la función

4 -(ln*)2
m  =  - 7 =—

V tt  x
proporciona una buena medida del número de ani
males en la reserva que tienen x  años. Trace la gráfi
ca de /(x ) para x >  0 y encuentre la edad más 
“probable” entre los animales (es decir, la edad para 
la cual/(x) es mayor).

D A TA C IÓ N  PO R  C A RB O N O  “Ótzi, el 
Hombre de Hielo” es el nombre dado a un cadáver 
neolítico congelado encontrado en un glaciar alpino 
en 1991. Originalmente se pensó que era de la Era 
de Bronce por el hacha que portaba. Sin embargo, 
se demostró que el hacha estaba hecha de cobre y 
no de bronce. Lea un artículo sobre la Edad de 
Bronce y determine la menor edad del Hombre de 
hielo suponiendo que es anterior a la Edad de 
Bronce. ¿Cuál es el mayor porcentaje de 14C que 
puede permanecer en una muestra tomada de su 
cuerpo?

64. LEY DE FICIC La ley de Fick12 establece que 
/( i)  =  C(1 -  e~kr)t donde f{t)  es la concentración de 
soluto dentro de una célula en el momento r, C 
(constante) es la concentración del soluto que 
rodea a la célula, y k es una constante positiva. 
Suponga que para una célula particular, la concen
tración en el interior de la célula después de 2 horas 
es 0.8% de la concentración en el exterior de la 
célula.
a) ¿Qué representa k l
b) ¿Cuál es la razón de cambio porcentual de/(f) 

en el tiempo t i
c) Escriba un párrafo sobre el papel que tuvo la ley 

de Fick en la ecología.

D

12 La ley de Fick juega un importante papel en ecología. Por 
ejemplo, véase M. D. LaGrega, P. L. Buckingham y J. C. Evans, 
Hazardous Waste Management, McGraw-Hill, Inc., Nueva Cork,
1994, pp. 95, 464, y especialmente p. 813, donde los autores analizan 
el transporte de los contaminantes hasta los rellenos sanitarios.

U

I d
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65. E N FR IA M IE N T O  Una niña cae en un lago 
donde la temperatura del agua es — 3°C. Su tempe
ratura corporal después de t minutos en el agua es 
T(t) =  35e~0'32'. Ella perderá la conciencia cuando 
su temperatura corporal llegue a 27°C. ¿Cuánto 
tiempo tienen los socorristas para salvarla? ¿Qué 
tan rápido desciende su temperatura corporal cuan
do llega a 27°C?

66. C IE N C IA  FORENSE La temperatura T  del ca
dáver de una víctima de homicidio encontrado en un 
cuarto donde la temperatura del aire es de 20°C está 
dada por

T(t) = 2 0 +  17éT0 07' °C 
donde t es el número de horas después de la muerte 
de la víctima.
á) Grafique la temperatura corporal T(t) para t > 0. 

¿Qué es la asíntota horizontal de esta gráfica y 
qué representa?

b) ¿Cuál es la temperatura corporal de la victima 
después de 10 horas? ¿Cuánto tiempo transcurre 
para que la temperatura corporal llegue a 25°C?

c) Abel Baker es un empleado en la firma de De-
✓

wey, Cheatum, y Howe. El llega temprano al 
trabajo una mañana y encuentra el cadáver de su 
jefe, Will Cheatum, que yace en su escritorio. 
Abel llama a la policía, y a las 8:00 a.m. deter
minan que la temperatura del cadáver es de 
33°C. Como la última anotación hecha en la 
agenda de la víctima fue: “Despidan a ese idiota 
de Baker”, Abel es considerado el principal sos
pechoso. En realidad, Abel es lo suficientemente 
inteligente para haber leído este libro mientras 
esperaba. Él mira rápidamente al termostato pa
ra confirmar que la temperatura del cuarto es 
20°C. ¿Para qué tiempo necesitará una coartada 
a fin de establecer su inocencia?

67. C O N C E N T R A C IÓ N  DE UN M ED 1CA M EN - 
10  Suponga que t horas después de haber admi
nistrado oralmente un antibiótico, su concentración 
en el torrente sanguíneo del paciente está dada por 
una función de la forma C(f) =  Ate~k\  donde A y  k 
son constantes positivas y C se mide en microgra- 
mos por mililitro de sangre. Las muestras de sangre 
se toman periódicamente, y se ha determinado que 
la concentración máxima del medicamento se alcan
za 2 horas después de administrada la droga y es de 
10 microgramos por mililitro.
a) Use esta información para determinar A y  k.
b) Una nueva dosis será administrada cuando la 

concentración llegue a 1 microgramo por milili
tro. ¿Cuándo ocurre esto?

68. TASA DE R E A C C IÓ N  Q U ÍM IC A  El efecto de 
la temperatura en la velocidad de una reacción quí
mica está dada por la ecuación de A rrhen ius

k =  A e ~ B°/RT 
donde k es la tasa constante, T  (en grados Kelvin) es 
la temperatura y R es la constante del gas. Las canti
dades A y Eq se determinan una vez que se especifi
ca la reacción. Sean k\ y k2 las constantes de la 
velocidad de reacción asociadas a las temperaturas

Ti y T2. Encuentre una expresión para ln (—  ] en
\ 2/

términos de E0, R , T { y T2.

69. R E D U C C IÓ N  DE O Z O N O  Se sabe que los 
fluorocarbonos tienen el efecto de reducir el ozono 
en la atmósfera superior. Suponga que se ha deter
minado que la cantidad de ozono Q en la atmósfera 
se reduce en 0.15% por año, de manera que después 
de t años, la cantidad original de ozono Q0 que está 
presente es

Q = Q0e~OM,s'
a) ¿A qué tasa porcentual disminuye el nivel de 

ozono en el tiempo t i
b )  ¿Cuántos años tomará para que se reduzca 10% 

del ozono? ¿A qué tasa porcentual disminuye el 
nivel de ozono en este momento?

70. P R O P A G A C IÓ N  D E U N A  E P ID E M IA  Los 
registros de salud pública indican que después de t 
semanas el brote de cierta forma de influenza, apro
ximadamente

80
2(0 = -  1.214 +  16e

miles de personas han contraído la enfermedad. ¿A 
qué tasa se estaba propagando la enfermedad al final 
de la segunda semana? ¿En qué momento se propa
ga más rápidamente la enfermedad?

71. ACIDEZ (pH) DE UNA SOLUCIÓN En quí
mica, la acidez de una solución se mide según el va
lor de su pH, que está definido como pH =  — log10 
[H30 +], donde [H30 +] es la concentración de iones 
de hidrógeno, (moles/litro), de la solución. En pro
medio, la leche tiene un valor de pH que es tres ve
ces el valor del pH de una lima, la cual a su vez 
tiene la mitad del valor pH de una naranja. Si el pH 
promedio de una naranja es 3.2, ¿cuál es la con
centración promedio de iones de hidrógeno de una 
lima?
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72.

74.

75.

DATACIÓN POR CARBONO Una pintura del 
hombre de Cro-Magnon en la cueva de Lascaux, 
Francia, tiene cerca de 15 000 años. Aproximada
mente ¿qué razón de 14C entre 1¿C esperaría encon
trar en un fósil hallado en la misma cueva donde se 
encontró la pintura?

TASAS DE MORTALIDAD Algunas veces es 
útil para los actuarios proyectar las tasas de mortali
dad dentro de una población dada. Una fórmula em
pleada para calcular la tasa de mortalidad D(t) para 
mujeres, en el grupo de edad entre 25 y 29 años, es

D(t) =  (D0 ~  0.00046)<?~°'162' +  0.00046 
donde t es el número de años después de un año 
base fijo y D0 es la tasa de mortalidad cuando 
t =  0.
a) Suponga que la tasa de mortalidad inicial de 

cierto grupo es 0.008 (8 muertes por cada 1 000 
mujeres). ¿Cuál es la tasa de mortalidad de este 
grupo 10 años después? ¿Cuál es la tasa 25 años 
después?

b) Trace la gráfica de la función de mortalidad D{t) 
para el grupo en el inciso a ) para 0 ^  t <  25.

PRODUCTO INTERNO BRUTO El producto 
interno bruto (PIB) de cierto país fue de 100 mil 
millones de dólares en 1990 y 165 mil millones de 
dólares en 2000. Suponiendo que el PIB crece 
exponencialmente, ¿cuál será el PIB en 2010?

ARQUEOLOGÍA Se ha determinado que 
“Lucy,” el famoso prehumano cuyo esqueleto fue 
descubierto en África, debe tener aproximadamente
3.8 millones de años.
a) Aproximadamente ¿qué porcentaje de 14C origi

nal esperaría encontrar si tratara de aplicar la da
tación por carbono a Lucy? ¿Por qué sería un 
problema tratar de “datar” a Lucy?
En la práctica, la datación por carbono funciona 
bien sólo para muestras relativamente “recien
tes”; aquellas que no tienen más de aproximada
mente 50 000 años. Para muestras más antiguas, 
como Lucy, se han desarrollado variaciones so
bre la datación por carbono, tales como datación 
por potasio-argón y rubidio-estroncio. Lea un 
artículo sobre métodos de datación alternativos# # i a
y escriba un párrafo sobre cómo se utilizan.

12/

73.

b)

Un buen punto de partida para su investigación es el artículo de 
Paul J. Campbell, “How Oíd Is the Earth?”, UMAP Modules 1992: 
Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, 
Arlington, MA, 1993.

77.

i

76. R A D IO L O G ÍA  El isótopo radiactivo galio-67 
(67Ga), utilizado en el diagnóstico de tumores ma- 
lignos, tiene una vida media de 46.5 horas. Si se co
mienza con 100 miligramos del isótopo, ¿cuántos 
miligramos quedarán después de 24 horas? ¿Cuándo 
quedarán sólo 25 miligramos? Responda estas pre
guntas utilizando primero una instrucción de grafi
cación para trazar una función exponencial 
apropiada, y luego utilizando las características 
TR A C E y ZO O M  de su calculadora.

Un modelo demográfico desarrollado por la Oficina 
del Censo de EU emplea la fórmula

202.31
| ^3.938 —0.314*

para estimar la población de Estados Unidos (en mi
llones) para cada décimo año a partir del año base 
1790. Por ejemplo, t = 0 corresponde a 1790, t = 1 
a 1800, t — 10 a 1890, y así sucesivamente. Las ci
fras excluyen a Alaska y Hawai.
a) Utilice esta fórmula para calcular la población 

de Estados Unidos para los años, 1790, 1800, 
1830, 1860,1880, 1900,1920, 1940, 1960, 1980 
y 2000.

b) Trace la gráfica de P(t). ¿Cuándo predice este 
modelo que la población de los Estados Unidos 
crecerá más rápidamente?

c) Utilice un almanaque o alguna otra fuente para 
encontrar las cifras actuales de la población para 
los años listados en el inciso a). ¿Parece preciso 
el modelo de población dado? Escriba un párra
fo describiendo algunas razones posibles para 
las diferencias importantes entre las cifras pro
nosticadas de la población y las cifras reales del 
censo.

Emplee una instrucción de graficación para trazar 
y = 2~x y = 3“ 'v, y  =  5"'v, y y =  (0.5)'~'r en el mis
mo sistema de coordenadas. ¿Cómo se afecta la grá
fica por un cambio en la base de la función 
exponencial? (Sugerencia: utilice la pantalla de gra
ficación [—3, 3]1 por [—3, 3]1.)

Use una instrucción de graficación para dibujar las
gráficas de y  =  V 3 \  y  = V 3  A, y y  =  3 A en el 
mismo sistema de coordenadas. ¿Cómo difieren es
tas gráficas? (Sugerencia: emplee la pantalla de gra
ficación [—3, 3]1 por [ - 3 ,  3]1.)

Utilice una instrucción de graficación para dibujar 
las gráficas de y  =  3'v y y = 4 -  ln V *  en el mismo 
sistema de coordenadas. Luego use TRA CE y 
ZO O M  para encontrar todos los puntos de intersec
ción de las dos gráficas.

78.

79.

80.
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81. Resuelva esta ecuación con una precisión de tres 
lugares decimales:

log5 (x +  5) -  log2 x  = 2 logio (x2 +  2x)

82. Emplee una instrucción de graficación para dibujar 
^  las gráficas de

2 1
y =  ln (1 + x )  y y  = -

x

en el mismo sistema de coordenadas. ¿Se intercep
tan estas gráficas?

83. Construya una tabla para las cantidades ( V n j ^ n + 1

t y (V «  +  1)V", con n =  8, 9, 12,20, 25, 31, 37, 38,
43, 50, 100 y 1 000. ¿Cuál de las dos cantidades pa
rece mayor? ¿Piensa que esta desigualdad se cum
ple para todos los números n ^  8?

  www.FreeLibros.com



\

• •  -  w  .-*1

V '

Solución al ejercicio
¡EXPLORE! i

de la p a g in a  2-84
1

\ V___

Solución a l  ejercicio 
¡Explore! 

de I d  p á g in a  304

Solución a l ejercicio 
¡Explore! 

de la  p á g in a  319

\

Se puede tener acceso a las soluciones completas para todos los ejercicios ¡EXPLORE! 
de todo el libro en el sitio web del libro www.mhhe.com/hoffmann.

\
Un método para desplegar todas las gráficas deseadas es listar sus bases en forma de 
función. Primero, escriba Y1 =  {1, 2, 3, 4}AX en el editor de ecuaciones de su calcu
ladora graficadora. Observe que para b > 1, las funciones crecen exponencialmente, 
con crecimiento más rápido para bases grandes. También todas las curvas pasan por 
el punto (O, 1). ¿Por qué? Ahora pruebe Y 1 =  {2, 4, 6}AX. Note que y = 4X está 
entre y\ = 2X y y  = 6 \  De la misma manera la gráfica de y = ex debe estar entre 
y = 2X y y  = 3 \

N

H
U

ftJLi
CC

yoc-J
n....

WINDOW 
K nin="4.7 i 
Xnax=4.7 
Xsc.l=l 
Vnin=”l 
V ñ a x = 7  
Vsol=l kres=l

Introduzca/(x) =  Bx en Y1 y g(x) =  log5 en Y2 como ln (x)/ln (B). Experimentan
do con valores diferentes de B , encontramos: para B < e [/e = 1.444668, las dos cur
vas se interceptan en dos lugares (¿dónde, en términos de 5?  Para B =  e l/e se tocan 
sólo en un lugar, y para B > e l/e, no hay intersección. (Vea'Classroom Capsules, “An 
Overlooked Calculus Question,” The Collage Mathematical Journal, vol. 33, Núm.
5, Noviembre 2002.)

Siguiendo el ejemplo 4.3.11, introduzca la función f (x )  =  Axe Bx en Y1 del editor 
de ecuaciones. Se intenta encontrar el máximo de f (x )  en términos de A y B. Se pue
de fijar A =  1 y variar el valor de B (digamos, 1, 0.5 y 0.01). Luego se puede fijar 

en 0.1 y dejar que varíe A (digamos, 1, 10, 100).
Por ejemplo, cuando A — 1 y B — 1, el valor máximo de y  se alcanza en x  =  1 (vea 

la figura de la izquierda). Cuando A = 1 y B = 0.1, se alcanza en x  = 10 (figura de en 
medio).
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Solución al ejercicio 
¡Explore! 

de la  p á g in a  327

Solución a l  ejercicio

de la página 332

Cuando A =  10 y B = 0.1, este máximo permanece e n x =  10 (figura de la derecha). En 
este caso, la coordenada y  del máximo crece por el factor A. En general, se puede de
mostrar que el valor x  del punto máximo es justamente 1 ¡B. El factor A no cambia la ubi
cación del valor x del máximo, pero sí afecta el valor y  como un multiplicador. Para con
firmar esto analíticamente, fije la derivada de y = A x e ~ Bx igual a cero y despeje para la 
ubicación del punto máximo.

Siguiendo el ejemplo 4.4.2, in troduzca/(x) en Y l y f ' ( x )  en Y2 (pero no la selec
cione), y /" (x )  en Y3 en negritas, usando la ventana [ -4 .7 ,  4.7] 1 por [ -0 .5 , 0.5] 1. 
Utilizando la instrucción T R A C E  o la de hallar raíces de la calculadora, puede de
terminar que las dos intersecciones de /"(x ) con el eje x se localizan en x =  — 1 y 
x =  1. Como la segunda derivada/"(x) representa la función de la concavidad de/(x ), 
sabemos que en estos valores /(x ) cambia la concavidad. En el punto de inflexión 
(—1, 0 .242),/(x ) cambia la concavidad de positiva (cóncava hacia arriba) a negativa 
(cóncava hacia abajo). En x =  1, y  =  0.242, la concavidad cambia de hacia abajo a 
hacia arriba.

Hofcl No t* MofcS

■'■V2= n D e r i v < V i
X)

B n D e r  i  V2 ? X?

Siguiendo el ejemplo 4.4.5, introduzca Q{t) =  20/(1 +  19e~L2/) en Y l y grafique uti
lizando la pantalla [0, 10] 1 por [0, 25]5. Podemos trazar la función para valores gran
des de la variable independiente tiempo. Cuando x se aproxima a 10 (semanas), la 
función toma un valor cercano a 20 000 personas infectadas (Y >  19.996 miles). Fi
jando Y2 =  18 000 (90% de la población) y, utilizando la instrucción de hallar la in
tersección de la calculadora, se puede determinar que 90% de la población se habrá 
infectado después de x =  4.28 semanas (aproximadamente 30 días).

X=9.fiH0H511 _,Y=1S.9SG57S a
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Es una tarde cálida de verano, pero ¿qué tan cálida? ¿Puede determinar la temperatura 
exterior sin un termómetro? La gente ha empleado desde hace mucho tiempo la tasa a la 
cual los grillos chirrían para estimar la temperatura. La clase de grillo importa puesto 
que a nivel mundial hay aproximadamente 1 000 especies distintas de grillos, todos con 
un comportamiento diferente de chirridos. El grillo del árbol nevado (oecanthus fultoní) 
es una buena especie para estimar la temperatura; y es común en los Estados Unidos y 
gran parte de Canadá, excepto en Florida, Montana, Hawai y Alaska. Además, sus chi
rridos son suficientemente lentos para contarlos, los individuos chim an sincrónicamen
te, y chirrían a un ritmo que no depende en gran medida de factores que no sean la tem
peratura. Se puede escuchar al chirrido de este grillo a temperaturas distintas por medio 
de nuestro sitio específico en la red www.mhhe.com/hoffmann.

Hay varias reglas básicas para estimar la temperatura contando los chirridos de es
te grillo. Una de las reglas más precisas indica que el número de chirridos en 13 segun
dos más 40 es una buena estimación de TF, la temperatura en grados Fahrenheit. Para 
expresar esta regla como una fórmula, note que si c es el número de chirridos en un mi- 

13 c
ñuto, en tonces-----es el número de chirridos en un intervalo de 13 segundos, por tan-

60
to se puede estimar la temperatura TF utilizando la ecuación

'13 '
7V =

60
c +  40

Inviniendo las cosas, podemos expresar el número de chirridos por minuto como una 
función de la temperatura despejando esta ecuación para c en términos de 7> para 
obtener

40)

14 Parte de este ensayo es una adaptación de un capítulo del sitio web de General Chemistry, del Dart- 
mouth College, disponible en hllp:/Avw\v.dartmouth.edu/~uenchem/0in2/sprini!/n\\iitn/enokci.himl.
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La figura 4.17 muestra la recta junto con un número de puntos de datos (TF, c), donde 
en cada caso, c es el número de chirridos por minuto cuando la temperatura es TF.

CAPÍTULO 4 Funciones exponenciales y logarítmicas 1 4-72

.-hsUR.-i 4.17 El número de chirridos por minuto de un grillo, c, es aproximadamente 
una función lineal de la temperatura

Aunque en la figura 4.17 se indica que la ecuación lineal c =  ~  40)

ajusta muy bien los datos observados, parece que el número de chirridos se aleja de 
la línea a temperaturas más elevadas. ¿Podemos encontrar una curva que ajuste los 
datos aún mejor que la recta? Un posible método para lograr un mejor ajuste es de
sarrollar un modelo basado en las velocidades de reacción química. Esto es razona
ble puesto que las velocidades de reacción química crecen con la temperatura, como 
crecen los procesos que se basan en reacciones químicas, incluyendo muchos fenó
menos biológicos, como el chirrido de los grillos. Emplearemos un resultado deno
minado ley de A rrhen ius, que establece que la velocidad k de una reacción química 
está dada por la función

k = A e ~ EJRT

donde A es una constante denominada factor de frecuencia, Ea es la energía de activa
ción, R es la constante universal de los gases y T  es la temperatura en grados Kelvin, 
que se relaciona con la temperatura en grados Fahrenheit según la fórmula

1
T  =  -(5 7 >  +  2 297)

Si consideramos el número de chirridos por minuto del grillo, c, como la velocidad de 
una reacción química, la función particular que mejor ajusta los datos que se muestran 
en la figura 4.17 es

c = 25.98 • 1010< r 6’290/r

la cual se puede encontrar utilizando las técnicas de regresión (mínimos cuadrados) que 
se estudian más adelante en el libro, en la sección 7.4. Cuando se dibuja esta curva en 
una gráfica con los datos de la figura 4.17, obtenemos la gráfica que se muestra en la fi
gura 4.18, la cual sugiere que el modelo basado en la ley de Arrhenius ajusta mejor los 
datos observadas que el modelo lineal, especialmente para temperaturas más elevadas.
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Aunque el chirrido de un grillo es más complicado que una reacción química sen
cilla, hemos visto que el modelo exponencial basado en la ley de Arrhenius proporcio
na una estimación más precisa de la velocidad del chirrido del grillo como una función 
de la temperatura, que un modelo lineal. Es posible encontrar modelos que son aún más 
precisos, pero probablemente tendrían que ser más complicados.

Además del chirrido de un grillo, los fenómenos biológicos que se han modelado 
exitosamente utilizando la ley de Arrhenius incluyen la velocidad a la cual las hormigas 
trepan, las velocidades a las cuales destellan las luciérnagas, la velocidad del pulso de 
las tortugas acuáticas, las frecuencias alfa de ondas cerebrales, y la razón a la cual las 
personas olvidan información. Un análisis de esas aplicaciones se encuentra en el artí
culo Unconventional Applications o f  the Arrhenius Law, por Keith J. Laidler. Journal of 
Chemical Education, Volumen 49, Número 5, mayo 1972, páginas 343-344.

1. Encuentre la temperatura correspondiente a un grillo de árbol nevado chirrian
do a razón de 100 chirridos por minuto.

a) Empleando el modelo lineal.

b) Usando el modelo basado en la ley de Arrhenius.

2. Determine la velocidad de los chirridos de un grillo de árbol nevado cuando la 
temperatura que se predice es de 75 grados Fahrenheit.

a) Mediante el modelo lineal.

b) Por medio del modelo basado en la ley de Arrhenius.

3. Demuestre que el logaritmo de la velocidad de reacción k en la ley de Arrhe
nius es una función lineal del recíproco de la temperatura T. ¿Cuál es la pen
diente de esta recta?
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4. Encuentre la tasa a la cual el número de chirridos de un grillo de árbol nevado 
cambia cuando la temperatura es de 80 grados Fahrenheit:

á) Utilizando el modelo lineal.

b) Empleando el modelo basado en la ley de Arrhenius.

5. Se ha demostrado que la velocidad s a la cual trepan ciertas hormigas, en cen
tímetros por segundo, se puede aproximar por la ecuación

s = A e ~ EJRT

basada en la ley de Arrhenius, con A =  1.37 • 106 (medida en centímetros por 
segundo), Ea =  10.1 (medida en kilocalorías por mol), y R = 0.008314 (medi
da en kilojoules por mol por grado Kelvin).

a ) ¿Cuál es la velocidad de una hormiga trepando que predice este modelo,
cuando la temperatura es de 60 grados Fahrenheit? (Recuerde convertir la 
temperatura de grados Fahrenheit a grados Kelvin.)

b) ¿Cuál es la temperatura predicha en grados Fahrenheit por este modelo 
cuando las hormigas trepan a 10 cm/s?

6. Encuentre la tasa a la que cambia la velocidad de las hormigas cuando la tempe
ratura es de 70 grados Fahrenheit, utilizando el modelo basado en la ley de 
Arrhenius, determinado en la pregunta 5.
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El cálculo del área bajo la curva, como sucede con el área que cubre el andamiaje 
bajo la pista de una montaña rusa, es una aplicación de la integración.

NTEGRACIÓN

1 Antiderivación: la integral indefinida
2 Integración por sustitución
3 La integral definida y el teorema fundam ental del cálculo
4 Aplicación de la integración definida: área entre curvas y valor promedio
5 Aplicaciones adicionales de negocios y econom ía
6 Aplicaciones adicionales de las ciencias sociales y de la vida 

Resumen del capítulo
Términos, símbolos y fórmulas importantes 
Revisión del capítulo 5 
Problemas de repaso 

¡Explore! Actualización  
Reflexione acerca de...
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5.1 Antiderivación: la integral indefinida

356 CAPÍTULO 5 Integración ' 5-2

¿Cómo se puede em plear una tasa de inflación conocida para determinar precios 
futuros? ¿Cuál es la velocidad de un objeto en movimiento rectilíneo con aceleración 
conocida? ¿Cómo se puede usar la tasa a la cual cambia la población para predecir 
niveles futuros de población? En todas estas situaciones se conoce la derivada (tasa de 
cambio) de una magnitud, y se quiere conocer esa magnitud. A continuación se presenta 
la terminología que se usará en el proceso de obtención de una función a partir de su 
derivada.

A n tid e riva c ió rí «a Se dice que una función F(x) es una antiderivada de f ( x )  
si

F'{x) = f ( x )

para cada x  en el dominio de f (x ) .  El proceso de determinar las antiderivadas recibe 
el nombre de antiderivación o integración indefinida.

N O } A Algunas veces se escribe la ecuación

F'(x) = f ( x )

como

dF

Más adelante se estudiarán las técnicas que se pueden usar para determinar 
antiderivadas. Una vez que se encuentra la supuesta antiderivada de una función, se 
puede verificar la respuesta derivando esa antiderivada. Se deberá obtener la función 
original. El siguiente es un ejemplo.

EJEM PLO I 5.1.1

Verifique que F{x) =  - x3 +  5x +  2 es una antiderivada de f(x) = x 2 + 5.

Solución

F(x) es una antiderivada d e /(x )  si y sólo si F \x )  = f{x). Derivando F  se llega a que

F ' t o  = 7t(3*2) +  5

=  x 2 +  5 = / ( * )

como era necesario.

Lü cm íiderivada  Una función tiene más de una antiderivada. Por ejemplo, una antiderivada de la función 
genero! de u n a  f ( x ,) =  3a2 es F(x) =  x 3, puesto que

fu n c ió n  , . 2
F (x) =  3x = f ( x )

pero también lo son x 3 + 12 y x 3 — 5 y x 3 +  u , puesto que

¿ ( * 3 +  12) =  3.v2, -  5) =  3x2, ~ ( . x 3 +  tt) =  3.v2
dx dx
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En general, si F es una anliderivada de / ,  entonces también lo es cualquier fun
ción de la forma G(x) =  F(x) +  C, para C constante, ya que

G'{x) = [F(x) +  c y

— F \x )  4- C' regla de la derivada de la sumas

=  F \x )  +  0 porque la derivada de una constante es 0

— f (x )  ya que F  es una antiderivada de f

Y a la inversa, se puede demostrar que si F y G son antiderivadas d e /, entonces G(x) =  
F(x) 4- C, para alguna constante C (problema 62). Resumiendo

0
a
E
0)
’ i 
CG1
o _i
co

REPASO
Recuerde que dos líneas son 
paralelas si y sólo si sus 
pendientes son iguales.

i EXPLORE!
Introduzca la función F(x) = x3 
en Y1 del editor de ecuaciones, 
en un estilo de graficación en 
negritas. Genere una familia de 
transformaciones verticales 
Y2 = Y1 + L1, donde L1 es 
una lista de constantes 
{-4 , -2 , 2, 4}. Utilice la pan
talla [-4.7, 4.711 por[-6 , 6]1. 
¿Qué se puede observar 
acerca de las pendientes de 
todas estas curvas para x = 1 ?

Propiedad fundamental de las antsdsri^adas Si F(x) es una antideri
vada de la función continua / ( x), entonces cualquier otra antiderivada f (x )  tiene la 
forma G(x) = F(x) +  C para alguna constante C.

Existe una interpretación geométrica simple para la propiedad fundamental de las 
antiderivadas. Si F y G son antiderivadas d e / ,  entonces

♦

G \x )  = F'(x) = f(x )

Esto significa que la pendiente F'(x) de la recta tangente a y  =  F(x) en el punto (x, F(x)) 
es la misma que la pendiente G'(x) de la recta tangente a y = G(x) en (je, G(,v)). Dado 
que las pendientes son iguales, se deduce que las rectas tangentes en (x, F(x)) y (x, G(x)) 
son paralelas, como se muestra en la figura 5.1#). Puesto que esto es válido para todax, 
la curva completa y  = G(x) debe ser paralela a la curva y = F(x), de manera que

y  =  G(x) = F(x) +  C

En general, el conjunto de gráficas de todas las antiderivadas de una función dada/ ,  es 
una familia de curvas paralelas que son traslaciones verticales una de otra. Esto se 
ilustra en la figura 5Ab  para la familia de antiderivadas de/ ( x) = 3x~.

F6GURÁ 5.1 Las gráficas de las antiderivadas de una función/forman una familia de 
curvas paralelas.
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La in te g ra l  
in d e f in id a

REPASO________
Recuerde que se analizaron las 
derivadas en la sección 2.5.

<D
i
n\
o
o 
3  

—>

La mayoría de las calculadoras 
.Y", i graficadoras permiten la 

construcción de una 
antiderivada por medio de su 
integral numérica 
fnlnt(expresión, variable, límite 
inferior, límite superior), que se 
encuentra en el menú MATH. 
Escriba en el editor de 
ecuaciones de su calculadora

Y1 = fnlnt(2X, X, {0 ,1,2},X)

y grafique, empleando la 
pantalla ampliada, [-4 .7 , 4.7]1 
por [-5 , 5]1. ¿Qué observa y 
cuál es la forma general de 
esta familia de antiderivadas?

Se acaba de ver que si F(x) es una antiderivada de la función continua / ( a ) ,  entonces 
todas las antiderivadas pueden ser escritas como F(x) +  C, donde C es una constante. 
La familia de todas las antiderivadas de/(.y) se representa como

J f i x )  dx = F(x) +  C

y se denomina integral indefinida d e /(.y). La integral es “indefinida” porque contiene 
una constante C que puede tomar cualquier valor. En la sección 5.3 se introduce la 
integral definida, la cual tiene un valor numérico específico y es usada para representar 
muchas magnitudes, como por ejemplo, el área. En la sección 5.3 se muestra la relación 
entre la integral definida y la integral indefinida, a través de un importante resultado 
conocido como el teorema fundamental del cálculo.

En el contexto de la integral indefinida ¡f(x)dx = F(x) +  C, j es el símbolo de 
la integral, la función / ( a )  se denomina integrando, C es la constante de integración, 
y dx es una diferencial que indica que a* es la variable de integración. Esta notación 
se muestra en el siguiente diagrama para la integral indefinida de / ( a )  =  3a2:

i n t e g r a n d o ----------  — c o n s t a n t e  d e  i n t e g r a c i ó n

í  3.x2 dx = x 3 + C

--------------------variable de ¡ntv^rín ion
T

símbolo de la integral ----- ‘

Para cualquier función derivable F, se tiene

J F ' ( x )  dx = F(x) + C

ya que, por definición, F(a) es una antiderivada de F'(x). De la misma forma

fd F
I — dx = F(x) + C

Esta propiedad de las integrales indefinidas es útil en especial en problemas prácticos 
donde se proporciona una razón de cambio F'(x) y se desea determinar F(x). Posterior
mente, en los ejemplos 5.1.4 al 5.1.8, se analizarán problemas de este tipo.

Es útil recordar que si se ha realizado el cálculo de una integral indefinida que 
conduce al resultado J/(a) dx = G(x) +  C, entonces se puede verificar el cálculo 
mediante la derivación de G(x):

Si G'(x) =  f(x), entonces la integración \f{x)dx  =  G(x) +  C es correcta, 
pero si G '( a ) es distinta a / ( a ), se ha cometido un error.

Esta relación entre derivación y antiderivación permite establecer estas reglas de 
integración “ inviniendo” las reglas de derivación análogas.
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Grafique y  = F(x), donde 
v tí l = ,n M  -  ln(abs(x)) en 

negritas, y f{x) = 1/x en el 
estilo de graficación regular, 
empleando una pantalla de 
graficación decimal. En 
cualquier punto x ^  0, 
demuestre que la derivada de 
F(x) es igual al valor de f[x) en 
ese punto particular, y confirme 
así que F(x) es la antiderivada 
de f(x).

Reglas para in te g ra r func iones e lem enta les 

Regla de la constante: J k dx = kx +  C para k constante

f x"+1Regla de la potencia: x" dx = ----------h C para todo n *  - 1
J n +  1

Regla logarítmica: dx =  ln Ixl +  C para todo x *  0

Regla exponencial: I eL' dx = ~ e Lx + C para la constante k *  0

Para comprobar la regla de la potencia, es suficiente demostrar que la derivada
x" + 1

d e --------  es x":
n +  1

d ( x n + l \  1
-  — —  =  — T  (n +  D xT  =  x" 
d x \n  +  1 /  n +  1

Para la regla logarítmica, si x >  0, entonces Ixl =  x y

d d  1
—  (ln Ixl) =  —  (ln x) =  -
dx dx x

Si x <  0, entonces —x >  0 y ln Ixl =  ln (— x), y de la regla de la cadena se deduce que

T "(ln  Ixl) =  “ [ln ( -x ) ]  =  ( -  1) =  -
dx dx (—x) x

Entonces, para todo x ^  0,

por tanto

T"(ln l-vl) =  -  
dx x

—dx =  ln Ixl +  C
x

En el problema 64 se pide comprobar la regla de la constante y la regla exponencial.

MOTA Observe que la regla del logaritmo “llena el vacío” que queda en la regla 
de la potencia; es decir, el caso donde n  — — 1. Las dos regias se pueden combinar 
de la siguiente forma:

x n dx = n +  1
ln Ixl + C si n = - 1

EJEM PLO 5 .1 .2

Determine estas integrales:

a) f  3 dx b) í x ' 7 d x  c) d) J e ~ 3 ' dx
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Solución

a) Usando la regla de la constante con A: =  3 : j 3 ¿ l r  =  3x +  C

I 1 *7 1 I í?b) Usando la regla de la potencia con n = 17: I x dx = — x + C

1 , 1c) Usando la regla de la potencia con n =  ——: como n + 1 =

[ - £  = f  x ~ ' n dx  = 4 - . '«  + C = 2 X ^ + C
J V x J  1/2

d) Aplicando la regla exponencial con k = — 3:

J_
- 3

e ~ 3xdx  =  -—- e ~ 3x +  C

En el ejem plo 5.1.2 se ilustra cómo pueden ser integradas ciertas funciones 
básicas, pero ¿qué hacer con las com binaciones de funciones, como el polinomio 
x5 +  2X3 +  7, o una expresión como 5e~x + V x ?  A continuación se presentan las 
reglas algebraicas que permiten m anipular estas expresiones de un modo natural.

Reglas a lgeb ra icas para  la in te g ra c ió n  in d e fin id a  

Regla del factor constante: kf(x) dx  =  k \  f ( x )  dx para k constante

Regla de la suma: [f ( x ) + g(X)] dx  =  |/(jc) dx  +  g(x) dx

Regla de la diferencia: [/(*) — g(X)] dx = f(x ) dx — g{x) dx

dF
Para demostrar la regla del factor constante, note que si —  —/(* ), entonces

dx

d dF
— [kF(x)] =  k —~ = kf(x) 
dx dx

lo que significa que

kf{x) dx = k \ / ( x) dx

Las reglas de la suma y de la diferencia se demuestran de forma similar.

EJEMPLO I 5.1.3

Determine las siguientes integrales:

a) J ( 2 x 5 +  8*3 — 3x2 + 5) dx
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b)
x3 + 2x -  1

dx

c) (3 e ~ 5' + V t ) d t

r  A

EXPLORE!
Refiérase al ejemplo 5.1.4. 
Introduzca la función 
f(x) = 3X2 + 1 en Y1, utilizando 
un estilo de graficación en 
negritas y la ventana [0,
2.35]0.5 por [ - 2 , 1 2]1, y 
coloque en Y2 a la familia de 
antiderivadas

F(x) =  x3 + x  + L1

donde L1 es la lista de valores 
enteros de - 5  a 5. ¿Cuál de 
estas antiderivadas pasa por el 
punto (2, 6)? Repita este 
ejercicio para f{x) =  3x2 -  2.

Solución

a) Usando la regla de la potencia junto con las reglas de la suma, de la diferencia 
y del factor constante, se obtiene

J ( 2 x 5 +  8x3 -  3x2 +  5) dx = 2 Ja*5 dx 4- 8 J a 3 dx -  3 J x 2dx + J 5 dx

-  2( t )  +  ! ( í )  -  3( f ) +  5 1 + c

=  +  Zv4 -  .V3 +  5.í +  C

b ) En la integración no existe “regla del cociente,” pero, al menos en este caso, se 
puede dividir el denominador entre el numerador y luego integrar empleando el 
método del inciso a):

í ( ^ h = f h * - t h

1
=  - a 3  + 2x -  7 ln I a I + C

c) (3e~5' +  V?) dt = f ( 3 e ~ 5f +  r1/2) dt

3/2
- 3

EJEMPLO I 5.1.4

y
i
- 11l¡
- (2, 6) 0

íñ

i i
./

i1 1 w X.T 1 I , 1 ►A
si

-4 '
- /

ií

Gráfica de y = a"3 + x -  4.

Determine la función /(a ) cuya tangente tiene una pendiente de 3a" + 1 para cada valor 
de a, y cuya gráfica pasa por el punto (2, 6):

Solución

La pendiente de la recta tangente en cada punto (a, /(a)) es la derivada f ' { a). Por 
consiguiente

/ '( a )  =  3a2 +  1 

y, por tanto, /(a ) es la antiderivada

/(x) = J f ( x )  dx =  j  (3.v2 + 1) dx = .X3 + X  + C

Para determinar C, se toma en cuenta el hecho de que la gráfica de /  pasa por (2,
6). Es decir, se sustituye a =  2 y /(2 )  =  6 én la ecuación para / ( a) y se despeja a C 
obteniendo

6 =  (2)3 + 2 +  C o C — — 4

Entonces, la función buscada es/(A) =  a3 + x  — 4. La gráfica de esta tunción se muestra 
en la figura adjunta. _______

  www.FreeLibros.com



362 I CAPÍTULO 5 1 Integración 1 5-8

A plicac iones de los Una ecuación diferencial es una ecuación que contiene diferenciales o derivadas. Estas
p ro b le m a s  con  v a l o r  ecuaciones son de gran importancia en la modelación y aparecen en una amplia gama de

in ic ia l aplicaciones. Un problema con valor inicial es un problema donde se debe resolver
una ecuación diferencial, sujeta a una condición inicial dada. Por decir un caso, en el 
ejemplo 5.1.4, se le pidió determ inar^ = / (* ) ,  tal que

—  =  3x 2 +  1 sujeta a la condición y = 6 cuando x  =  2.
dx

Este problema con valor inicial se resolvió hallando la antiderivada

y  =  j  (3jc2 +  1) dx = x 3 + x  + C

y luego, usando la condición inicial, se calculó C. El mismo procedimiento se usa en los 
ejemplos 5.1.5 al 5.1.8 para resolver diferentes casos prácticos de problemas con valor 
inicial en negocios, economía, biología y física. Problemas con valor inicial similares 
aparecen en ejemplos y ejercicios en todo este capítulo. Posteriormente, en la sección 
6.2, se estudia una amplia variedad de ecuaciones diferenciales y de problemas con 
valor inicial.

EJEM PLO I 5 .1 .5
a

Un fabricante determina que el costo marginal es 3q — 60q +  400 dólares por unidad 
cuando se producen q unidades. El costo total de producción de las primeras 2 unidades 
es $900. ¿Cuál es el costo total de producción de las primeras 5 unidades?

Solución

Recuerde que el costo marginal es la derivada de la función del costo total C(q). 
Entonces,

—— =  3 q2 — 60 q +  400 
dq

y, por tanto, C(q) deber ser la antiderivada

C(q) =  dq = J ( 3 4 2 ~  60q +  400) dq  =  q 3 -  30q2 + 400<? +  K

para alguna constante K. (La letra K  se empleó para denotar la constante a fin de evi
tar confusión con la función del costo C.)

El valor de K  se determina por el hecho de que C(2) =  900. En particular,

900 =  (2)3 — 30(2)2 +  400(2) +  K  o K =  212

De aquí, C(q) = q3 -  30q2 + 400<? +  212

y el costo de producción de las primeras 5 unidades es

_________________ C(5) =  (5)3 -  30(5)2 +  400(5) +  212 =  $1587____________ .

EJEM PLO I 5 .1 .ó

Se ha determinado que la población P{t) de una colonia de bacterias, t horas después de 
iniciar la observación, tiene una razón de cambio de
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¡EXPLORE!
^  Grafique la función P(t) del 

ejemplo 5.1.6, utilizando la 
pantalla [0, 23.5]5 por [15 000,
50 000J5 000. Muestre la 
población dentro de 9 horas. 
¿Cuándo llegará la población a 
300 000 habitantes?

Si la población era de 200 000 bacterias cuando inició la observación, ¿cuál será la 
población 12 horas después?

Solución

dP
La población P(t) se encuentra antiderivando —  como se m uestra a continuación:

dt

P(t) =  j ^ - d t  = J  (200eo w +  150e~°'03') dt 

200 eo u  150e~003'-- -----------  I __________ I Z"'
Q Y — 0 03 reglas exponencial

„  n i /  -n  y de la suma
= 2000  e -  5 000 e °'03t +  C

Como la población es de 200 000 cuando t — 0, se tiene que

P{0) =  200000 =  2 000 e° -  5 0 0 0 e°  +  C 
=  - 3 0 0 0  +  C

por tanto, C =  203 000 y

P(t) = 2000eo u  -  5 OOOí-0  03' +  203000

Entonces, después de 12 horas, la población es

P{ 12) =  2000eo l(l2) -  5 000e_OO3(12> +  203000 
=  206152

E JE M P LO  I 5 .1 .7

Un m inorista recibe un cargam ento de 10 000 kilogramos de arroz que se consumirán en 
un periodo de 5 m eses a una tasa constante de 2 000 kilogramos por mes. Si los costos 
de alm acenam iento son 1 centavo por kilogramo al mes, ¿cuánto pagará el m inorista en 
costos de alm acenam iento durante los próximos 5 meses?

Solución

Sea S(t) el costo total de alm acenam iento (en dólares) durante t meses. Como el arroz se 
consum e a una tasa constante de 2 000 kilogramos por mes, el número de kilogramos de 
arroz alm acenados después de t meses es 10 000 — 2 OOOr. Por tanto, como los costos 
de alm acenam iento son 1 centavo por kilogramo al mes, la tasa de cambio del costo de 
alm acenam iento con respecto al tiempo es

dS  =  /c o s to  m en su a l\ /  número de \  Q m  _
(dt \  por kilogram o ) \  kilogramos /

Se deduce que S(t) es una antiderivada de

0.01(10000 -  20000 =  100 -  20r

Es decir, S(t) =  J —  dt =  J  (100 — 20t) dt

= 100/ -  10í 2 +  c

para alguna constante C. Para determinar C, se usa el hecho de que cuando llega el 
cargam ento (cuando t — 0) no hay costo, por lo que

0 = 100(0) -  10(0)2 + C o C = 0
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De aquí, S(t) — lOOí — 10r

y el costo total de almacenamiento durante los próximos 5 meses será

S{5) = 100(5) -  10(5)“ =  $250

M ovim ien to
rec tilíneo

EXPLORE!
Remítase al ejemplo 5.1.8. 
Grafique la función de posición 
s(f) en el editor de ecuaciones 
de su calculadora como 
Y1 = - H x 2 + 66*, empleando 
la ventana [0, 9.4]1 por [0, 
200]10. Ubique el tiempo en el 
que se detiene y la posición 
correspondiente en la gráfica. 
Resuelva nuevamente el 
problema de un automóvil que 
viaja a 60 mph (88 pies/s). En 
este caso, ¿qué ocurre a los 3 
segundos?

Recordemos de la sección 2.2, que si un objeto que se mueve en línea recta se encuentra

en la posición s(t) en el momento t, entonces su velocidad está dada por v =  ~  y su

dv
aceleración por a — — . Invirtiendo el proceso, si se conoce la aceleración del objeto,

entonces su velocidad y posición se pueden determinar mediante la integración. Ahora 
se da un ejemplo.

EJEMPLO I 5.1.8

Un automóvil viaja en línea recta a 45 millas por hora (66 pies por segundo) en el 
instante en el que el conductor se ve forzado a aplicar los frenos para evitar un

• • 9accidente. Si los frenos proporcionan una desaceleración constante de 22 pies/s" (pies 
por segundo, por segundo), ¿qué distancia recorre el automóvil antes de detenerse por 
completo?

Solución

Sea s{t) la distancia recorrida por el automóvil en t segundos después de aplicar los 
frenos. Como el automóvil desacelera a 22 pies/s , se tiene que a{t) = —22; es decir,

dv
—  = a{t) = -2 2  
dt

Integrando, se encuentra que la velocidad en el momento t está dada por

v(t) = j  —22 dt = —221 +  C\

Para calcular C u observe que v =  66 cuando t = 0, de modo que

66 =  v(0) =  - 22(0) +  C l

y C , = 66. Por lo que la velocidad en el momento t es v(f) =  —221 +  66.
A continuación, para encontrar la distancia s(t), se inicia con el hecho de que

ds
—  = v(t) = - 2 2 t  + 66 
dt

e integrando se tiene que

s{t) =  J  ( — 22? + 66) dt -  - 1 i r  +  661 + C2

Como 5(0) =  0 (¿comprende por qué?), se deduce que C2 =  0 y

s(t) = -11  r  +  66t

Finalmente, para encontrar la distancia a la que se detiene el automóvil, éste se detiene 
cuando v(í) =  0, lo cual sucede cuando

v(í) =  -2 2 r  +  66 =  0

Resolviendo esta ecuación, se obtiene que el automóvil se detiene después de 3 
segundos de desaceleración, y en ese tiempo ha recorrido

_ _ _ _ _  s(3) =  -  11(3)2 +  66(3) =  99 pies
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P R O B L E M A S  5.1

En los problemas 1 a 30 determine la integral indicada. Compruebe las respuestas derivando.

1. - 3  dx

3.

5.

7.

x  dx

—zd x
x

2 , 
— f dt
V t

9. I u 2/5 du

11. í (3 r 2 -  V T r  + 2) di 

13. J  ( 3 V y  -  2 y~ 3) dy  

15. J +  x \ Z x )  dx

17. I « u  I -r—  1 \ du

19.

3 u

(x 1 +  2x +  1

1

dx

21. | (x -  2x ) ( ------ 5 ] dx

23. V t ( t 2 -  1 ) d t

25. J ( e '+ 1  f d t  

2 7 -

29. t ~ m (t2 -  t + 2 )d t

2.

4.

6.

8.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

dx

V i  dt

3ex dx

- 0 . 3  jx  dx

\  -  -4  ] dx
,X X

(x1/3 -  3x~m  + 6) dx

' 1 2 3 \

&  y 2 + V - y ) dy

V ^ ~ ^ G  + V Í ] d x

2eli H------ h ln 2 I
u

x  +  3x — 2

v i
dx

1
y  \2 y  + - \ d y

x(2x  -I- l )2 dx

-(jc +  1 )2 dx  
x

ln(e X~)dx

En los problemas 31 a 34 resuelva el problema con valor inicial para y  = f(x).

dy 1
31. —  =  3x — 2 donde y =  2 cuando x — — 1

dx

^  dy 2 1 ,
¿3. —  = -  ̂ donde y =  — 1 cuando ,r =  1

dx x  x

d y  _
32. —  =  £ x donde y =  3 cuando x  =  0

dx

dy x  -i~ 1
34. —  =  — ~f=~ donde y =  5 cuando x  =  4

dx V x
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En los problemas 35 a 40 se da la pendiente f  (x) en cada punto (x, y) de una curva y  =  f (x ) ,  junto con un punto 
particular (a, b) sobre la curva. Utilice esta información para encontrar f(x) .

35. / '( x )  = 4 x + 1 ; ( 1 , 2 )  

37. /'(.v) =  x 3 -  4  +  2; (1 ,3 ) 

39. f ' ( x )  = e~ x +  x2; (0, 4)

41. C R E C IM IE N T O  DE LA P O B L A C IÓ N  Se ha 
estimado que dentro de t meses la población de una 
cierta ciudad cambiará a razón de 4 +  5r /3 personas 
por mes. Si la población actual es de 10 000, ¿cuál 
será la población dentro de 8 meses?

42. IN G RESO  M A R G IN A L  Un fabricante estima 
que el ingreso marginal será R'{q) =  100^ 
dólares por unidad cuando el nivel de producción 
sea de q unidades. Se ha determinado que el costo 
marginal correspondiente es de 0.4# dólares por 
unidad. Suponga que el ingreso del fabricante es 
$520 cuando el nivel de producción es de 16 
unidades. ¿Cuál es el ingreso del fabricante cuando 
el nivel de producción es de 25 unidades?

43. V A RIA CIÓ N  TO TA L DE B IO M A SA  Una
O t

biomasa crece a una razón de M '{t) =  0.5e ' g/h. 
¿Cuánto cambia la biomasa durante la segunda hora?

44. C R E C IM IE N T O  DE U N  ÁRBO L Un ecolo
gista encuentra que cierto tipo de árbol crece de tal 
forma que su altura h{t) después de t años cambia a 
una razón de

h'{t) =  0.2r 3̂ +  V ? pies/año

Si cuando se plantó el árbol éste tenía una altura de
2 pies, ¿cuál será su altura dentro de 27 años?

45. CO STO  M A R G IN A L  Un fabricante estima que 
el costo marginal por producir q unidades de cierto 
bien es C'{q) =  3q2 — 24q +  48 dólares por 
unidad. Si el costo de producción de 10 unidades es 
de $5 000, ¿cuál es el costo de producción de 30 
unidades?

46. IN G R ESO  M A R G IN A L  El ingreso marginal 
derivado de la producción de q unidades de cierto 
artículo es R \q )  =  Aq — 1.2q2 dólares por unidad. 
Si el ingreso derivado de la producción de 20 unida
des es de $30 000, ¿cuál será el ingreso esperado 
por la producción de 40 unidades?

47. A PR EN D IZA JE  Bob toma una prueba de apren
dizaje en la que se registra el tiempo que le toma 
memorizar aspectos de una lista dada. Sea M(t) el 
número de aspectos que puede memorizar en t m i
nutos. Su tasa de aprendizaje se determina como

M \ t )  =  0.4/ -  0 .005 r

f '{ x )  =  3x2 +  6x -  2; (0, 6) 

f ' ( x )  =  x ” 1/2 +  x; ( 1, 2)

/'O c) =  -  — 4; (1 ,0 )
X

a) ¿Cuántos aspectos puede memorizar Bob du
rante los primeros 10 minutos?

b) ¿Cuántos aspectos adicionales puede memorizar 
durante los siguientes 10 m inutos (del tiempo 
t = 10 al f =  20)?

48. VENTAS Las ventas mensuales en una tienda im
portante actualmente son $ 10000, pero se espera 
que dentro de t meses disminuyan a una tasa de

S'{t) =  —10t2̂ 5 dólares por mes.
La tienda es rentable siempre y cuando el nivel de 
ventas sea mayor que $8 000 por mes.
a) Determine una fórmula para las ventas espera

das en t meses.
b) ¿Cuál será el monto de las ventas que se deberá 

esperar dentro de 2 años?
c) ¿Durante cuántos m eses será rentable la 

tienda?
49. P U B L IC ID A D  Después de iniciar una campaña 

publicitaria en un área urbana, un proveedor de dis
cos para satélite estima que el número de suscrip- 
tores nuevos crecerá a la tasa dada por

N'{t) = 154r2/3 +  37 suscriptores por mes 
donde t es el número de meses después de iniciar la 
campaña. ¿Cuántos suscriptores nuevos se esperan 
dentro de 8 meses?

50. ESPECIES EN PE L IG R O  DE E X T IN C IÓ N  
Un protector de animales encuentra que la población 
P{t) de cierta especie en peligro de extinción crece a 
una tasa dada por P'{t) =  0 .5 le -0 '03', donde t es el 
número de años después del inicio de los registros.
a) Si actualmente (en el momento t =  0) la 

población es P0 = 500, ¿cuál será la población 
en 10 años?

b) Lea un artículo sobre especies en peligro de ex
tinción y escriba un párrafo acerca del uso de 
modelos matemáticos en el estudio de pobla
ciones de estas especies.1

51. D Eí>CON'o hL A M í tN T O  Un trozo de carne se 
saca del refrigerador y se deja en el mostrador para 
que se descongele. Cuando se sacó del congelador, 
la temperatura de la carne era de — 4°C,

1 Puede iniciar su investigación con el periódico Ecology.

36.

38.

40.

  www.FreeLibros.com



5-13 ' SECCIÓN 5.1 I Antiderivación: la integral indefinida i 367

y t horas más tarde se increm entaba a una tasa de 
T'(l) = 7 e~ 035' °C/h

a) Determine una fórm ula para la tem peratura de la 
carne después de t horas.

b) ¿Cuál es la tem peratura después de 2 horas?
c) Suponga que la carne está descongelada cuando 

su temperatura llega a 10°C. ¿Cuánto tiempo 
transcurre hasta que se descongela la carne?

52. INGRESO MARGINAL Suponga que se deter
mina que el ingreso marginal asociado con la pro
ducción de x  unidades de un cierto artículo es 
R'(x) = 240 — 4.v dólares por unidad. ¿Cuál es la 
función de ingreso R (x)l  Puede suponer que
R(0) =  0. ¿Qué precio se pagará por cada unidad 
cuando el nivel de producción sea x  =  5 unidades?

53. UTILIDAD MARGINAL La utilidad marginal 
de un cierto bien es P 'iq)  =  100 — 2q cuando se 
producen q unidades. Cuando se producen 10 
unidades, la utilidad es de $700.
a) Determine la función de utilidad P(q).
b) ¿Qué nivel de producción q da como resultado 

la utilidad máxima? ¿Cuál es la utilidad 
máxima?

54. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, cuando se 
invierten K  miles de dólares en la planta, la 
producción Q cam bia a una tasa dada por

Q'(K)  =  200¿ r 2/3

unidades por cada mil dólares invertidos. Cuando se 
invierten $8 000, el nivel de producción es de 5 500 
unidades.
a) Determine una fórm ula para el nivel de produc

ción Q que se espera cuando se inviertan K  
miles de dólares.

b) ¿Cuánta unidades se producen cuando se in
vierten $27 000?

c) ¿Qué inversión de capital K  se requerirá para 
producir 7 000 unidades?

55. P R O P E N S IÓ N  M A R G IN A L  AL C O N S U M O  
Suponga que la función de consum o para cierto país 
es c(x), donde jc es el ingreso nacional disponible. 
Entonces la propensión marginal al consumo es 
c'(x). Suponga q u e x y  c ambas se m iden en miles 
de millones de dólares y

c '(x) = 0.9 +  0 .3 V *

Si cuando x  = 0 el consum o es de 10 mil m illones 
de dólares, determine c(je).
H IS T O R IA  DE ESPÍA S Tratando de vengar la 
muerte de Siggy Leiter (problem a 57 del conjunto 
de ejercicios 4.2), nuestro espía m aneja un autom ó
vil deportivo hacia la guarida del enem igo que mató

a su amigo. Para perm anecer tan discreto como sea 
posible, viaja a la velocidad permitida de 60 mph 
(88 pies por segundo) cuando de repente, ve un ca
mello en el camino, a una distancia de 199 pies. A él 
le toma 0.7 segundos reaccionar a la 
crisis. Entonces aplica los frenos, y el automóvil 
desacelera a una tasa constante de 28 pies/s2 
(28 pies por segundo, por segundo). ¿Logra 
detenerse sin golpear al camello?

57. A P R E N D IZ A JE  S ea /(x ) el número total de as
pectos que un sujeto ha memorizado x  minutos des
pués de ver una larga lista de aspectos que debe 
recordar. Los sicólogos se refieren a la gráfica de
y  -  f i x )  como curva de aprendizaje y a /'(je) como 
tasa de aprendizaje. El tiempo de eficiencia pico 
es el tiempo cuando se m aximiza la tasa de 
aprendizaje. Suponga que la tasa de aprendizaje es

f i x )  =  0. 1(10 +  \2x  — 0.6jc2) para 0 ^  x  ^  25
a) ¿Cuándo ocurre la eficiencia pico? ¿Cuál es la 

tasa de aprendizaje a una eficiencia pico?
b) ¿Qué representa / ( jc ) ?

c) ¿Cuál es el m ayor número de aspectos memo- 
rizados por el sujeto?

58. T E R A P IA  C O N T R A  EL C Á N C ER  Un nuevo 
procedimiento médico se aplica a un tumor cance
roso que tiene un volumen de 30 cm3, y t días des
pués se determina que el volumen cambia a la tasa

V'(t)  =  0.15 -  0.09<?° °06' cm3/día
a) Determine una fórmula del volumen del tumor 

después de t días.
b) ¿Cuál es el volumen luego de 60 días? ¿Cuál es 

después de 120 días?
c) A fin de que el procedimiento sea exitoso, no 

deberán transcurrir más de 90 días para que el 
tum or comience a disminuir. Con base en este 
criterio, ¿tiene éxito el procedimiento?

59. A N Á LISIS M A R G IN A L  Un fabricante estima
—  1 /9

que el ingreso marginal es 200(7 “ dólares por
unidad cuando el nivel de producción es q unidades. 
Se ha determinado que el costo marginal correspon
diente es de OAq dólares por unidad. Si la utilidad 
del fabricante es de $2 000 cuando el nivel de pro
ducción es de 25 unidades, ¿cuál es la utilidad 
cuando el nivel de producción es de 36 unidades?

60. A D M IN IS T R A C IÓ N  DE UN A  INSTA LA CIÓN 
C O R R E C C IO N A L  Las estadísticas reunidas por 
el departamento local de correccionales indican que 
dentro x  años el número de presos en las prisiones 
del condado se incrementará a una tasa de 280e°~x 
por año. Actualmente hay 2 000 presos en las pri
siones del condado. ¿Cuántos presos se espera que 
haya en el condado dentro de 10 años?
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61.

62.

63.

FLUJO SA N G U ÍN E O  Una de las leyes de 
Poiseuille para el flujo sanguíneo en una artería es
tablece que si v(r) es la velocidad del flujo a r cm 
del eje central de la arteria, entonces la velocidad 
disminuye a una tasa proporcional a r. Es decir, 

v '(r) =  —ar
donde a es una constante positiva.2 Determine una 

expresión para v(r). Suponga v(R) = 0, donde R es 
el radio de la arteria.

Si / / ' ( j c )  =  0  para todos los números reales x, ¿qué 
debe ser cierto para la gráfica de //(x)? Explique 
cómo se puede emplear su observación para 
demostrar que si G'(x) =  F'(x) para toda x, en
tonces G(x) =  F(x) +  C siendo C una constante. 
D ISTA N CIA  Y V ELO C ID A D  Un objeto se 
mueve de manera que su velocidad después de t m i
nutos es v(r) =  3 +  2t +  ó/2 metros por minuto. 
¿Cuál es la distancia recorrida durante el segundo 
minuto?

64. á) Demuestre la regla de la constante: 

kdx  =  kx + C.

b) Demuestre la regla exponencial: 

j e ^ d x  = \ e kx + C.

66.
m

~ E. Batschelet, lntroduction to Mathematics for Life Scientists, 2a. 
ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1976, páginas 101-103.

65. ¿A qué es igual J  bx dx para la base b (b >  0, b ^  1)?

[Sugerencia: Recuerde que bx =  ex ln b].
Se estima que dentro x meses, la población de una 
cierta ciudad cambiará a una tasa de 
P'{x) = 2 + 1.5 V x  personas por mes. La población 
actual es de 5 000.
a) Determine una función P(x) que satisfaga estas 

condiciones. Use el procedimiento de graficación 
de su calculadora para trazar dicha función.

b) Emplee T R A C E  y Z O O M  para determinar el 
nivel de población dentro de 9 meses. ¿Cuándo 
la población será de 7 590?

c) Suponga que la población actual fuera de 2 000 
(en vez de 5 000). Trace la gráfica de P{x) de 
acuerdo con esta suposición. Luego trace la grá
fica de P(x) suponiendo que la población actual 
es de 4 000 y 6 000. ¿Cuál es la diferencia entre 
las gráficas?

Un automóvil que viaja a 67 pies/s desacelera a una 
tasa constante de 23 pies/s cuando se aplican los 
frenos.
a) Determine la velocidad v(r) del automóvil 

después de t segundos de ser aplicados los 
frenos, luego determine la distancia recorrida 
s{t) desde el punto donde se aplicaron los 
frenos.

b) Use el procedimiento de graficación de su calcu
ladora para trazar las gráficas de v(?) y s{t) en la 
misma pantalla (emplee [0, 5] 1 por [0, 200] 10).

c) Utilice T R A C E  y Z O O M  para determinar 
cuándo se detiene por completo el automóvil y 
qué distancia recorre en ese tiempo. ¿A qué ve
locidad viaja el automóvil cuando ha recorrido 
45 pies?

67.

B

La mayoría de las funciones que aparecen en las situaciones prácticas pueden ser 
derivadas aplicando reglas y fórmulas como las que se estudiaron en el capítulo 2. Sin 
embargo, la integración es tanto un arte como una ciencia, y muchas integrales que 
parecen simples en realidad requieren de una técnica especial o de una vista ingeniosa.

Por ejemplo, se puede determinar fácilmente que

/ ' ’ * ■  £ * ■ + c  

aplicando la regla de la potencia, pero suponga que se desea calcular
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REPASO________
Recuerde que la diferencial de 
y  = f[x) es dy =  f'{x) dx.

Se podría proceder expandiendo el integrando (3x +  5)7 y luego, integrando término a 
término, pero el procedim iento algebraico implicado en este método es desalentador. En 
lugar de eso, se hace el cambio de variable

u =  3x +  5 por lo que du = 3 dx  o dx  =  — du

Luego, sustituyendo estas magnitudes en la integral dada, se obtiene 

J  (3x  +  5)7 dx  =  j* w7|~  dii^j

1/1  *\ „  1 8=  — I — u j +  C =  — u +  C regla de la potencia

1 „ e=  — (3x +  5) +  C porque u = 3x + 5
24

Este cálculo se puede verificar derivando por la regla de la cadena (sección 2.4):

d
dx ¿(3* + 5)8 =  ¿ [ 8 ( 3 *  +  5)7(3)] =  (3x + 5)7

lo cual demuestra que — (3.r +  5)8 es en efecto una antiderivada de ( í x  +  5)7.

El procedim iento de cam bio de variable que se acaba de mostrar se denomina 
integración por sustitución, y es equivalente a invertir la regla de la cadena de la 
derivación. Para ver cómo se aplica esta inversión, considere una integral que se puede 
escribir como

Suponga que G es una antiderivada de g , de m anera que G' =  g. Entonces, según la 
regla de la cadena

• f  [G(h(jc))] = G'(!<(*)) u '(x)  
dx

=  g(u(x)) u'{x) como G ' = g 

Por tanto, integrando ambos miem bros de esta ecuación con respecto a x, se tiene que

J/(x) dx =Jg(ii(x))u'(x) dx

= j ( £ [ G ( u ( x ) ) }  j  dx

=  G{u{x)) +  C puesto que ¡G' = G

En otras palabras, una vez que se tiene una antiderivada para #(«)> también se tiene una 
antiderivada para f (x ) .

Un artificio útil para recordar el procedimiento de sustitución es considerar u = u(x) 
como un cam bio de variable cuya diferencial du= u'(x) dx  puede ser manipulada
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de forma algebraica. Entonces

\ f(x )  dx =  í g(u(x)) u \ x ) d x

—J g(u) du Sustituyendo du por u ’(.x) dx

— G(u) +  C donde G es una antiderivada de g

=  G(u(x)) +  C sustituyendo u(.\) por u

Aquí se da un procedimiento paso a paso para la integración por sustitución.

Uso de la in te g ra c ió n  p o r su s titu c ió n  j  f(x ) d x
Paso 1. Se elige una sustitución u =  u{x) que “simplifique” el integrando f (x ) .

Paso 2. Se expresa toda la integral en términos de u y du = u \ x ) dx. Esto sig
nifica que todos los términos que contienen x  y dx deben ser transforma
dos en términos que contienen u y du.

Paso 3. Cuando termina el paso 2, la integral dada deberá tener la forma

j  f tx )  dx = J g (u )  du

Si es posible, se calcula esta integral transformada encontrando una anti
derivada G{u) de g{u).

Paso 4. Se reemplaza u por u{x) en G(u) para obtener una antiderivada G(u(x)) 
de /(jc), de manera que

J  f ( x )  dx  =  G(u{x)) +  C

Un viejo adagio dice: “El primer paso para cocinar un estofado de conejo es atra
par un conejo” . De la misma manera, el primer paso en la integración por sustitución 
es encontrar un cambio de variable adecuado u =  u(x), que simplifique el integrando 
de la integral dada / / ( j c )  dx  sin agregar complejidad indeseada cuando dx  se reem
plaza por du = u'(x) dx. A  continuación se presentan algunas directrices para elegir 
u{jc ):

1. Si es posible, trate de elegir a u de manera que u'{x) sea parte del integrando 
f tx ) .

2. Trate de elegir u como la parte del integrando que hace integrar directamente a 
/ ( j c ) ,  como la expresión dentro de un radical, el denominador de una fracción, o 
bien el exponente de una función exponencial.

3. No “sustituya demasiado”. Por decir un caso, en el ejemplo de introducción 
/ ( 3x +  5)7 dx, un error común es emplear u =  (3x +  5)7. En realidad esto 
simplifica el integrando, pero entonces du =  7(3* +  5)6(3) dx , con lo que se 
obtiene una integral transformada más complicada que la original.

4. Persevere, si prueba una sustitución que no da como resultado una integral 
transformada fácil de calcular, intente una sustitución distinta.

En los ejemplos 5.2.1 al 5.2.6 se ilustra cómo se eligen y cómo se emplean las susti
tuciones en varias clases de integrales.
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EJEMPLO I 5.2.1

Halle Í V l v  +  1 dx.

Solución

Se elige u =  2x  +  7 y se obtiene

1
du = 2 dx  o dx = -  du

2

Entonces la integral se convierte en

j V 2 x  + 7 d x = j V ¿ ( ^ d u )

= \ \ U
1/2 du como v a  =  u i / i

iX O / r \

^  ^  =  ~t)U ^  reS^a d<-' lu potencia

^(2*  +  7)V2 +  C sustituyendo 2v +  7 para it

E JE M P LO  I 5 .2 .2  

Halle í8 x (4 x 2 -  3)s dx.

Solución

Prim ero, observe que el integrando 8x(4y2 — 3 )5 es un producto en el que uno de los 
factores, 8jc, es la derivada de la expresión 4 a2 — 3, que aparece en el otro factor. Esto 
sugiere que se haga la sustitución

u =  4a2 — 3 con du =  4(2* dx) — 8x dx

para obtener

I ' ■ í
Sx(4x -  3) dx = (4x -  3)' (8x dx)

=  I u5 dx
■/

= —u 6 + C  
6

=  ~ (4 jc2 — 3)6 + C sustituyendo 4x2 -  3 por u 
6

regla de la potencia

EJEMPLO I 5 .2.3

Halle A / + 2 á
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Solución

Si el integrando de una integral contiene una función exponencial, con frecuencia es útil 
sustituir el exponente. En este caso, se elige

u = x4 + 2 de tal forma que du =  4a3 dx

x 3ex +2d x = \  ex +2(x3 dx)

—j e ll( ^ d u j  puesto que du = 4.r* dx

=  ~~eu +  C regla exponencial

— ~~ex +2 +  C sustituyendo  ,vJ +  2 por u

EJEMPLO I 5.2.4

Halle ——— dx.
J x  1

Solución

Siguiendo nuestra guía, se sustituye el denominador del integrando, como u = x  — 1 y 
du = dx. Puesto que u =  x  — 1, también se tiene que x  = u + 1. Entonces,

r  *  d x = í a ± l du
J x  — 1 J «

_  í  1— 1 H— du dividiendo
^  J U

— u + \n \u\ + C reglas de la conslanle y regla logarítmica

— X ~  1 +  ln \x — II +  C .sustituyendo x  -  I por u

EJEMPLO I 5.2.5

t t  n f  3x + 6 Halle 7= == =  dx.
J V 2x2 + 8x + 3

Solución

Esta vez, nuestra guía sugiere sustituir la cantidad dentro del radical del denominador; 
es decir,

u =  2x2 +  8x +  3 =  (Ax -1- 8) dx

A primera vista, parece que esta sustitución falla, ya que du = (Ax +  8) dx parece muy 
diferente al término (3* -f 6) dx de la integral. Sin embargo, observe que

3
(3x +  6) dx = 3(x +  2) dx = ~(A)[(x +  2) dx]

3 3
— t[(4.v +  8) dx] =  -  du 

A A
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Sustituyendo, se tiene que

véré  + 3 dx -¡vi? i s.v + 3t(3jr+6)
= \ v ¡ f a d l)  =  \ \ u ~ U 2 d u

- \ Q + c = ¥ ‘ + c

=  - V 2 x 2 +  8x +  3 +  C sustituyendo
2 it = I r  + S.v + 3

EJEMPLO I 5 .2 .6

Halle

Solución

Como

d  1
— (ln x) =  -
dx x

el integrando

^  =  d n , ) 2M
X \ x )

es un producto en el que un factor, -  es la derivada de la expresión ln x  que aparece en
A

el otro factor. Esto sugiere que se haga u = ln x  con

du — -  dx. Sustituyendo u = ln x  y
x

du = — dx, se obtiene

¡ S ü f é , - f d n J U

= I u2 du — ~ u3 +  C

1 3
— x ) C  sustituyendo ln X pura u

Algunas veces “parece” que se puede calcular una integral empleando una susti
tución, pero un análisis más detallado revela un método más directo. Considere el 
ejemplo 5.2.7.

E JEM PLO  I 5 .2 .7  

Halle ¡ e 5x+2dx.
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Solución

Esta integral se puede transformar usando la sustitución

u =  5x +  2 du = 5 dx

pero en realidad esto no es necesario ya que e 
Entonces,

5r+2 5 v 2 2“ =  e ' e , y e es una constante.

e5x+2dx = e5xe2 dx

=  e2j  e5xdx

, 5 . v

=  e

= —e5x+2 
5

facrorizando Ia constante e~ 
fuera Je la integral

+  C regla exponencial

+  C porque e~e ' = e2 J v \  _  , . 5 . v + 2

En el ejemplo 5.2.7, se usó el álgebra para escribir el integrando en una forma 
donde no fue necesaria la sustitución. En los ejemplos 5.2.8 y 5.2.9, use el álgebra 
como primer paso, antes de hacer una sustitución.

EJEMPLO I 5.2.8

f x 2 +  3x +  5 
Halle ------------------dx.

J x + l

Solución

No existe un método fácil para esta integral de la forma en que ella aparece (recuerde 
que no existe una “regla del cociente” para la integración). Sin embargo, suponga que 
simplemente divide el numerador entre el denominador:

x  +  2
x +  i ' "x" +  3x +  5 

x(x +  1)
2x +  5 

- 2(x +  1)
3

es decir,

x 2 +  3x +  5 3
x + l  x + l

Se puede integrar x  +  2 directamente usando la regla de la potencia. Para el término
3

— — , se hace la sustitución a = x  +  1; du = dx: 
x + l

f x 2 +  3x +  5 f  3
dx  =  x  +  2 H---------- dx

x + l  x + l

= I x dx + I 2 dx + I -  du3 . it = x + 1
du =  dx
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Cuar¿do f a l la  la  
s u s t i tu c ió n

REPASO________
Observe que si u =  x4 +  2, 
entonces x4 =  u -  2, por tanto,

x = (u — 2)1/4 =  N / u - 2

1_
2'
1 2
~ A  +  2x 4- 3 ln Ia +  ll +  C sustituyendox 4- 1 para u

SECCIÓN 5.2 | Integración por sustitución l 375

- x 2 4- 2x  4- 3 ln \u\ 4- C 2

EJEMPLO I 5 .2 .9

Halle ----- l-— dx.
J i + e *

Soiución

Se puede sustituir w = 1 4- e x. Sin embargo, esto no funcionaría pues, aunque dw = 
—e~x dx , no existe un térm ino e~x en el num erador del integrando. En vez de eso, 
observe que

1 1 1
l + e ~ x i 1 ex + l  

1 +  —

+  1

Ahora, si se sustituye u =  ex +  1 por du = ex dx  en la integral dada, se obtiene

I -̂------~ d x — \ ~ ---- - d x = \ — - — (ex dx)
J 1 + e x J  ex + 1 J  e + 1

=  I -  du
J u

=  ln \u\ +  C
=  ln \ex +  II 4* C sustituyendo ex + 1 para it

El m étodo de sustitución no siempre tiene éxito. En el ejemplo 5.2.10 se considera una 
integral muy sim ilar a la del ejemplo 5.2.3 pero es lo suficiente distinta para que no 
funcione la sustitución.

EJEMPLO I 5 .2 .1 0

Evalúe J x 4ex +2dx.

Solución

La sustitución natural es u =  x4 + 2, como en el ejemplo 5.2.3. Igual que antes, se

calcula du =  4a3 dx, por tanto x3 dx  =  ^  du , pero este integrando contiene x4, no a3 .

El factor “extra” x  satisface x  =  V u  — 2; por tanto, cuando se hace la sustitución, se 
tiene

J a V *  +2 dx = jx e x + 2 ( a 3 dx) = JVu — 2 e“ du

¡lo que difícilm ente es una integral m ejor a la original! Pruebe algunas otras posibles 
sustituciones (digamos, u =  x 2 o u — a 3) para que se convenza de que nada funciona.
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U na a p lica c ió n  que  
u sa  su stitu c ió n Se estima que el precio p  (dólares) de cada unidad de un cierto artículo cambia a una 

tasa de

dp — 135*

EJEMPLO! 5.2.11

dx V 9  +  x 2

donde x (cientos) de unidades es la demanda del consumidor (el número de unidades 
compradas a ese precio). Suponga que se demandan 400 unidades (x =  4) cuando el 
precio es de $30 por unidad.
a) Determine la función de la demanda p(x).

b) ¿A qué precio se demandarán 300 unidades? ¿A qué precio no se demandará nin
guna unidad?

c) ¿Cuántas unidades se demandan a un precio de $20 por unidad?

Solución

a) El precio por unidad demandada p(x) se determina integrando p '(x ) con respecto 
a x. Para efectuar esta integración, se emplea la sustitución

2 1u = 9 + x ,  du = 2x dx, x  dx = -  du
2

y se obtiene

p ( x ) = í v Í T 7 d x = í l ^ ( \ ) d u

-1 3 5
2

- 1 3 5  ( u l/T

u 1/2 du

+  C
2 V1/2

=  — 135V 9 +  x 2 +  C 

Como p  — 30 cuando x =  4, se tiene que

s u s t i t u y e n d o  9 +  p u r a  it

30 =  -  135V 9 +  42 +  C 
C =  30 +  135V 25 =  705

por tanto

p{.x) =  -  135V 9 +  a 2 +  705

fa) Cuando se demandan 300 unidades, x  = 3 y el precio correspondiente es

p{3) =  — 135V 9 +  32 +  705 =  $132.24 por unidad

No se demanda ninguna unidad cuando x  = 0 y el precio correspondiente es

p (0) =  — 135V 9 +  0 +  705 =  $300 por unidad

c) Para determinar el número de unidades demandadas a un precio unitario de $20, 
se necesita resolver la ecuación

-  135V 9 +  a 2 +  705 =  20

135V 9 +  .v2 =  685

, / ^ ------ 2 685V 9  + x  = -----
135

  www.FreeLibros.com



5-23 I SECCIÓN 5.2 l Integración por sustitución I 377

9 +  x 2 «  25.75
.2

elevando al cuadrado  
x  ~  16.75 am bos miembros

x «  4.09

Es decir, se demandarán aproximadamente 409 unidades cuando el precio sea $20 por 
unidad.

P R O B L E M A S  ¡5.2

En los problemas 1 y  2 complete la tabla especificando la sustitución que elegiría para determinar cada una de las 
cuatro integrales dadas.

1. 2.

Integral Sustitución u

a ) \ (3x + A)5' 2 dx

« j í s - . r *

c)
J

te2- ,2dt

o j t( 2 + r2)3<*

En los problemas 3 a 36 halle la integral indicada y  verifique las respuestas derivando.

3. (2x + 6)5 dx 4. I e5x dx

5. J  V 4 x  — 1 dx  

f
7. e l ~x dx

9. f x e ^ d x  

f

i i -  t{t2 + \ f d t  
J

13. j x 2(x3 +  \ )3/4dx

6.

15. 2 /
y5 + 1dy

1
dx

3 x  +  5

8. J  [(.y -  l )5 +  3(x -  l )2 +  5] dx

10. I 2xe^ ~ 1 dx

12. J  I t V t 2 +  8 dt

14. I x 5e 1 ' d x

16.
(y3 +  5);

dy
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17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

(a  + 1)(a2 +  2x +  5 ) l2dx

3a4 4- 12a3 +  6 
x5 +  5x4 +  10a +  12

3u — 3

/■ v3-

lOx3 — 5jc

18. | (3.v2 -  1 )ex'~ x dx

dx

(iu2 — 2u +  6) 

ln 5.r

-  du

dx
x

1
dx

x(ln a ) '

2x ln ( a 2 +  1 )

x~ +  1

V  +  e - * 
** -  e ~ X

dx

20.

22.

24.

26.

28.

V a 4 — x 2 + 6  

6u — 3

= dx

Au — 4m +  1

t i

í -

ln a
2

d r

¿A

¿¿Y 30. I e -Jr( l  +  e21) dx

dx

33. a v 2 a + 1  dx

35. dxJ  Va(Va + l)
[Sugerencia: Sea w = V a  +  1.]

32.

34.

36.

f —  Jr+ 1dr

V 4  -  3a
£¿C

M-r*
i

Sugerencia: Sea u — -----1.
A

En los problemas 37 a 40 resuelva el problema con valor inicial dado para y  = f(x).

dy37. —  =
1

dx A  +  1

A  +  2
dx x  + 4a +  5

donde y  = 1 cuando a  =  0

donde y  =  3 cuando a  =  — 1

38. —  =  e2 x donde y  =  0 cuando a  = 2
dx
dy InVA

40. —  = -------  donde y  — 2 cuando a  =  — 1
dx x

En los problemas 41 a 44 se indica la pendiente f ' ( x )  en cada punto (x, y) de una curva dada y  = f(x), junto con 
un punto particular (a, b) sobre la curva. Use esta información para hallar f(x).

41. f'(x) =  (1 -  2x)3/2; (0, 0) 

43. f ' ( x ) = x e 4~x2-, ( - 2 ,  1)

42. f'{x) = x V x 2 +  5; (2, 10)

44. / '( * )  =
2a

1 +  3a
r, (0,5 )

En los problemas 45 a 48 se da la velocidad v(t) =  x '( t) en el momento í, de un objeto que se mueve a lo largo 
del eje x, junto con la posición inicial del objeto a ( 0 ) .  En cada caso, determine:

a) La posición x(t) en el momento t.
b) La posición del objeto en el momento t =  4.
c) El momento en el que el objeto está en a  =  3.

45. x '(t) =  —2(31 +  1) 1/2; jt(0) =  4

47. x '( t)  =  - T-1-;- ■
V21 + 1

46. x '{t)  =
- 1

1 +  0.5í

4 8 -  =  ( 1  +  ^ 3 / 2 ?  * ( ° )  =  4
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49. COSTO MARGINAL En cierta fábrica, el costo
•y

marginal es 3(q — 4) dólares por unidad cuando el 
nivel de producción es q unidades.
a) Exprese el costo total de producción en función 

de los gastos indirectos (el costo de producir 0 
unidades) y el número de unidades producidas.

b) ¿Cuál es el costo de producir 14 unidades si el 
gasto indirecto es de $436?

50. DEPRECIACIÓN El valor de reventa de una 
cierta m áquina industrial disminuye a una tasa que 
depende de su edad. Cuando la máquina tiene t 
años, la tasa a la cual cam bia su valor es — 960e-//5 
dólares por año.
a) Exprese el valor de la m áquina en términos de 

su edad y de su valor inicial.
b) Si originalm ente la m áquina valía $5 200, 

¿cuánto valdrá cuando tenga 10 años?
51. C R E C IM IE N T O  D E  U N  Á R B O L  Se trasplantó 

un árbol y después de * años este crecía a una tasa de

1
1 +  ----- ---------3  metros por año. Después de 2 años el

{x -f 1)

árbol alcanzó una altura de 5 metros. ¿Qué altura 
tenía cuando se transplantó?

52. VEN 1 AS AL M E N U D E O  En cierta sección del 
país, se estima que dentro de t semanas, el precio

del pollo crecerá a una tasa de p '{ t) =  3 V i  +  1

centavos por kilogramo por semana. Si actualmente 
el pollo cuesta $3 por kilogramo, ¿cuánto costará 
dentro de 8 semanas?

53. IN G R ESO  El ingreso marginal por la venta de x  
unidades de un cierto artículo se estim a que será

R '(x ) =  50 +  3.5xe~°’0lx~ dólares por unidad,

donde R(x) es el ingreso en dólares.
a) Determine R(x), suponiendo que R(0) =  0.
b) ¿Qué ingreso se espera por la venta de 1000 

unidades?
54. CONTAMINACIÓN DEL AGUA Un derrame 

de petróleo en el océano tiene una forma aproxi
madamente circular, con radio R(t) pies, t minutos 
después del inicio del derrame. El radio crece a una 
tasa de

21
R (t) = -------------- pies/min

0.07í +  5 F

a) Determine una expresión para el radio R(t), 
suponiendo que R  =  0 cuando t =  0.

b) ¿Cuál es el área A = ttR 2 del derrame después 
de 1 hora?

55. C O N C E N T R A C IÓ N  DE UN 
M E D IC A M E N T O  La concentración C(t) en 
miligramos por centímetro cúbico (mg/cm3) de un 
medicamento en el torrente sanguíneo de un paciente 
es de 0.5 mg/cm3 inmediatamente después de una in
yección y t minutos más tarde disminuye a la tasa de

,  _  - 0.01<?ool/ 
c  w  “  (e<yóu +  m g/cm  por minuto.

Se aplica una nueva inyección cuando la concen
tración es menor que 0.05 mg/cm3.
a) Determine una expresión para C(t).
b )  ¿Cuál es la concentración después de 1 hora? 

¿Cuál es después de 3 horas?
c) Use el procedimiento de graficación de su calcu

lé »  ladora con TRACE y ZOOM para determinar
cuánto tiempo transcurre antes de que se admi
nistre la siguiente inyección.

56. VALOR DE LA TIERRA. Se estima que dentro 
de t años, el valor V%x) de un acre de tierra cul
tivable crecerá a una tasa de

0 4 t 3
V'(x)  =  —7= =

V0.2*4 + 8 000
dólares por año. Actualmente la tierra vale $500 por 
acre.
a) Determine V(x).
b )  ¿Cuánto valdrá la tierra dentro de 10 años?
c) Use el procedimiento de graficación de su calcu- 

ladora con TRACE y ZOOM para determinar 
cuánto tiempo transcurrirá para que la tierra val
ga $ 1 000 por acre.

57. C O N T A M IN A C IÓ N  DEL A IRE En cierto 
suburbio de Los Ángeles, el nivel de ozono L{t) a 
las 7:00 a.m. es de 0.25 partes por millón (ppm). 
Una predicción del clima anticipa que el nivel de 
ozono t horas más tarde cambiará a una tasa de

0.24 -  0.031 
L  W ~  V 3 6  +  161 -  t 2

partes por millón por hora (ppm/h).
a) Exprese el nivel de ozono L(t) como una fun

ción de t. ¿Cuándo ocurre el nivel máximo de 
ozono? ¿Cuál es el nivel máximo?

b )  Use el procedimiento de graficación de su calcu- 
\S9> ladora para trazar la gráfica de L(t) y emplee

TRACE y ZOOM para responder a las pregun
tas del inciso a). Después determine en qué otro 
momento el nivel de ozono será igual al nivel de 
las 11:00 a.m.

58. OFERTA El propietario de una cadena de comida 
rápida determina que si se ofertan x  miles de 
unidades de una nueva comida
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el precio marginal a ese nivel de oferta estará 
dado por

x
p'Oc) = dólares por unidad

(a* +  3)2
donde p(x) es el precio (en dólares) por unidad a la 
cual todos las x  unidades se venderán. Actualmente, 
se ofertan 5 000 unidades a un precio de $2.20 por 
unidad.
a) Determine la función de oferta p(x) (precio).
b) Si se ofertan 10000 alimentos a restaurantes en 

la cadena, ¿qué precio unitario se deberá cobrar 
para que se vendan todas las unidades?

59. D E M A N D A  El gerente de un zapatería determi
na que el precio p  (dólares) por cada par de zapatos 
deportivos de cierta marca popular, cambia a una 
tasa de

-3 0 0 a -  

P  W  "  (.r2 +  9 )3/2 
cuando los consumidores demandan x  (miles) de 
pares . Cuando el precio es $75 por par, son deman
dados 400 pares (a  =  4).
a) Determine la función de demanda p(x) (precio).
b) ¿A qué precio se demandarán 500 pares de zapa

tos deportivos? ¿A qué precio no se demandarán 
zapatos deportivos?

c) ¿Cuántos pares se demandarán a un precio de 
$90 por par?

M*

61.

U T IL ID A D  M A R G IN A L  Una compañía 
determina que el ingreso marginal por la producción 
de x  unidades es R'(x) = 1 — 3x — 4a2 cientos de 
dólares por unidad, y el costo marginal correspon
diente es C '(a) =  5 +  2a cientos de dólares por uni
dad. ¿En cuánto cambia la utilidad cuando el nivel 
de producción se eleva de 5 a 9 unidades? 
U TILID A D  M A R G IN A L Repita el problema 60

11 -  a
para el ingreso marginal R (a) =  — - - y para 

el costo marginal C'{x) =  2 +  a  +  a2.

62. Halle J x 3(4 — a 2) -  1/2 dx. [Sugerencia: Sustituya

u — 4 — a2 y tome en cuenta el hecho de que 

a 2 =  4 — u.\

63. Halle J a 1/ 3(a2/3 +  1)3/2 dx. [Sugerencia: Sustituya 

u =  a2/3 +  1 y use a 273 = u — 1.]

« .  Halle + e ^ d x .  [ S u g e r e n c ia :  ¿Es mejor

fijar u =  1 +  ex o u =  eXr! ¿O es mejor evitar el 
método de sustitución?]

65. Halle e
1 +

dx. [Sugerencia: Haga u — 1 +  ex.\

S E C O O S  5 .3 Lo integral 
fundamental del calculo

íeorer

Suponga que un agente de bienes y raíces desea evaluar una parcela sin construir que 
tiene 100 pies de ancho y que está limitada por calles en tres de sus lados y por un arroyo 
en el cuarto lado. El agente determina que si establece un sistema coordenado, tal como

• 3se muestra en la figura 5.2, el arroyo se puede describir por medio de la curva y  = x  +
1, donde x  y y  están medidas en cientos de pies. Si el área de la parcela es A pies 
cuadrados y el agente estima que su tierra vale $12 por pie cuadrado, entonces el valor 
total de la parcela es de 12A dólares. Si la parcela fuera de form a rectangular o 
triangular, e incluso trapezoidal, se podría determinar su área A sustituyendo en una 
fórmula bien conocida; sin embargo, la frontera superior de la parcela es curva, por 
tanto ¿cómo puede el agente determinar el área y después determinar el valor total de la 
parcela?

El objetivo de esta sección es demostrar que se puede expresar el área bajo la curva 
(por ejemplo, el área A del ejemplo de bienes raíces) como el límite de una suma de 
términos, que recibe el nombre de integral definida. Más adelante, se introducirá un 
resultado conocido como el teorema fundamental del cálculo que permite calcular 
integrales definidas y después su área y otras cantidades empleando los métodos de la 
integración indefinida (antiderivación) de las secciones 5.1 y 5.2. En el ejemplo 5.3.3 se 
muestra este procedimiento expresando el área A de nuestro ejemplo de bienes raíces 
como una integral definida y calculándola mediante el teorema fundamental del cálculo.

  www.FreeLibros.com



5-27 SECCIÓN 5.3 1 La integral definida y el teorema fundamental del cálculo ! 381

y ( 100 pies) 
i

y = x3 + 1

-*-*(100 pies)

'o~2. Determinación del valor de la tierra encontrando el área bajo la curva.

A rea co m o  el l ím ite  Considere el área de la región bajo la curva y  = f { x ) en un intervalo a < x  <  b, donde
de u n a  s u m a  f ( x )  > 0 y / e s  continua, tal como se ilustra en la figura 5.3. Para determinar esta área, se

sigue un procedimiento general muy útil:

Cuando se enfrente a algo que no sabe cómo manejar, trate de 
relacionarlo con algo que usted sabe cómo manejar.

En este caso particular, quizá no se conozca el área bajo la curva dada, pero sí se sabe 
cómo determinar el área de un rectángulo. Entonces, se procede a subdividir la región 
en un núm ero de regiones rectangulares y luego se aproxim a el área A  bajo la curva 
y  =  f{x )  sumando las áreas de los rectángulos que la aproximan.

Concretamente, se inicia la aproximación dividiendo el intervalo a ^  x  <  b en n 
subintervalos iguales, cada uno con longitud Ax  — (b — a)ln, y denotando con x¡ el punto 
extremo izquierdo del y-ésimo subintervalo, para j  — 1, 2, . . .  , n. Luego se dibujan n 
rectángulos de tal forma que el y-ésimo rectángulo tenga al y-ésimo subintervalo como 
su base y f(x j)  como su altura. En la figura 5.4 se ilustra el esquema de la aproximación.

FIGURA La región 
bajo la curva y = f(x) en el 
intervalo a <  x  ^  b.

y=A*)

FIGURA 5 .4  Una aproximación del área bajo la curva mediante rectángulos.
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El área del y'-ésimo rectángulo es / ( xj) Ax y se aproxima al área bajo la curva 
correspondiente al subintervalo Xj <  x  ^  x y-+1. La suma de las áreas de todos los n 
rectángulos es

Sn = f t x i)Ax +  / ( x 2) Ax + . . .  + f ( x n)Ax 

=  [ /(* i)  +  /C*2) +  . . .  + /(x „ )]A x

que aproxima el área total A bajo la curva.

\
y =/(•*)

X
a b

6 subintervalos

y
i

y =/(*)
i

JC

24 subintervalos

FIGURA 5 .5  La aproximación mejora a medida que aumenta el número de subintervalos.

A medida que el número n de subintervalos se incrementa, la suma aproximada Sn se 
acerca cada vez más a lo que intuitivamente se entiende por el área bajo la curva, como 
se ilustra en la figura 5.5. Por tanto, es razonable definir el valor exacto del área bajo la 
curva, A, como el límite de las sumas. En resumen:

A rea  oa jo  la curva -  Sea f{x)  continua y tal que sa tisface/(x ) >  0 en el 
intervalo a <  x <  b. Entonces la región bajo la curva y  =  /(x), en el intervalo 
a <  x <  b tiene área

A = lím [ /(x j)  + / ( x 2) +  . . .  + /(x „ )]A x
n — >+ a °

donde Xj es el punto extremo izquierdo del y-ésimo subintervalo, si el intervalo
b -  a

a ^  x  ^  b se divide en n partes iguales, cada una con longitud Ax =
n

MOTA En este punto se podría preguntar: “¿Por qué emplear el punto extremo 
izquierdo del subintervalo en vez de, digamos, el punto extremo derecho o incluso 
el punto m edio?” La respuesta es que no existe una razón por la cual no se puedan 
utilizar esos puntos para calcular la altura de los rectángulos aproximados. De 
hecho, se puede subdividir el intervalo a <  x ^  b de forma arbitraria y elegir puntos 
arbitrarios en cada uno de los subintervalos, y aún así el resultado sería el mismo. 
Sin embargo, demostrar esta equivalencia es difícil, y está fuera del alcance del 
presente libro. »

A continuación se muestra un ejemplo donde se calcula el área como el límite de 
una suma y luego se comprueba el valor del área empleando una fórmula geométrica.
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REPASO
Un trapecio es un polígono de 
cuatro lados con al menos dos 
lados paralelos.

EJEM PLO  I 5.3.1

Sea R la región bajo la gráfica de/(jc) = 2x + 1 en el intervalo 1 <  a  <  3, como se
muestra en la figura 5.6a). Calcule el área de R como el límite de una suma.

Solución

La región R  se m uestra en la figura 5.6 aproximada por seis rectángulos, cada uno de

U a 3 - 1  1ancho Ax  — — - —  — -  Los puntos extremos izquierdos en la división de 1 <  x  <  3

1 4 5 7 8
son x, =  l , x 2 = 1 +  -  =  -  y de forma similar, a 3 =  - ,  x 4 =  2 ,  x 5 = -  y a 6 =  - .

i  5 3 3 3
Los valores correspondientes de f(x)  =  2x  +  1 se dan en la siguiente tabla:

xi 1 4
3

5
3 2 7

3
8
3

f(Xj) = 2aj +  1 3 11
3

13
3 5 17

3
19
3

Entonces, el área A  de la región R se aproxima mediante la suma

o /„  11 13 ,  17 1 9 \ / l \  28
■ S = 3 +  —  +  —  +  5 +  —  +  —  -  =  —  «  9.333

V 3 3 3 3 \3  3

a) La región R bajo la recta y = 2x + 1 
sobre 1 <; x < 3 (un trapecio)

b) La región R subdivida por seis 
rectángulos aproximantes

FIGURA 5.6 Aproximación del área bajo una recta usando rectángulos.

Si continúa la subdivisión de la región R, empleando cada vez más rectángulos, 
las sumas aproximantes correspondientes, Snt tienden al área exacta de la región, A. 
La suma ya calculada para n = 6 aparece en la siguiente tabla, junto con las sumas 
correspondientes para n =  10, 20, 50, 100 y 500. (Si tiene acceso a una computadora
o a una calculadora programable, trate de escribir un programa para generar cualquiera 
de tales sumas para n dado.)

Número de divisiones n 6 10 20 50 100 500

Suma de la aproximación Sn 9.333 9.600 9.800 9.920 9.960 9.992

Los números en el renglón inferior de la tabla parecen aproximarse a 10 cuando 
n crece. Entonces, es razonable deducir que la región R tiene un área

A =  lím Sn = 10
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Observe en la figura 5.6a que la región R es un trapecio con un ancho d  =  3 - 1 = 2 ,  
con lados paralelos de longitudes

sx = 2(3) + 1 = 7  y 52 =  2(1) + 1 = 3  

El trapecio tiene un área

A =  | ( s ,  +  s2)d  =  ^ (7  +  3)(2) =  10

que es el mismo resultado que se obtuvo utilizando el procedimiento del límite de la 
suma.

In te g ra l  de fin ida

EXPLORE!
Introduzca en Y1 la función 

f(x) = - x 2 + 4x -  3 
y despliegue su gráfica 
empleando la pantalla [0, 4.7]1 
por [—0.5, 1.5]0.5. Estime 
visualmente el área bajo la 
curva, desde x = 2 hasta 
x = 3, utilizando triángulos o 
rectángulos. Ahora use el 
procedimiento de integración 
numérica de su calculadora 
graficadora (tecla CALC, 
opción 7). ¿Qué tan 
aproximada fue su respuesta 
y por qué?

El área es sólo una de las muchas magnitudes que se pueden expresar como el límite de 
una suma. Para manejar esos casos, incluyendo aquellos para los cuales no se requiere 
/(x) > 0 y en los que tampoco se emplean puntos extremos izquierdos, se requiere de una 
terminología y notación que se introduce en la siguiente definición.

In te g ra l d e fin id a  2 Sea f ( x )  una función que es continua en el intervalo 
<2 <  x  <  Se subdivide el intervalo a ^  x ^  b en n partes iguales, cada una con un

ancho Ax =   -----—, y se elige un número xk en cada A'-ésimo subintervalo, para
n

k = 1 , 2 Se plantea la suma

[/(■* 1) + / ( * 2) +  • ‘ * +  f(.xn)]Ax

llamada suma de Riemann.
Entonces, la integral definida de /  en el intervalo a <  x  ^  b, denotada por 

fa f i x )  dx, es el límite de la suma de Riemann cuando n —» +°°; es decir,

rb
f ( x )  dx =  lím [ / ( x 0  +  f { x 2) +  • • • +  f ( x n)] Ax

,  n—> + cou U

La función /(x) recibe el nombre de el integrando, y los números a y b se co
nocen como los límites inferior y superior de integración, respectivamente. El 
proceso de calcular una integral definida se denomina integración definida.

Es sorprendente el hecho de q ue /(x ) sea continua en a ^  x  ^  b resulta suficiente 
para garantizar que el límite empleado para definir la integral definida fa f (x )  dx existe, 
y es el mismo independientemente de cómo se elijan los puntos representativos, x¿, 
en los subintervalos.

El símbolo ía f (x )  dx  utilizado para la integral definida es el mismo que el sím
bolo //(x ) dx  para la integral indefinida, aunque la integral definida es un número 
específico mientras que la integral indefinida es una familia de funciones, las anti
derivadas de / .  Pronto se verá que estos dos conceptos aparentemente muy distintos 
están íntimamente relacionados. Ahora se presenta una forma condensada de la defini
ción empleando la notación integral.
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A re a  co m o  una in te g ra l d e f in id a  ra Si f(x )  es continua y f{x) > 0 en 
el intervalo a <  x  ^  b, entonces la región R bajo la curva y = f ( x ) en el intervalo 
a <  a* <  b tiene un área A dada por la integral definida A = 5haf(x) dx.

a**"*

x / v j
^  y =/(*)

Cf i
^ X

T eo rem a  Si el cálculo del límite de una suma fuera la única manera para evaluar una integral
f u n d a m e n ta l  de! definida, el proceso de integración probablemente sería un poco más que una novedad

c á lc u lo  matemática. Por fortuna, existe una forma más fácil de efectuar este cálculo, gracias al
siguiente resultado notable que relaciona la integral definida con la antiderivación.

Teorem a fu n d a m e n ta l de l cá lcu lo  □ Si la función / ( a ) es continua en el 
intervalo a <  a  <  b, entonces

f  f(x )  dx = F(b) -  F{a) 

donde F(x) es cualquier antiderivada de / ( x) en a <  x  ^  b.

Al final de esta sección se verá un caso especial del teorema fundamental del 
cálculo. Cuando se aplica el teorema fundamental, se emplea la notación

b
F(a) = F(b) -  F(d)

a

Entonces,

/ ( a ) dx =  F{x) = F(b) -  F(a)

NO FA Quizá usted se pregunte cómo el teorema fundamental del cálculo puede 
garantizar que si F(x) es cualquier antiderivada de / ( a ), entonces

J  f(x) dx =  F(b) -  Fia)

Para verificar por qué esto es cierto, suponga que G(x) es otra antiderivada. 
Entonces G(x) = F(x) +  C para una constante C, por tanto F(x) = G(x) — C y

J  f(x)  dx =  F(b) -  Fia)

=  [G(i>) -  C] -  [G(a) -  C]
=  G(b) -  G(a)

porque se cancelan las C. Entonces, el valor es el mismo independientemente de 
qué antiderivada se use. y
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En el ejemplo 5.3.2 se muestra el valor del teorema fundamental del cálculo para 
hallar la misma área que se estimó como el límite de una suma, en el ejemplo 5.3.1.

EXPLORE!

EJEM PLO I 5 .3 .2
Utilice el teorema fundamental del cálculo para determinar el área de la región bajo 
la recta y =  2x + 1 sobre el intervalo 1 <  x <  3.

SoluciónTeniendo como referencia al
ejemplo 5.3.3, use el procedí- f 3 2
miento de integración numérica El área está dada por la integral definida A = I (2x +  1) dx. Puesto que F(x) = x¿ + x

de su calculadora para es una antiderivada de f(x) = 2x + 1, según el teorema fundamental del cálculo
confirmar numéricamente que se tiene que

j > + 1)ofx = 1.25>

- rA =  I (2x + 1 )dx = x 2 + x

= [(3)2 +  (3)] -  [(l)2 +  (1)] = 10 

como se estimó en el ejemplo 5.3.1. ____________ _

EJEMPLO I 5.3.3
Determine el área de la parcela de tierra descrita en la introducción de esta sección; es 
decir, el área bajo la curva y = x3 +  1 en el intervalo 0 ^  x ^  1, donde x y  y están en 
cientos de pies. Si la tierra en la parcela se avalúa a $12 por pie cuadrado, ¿cuál es el 
valor total de la parcela?

Solución
El área de la parcela está dada por la integral definida

A = f  (x3 4- 1) dx 
Jo

Como F(x) = —x4 + x, es una antiderivada de /(x ) =  xJ + 1 , según el teorema fun-_____3

damental del cálculo se tiene que

n 1
A — (x + 1) dx =  —x  + x 

Jo 4

7 ( 0 4 + 1 4
“ (O)4 +  0

5
4

Como x y  y están medidas en cientos de pies, el área total es

5 o-  X 100 X 100 = 12500 pies2

y como la tierra en la parcela vale $ 12 por pie cuadrado, el valor total de la parcela es

__________________ V  =  ($ 12/pie2)( 12 500 pies2) = $150 000___________________

EJEM PLO I 5 .3 .4

Evalúe la integral definida [  (e x + \ fx )  dx.
Jo
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Regias de 
in tegrac ión

Solución
2

Una antiderivada de/(*) =  e * + V* es F(x) = - e ~ x +  - r 572, por tanto la integral 
definida es ^

(e x +  V x ) dx =  I —e x -f- —x 3/2

5 1
=  - - - « 1 . 2 9 9

3 e

~  3 (0)

La definición de la integral definida se originó por el cálculo de un área, que es 
una magnitud no negativa. Sin embargo, como la definición no requiere que f (x ) ^  0, 
es posible que una integral definida sea negativa, como se ilustra en el ejemplo 5.3.5.

EJEMPLO I 5.3.5

Evalúe | -  x 2 | dx.

Solución
1 ? 1 ^

Una antiderivada de f(x)  = -----x esF(x) = ln \x \ ------x  , por tanto se tiene
x  . . .  3

— — x2 j  dx = [\n Ul — ~x3

ln 4 -  j(4 )3 ln 1 -  ^ ( l ) 3

= ln4  -  21 «  -19.6137

La siguiente lista de reglas se puede emplear para simplificar el cálculo de integrales 
definidas.

R egias para  in te g ra le s  d e fin id a s
Sean f y g  cualesquiera funciones continuas en a <  jc <  b. Entonces,

1. Regla del factor constante I k f{x) dx = k f(x) dx para k constante

2. Regla de la suma í  [f(x) + #(*)] dx =  Í  f(x) dx +  Í  g(x) dx
Ja Ja Ja

3. Regla de la diferencia í  [f(x) — g(x)] dx =  í  f(x) dx — Í  g(x) dx
Ja Ja Ja

4. J  f(x) dx =  0

5. í  f(x) dx = -  [  f(x) dx
Jb Ja

6. Regla aditiva de la integral definida í  f{x) dx = f  f(x) dx + í  f(x) dx
Ja Ja Je
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En realidad las reglas 4 y 5 son casos especiales de la definición de la integral 
definida. Las primeras tres reglas se pueden demostrar empleando el teorema 
fundamental del cálculo junto con una regla análoga para integrales indefinidas. Por 
ejemplo, para verificar la regla del factor constante, suponga que F(x) es una 
antiderivada de f(x). Entonces, de acuerdo con la regla del factor constante para 
integrales indefinidas, kF{x) es una antiderivada de kf{x) y según el teorema 
fundamental del cálculo se tiene que

rb b
I k f(x ) dx = kF{x)

= kF(b) -  kF(a) = k[F(b) -  F(a)]

= k j  f(x ) dx

En el problema 64 se pide verificar la regla de la suma utilizando un razonamiento 
similar.

En el caso donde f(x) >  0 en el intervalo a <  x  <  b, la regla aditiva de la inte
gral definida es un reflejo geométrico del hecho de que el área bajo la curva y = f(x) 
en el intervalo a <  x  ^  b es la suma de las áreas bajo y = f(x)  en los subintervalos 
c < i < c y c < x < ¿ ,  como se ilustra en la figura 5.7. Sin embargo, es importan
te tener en cuenta que la regla aditiva de la integral definida es valida aún si f(x) no 
satisface f(x)  >  0 en a <  i  <  6.

ÍGU RA  5 .7  Regla aditiva de la integral definida (caso donde/(x) >  0).

EJEMPLO í 5.3.6

Sean/(x) y g(x) funciones que son continuas en el intervalo — 2 <  x <  5 y que satisfacen

J f(x) dx = 3 J g(x) dx =  - 4  J f(x) dx =  7

Utilice esta información para evaluar cada una de estas integrales definidas:

a) J  [2ftx) ~  3g(x)] dx b) J f(x) dx

Solución

a) Combinando las reglas de la diferencia y del factor constante, y sustituyendo la 
información dada se tiene que

J [2/(x) — 3,g(x)] dx = J 2f{x) dx — j 3g(x) dx re^la de Iu diferencia
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f 5 r5
— 2 J f(x) dx — 3 1 g(x) dx regla del [a d o r  constante

=  2(3) — 3( —4) =  18 sustituyendo la información dada

b) Según la regla aditiva de la integral definida

[  / ( a )  d x =  [  / ( a )  dx + í  f(x) dx
'-2

Resolviendo esta ecuación para la integral requerida / ( x) dx y sustituyendo la
información dada, se obtiene J~ 2

f / ( x )  ^ = J / ( a )  dx ~  f(x) dx

= 3 -  7 = - 4

S u s ti tu c ió n  e n  u n o  
in te g ra !  d e f in id a

0 
a
£

.0)
V->1
ODi
O

J—í
lo
= 3

REPASO
Unicamente se necesita un 
miembro de la familia de
antiderivadas de f(x) parab
calcular f  m dx

mediante el teorema 
fundamental del cálculo. Por 
tanto, el “ +C ” se puede dejar 
fuera de las integraciones 
intermedias.

Cuando se usa una sustitución u = g(x) para evaluar una integral definida \ baf(x) dx, se
puede proceder de cualquiera de estas dos maneras:
1. Usar la sustitución para determinar una antiderivada F(x) d e /(a ), y luego eva

luar la integral definida empleando el teorema fundamental del cálculo.
2. Usar la sustitución para expresar el integrando y dx en términos de u y du, y 

reemplazar los límites originales de integración, a y b, por los límites transfor
mados c — g{á) y d =  g(b). Luego calcular la integral original aplicando el
teorema fundamental del cálculo a la integral definida transformada.

Estos procedimientos se muestran en los ejemplos 5.3.7 y 5.3.8.

E JEM PLO  I 5 .3 .7

Calcule 8a'(x2 + l)3 dx.

Solución

El integrando es un producto en el que uno de los factores, Sx, es un múltiplo de la 
derivada de la expresión x2 + 1, que aparece en el otro factor. Esto sugiere que se 
introduzca u = x 2 + 1. Entonces, du = 2x dx, y por tanto

8x(xz + l)3 dx = 1 4 u* du =  u3 _  „ 4

Los límites de integración, 0 y 1, se refieren a la variable x  y no a u. Por tanto, se puede 
proceder en una de las dos formas. Se puede reescribir la antiderivada en términos de a,
o bien se pueden determinar los valores de u que corresponden a a = 0 y a  = 1.

Si se elige la primera alternativa, se obtiene que

í  8x(x2 + 1 f d x  = m4 = (x 2 +  1)‘

y por tanto f  8a(a2 + l)3 dx =  (a2 +  1)‘ 
Jo

= 16 -  1 = 15
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EXPLORE!
Tomando como referencia al 
ejemplo 5.3.8, use una 
instrucción de graficación con 
la pantalla [0, 3]1 por [ - 4 , 1]1 
para graficarf(x) = Inx/x. 
Explique en términos del área 
por qué la integral de f(x) en 
1 /4  rs x ̂  3 es negativa.

Si se elige la segunda alternativa, se debe tener en cuenta el hecho de que u = 
jc2 + 1 para calcular que u = 1 cuando x = 0, y u = 2 cuando x  =  1. Por consi
guiente,

2
—j  Sx(x2 + l)3 dx = 4u3 du = u = 16 -  1 = 15

EJEM PLO I 5 .3 .8

f 2 f \ n x \  
Evalúe ----  dx.Ji/Á x  )

Solución
1

Sea u =  ln x, por tanto du = -  dx. Entonces
x

dx = j  ln x y -  dx j =  J udu

= r 2 = ^ 2
Entonces,

f 2 Inx X ,  x 2 '

2
---- dx = z ( l n * )J1/4 x _2 1/4

1 1/. 1
- f C l n Z f - j l l n j

- 3
(ln 2)2 »  -0.721

De forma alternativa, se emplea la sustitución u = ln x para transformar los 
límites de integración:

1 , 1
cuando x  =  —, entonces u = ln -  

4 4
cuando x  = 2, entonces u =  ln 2 

Sustituyendo, se tiene que

f 2 lnx *ln 2 1
i ---- dx = 1  u du = — u2
1/4 X  J ln  1/4 2

ln 2

ln 1/4

\ 2

V ariación to ta l En ciertas aplicaciones se da la tasa de cambio Q \x)  de una magnitud Q(x) y se requiere
calcular la variación total Q(b) — Q(a) en Q(x) cuando x  varía de x  = a a x  = b. Esto 
se hizo en la sección 5.1 resolviendo problemas con valor inicial (recuerde los ejemplos 
5.1.5 al 5.1.8). Sin embargo, como Q(x) es una antiderivada de Q'(x), el teorema 
fundamental del cálculo permite calcular la variación total según la fórmula de la 
integración definida.

V ariac ión  to ta l b Si Q'(x) es continua en el intervalo a ^  x  ^  b, entonces la 
variación total de Q{x) cuando x  varía de x  =  a a x  =  b está dado por

G ( « - G ( a )  =  í  Q \ x ) d x
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A continuación se presentan dos ejemplos sobre la variación total.

Justificación  del 
te o re m a  f u n d a m e n ta l  

de! cá lcu lo  p a r a  
el caso  del á re a

EJEMPLO I 5 .3 .9
En cierta fábrica, el costo marginal es 3(q — 4)2 dólares por unidad cuando el nivel de 
producción es q unidades. ¿En cuánto se incrementa el costo total de manufactura si el 
nivel de producción se aumenta de 6 a 10 unidades?

Solución

Sea C{q) el costo total de producción de q unidades. Entonces el costo marginal es 
dC

la derivada —  — 3(q — 4) , y el incremento del costo si la producción se aumenta 
dq

de 6 a 10 unidades está dado por la integral definida

í wdC
C (1 0 )-C (6 )  =  — dq 

Je dq
rio

= I 3(q -  4)2 dq = (q — 4)3

=  (10 -  4)3 -  (6 -  4)3 
=  $208

10

E JEM PLO  I 5 .3 .1 0
Una proteína con masa m (gramos) se desintegra en aminoácidos a una tasa dada por

dm — 30
~  (í + 3)2 ^

¿Cuál es la variación total de la masa de la proteína durante las 2 primeras horas?

Solución
La variación total está dada por la integral definida

'dm - 3 0
m ( 2 ) - m (0 ) = ) o l i d t = U t  + 3 f

dt

Si se sustituye u = t + 3, du = dt, y se cambian los límites de integración apropiadamente 
(í = 0 se convierte enw =  3 y í  =  2se convierte en u — 5), se encuentra que

m(2) — m{ 0) =
P  - 3 0
lo i* + 3)' 

- r
=  - 3 0

= - 4

u
- 1

\ 5 '1 1"
=  30

>3 _5 3_

Entonces, la masa de la proteína tiene una variación total de 4 g durante las 2 primeras 
horas.

Esta sección termina con una justificación del teorema fundamental del cálculo 
para el caso donde / ( jc) ^  0. Aquí, la integral definida fa f(x) dx, representa el área 
bajo la curva y = / ( jc) en el intervalo [a, b]. Para una .x fija entre a y  b, sea A(x) el
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área bajo y = f ( x ) en el intervalo [a , x]. Entonces el cociente incremental de A(x) 
es

A(x +  h) — A{x) 
h

y  la expresión A(x + h) — A{x) en el numerador sólo es el área bajo la curva y  = f{x) 
entrex y  x + h. Si h es pequeña, esta área es aproximadamente la misma que el área del 
rectángulo con altura/ ( j e )  y  ancho h, como se indica en la figura 5.8. Es decir,

A(x +  h) — A(x) ~  f(x)h

o bien,

A(x -1- h) — A(x)
h « / ( * )

y

FIGURA 5.8 Á re a  A{x + h) — A(x).

Cuando h tiende a 0, el error en la aproximación se aproxima a 0, y  se llega a
que

A(x + h ) -  A(x)
 í ---- —h—>0 h

Pero, según la definición de derivada,

^  A(x + h ) - A ( x )  N
h m ---------- ----------- =  A ’{x)
h-> o h

así que

A'{x) = f(x)

En otras palabras, A(x) es una antiderivada de / ( j e ) .

Sea F(x) cualquier otra antiderivada de f ( x ). Entonces, según la propiedad fun
damental de las antiderivadas (sección 5.1), se tiene que

A(x) = F(x) + C

para alguna constante C y  todas las x  en el intervalo a ^  x  ^  b. Como A(x) r e p r e s e n t a  

el área bajo y = f(x)  entre a y x, es lógico que A(a), el área entre a y a ,  sea 0, de modo 
que
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A{a) = 0 =  F(á) +  C 

y C = —F{a). El área bajo y =  / ( a ) entre x = a y x  = b es A(b), que satisface

A(b) = F(b) + C = F(b) -  F(a)

Finalmente, como el área bajo y = /(x) para a < x ^  b también está dada por la integral
_ i

definida Jaf (a ) dx, se sigue que

f  f(x) dx = A(b) = F{b) -  F(a) 

como afirma el teorema fundamental del cálculo.
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o  o  r  r  K v.,) B L. E EV1 a  s t.

En los problemas 1 a 30 evalúe la integral definida dada empleando el teorema fundamental del cálculo.

1. J 5 dx

3. í  (3a +  2) dx 
Jo

5. í  3t4dt

7. f  (2u,/3 -  u2/3)du

9. f  e~x(4 — ex) dx 
Jo

11. [ (x4 + 3x3 + 1) dx
Jo

Í 5

13.

15.

17.

(2 + 2t + 3t ) dt

1 4-1— ó 1 dx
x  x

- 1 t + 1
dt

J -3  t 

19. f (2jc — 4)4 dx

f 4

21. 1
lo V 6 t  + 1

dt

23. (t3 + t ) V ?  +  2f2 + 1 dt
Jo

2.

4.

6.

8.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

tr dx
' —  2 

r4
(5 -  21) dt

2 y /ü  du

x  3̂ 2 dx

1 1

- \\e 'x e  *\
¿/a*

(—3a5 — 3a2 + 2a +  5) £¿\*
- 1

Í K á ) -
•ln 2

(<?' — e r) dt

A'2 (a  — 1) dx

(2x + 6) dx
- 3

f 2 A2

I, (A'3 +  l)2

f ^ , v
Io A-2 + 1

dx
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25.

27.

29.

v + 1

12 X ~  1

r c'2(in.v)2

dx 26. | (t +  l)(í -  2 f d t

dx

1/3
2 dx

dx
x  lnx

’4 <yfx  -  DV2 dx

En los problemas 31 a 36 f(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo - 3  <  x  <  2 y satisfacen

f(x) dx =  5 g(x)dx = - 2 fix) dx =  0 g(x) dx =  4
'- 3

cada caso use esta información, junto con las reglas para integrales definidas para evaluar la integral 
indicada.

31. J [—2f(x) +  5g(x)] dx 

33. f g(x) dx

35. J [3/(x) +  2g(x)] dx

32. | g(x) dx

fix) dx

[2fix)  +  3g(x)] dx

En los problemas 37 a 42 determine el área de la región R que yace bajo la curva dada y = f(x) en el intervalo a 
< x <  b.

37. Bajo y =  .x4, sobre — 1 <  x <  2 

39. Bajo y = e2je> sobre 0 <  jc <  ln 3 

41. Bajo y = (3x + 4)1/2, sobre 0 ^  x <  4

38. Bajo y = V x  (x +  1), sobre 0 ^  x <  4
3  940. Bajo y  =  —, sobre 1 <  x <  <?
x

42. Bajo y =  xe~x\  sobre 0 ^  x <  3

43. VALOR DE LA 1 IERRA Se estima que dentro 
de t años el valor de cierta parcela de tierra crecerá
a una tasa de V'(t) dólares por año. Determine una 46.
expresión para la cantidad en que crecerá el valor de 
la tierra durante los próximos 5 años.

44. ADMISIÓN A EVENTOS Los promotores de 
una feria del condado estiman que t horas después 
de que se abran las puertas a las 9:00 a.m., los 
visitantes ingresarán a la feria a una tasa de N'{t) 
personas por hora. Determine una expresión para 
el número de personas que ingresará a la feria entre
las 11:00 a.m. y la 1:00 p.m. 4 7 .

45. COSTO DE ALMACENAMIENTO Un vende
dor minorista recibe un embarque de 12 000 libras 
de frijol que se consumirán a una tasa constante de 
300 libras por semana. Si el costo de almacenamiento 
del frijol es de 0.2 centavos por libra por semana,

¿cuánto tendrá que pagar el vendedor por costos de 
almacenamiento durante las próximas 40 semanas? 
CONTAM INACIÓN DEL AGUA Se estima 
que dentro de t semanas la población de cierta 
comunidad a orillas de un lago cambiará a una tasa 
de 0.6/2 + 0.21 + 0.5 miles de habitantes por año. 
Los ecologistas han determinado que el nivel de 
contaminación en el lago crece a una tasa de 
aproximadamente 5 unidades por cada 1 000 
habitantes. ¿En cuánto crecerá la contaminación en 
el lago durante los próximos 2 años? 
CONTAM INACIÓN DEL AIRE Un estudio 
ambiental de cierta comunidad sugiere que dentro 
de t años el nivel L(t) de monóxido de carbono en 
el aire cambiará a una tasa de L'(t) = 0.1/ + 0.1 
partes por millón (ppm) al año. ¿En cuánto 
cambiará el nivel de contaminación durante los 
próximos 3 años?
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48. COSTO M ARGINAL El costo marginal de pro
ducción de cierto artículo es C'(q) = 6g + 1 dólares 
por unidad cuando se producen q unidades.
a) ¿Cuál es el costo total de producción de las 

primeras 10 unidades?
b) ¿Cuál es el costo de producción de las siguientes 

10 unidades?
49. CRECIM IENTO NETO DE LA POBLACIÓN 

Un estudio indica que dentro t meses la población 
de cierta ciudad crecerá a una tasa de
P'{t) = 5 + 3f2/3 habitantes por mes. ¿En cuánto 
se incrementará la población de la ciudad durante 
los próximos 8 meses?

50. PRO D UCCIÓN  DE PETRÓLEO Cierto pozo 
petrolero que produce 400 barriles de crudo por mes 
se secará en 2 años. El precio del crudo actualmente 
es de $25 por barril y se espera que aumente a una 
tasa constante de 3 centavos por barril al mes. Si el 
petróleo se vende tan pronto como se extrae del 
suelo, ¿cuál será el ingreso total futuro del pozo?

51. AGRÍCULTU R Á Se estima que dentro de t días 
el cultivo de un granjero crecerá a una tasa de
0.312 + 0.61 +  1 busheles por día. ¿Cuánto crecerá 
el valor del cultivo durante los próximos 5 días si 
el precio en el mercado permanece fijo a $3 por 
bushel?

52. INGRESO POR VENTAS Se estima que la de
manda del producto de un fabricante crece exponen
cialmente a una tasa de 2% anual. Si la demanda 
actual es de 5 000 unidades por año, y si el precio 
permanece fijo a $400 por unidad, ¿cuál es el in
greso que recibirá el fabricante por la venta del pro
ducto durante los próximos 2 años?

53. PRODUCCIÓN La Corporación Bejax ha 
preparado una línea de producción para fabricar un 
nuevo tipo de teléfonos celulares. La tasa de pro
ducción de los teléfonos es

^  = 1500(2  - — ^ -  
dt \ 2t ■+• 5

unidades/mes

¿Cuántos teléfonos se producen durante el tercer 
mes?

54. PUBLICIDAD Una agencia de publicidad inicia 
una campaña para promover un producto nuevo, y 
determina que t días después, el número de personas 
N(t) que ha escuchado acerca del producto cambia a 
una tasa dada por personas por día

¿Cuántas personas han oido sobre el producto du
rante la primera semana? ¿Cuántas personas durante 
la segunda semana?

55. CONCENTRACIÓN DE UN MEDICAMENTO 
La concentración de un medicamento en la sangre 
de un paciente t horas después de una inyección dis
minuye a una tasa de

-0 .33 r
C {t) =  V0.02?2 + 10 mg/Cm P° r h° ra

¿En cuánto cambia la concentración en las primeras 
4 horas después de la inyección?

56. ESPECIES EN PELIGRO DE EXTINCIÓN
Un estudio conducido por un grupo ambientalista en 
el año 2000 determina que dentro de t años, la 
población de cierta especie de ave en peligro de ex
tinción disminuirá a una tasa de P'(t) =  — 0.15t 
V lO  — 0.21 individuos por año. ¿En cuánto se es
pera que cambie la población durante la década 
2000-2010?

57. DEPRECIACIÓN El valor de reventa de cierta 
máquina industrial disminuye en un periodo de 10 
años a una tasa que cambia con el tiempo. Cuando 
la máquina tiene t años, la tasa a la cual cambia su 
valor es 220(x — 10) dólares por año. ¿En cuánto se 
depreciará la máquina durante el segundo año?

58. CONSUMO' DE AGUA El administrador de la 
ciudad de Paloma Linda estima que el agua se con
sume en su comunidad a una tasa de
C'(t) = 10 + 0.3e°‘O3r mil millones de galones por 
año, donde C(t) es el consumo de agua t años des
pués del año 2000. ¿Cuánta agua consumirá la co
munidad durante la década de 2000-2010?

59. CAMBIO EN BIOMASA Una proteína con 
masa m (gramos) se desintegra en aminoácidos a la 
tasa dada por

60.

61.

dm — 2
dt t +  1

g/h

N \ t )  = 5t2 -  2
0.04r

r  + 3
personas por día

¿Cuánta más proteína hay después de 2 horas que 
después de 5 horas?
CAMBIO EN BIOMASA Responda la pregunta 
del problema 59 si la tasa de desintegración está 
dada por

—  = - < p . l í  +  e a M )  
dt

TASA DE APRENDIZAJE En un experimento 
sobre aprendizaje se proporciona a los sujetos una 
serie de hechos que deben memorizar, y se deter
mina que, t minutos después del inicio del experi
mento, el sujeto promedio aprende a una
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tasa de

L\f)  = hechos por minuto,
V t  + 1

donde L{t) es el número total de hechos memoriza- 
dos en el tiempo t. Aproximadamente ¿cuántos he
chos aprende el sujeto promedio durante los 
segundos 5 minutos (entre t = 5 y t = 10)?

62. DISTANCIA Y VELOCIDAD Un conductor 
viajando a una velocidad constante de 45 mph, de
cide acelerar de tal forma que su velocidad t horas 
después es v(r) =  45 + 12/ mph. ¿Cuánto recorre en 
las primeras 2 horas?

63. MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL Se lan
za una pelota hacia arriba desde la parte superior de 
un edificio, y / segundos después ésta tiene una ve
locidad v(t) = —32í + 80 pies/s. ¿Cuál es la dife
rencia en la posición de la pelota después de 3 
segundos?

64. Compruebe la regla de la suma para integrales 
definidas; es decir, si /(x) y g(x) son continuas en el 
intervalo <2 <  x <  b, entonces

f [/(*) + g (x ) ]  dx = í /(x) dx + f g(x) dx
Ja Ja Ja

65. Se ha visto que la integral definida se puede em
plear para calcular el área bajo la curva, pero la fór
mula del “área como una integral” funciona de 
ambos sentidos.

a )  Calcule Vi — x 2 dx. [Sugerencia: observe
Jo

que la integral es parte del área dentro del círculo 
x2 +  y2 =  1J

b) Calcule J  V2x — x2 dx. [Sugerencia: Dibuje

la gráfica de y = V2x — x2 y busque una solu
ción geométrica como en el inciso a).]

66. Dada la función de/(x) = 2V x H----- -— , aproxime
x + 1

el valor de la integral Jo/(x) dx completando los
siguientes pasos:
a) Determine los números X\, x2, x3, x4 y x5 que 

subdividen el intervalo 0 ^  x <  2 en cuatro 
subintervalos iguales. Use estos números para 
formar cuatro rectángulos que aproximen el área 
bajo la curva y = /(x) sobre 0 <  x <  2.

b) Estime el valor de la integral dada calculando la 
suma de las áreas de los cuatro rectángulos 
aproximados en el inciso a).

c) Repita los incisos a) y b) con ocho subintervalos 
en lugar de cuatro.

Se ha visto que el área se puede expresar como un tipo especial de límite de una suma, 
llamada la integral definida, y luego se puede calcular aplicando el teorema fundamental 
del cálculo. Este procedimiento, denominado integración definida, se introdujo a 
través del cálculo de áreas porque el área es fácil de ver, pero hay muchas aplicaciones 
distintas al área en las cuales el proceso de integración tiene un papel importante.

En esta sección se amplían las ideas introducidas en la sección 5.3 para determinar el 
área entre dos curvas y el valor promedio de una función. Como parte de nuestro estudio 
del área entre curvas, se estudiará un concepto socioeconómico importante llamado 
curva de Lorentz, que se emplea para medir la riqueza relativa en una sociedad.

A p licacion es de la  De forma intuitiva, la integración definida se puede considerar como un proceso que
in tegra l d eñ n id a  “acumula” un número infinito de piezas pequeñas de una cantidad para obtener la

cantidad total. Ahora se presenta una descripción paso a paso de cómo emplear este 
proceso en las aplicaciones.
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REPASO________
No hay una razón especial para 
usar “y” al denotar el índice en 
la suma. Los índices usados 
con más frecuencia son i, j, y k.

P ro c e d im ie n to  para  u tiliz a r  la in te g ra c ió n  d e fin id a  en las 
a p licac iones
Para emplear la integración definida con el fin de “acumular” una cantidad Q sobre 
un intervalo a <  x  <  ¿>, se procede como sigue:
Paso 1. Se divide el intervalo a <  x  <  b en n subintervalos iguales, cada uno 

• j a  b — acon longitud ¿±x =  —- — . Se elige un número x) del y-ésimo subintervalo, para j

= 1, 2,..., n.

Paso 2. Se aproximan partes pequeñas de la cantidad Q mediante productos de la 
forma f(xj) Ax, donde fix) es una función apropiada, que es continua en c <  ^
Paso 3. Se suman los productos aproximados individuales para estimar la canti
dad total Q por medio de la suma de Riemann

[ / ( * i)  + / ( * 2) +  * * ’ + f ( x n) ]A x

Paso 4. Se convierte en exacta la aproximación del paso 3, tomando el límite de 
la suma de Riemann cuando n —» + 00, para expresar Q como una integral definida; 
es decir,

Q = lím [/(*!) + /O 2) + • • • +f(xn)]bx = í  f(x)dxn ^  + 00 Ja

Luego se usa el teorema fundamental del cálculo para calcular f  baf(x) dbc y de esta 
forma obtener la cantidad requerida Q.

N OTAC \ O N Notación d e  la suma  Se puede emplear la notación de la  suma 
para representar las sumas de Riemann que aparecen cuando se modelan 
magnitudes empleando la integración definida. Concretamente, para describir la
suma

a \ +  a 2  +  * * ' +  a n

es suficiente especificar el término general de la suma, ajy e indicar que se sumarán 
n términos con esa forma, iniciando con el término donde j  =  1 y terminando con 
j  = n. En este procedimiento es habitual usar la letra griega mayúscula sigma (2)

n

y escribir la suma como 2  ar  Entonces,
7=1

n

2^/ = a{ + a2 + * * * + an
y= 1

En particular, la suma de Riemann

l f i x x) + f(x 2) +  • • • + /(*„)] Ax 

se puede escribir en forma condensada

i= 1
De esta manera, el límite

lím [f(xi)  + / f e )  +  * ’  * + f ( x n)]hx -  I f{x)dx
«-> + 00 - r
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empleado para definir la integral definida, se puede expresar como
n r b

f(x)dx
l a

En el apéndice A se puede encontrar un repaso de la notación de la suma, 
incluyendo ejemplos. □

Á rea en tre En ciertas aplicaciones prácticas es útil representar una cantidad de interés en términos
dos curvas del área entre dos curvas. Primero, se supone que / y  g son continuas, no negativas [es

decir,/(x) >  0 y g(x) >  0], y satisfacen/(x) >  g(x) en el intervalo a <  x <  b, como se 
muestra en la figura 5.9a).

RGURA 5.9 Área de R = área de R¡ — área de R2.

Entonces, para determinar el área de la región R comprendida entre las curvas 
y =  /(x) y y =  g(x), en el intervalo a <  x ^  b, simplemente se resta el área bajo la 
curva de abajo, y = g(x) (figura 5.9c), del área bajo la curva de arriba y = /(x) (figura 
5.9b), de tal forma que

✓

Area de R =  [área bajo y = /(x)] — [área bajo y = g(x)]

=  í  /(x) dx -  í  g(x) dx = í  [/(x) -  g(x)] dx
J a  J a  J a

Esta fórmula también se aplica cuando /(x) ^  g(x) en el intervalo a ^  x ^  b,
incluso cuando las curvas y = /(x) y g(x) no estén ambas sobre el eje x. Se demostrará
que esto es cierto empleando el procedimiento para la integración definida descrito 
en la página 397.
Paso 1. Se subdivide el intervalo a <  x ^  ¿ en « subintervalos iguales, cada uno

^
con ancho Ax = —- — . Para j  = 1, 2, . . . ,  n, sea xj el punto extremo izquierdo del 

y-ésimo subintervalo.

Paso 2. Se construyen rectángulos aproximados con ancho Ax y altura/(xy) — g(Xj)- 
Esto es posible puesto que/(x) >  g(x) en a <  x ^  b, lo que garantiza que la altura no es 
negativa; es decir, f(xj) — g(xj) >  0. Para j  =  1, 2 , . . . ,  n, el área [f(xj) — g(xj)] Ax del 
y-ésimo rectángulo que ya se construyó es aproximadamente igual al área entre las dos 
curvas en ely’-ésimo subintervalo, como se muestra en la figura 5.10¿z).

y = g(x)
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a) El área del 7-ésimo rectángulo 
aproxima el ¿rea entre las curvas 
en el y'-ésimo subintervalo.

y = f ( x )

y = g(*)

b) El área total entre las curvas se estima 
sumando las áreas de los rectángulos 
aproximantes.

FIGURA 5.10 Cálculo del área entre las curvas usando la integral definida.

Paso 3. Se suman las áreas aproximantes en cada subintervalo [/(xj) — g(xj)]Ax, para 
estimar el área total A entre las dos curvas en el intervalo a <  x  ^  b, mediante la suma 
de Riemann

A ~  [/(A'i) -  g(X|)]Ax + [f(x2) -  g(.t2)]Ax + • • • + [f(xn) -  g(x„)]Ax
n 

j =  1

(Véase la figura 5.10¿>.)

Paso 4. Se hace exacta la aproximación tomando el límite de la suma de Riemann del 
paso 3, cuando n —> para expresar el área total A entre las curvas como una integral
definida; es decir,

n rb
A =  lím 2  [/(*  •) -  g(xj)]Ax = [/(x) ~  g(x)] dx

n —> +  c» y _ 1 ) a

En resumen:

Á re a  e n tre  dos curvas □ Si/(x) y g(x) son continuas y f(x)  ^  g(x) en el 
intervalo a <  x ^  b, entonces el área A entre las curvas y  =  /(x) y y = g(x) en ese 
intervalo está dada por

A =  í  [ / W  “  dx

EJEM PLO  I 5.4.1

Determine el área de la región R acotada por las curvas y  =  x3 y y — x2.

Solución

Para encontrar los puntos donde se interceptan las curvas, resuelva las ecuaciones 
simultáneamente como sigue:

x3 — x2 = 0 restando x2 en ambos miembros
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0
a
E
a)

4 —11roi
O
coD

REPASO
Note que x2 ^  x3 para 
O á j í ^ l .  Por ejemplo,

a ’ >(fí

x2(x -  1) =  0

a  =  0, 1

factorizanclo .v2 
itv = 0 si v sólo si II 0 o v = 0

Los puntos correspondientes (0, 0) y (1, 1) son los únicos puntos de intersección.
La región R acotada por las dos curvas está limitada arriba por y = a 2 y abajo por y 

=  A'3, en el intervalo 0 ^  a  <  1 (véase la figura 5.11). El área de esta región está dada 
por la integral

A = f (a 2 -  a 3) dx = \ x 3 -  \ x ¿
Jo 3 4

j a ; 3 -  y ^(0)3 -  i(0 )4
12

%

¡EXPLORE!
Tomando como referencia el 
ejemplo 5.4.2, introduzca 
Y1 = 4X y Y2 = X3 + 3X2 en el 
editor de ecuaciones de su 
calculadora graficadora, 
empleando la pantalla [-6 , 2]1 
por [-25 , 10]5. Determine los 
puntos de intersección de las 
dos curvas. Otra vista de esta 
área entre las dos curvas se 
logra haciendo Y3 = Y2 -  Y1, 
deseleccionando (desacti
vando) Y1 y Y2 y graficando 
con [-4 .5 , 1.5J0.5 por 
[-5 , 15]5. La integración 
numérica se puede aplicar a 
esta función diferencia.

En ciertas aplicaciones quizá se necesite determinar el área A entre las dos curvas 
y  = / M  y  y = giX ) en un intervalo a <  a  <  donde/ ( a )  >  ^ (a )  para a <  x <  c 
pero ^ (a )  >  / ( a ) ,  para c <  a  <  b. En este caso, se tiene

A = í  [/(.v) -  s(x)]dx + í  [g(x) -f(x)]dx

" V " ■ V "

/(.y) >  g(x) en a <  a- <  c 

Considere el siguiente el ejemplo.

g(x) >/(.v) e n c < . v < ¿

EJEM PLO  I 5 .4 .2

Determine el área de la región acotada por la recta y = 4a y la curva jy = a 3 + 3a2. 

Solución

Para encontrar dónde se intersecan la recta y la curva, se resuelven simultáneamente las 
ecuaciones como sigue:

X3 + 3 .r  =  4x
.v3 + 3x2 -  4x = 0 

.v(.v2 + 3 j -  4) = 0

restando 4x en ambas miembros 

factoriiando x
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x ( x  -  1 ) ( a  +  4 )  =  0  

x  =  0, 1, —4

farloricc .v~ + .?.v -  -/

//v = 0 si v sólo si u = 0 o bien v — 0

Los puntos de intersección correspondientes son (0, 0), (1, 4) y ( -4 ,  -16 ). En la figura 
5.12 se muestran la curva y la recta.

En el intervalo — 4  <  x  ^  0, la curva está arriba de la recta, por tanto a 3 + 
3a" >  4 a , y la región acotada por la curva y la recta tiene área

•o
=  I [(*3 +  3 x z) -  4a] dx = 7 A4 + a 3 — 2a" J — 4  4

1

- 4

^(0)4 + (0)3 -  2(0)' I ( - 4 ) 4 + (—4)3 -  2 ( -4 )2 =  3 2

En el intervalo 0 ^  a  ^  í , la recta está arriba de la curva y la región acotada tiene área

=  Í  [ 4 a  — (a 3 + 3 a 2)] dx = 2 a 2 — - a 4 — a 3 
Jo 4

2(1)2 -  j ( l ) 4 -  (1): 2(0)2 -  ^(0)4 -  (O)3 
4

3
4

Por tanto, el área total acotada por la recta y la curva está dada por la suma

A = + A2 = 32 + -  =  32.75
4

FIGURA 5.12  Región acotada por la recta y = 4 a  y la curva y = x3 4- 3x“.
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Exceso n eto  de Algunas veces el área entre dos curvas se puede emplear como una forma de medir la
U ti l id a d  cantidad de una magnitud que se ha acumulado durante un procedimiento particular. Por

ejemplo, Suponga que dentro de t años, dos planes de inversión generarán utilidades 
P\(t) y P2(t), respectivamente, y que se espera que las tasas de rentabilidad respectivas, 
P[(t) y P{{t), satisfagan P{{t) > P[(t) durante los próximos N  años; es decir, en el 
intervalo de tiempo 0 <  r <  N. Entonces E(t) = P2(t) -  P\(t) representa el exceso de 
utilidad del plan 2 sobre el plan 1 en el tiempo t, y el exceso neto de utilidad NE = 
E(N) — E(0) en el intervalo de tiempo 0 <  t <  N  está dado por la integral definida

rNE =  E(N) -  E(0) = E (t) dt
Jo

= J V ' w  -  p m  ^  £", ,’ :  g ; ; 1:

Esta integral se puede interpretar geométricamente como el área entre las curvas de las 
tasas de rentabilidad y =  P[{t) y y =  P{(t) como se muestra en la figura 5.13. En el 
ejemplo 5.4.3 se ilustra el cálculo del exceso neto de utilidad.

y (dólares por año)

Exceso 
/ neto de x y = P[(t) 
utilidad,,-/

N
t (años)

FIGURA 5 .1 o Exceso neto de utilidad como el área entre las curvas de las tasas de 
rentabilidad.

EJEM PLO I 5 .4 .3

Suponga que dentro de t años, una inversión generará utilidades a una tasa P[(t) =
50 + t2 cientos de dólares por año, en tanto que una segunda inversión generará 
utilidades a una tasa de P2(t) = 200 +  51 cientos de dólares por año.
a) ¿Durante cuántos años sobrepasa la tasa de rentabilidad de la segunda inversión 

a la de la primera?
b) Calcule el exceso neto de utilidad para el periodo determinado en el inciso a). 

Interprete el exceso neto de utilidad como un área.

Solución

a) La tasa de rentabilidad de la segunda inversión excede a la de la primera hasta 
que

P M  =  Pi(t)
50 + t2 = 200 + 5r

t~ — 5t — 150 = 0 al icsuir 200 -I- 5/ cu ümhos micnihms
(t — 15)(í +  10) = 0 juctfu izando

t = 15, —10 como uv — 0 .\i y sólo si u — 0 o hicn = 0
t = 15 años (lt\\/>rc'ciuin/o el tiempo negativo t = —10
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b) El exceso de utilidad del plan 2 es E(t) = P2(t) — P\{t), y el exceso neto de uti
lidad, NE, en el periodo de tiempo 0 ^  t <  15 determinado en el inciso a) está 
dado por la integral definida

NE =  £(15) -  £(0) =  í E \ t ) d t
Jo

= [ [ P f t ) - P \ ( t ) ] d t  
Jo

'15

[(200 + 5í) -  (50 +  t 2)) dt

teorema fundamental tic/ cálcuh

porque F:(() ~ /V/J ~ P\if)

‘15

[150 +  5í -  t2]d t agrupando términos semejantes

150í + 5 H  -  ? 3
15

150(15) + |(1 5 )2 -  ^(15)3

= 1 687.50 cientos de dólares

150(0) +  | ( 0 ) 2 -  i ( 0 ) 3

Entonces, el exceso neto de utilidad es de $168750.
Las gráficas de las funciones de las tasas de rentabilidad .P¡(f) y Póif) se mues

tran en la figura 5.14. El exceso neto de utilidad

■15

NE = [P'2(t) -  P ' m  dt

puede ser interpretado como el área de la región (sombreada) entre las curvas de las 
tasas de rentabilidad en el intervalo 0 <  f <  15.

FIGURA 5 .14  Exceso neto de utilidad para un plan de inversión con respecto a otro.
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Curvas de Lorentz El área también tiene un papel importante en el estudio de las curvas de Lorentz, que
son una herramienta empleada por economistas y sociólogos para medir el porcentaje de 
riqueza de la sociedad que posee un porcentaje dado de su población. Para ser más 
específico, la curva de Lorentz de la economía de una sociedad particular es la gráfica 
de la función L{a ), que denota la fracción del ingreso nacional anual total recibido por 
100a%  de menor salario del total de trabajadores asalariados en la sociedad, para 0 <  x 
<  1. Por ejemplo, si 30% de menor salario de todos los trabajadores asalariados recibe 
23% del ingreso total de la sociedad, entonces L(0.3) = 0.23.

Note que L(x) es una función creciente sobre el intervalo 0 ^  i  <  1 y tiene estas 
propiedades:
1. 0 ^  L(a) <  1 debido a que L(x) es un porcentaje
2. L(0) =  0 puesto que no se ganan salarios cuando no se emplean asalariados
3. L(l) = 1 ya que 100% de los salarios es recibido por 100% de los

asalariados
4. L ( a ) ^  a  pues 100a%  de menor salario de los asalariados no puede

recibir más que 100a% del ingreso total

En la figura 5.15¿7 se muestra una curva de Lorentz típica.

b) El índice de Gini es el cociente GI = ^ - a p1área de R-,a) La curva Lorentz y = L(x) está por debajo 
de la recta de equidad total, y = x

Id-o "so£3 »
."2 oy.’u Uo« tb
l-i
[i, _c

Recta de equidad 
total, y =

y = L(x) 
--------------\—+~x

Fracción de 1 
asalariados

FIGURA 5 .1 5  Curva de Lorentz y = L(a), y su índice de Gini.

La recta y = x  representa el caso ideal que corresponde a la completa equidad 
en la distribución del ingreso (asalariados con 100a %  del ingreso más bajo reciben 
100a%  de la riqueza de la sociedad). Entre más cerca esté la curva de Lorentz de esta 
recta, más equitativa será la distribución de la riqueza en la sociedad correspondiente. 
La desviación total de la distribución real de la riqueza en una sociedad respecto a la 
completa equidad se representa por el área de la región R u entre la curva de Lorentz 
y = L(a ) y la recta y = a . La relación de esta área con el área de la región R2 bajo 
la recta de igualdad completa y = x  sobre 0 ^  a  <  1 se utiliza como una medida de 
la desigualdad de la distribución de la riqueza en la sociedad. Esta relación, denom
inada índice de Gini, (también se conoce como índice de desigualdad del 
ingreso), se puede calcular mediante la fórmula

_  área de R¡ _  área entre y =  L(a ) y y = a  

área de R2 área bajo y =  x  sobre 0 ^  a  ^  1
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[x  — L(a ) ]  dx í  [a  — ¿ (a ) ]  dx

x dx
1/2

=  2 [a  — ¿ (a ) ] dx 
Jo

(véase la figura 5.156). Resumiendo:

índ ice  de G in i □ Si y = L{x) es la ecuación de una curva de Lorentz, entonces 
la desigualdad en la distribución de riqueza correspondiente se mide por medio del 
índice de Gini, el cual está dado por la fórmula

índice de Gini = 2 [x — L(x)] dx

El índice de Gini siempre está entre 0 y 1. Un índice de 0 corresponde a una 
igualdad total en la distribución del ingreso, en tanto que un índice de 1 corresponde 
a una desigualdad total (todo el ingreso pertenece a 0% de la población). Entre menor 
sea el índice, más equitativa será la distribución del ingreso, y entre mayor sea el 
índice, más riqueza se concentra en sólo algunas manos. En el ejemplo 5.4.4 se ilus
tra cómo se pueden utilizar las curvas de Lorentz y el índice de Gini para comparar 
la equidad relativa de la distribución del ingreso para dos profesiones.

EJEM PLO  I 5 .4 .4
Una agencia gubernamental determina que las curvas de Lorentz para la distribución del 
ingreso para odontólogos y contratistas en cierto estado están dadas por las funciones

L, (jc) =  jc1’7 y L 2(.x) =  0.8.V2 + 0.2*

respectivamente. ¿Para cuál profesión es más justa la distribución del ingreso?

Solución
Los índices de Gini respectivos son

= 0.2593

G2 — 2 I [x -  (0 .8 a 2 +  0 .2a)] dx 
Jo

ii x~ \ i x~ \
= 2 =  0.2667

o
Como el índice de Gini para odontólogos es menor, se deduce que en este estado, los 
ingresos de los odontólogos están más uniformemente distribuidos que los de los con
tratistas.

Utilizando el índice de Gini, se puede ver cómo se compara la distribución del 
ingreso en los Estados Unidos con otros países. En la tabla 5.1 se lista el índice de 
Gini para naciones industrializadas y en vías de desarrollo. Obsérvese que con un 
índice de 0.46, la distribución del ingreso de los Estados Unidos es aproximadamente 
igual a la de Tailandia, que es menos equitativa que la del Reino Unido, Alemania o 
Dinamarca, pero mucho más equitativa que en Brasil
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o Panamá. (¿Hay algo que conozca acerca de la naturaleza sociopolítica de estos países 
que explique la diferencia en la equidad del ingreso?)

TABLA 5.1 índices Gini para países seleccionados

País índice Gini

Estados Unidos 0.460
Brasil 0.601
Canadá 0.315
Dinamarca 0.247
Alemania 0.281
Japón 0.350
Sudáfrica 0.584
Panamá 0.568
Tailandia 0.462
Inglaterra 0.326

Fuente: David C. Colander, Economías, 4a. ed., McGraw-Hill, Boston, 2001; 
página 435.

V alor p ro m e d io  de 
u n a  fu n c ió n

¡EXPLORE!
Suponga que se desea calcular 
el valor promedio de 
f(x) = x3 -  6X2 + 10x — 1 en el 
intervalo [1, 4]. Introduzca f(x) 
en Y1 y obtenga su gráfica 
empleando la pantalla [0, 4.7]1 
por [-2 , 8]1. Sombree la 
región bajo la curva sobre el 
intervalo [1, 4] y calcule su 
área A. Haga Y2 igual a la 

A A 
~  3'

función constante
b -  a

Éste es el valor promedio. 
Grafique Y2 y Y1 en la misma 
pantalla. ¿En qué número(s) 
entre 1 y 4 f(x) es igual al 
valor promedio?

Como una segunda ilustración de cómo se puede emplear la integración definida en las 
aplicaciones, se calculará el valor promedio de una función, que resulta de interés en 
muchas áreas. Primero, se tomará un momento para aclarar qué significa “valor 
promedio”. Un maestro que desea calcular la calificación promedio en un examen 
simplemente suma todos las calificaciones individuales y después divide la suma entre 
el número de estudiantes que tomaron el examen, pero ¿cómo se determinaría, digamos, 
el nivel de contaminación promedio en una ciudad durante el día? La dificultad es que 
como el tiempo es continuo, hay “muchos” niveles de contaminación para sumarlos de 
manera usual. Entonces, ¿cómo se debe proceder?

Considere el caso general, cuando se desea determinar el valor promedio de la 
función f{x) sobre el intervalo a < x  < b , en el cual /  es continua. Se comienza 
subdividiendo el intervalo a <  x  ^  b en n partes iguales, cada una con longitud Ax =  (b 
— a)/n. Si Xj es un número tomado dely-ésimo subintervalo, para j  = 1 , 2 enton
ces el promedio de los valores correspondientes de la función/(x1),/(x2) , . . .  ,/(x„) es

Vn =
f t x  i) + / ( x 2) + ••• + /(x„)

b — a 
b — a 

1
b — a

1
b — a

1

Í/C *l)+ /(X 2) +  + f ( x n)]\
b -  a

n

m ultiplicando y  JividicnJ> 
entre ih — </)

fueforizunj,! lo expresión
b -  a

lftx \)  + / ( x 2) + ••• + ftx,,)] Ax

E/(Xy) Ax

porque  A.\ =
h — ii

b -  a j t ¡
que se reconoce como la suma de Riemann.

Si se se hace más fina la partición del intervalo a ^  x ^  b tomando más y más 
puntos de subdivisión, entonces Vn se parece cada vez más a lo que intuitivamente se 
considera el valor promedio, V, de /(x ) en el intervalo a <  x <  b. Así, es razonable 
definir el valor promedio V como el límite de la suma de Riemann Vn cuando 
n —> +co; es decir, como la integral definida
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V = lím V„ = lím — —  2  f(Xj)Ax
/;—> + co + ̂  b — a jTTy

1
b — a

Resumiendo:

'b
f(x)dx

la

V a lo r p ro m e d io  de una fu n c ió n  a Sea/(x) una función que es continua 
en el intervalo a < x  < b. Entonces el valor promedio V def(x)  en a ^  x  <  b está 
dado por la integral definida

V -  1b — a

E JEM PLO  ¡ 5 .4 .5
Un fabricante determina que t meses después de introducir un producto nuevo, las 
ventas de la compañía serán S(t) miles de dólares, donde

S(t) = V 4 12 +  2 5

¿Cuál es el promedio de las ventas mensuales de la compañía en los primeros 6 meses 
después de la introducción del producto nuevo?

Solución
El promedio de las ventas mensuales V en el periodo 0 ^  t <  6 está dado por la integral

____ 1 _  f 6 7501
6 -  0 Jo V 4 f2 +  25 ‘

Para evaluar esta integral, se hace la sustitución

u = At2 + 25 límites de integración

du =  4(2í dt) si t = 0, entonces u = 4(0)2 + 25 = 25
1 2 

t dt = — du si t =  6, entonces u =  4(6) +  25 =  169
8

Se obtiene

1 í 6 750 , „
6 Jo V 4 1'- + 25 1 , 1

. i r M j . ™  r . - w *6 J25 Vm \8 j  6(8) J25
750 |V /2X 1169

V1/26(8) 
=  250

^ ^ [ ( 1 6 9 ) 1/2 - ( 2 5 ) 1/2] 
6(5)

Entonces, para el periodo de 6 meses inmediatamente después de la introducción del 
producto nuevo, el promedio de las ventas de la compañía es de $250 000 por mes.
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0
a
E
Q)

’-w1roi
O 

j.__i
lo

REPASO
En un reloj de 24 horas se mide 
el tiempo transcurrido desde la 
medianoche. Así, las 6:00 a.m. 
corresponden a las 6 horas, en 
tanto que las 4:00 p.m. 
corresponden a las 16 horas.

REPASO
0
Q_r~n
0)
"T*ro1
0  “i—i01 
15

La temperatura en grados 
Fahrenheit F está relacionada a 
la temperatura en grados 
Celsius C mediante la fórmula

F  = -  C + 32. 
5

Un investigador determina que t horas después de medianoche durante un periodo típico 
de 24 horas, la temperatura en cierta ciudad del norte es T{°C), donde

E J E M P L O  I 5 . 4 . 6

m  = 3 -  - ( í  -  13)- 0 <  t <  24

¿Cuál es la temperatura promedio en la ciudad entre las 6:00 a.m. y las 4:00 p.m.? 

Solución

Puesto que las 6:00 a.m. y las 4:00 p.m. corresponden a t = 6 y t = 16, respectivamente, 
se desea calcular el promedio de la temperatura T(t) para 6 <  í ^  16, que está dada por 
la integral definida

‘ 16

r  = — Iprom 16 -  6 J6
3 13)2 dt

10 3 r - - ( f -  13?
16

“  10 
= -5 .2 2

3(16) -  -(16  -  13)3
10

3(6) -  - (6  -  13)3

Entonces, la temperatura promedio durante el periodo dado es aproximadamente 
—5.22° Celsius (o bien 22.6°F).

NOTA Si f{ x ) es continua en el intervalo a <  x  ^  b y F(x) es cualquier 
antiderivada de/(x) sobre el mismo intervalo, entonces el valor promedio V de/(x) 
sobre el intervalo satisface

y  =
1

b — a

1

f(x) dx

[F(b) -  F(a)] por icorcma fuihlumcnial cid cólculo
b — a

F{b) -  F(a) 
b — a

A este cociente incremental se le reconoce como la tasa de cambio promedio de F(x) 
sobre a <  x  ^  b (véase la sección 2.1). De esta forma se ha demostrado que:

El valor promedio de una función f(x) en un intei-valo a < x ^  b es igual a 
la tasa de cambio promedio de cualquier antiderivada F(x) de f(x) en ese 
intervalo.

Esta es otra manera de considerar la relación entre la derivación y la integración 
(antiderivación) considerada en el teorema fundamental del cálculo, o

In terp retación  La fórmula integral para el valor promedio 
geom étr ica  del 1

va lor p rom ed io  V = ------
a

f(x ) dx
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se puede reescribir como

(b — a)V = f  /(jc) dx
Ja

En el caso en que/(x) >  0 esté en el intervalo a < x < b ,  la integral de la derecha puede 
ser interpretada como el área bajo la curva y = /(x) en a <  x <  b, y el producto de la 
izquierda, como el área de un rectángulo con altura V y ancho b — a, igual a la longitud 
del intervalo. En otras palabras:

El valor promedio de f(x) en a <  x <  b es igual a la altura de un rectán
gulo, cuya base es el intervalo a <  x <  b, y cuya área es la misma que el 
área bajo la curva y = f(x) en a <  x <  b.

Esta interpretación geométrica se ilustra en la figura 5.16.

= f W
X

f /  \ El rectángulo con base

y \ /  \ *
a ^ x ^  b y altura V tiene

1 la misma área que la región

a V----------V----------^—— >-x bajo la curva y = f(x).

b — a

RGURA 5 .16  Interpretación geométrica del valor promedio V.

R O B L E * ' A S

En

1.

3. 4.

los problemas 1 a 4 determine el área de la región sombreada.

x(x2 -  4)

l x - 2
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En los problemas 5 a 17 trace la región R dada y después determine su area.

5. R es la región acotada por las rectas y = x, y = —x, 
y x =  i.

7. R es la región acotada por el eje x y la curva 
y =  - A-2 + 4x -  3.

9. R es la región acotada por la curva y  =  x — 2x y el 
eje x. [Sugerencia: Note que la región está debajo 
del eje x.]

11. R es la región acotada por las curvas y = x — 2x y 
y = —A'2 + 4.

3 213. R es la región entre las curvas y = x  — 3x 
y = x2 + 5x.

15. R es el triángulo con vértices (—4, 0), (2, 0), y (2, 6).
17. R es el trapecio acotado por las rectas y = x + 6 y 

x = 2 y los ejes de coordenadas.

6. R es la región acotada por las curvas y = x2, y = 
—x2, y la recta x =  1.

8. R es la región acotada por las curvas y = ex, y = e~x, 
y la recta x = ln 2.

10. /? es la región acotada por la curva y = \
x

xy las rectas y  =  x y y  =  —.
8

12. /? es la región entre la curva y  =  x3 y la recta y = 9x. 
14. /? es el triángulo acotado por la recta y = 4 — 3x y 

los ejes de coordenadas.
16. /? es el rectángulo con vértices (1, 0), (—2, 0),

( -2 ,  5), y (1,5).

En los problemas 18 a 23 determine el valor promedio de la función f(x) dada, en el intérnalo indicado a <  x <  b.

18. /(x) =  x" — 3x +  5 sobre — 1 <  x <  2 
20. /(x) =  e~x +  e~x sobre 0 <  x <  ln 2 

x + 1

19. /(x) =  1 — x2 sobre —3 <  x <  3 
21. /(x) =  e~x{4 — eZx) sobre —1 <  x <  1

22. /(x) = -
x“ +  2x +  6

sobre -  1 <  x <  1 23. /(x) =
„.v .  —,ve — e
ex +  e

sobre 0 <  x <  ln 3

En los problemas 24 a 27 determine el valor promedio V de la función dada sobre el intervalo indicado. En cada 
caso, trace la gráfica de la función junto con el rectángulo cuya base es el intei-valo dado y cuya altura es el 
valor promedio V.

24. /(x) = x sobre 0 <  x <  4 

26. g(t) = e~2r sobre —1 <  t <  2

25. /(x) =  2x — x2 sobre 0 ^  x <  2

27. h(u) = -  sobre 2 <  u <  4 
u

CURVAS DE LORENTZ En los problemas 28 a 33 determine el índice de Gini de la ciwva de Lorentz.

28. L(x) = x2 
30. L(x) = 0.7.r + 0.3x 

<?*- 1
32. L(x) =

e — 1

29. L(x) =  x3
31. L(x) =  0.55x2 + 0.45x

2-3 7 1
33. L(x) = —x H— x

3 3

34. TEMPERATURA Ciertos registros indican que t 
horas después de medianoche, la temperatura en el 
aeropuerto local fue de/(f) = — 0.3/2 + 41+ 10 
grados Celsius. ¿Cuál fue la temperatura promedio 
en el aeropuerto entre las 9:00 a.m. y el mediodía?

35. PRECIOS DE LOS ALIMENTOS Unos regis
tros indican que t meses después del inicio del año, 
el precio de la carne molida en los supermercados

locales fue de P(t) — 0.09z2 — 0.21 + 1.6 dólares 
por libra. ¿Cuál fue el precio promedio de la carne 
molida durante los 3 primeros meses del año?

36. EFfCIENCÍ A Después de t meses en el trabajo, 
un empleado postal puede clasificar 
Q(t) = 700 — 400e-a5 ' cartas por hora. ¿Cuál es la 
tasa media a la cual el empleado puede clasificar el 
correo durante los 3 primeros meses en el trabajo?
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37. CRECIMIENTO DE BACTERIAS El número 
de bacterias presente en cierto cultivo después de / 
minutos de un experimento era de Q(t) 2 000<?°'O5/. 
¿Cuál fue el número medio de bacterias presentes 
durante los primeros 5 minutos del experimento?

38. VALOR PROM EDIO DE UNA INVERSIÓN 
Tom invierte $5 000 en una cuenta que paga 6% 
capitalizado continuamente. ¿Cuál es el valor 
promedio de su inversión durante los próximos 
10 años?

39. iNVEN í ARIO Un inventario de 60 000 kilo
gramos de cierto artículo se usa a una tasa constante 
y se agota después de 1 año. ¿Cuáles es el inven
tario promedio en el año?

40. INVERSIÓN Suponga que dentro de / años, un 
plan de inversión generará utilidades a una tasa 
P{(t) =  100 +  r  cientos de dólares por año, en 
tanto que una segunda inversión generará utilidades 
a una tasa de P¿(t) =  220 + 2/ cientos de dólares 
por año.
a) ¿Durante cuántos años la tasa de rentabilidad de 

la segunda inversión excede a la de la primera?
b) Calcule el exceso neto de utilidad, suponiendo 

que invierte en el segundo plan durante el perio
do determinado en el inciso a).

c) Trace las curvas de las tasa de rentabilidad
y  =  P {(/) y y  =  P{(t) y marque la región cuya 
área representa el exceso neto de utilidad 
calculado en el inciso b).

41. INVERSION Responda las preguntas del proble
ma 40 para dos inversiones con tasas de rentabilidad 
respectivas P{ (/) =  130 + t2 cientos de dólares por 
año y P2(0  = 306 + 5/ cientos de dólares por año.

42. INVERSIÓN Responda las preguntas del proble
ma 40 para dos inversiones con tasas de rentabilidad 
respectivas P [ (/) = 60<?°'12' miles de dólares por 
año y P{(t) = 160<?°'O8f miles de dólares por año.

43. INVERSION Responda las preguntas del proble
ma 40 para dos inversiones con tasas de rentabilidad 
respectivas P{(t) =  90eOJt miles de dólares por año 
y Pí(t) =  140í?O O7/ miles de dólares por año.

44. EFiCI ENCIA Después de / horas en el trabajo, 
un trabajador de una fábrica produce
(2/(0 = 60 -  2{t — l)2 unidades por hora, en tanto 
que un segundo trabajador produce 
Qí (0 =  5 0 - 5 /  unidades por hora. 
á) Si ambos llegan al trabajo a las 8:00 a.m., 

¿Cuántas unidades más habrá producido el pri
mer trabajador que el segundo al mediodía?

b) Interprete la respuesta del inciso a) como el área 
entre dos curvas.

45. POBLACIÓN PROM EDIO La población de 
una cierta comunidad / años después del año 1990 
está dada por

,0J2t
P(t) = — — no; millones de habitantes4 + e

¿Cuál fue la población promedio de la comunidad 
durante la década de 1990 a 2000?

46. COS l O PROM EDIO El costo de producción 
de x  unidades de un producto nuevo es
C(x) =  3 x \ /x  4- 10 cientos de dólares. ¿Cuál es el 
costo promedio de producción de las primeras 81 
unidades?

47. CONCENTRACIÓN M EDIA DE UN 
MEDICAMENTO Se inyecta un medicamento a 
un paciente y / horas después la concentración del 
medicamento presente en el torrente sanguíneo del 
paciente está dada por

C{t) = (,* + 1 6 ? *  mg/cm3 
¿Cuál es la concentración media del medicamento 
durante las primeras 8 horas después de la inyec
ción?

48. PUBLICIDAD Una firma de publicidad es con
tratada para promover un programa nuevo de tele
visión durante 3 semanas antes de su debut y 
durante 2 semanas después. Al cabo de / semanas 
de la campaña publicitaria se determina que P(t) 
por ciento de los televidentes conoce acerca del 
programa, donde

P{t) = -----^ -----+ 60.7 r  + 16
¿Cuál es el porcentaje promedio de televidentes que 
conoce acerca del programa durante las 5 semanas 
de la campaña publicitaria?

49. ADM INISTRACIÓN DEL TRÁFICO Durante 
varias semanas el departamento de carreteras ha 
estado registrando la velocidad del tráfico en una 
carretera que pasa por cierta salida hacia el centro 
de la ciudad. Los datos sugieren que entre la 1:00
a.m. y las 6:00 p.m. en un día laborable normal, la 
velocidad del tráfico en la salida es aproximada
mente S{t) = t3 — 10.5/2 + 30/ + 20 millas por 
hora, donde / es el número de horas después del 
mediodía. Calcule la velocidad promedio del tráfico 
entre la 1:00 a.m. y las 6:00 p.m.

50. CAPACIDAD AERÓBICA PROM EDIO La 
capacidad aeróbica de una persona de x  años está 
dada por

110(lnx — 2)
A(x) = ------------------ para x >  10
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¿Cuál es la capacidad aeróbica promedio para las 
personas entre 15 y 25 años de edad? ¿Cuál para 
las personas entre 60 y 70 años de edad?

51. EFECTO TÉRMICO DE LOS ALIMENTOS 
Normalmente el metabolismo de un organismo 
funciona a una tasa esencialmente constante, 
denominada tasa metabólica basal del organismo. 
Sin embargo, la tasa metabólica puede aumentar o 
disminuir dependiendo de la actividad del 
organismo. En particular, después de la ingesta de 
nutrientes, el organismo con frecuencia experimenta 
un aumento transitorio en su tasa metabólica, que 
gradualmente retoma al nivel basal.

Michelle acaba de terminar su cena de Navidad y 
su tasa metabólica ha aumentado de su nivel basal 
M0 cuando “desahoga” el alimento durante las 
siguientes 12 horas. Suponga que t horas 
después del alimento, su tasa metabólica está 
dada por

—O.lr 0 < í <  12M{t) =  M0 + 50 te
kilojoules por hora (kJ/h).
a) ¿Cuál es la tasa metabólica promedio de 

Michelle durante el periodo de 12 horas?
b) Trace la gráfica de M{t). ¿Cuál es la tasa 

metabólica pico y cuándo ocurre? [Nota: tanto 
la gráfica como la tasa pico contendrán M0.]

DISTRIBUCIÓN DEL INGRESO En cierto 
Estado se determina que la distribución del ingreso 
para abogados está dada por la curva de Lorentz 
y = Li(x), donde

4
Lj(x) = - x 1

en tanto que para cirujanos está dada por y = L2{x), 
donde

Calcule el índice de Gini para cada curva de 
Lorentz. ¿Cuál profesión tiene la distribución del 
ingreso más equitativa?
DISTRIBUCIÓN DEL INGRESO Suponga 
que un estudio indica que la distribución del ingreso 
para jugadores profesionales de béisbol está dada 
por la curva de Lorentz y = L^x), donde

2 ,  1 
Li (x )  = - x  + - x

en tanto que las distribuciones para jugadores profe
sionales de fútbol y basquetbol son 
y = L2{x) y y = L3(x), respectivamente, donde

5 0 1
Loix) = -pe + - x

6 6

L 3(x) =  j , t 4 +

Determine el índice de Gini para cada deporte 
profesional y determine cuál tiene la distribución de 
ingreso más equitativa. ¿Cuál tiene la distribución 
menos equitativa?

54. CRECIMIENTO COMPARATIVO La 
población de un país del tercer mundo crece expo
nencialmente a la insostenible tasa de
P[(t) = \0eomí miles de habitantes por año 

donde t es el número de años después de 2000. Un 
estudio indica que si se instituyen ciertos cambios 
socioeconómicos en este país, entonces la población 
crecerá a la tasa restringida de

Pí(t) = 10 + 0.021 + 0.002;2 
miles de habitantes por año. Si se hacen los cam
bios, ¿cuán menor será la población de este país en 
el año 2010 que si no se hacen esos cambios?

55. CRECIMIENTO COMPARATIVO Un se
gundo estudio del país del problema 54 indica que 
la acción de fuerzas restrictivas naturales hacen la 
tasa de crecimiento real igual a

20e002'
P  3 »  -  j +  g0.02,

en lugar de la tasa exponencial P[{t) = \0eomr. Si 
esta tasa es correcta, ¿cuán menor será la población 
en el año 2010 que si fuera correcta la tasa 
exponencial?

56. BIENES RAÍCES El territorio ocupado por 
cierta comunidad está delimitado de un lado por
un río, y en los otros lados, por montañas, formando 
la región sombreada que se muestra en la figura. Si 
se introduce un sistema de coordenadas como se 
indica, el límite montañoso está dado aproximada
mente por la curva y = 4 — x2, donde x  y y están 
medidas en millas. ¿Cuál es el área total ocupada 
por la comunidad?

1
J

M  \
s  \  \

W \  \
7 \  \  \

/  \  \  f x  \  \

i

y = 4 -  x~
\  \
\  \  \

\  w
\  v \X V W y

Río

PROBLEMA 56
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57. EVALUACIÓN DE BIENES RAÍCES En la 
figura se muestra una cabaña cuadrada con un lote 
de tierra adyacente a un lago. Si se introduce un sis
tema de coordenadas como se indica, con distancias 
dadas en yardas, el lindero de la propiedad que 
colinda con el lago es parte de la curva y = 10eO O4v. 
Suponiendo que la cabaña cuesta $2 000 por yarda 
cuadrada y la tierra en el lote fuera de la cabaña (la 
región sombreada en la figura) cuesta $800 por 
yarda cuadrada, ¿cuál es el costo total de esta 
propiedad de vacaciones?

58. VOLUMEN DE SANGRE DURANTE LA
SISTOLE Un modelo del sistema cardiovascular 
relaciona el volumen V(t) del gasto de sangre en la 
aorta en un momento t durante la sístole (la fase de 
contracción), con la presión P(t) en la aorta en ese 
momento mediante la ecuación

(3 t2 2t3\
V(t) = [C, +  c 2/»(0 ]l ■J 2 -  7 3  )

donde C\ y C2 son constantes positivas y T es el pe
riodo de la fase sistólica (un tiempo fijo). Suponga 
que la presión en la aorta P(t) se eleva a una tasa 
constante de P0 cuando t = 0 a P¡ cuando t = T.

3 J. G. Defares, J. J. Osbom, y H. H. Hura, Acta Physiol. Pharm. 
Neerl., Vol. 12, páginas 189-265.

a) Demuestre que

m  = ( — +  p o

b) Determine el volumen promedio de sangre en la 
aorta durante la fase sistólica (0 <  t ^  T).
[Nota: La respuesta estará en términos de C¡, 
c 2, P0,P i  y  T.]

59. REACCIÓN A UN MEDICAMENTO En 
ciertos modelos biológicos la reacción del cuerpo 
humano a un medicamento particular se mide 
mediante una función de la forma

F(M) = -  (kM2 -  M 3) 0 <  M < k

donde k es una constante positiva y M  es la cantidad 
de medicamento absorbido en la sangre. La 
sensibilidad del cuerpo al medicamento se mide 
por medio de la derivada S = F'(M).
a) Demuestre que el cuerpo es más sensible al 

medicamento cuando M = k¡3.
b) ¿Cuál es la reacción promedio al medicamento 

para 0 <  M <  k¡3?
60. Aplique la instrucción de graficación de su 

calculadora para dibujar las gráficas de las curvas

y — x2e~x y y =  -  en la misma pantalla. Use
x

ZOOM y TRACE o alguna otra instrucción de su 
calculadora para encontrar dónde se intersecan las 
curvas. Luego calcule el área de la región acotada 
por las curvas empleando la instrucción de inte
gración numérica.

61. Repita el problema 60 para las curvas

H I  y  -  y—  =  1 y y = x 3 -  &.9x2 +  26.7* -  27

62. Demuestre que el valor promedio V de una función 
continua/(;t) en el intervalo a ^ x ^ b  se puede 
calcular como la pendiente de la recta que une
los puntos (a, F(a)) y (b, F{b)) en la curva 
y =  F(x), donde F(x) es cualquier antiderivada de 
f(x)  en <3 <  .r <  ¿>.
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SECCIÓN! 5 .5 A p licac iones ad ic ion a les  ele negocio  
y econom ía ______________________

Vida ú til de u n a  
m á q u in a

¡EXPLORE!
Tomando como referencia el 
ejemplo 5.5.1, suponga que se 
tiene una nueva tasa de costo 
C '„ueva(f) = 2 000 + 6 ñ  
Compare su vida útil y el 
ingreso neto con los de la 
función de la tasa del costo 
original. Use la pantalla [0, 20]5 
por [ - 2  000, 8 000]1 000.

En esta sección se analizan varias aplicaciones importantes de la integración definida a 
los negocios y la economía, como son valor presente y futuro de un flujo de ingresos, 
disposición a gastar de un consumidor, y excedente de consumidores y de productores. 
La sección inicia mostrando cómo se puede emplear la integración para medir el valor 
de un bien.

Suponga que t años después de ser puesta en marcha, una máquina ha generado un 
ingreso total R(t) y que el costo total de operación y servicio de la máquina hasta este 
momento es C{t). Entonces el ingreso total generado por la máquina hasta el momento t 
es P{t) =  R(t) — C(t). El ingreso decrece cuando los costos se acumulan a una tasa 
mayor que el ingreso; es decir, cuando C'(t) > R \t) .  Así, un gerente puede considerar 
desechar la máquina en el momento T, cuando C'(T) = R'(T), y por eso el periodo 
0 <  r <  T recibe el nombre de vida útil de la máquina. El ingreso neto durante la vida 
útil de la máquina le proporciona al gerente una medida de su valor.

EJEMPLO I 5.5.1
Suponga que cuando cierta máquina industrial tiene t años, genera ingreso a una tasa 
R'{t) =  5 000 — 2012 dólares por año y que los costos de operación y servicio 
correspondientes a la máquina se acumulan a una tasa C'{t) = 2 000 + lOr2 dólares por 
año.
a) ¿Cuál es la vida útil de esta máquina?
b) Calcule el ingreso neto generado por la máquina durante su vida útil.

Solución

a) Para determinar la vida útil de la máquina T, se resuelve

C'{t) =  R'(t)
2 000 + 10í2 =  5 000 -  20í2 

30r  = 3 000 
r2 =  100 
t =  10

Entonces, la máquina tiene una vida útil de T = 10 años.
b) Como el ingreso P(t) está dado por P(t) = R(t) — C(t)y se tiene que P \t)  = 

R \ t ) — C \t) ,  y el ingreso neto generado por la máquina durante su vida útil 
0 <  f <  10 es

J -io
P'{t) dt

o
J îo

R \ t )  -  C \ t ) d t

oJ "10

[(5 000 -  2 0 r)  -  (2 000 + 10r)] dt

o

J*io
3 000 -  30/2 dt

0
10

= 3 000/ -  1013 = $20 000o
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Valor futuro y valor  
presente de u n  flujo 

de ingresos

En la figura 5.17 se muestra la gráfica de las curvas de la tasa del ingreso y de la tasa 
del costo. Los ingresos netos de la máquina durante su vida útil se representan por el 
área de la región (sombreada) entre las dos curvas de las tasas.

y  (dólares por año)

FIGURA 5.17 Ingreso neto respecto a la vida útil de una máquina.

En la siguiente aplicación se considera un flujo de ingresos transferido continuamente a 
una cuenta en la que gana interés durante un periodo específico (el plazo). Entonces el 
valor futuro del flujo de ingresos es la cantidad total (dinero transferido a la cuenta 
más los intereses) que se acumula de esta forma durante el plazo específico.

El cálculo del monto de un flujo de ingresos se ilustra en el ejemplo 5.5.2. La 
estrategia es aproximar el flujo continuo de ingresos mediante una secuencia de depósitos 
discretos denominada anualidad. El monto de la anualidad aproximante es una cierta 
suma, cuyo límite (una integral definida) es el valor futuro del flujo de ingresos.

"EJEMPLO I 5.5.2

Se transfiere dinero continuamente a una cuenta a una tasa constante de $1 200 por año. 
La cuenta gana intereses a una tasa anual de 8% capitalizado continuamente. ¿Cuánto 
habrá en la cuenta al cabo de 2 años?

Solución

Recuerde de la sección 4.1 que P dólares invertidos a 8% capitalizados continuamente 
serán Peom‘ dólares t años después.

Para aproximar el valor futuro del flujo de ingresos, se divide el intervalo de 2 
años 0 ^  t ^  2 en n subintervalos iguales con longitud At años, y se denota por tj 
el inicio del y-ésimo subintervalo. Entonces, durante el y-ésimo subintervalo (de lon
gitud At años),

Dinero depositado = (dólares por año)(número de años) = 1 200 At

Si se depositara todo este dinero al inicio del subintervalo (en el momento tj)y 
permanecería en la cuenta durante 2 — tj años y por tanto crecería hasta 
(1 200Ar)^O O8(2_0) dólares. Así,

Valor futuro del dinero depositado _  j 200e°‘O8(2-r/)Af 
durante el y-ésimo subintervalo
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Esta situación se ilustra en la figura 5.18 .

2 -  tj años
I 200A t ----------------------------------------- ► 1 200e°°8(2-0>A/

At z
H---------- 1---------- (---------- t--------------
tj tj+1

FSGURA 5.18 Valor futuro (aproximado) del dinero depositado durante el j-ésimo 
subintervalo.

El valor futuro de todo el flujo de ingresos es la suma de los valores futuros del 
dinero depositado durante cada uno de los n subintervalos. Por tanto,

n

Valor futuro de flujo de ingresos ~  2  * 200e°'O8(2_'y)At
j=  i

(Observe que ésta es sólo una aproximación, porque se basa en la suposición de que 
todos los 1 200 Atn dólares se depositaron en el momento tj, en lugar de continuamente 
durante todo el y-ésimo subintervalo.)

Cuando n crece ilimitadamente, la longitud de cada subintervalo tiende a cero y la 
aproximación tiende al valor futuro del flujo de ingresos. De aquí,

Valor futuro del =  l f a  ^ l2 0 0 eO M a - ^ t 
flujo de ingresos n->-+-°o "

= Í 1 200e°o m ~,)dt=  1 200e°16 í  e~oos>dt 
Jo Jo

21 200
0.08

e°'16(e ~om') = - 1 5  000eOJ6(e -°A6 -  1)

=  -  15 000 + 15 OOOe0'16 «  $2 602.66

Generalizando el razonamiento ilustrado en el ejemplo 5.5.2, se llega a la fórmu
la de integración para el valor futuro de un flujo de ingresos dado por f(t), durante 
un plazo de T años:

FV =  í  /(/) er<T~r> dt

= f(t) erT e~r'd t  
Jo

=  e' f ( t) e "  dt factorizando ¡a constante c ' ' fuera Jc la integral
Jo

A continuación se dan las formas primera y última de la fórmula para el valor futuro de 
futuras referencias.
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Valor vu iu ro  o s  un f lu jo  de  ing resos ¡2 Suponga que se transfiere dinero 
continuamente a una cuenta durante un periodo 0 <  t <  T, a una tasa dada por la 
función j{t), y que la cuenta gana interés a una tasa anual r, capitalizada continua
mente. Entonces el valor futuro, VF, del flujo de ingresos después de Taños está dado 
por la integral definida

FV =  f  f(t) er(T-'> dt = erT f  f ( t ) < r"  dt 
Jo Jo

En el ejemplo 5.5.2 se tenía f(t)  = 1 200, r ~  0.08 y T =  2, así que

FV =  e0 08(2) f 1 200e~°-08t dtJo
El valor presente de un flujo de ingresos generado a una tasa continua f(t), 

durante un plazo específico de T años, es la cantidad de dinero A que se debe deposi
tar hoy, a la tasa de interés prevaleciente, para generar el mismo ingreso que el flujo 
de ingresos durante el mismo periodo de T años. Puesto que A dólares invertidos a 
una tasa de interés anual r capitalizado continuamente valdrán AerT dólares en T años, 
se debe tener

AerT = erT[  f(t) e~rtdt 
Jo

rA = I f(t) e rt dt dividiendo ambos miembros entre e 'r
Jo

En resumen:

V a lo r p re se n te  de  un f lu jo  ele ing resos ■ El valor presente, VP, de un 
flujo de ingresos que se deposita continuamente a la tasa f(t)  en una cuenta que gana 
interés a una tasa anual r capitalizada continuamente, durante un plazo de T años, 
está dado por

P V =  f  f(t)  e~rtdt 
Jo

En el ejemplo 5.5.3 se ilustra cómo se puede emplear el valor presente al tomar ciertas 
decisiones financieras.

"EJEMPLO- 1 5.5.3

Jane trata de decidir entre dos inversiones. La primera cuesta $1 000 y se espera que 
genere un flujo de ingresos continuo a una tasa def¡(t) = 3 000e°'O3í dólares por año. La 
segunda inversión cuesta $4 000 y se estima que genere ingreso a una tasa constante de 
f 2(t) =  4 000 dólares por año. Si la tasa de interés anual permanece fija a 5% 
capitalizado continuamente durante los próximos 5 años, ¿cuál inversión generará más 
ingreso neto durante este periodo?
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Curva de d em a n d a  
de los con su m id ores  

y d isposic¿óna gastar

Solución

El ingreso neto generado por cada inversión durante el periodo de 5 años es el valor 
presente de la inversión menos el costo inicial. Para cada inversión se tiene r = 0.05 
y T = 5.

Para la primera inversión:

PV -  costo =  f  (3 OOOe0 03')e " 0'05' *  -  1 000 
Jo 

= 3 000 f  e0 03' -0  05' dt -  1 000 
' Jo

= 3 000 í e~°-02' dt -  1 000
lo

=  3 0 0 0 ^
— 0.02/' 5

-  1 000
oV-0 .0 2 , 

=  —150 000[<?_OO2(5) -  e°] -  1 000 
=  13 274.39

Para la segunda inversión:

P V -c o s to  = í  (4 000)e-o '°5' dt — A 000 
Jo

I -O.osr
= 4 000 — — 

V —0.05

5

-  4 000
o

= - 8 0  000[<?~O O5(5) -  e°] -  4 000 
=  13 695.94

Entonces, el ingreso neto generado por la primera inversión es de $13 274.39, mientras 
que la segunda inversión genera un ingreso neto de $13 695.94. La segunda inversión es 
ligeramente mejor.

Al estudiar el comportamiento del consumidor, los economistas suponen que el precio 
que un consumidor o grupo de consumidores está dispuesto a pagar para comprar una 
unidad adicional de un artículo es una función del número de unidades del artículo que 
el consumidor o grupo de consumidores ya han comprado.

Por ejemplo, una pareja joven con un presupuesto limitado podría estar dispuesta 
a gastar hasta $200 en un televisor. Por la conveniencia de tener dos televisores (por 
ejemplo, para eliminar el conflicto entre ver el fútbol o las telenovelas), la pareja 
podría estar dispuesta a gastar $100 adicionales para comprar el segundo televisor. 
Puesto que habrá poco uso para más de dos televisores, la pareja podría no estar dis
puesta a gastar más de $30 en un tercer televisor.

Una función p  =  D(q) que proporciona el precio por unidad que los consumi
dores están dispuestos a pagar para obtener la g-ésima unidad de un artículo se conoce 
como la función de demanda de los consumidores para el artículo. Como se ilus
tra en la figura 5.19 la función de demanda de los consumidores generalmente es una 
función decreciente de q. Es decir, el precio que los consumidores están dispuestos a 
pagar para obtener una unidad adicional disminuye cuando el número de unidades 
compradas aumenta.

La función de demanda de los consumidores p = D(q) también se puede con
siderar como la tasa de cambio con respecto a q de la cantidad total A(q) que los con
sumidores están dispuestos a gastar por q unidades; es decir; dA/dq. Integrando, se 
tiene que la cantidad total que los consumidores están dispuestos a pagar por qo 
unidades del artículo está dada por
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¡EXPLORE!
En el ejemplo 5.5.4, cambie 
D(<7) 3  D nueva(<7) = 4(23 -  Q2). 
¿Aumenta o disminuye la 
cantidad que los consumidores 
están dispuestos a gastar para 
obtener 3 unidades del 
artículo? Grafique Dnueva(qr) en 
negritas para comparar su 
gráfica con la de D(q), 
empleando la pantalla [0, 5]1 
por [0 ,150]10.

dA í  q°
(̂<7o) -  /4(0) =  J — d q = \  D{q) dq

En este contexto, los economistas denominan A(q) la disposición total a gastar y 
D(q) = A'(q) la disposición marginal a gastar. En términos geométricos, la 
disposición total a gastar por q0 unidades es el área de la curva de demanda p = D{q) 
entre q = 0 y q = q0 (véase la figura 5.19).

p  (dólares por unidad)

A
Cantidad /  % 
total que los 

i/ consumidores /  N.
están dispuestos /  

Y a gastar

0 %
q (unidades)

FIGURA 5.19 La cantidad que los consumidores están dispuestos a gastar es el área 
bajo la curva de demanda.

EJEM PLO  i 5 .5 ,4

Suponga que la función de demanda de los consumidores para cierto artículo es D(q) = 
4(25 — q2) dólares por unidad.
a) Determine la cantidad total de dinero que los consumidores están dispuestos a 

gastar para obtener 3 unidades del artículo.
b) Trace la curva de demanda e interprete la respuesta al inciso a) como un área.

Solución

a) Puesto que la función de la demanda D(q) =  4(25 — q2), medida en dólares por 
unidad, es la tasa de cambio con respecto a q de la disposición a gastar de los 
consumidores, la cantidad total que los consumidores están dispuestos a gastar 
para obtener 3 unidades del artículo está dada por la integral definida

¿(3) f  D(q) dq = 4 f  (25 -  q1) dq
lo Jo

= 4| 25q -  ^q- =  $264

b) La curva de demanda de los consumidores se encuentra en la figura 5.20. En 
términos geométricos, la cantidad total de $264, que los consumidores están 
dispuestos a gastar para obtener 3 unidades del artículo es el área bajo la curva 
de demanda, de q = 0 a q = 3.
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p  (dólares por unidad)
4

q (unidades)

FIGURA 5.20 Disposición a gastar de los consumidores por 3 unidades, cuando la 
demanda está dada por D{q) = 4(25 — q2).

E xcedente de 
con su m id ores y 
de productores

En una economía competitiva, la cantidad total que los consumidores realmente gastan 
en un artículo generalmente es menor a la cantidad total que hubieran estado dispuestos 
a gastar. La diferencia entre las dos cantidades se puede considerar como el ahorro 
realizado por los consumidores y en economía se conoce como excedente de los 
consumidores. Es decir,

Excedente de los 
consumidores

/ cantidad total que los consumidores\ _  / gasto real de 
\ están dispuestos a gastar j  \los consumidores y

Las condiciones del mercado determinan el precio unitario al cual se vende un 
artículo. Una vez que se conoce el precio p0, la ecuación de demanda p = D(q) deter
mina el número de unidades q0 que comprarán los consumidores. El gasto real de los 
consumidores por q0 unidades del artículo, al precio de p0 dólares por unidad, es p0q0 
dólares. El excedente de los consumidores se calcula restando esta cantidad de la can
tidad total que los consumidores hubieran estado dispuestos a gastar para obtener q0 
unidades del artículo.

q0 % 
a) Disposición total a gastar

----►- q
0 % 
c) Excedente de los consumidoresb) Gasto real

FIGURA 5.21 Interpretación geométrica del excedente de los consumidores.
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Para comprender mejor el concepto de excedente de los consumidores, con
sidere nuevamente el ejemplo de la pareja que estaba dispuesta a gastar $200 por 
su primer televisor, $100 por el segundo y $30 por el tercero. Suponiendo que el 
precio de mercado de los televisores es $100 por unidad, entonces la pareja com
praría sólo dos televisores y gastaría un total de 2 X $100 =  $200. Esto es menos 
que los $200 + $100 = $300 que la pareja hubiera estado dispuesta a gastar para 
obtener dichos televisores. El ahorro de $300 — $200 = $100 es el excedente de 
los consumidores de la pareja.

El excedente de los consumidores tiene una interpretación geométrica simple, que 
se ilustra en la figura 5.21. Los símbolos p0 y q0 denotan el precio de mercado y 
la demanda correspondiente. En la figura 5.21a se muestra la región bajo la curva de 
demanda de q = 0 a q = q0. Su área, como se ha visto, representa la cantidad total 
que los consumidores están dispuestos a gastar para obtener q0 unidades del artículo. 
El rectángulo en la figura 5.21 b tiene un área de p0q0 y por tanto representa el gasto 
real del consumidor por q0 unidades a p0 dólares por unidad. La diferencia entre estas 
dos áreas (figura 5.21c) representa el excedente de los consumidores. Es decir, el exce
dente de los consumidores EC es el área de la región entre la curva de demanda p = 
D(q) y la recta horizontal p  =  p0 y por tanto es igual a la integral definida

Cqo r<jo
[¡D(q) ~  p0] dq = D{q) dq -  p0dq 

o Jo Jo

J
~<7o

D(q) dq -  p0q

o

D(q) dq -  p0q0
o

<7o

0

;
i
? (dólares por unidad)
i

excedente de los 
/ y  consumidores

”o P = D(q)V

l ^ y 
#0 (unidades)

E x c e d e n te  d e  ¡os co n su m id o re s  a Si se venden q0 unidades de un 
artículo a un precio de p0 Por unidad y si p = D(q) es la función de demanda de los 
consumidores por el artículo, entonces

Excedente de los 
consumidores

cantidad total que los gasto real del
consumidores están dispuestos — consumidor por

a gastar por q0 unidades q0 unidades

<7o

EC = D{q)dq -  p0q0

El excedente de los productores es la otra cara de la moneda. En particular, una 
función de oferta p = S(q) da el precio unitario que los productores están dispuestos 
a aceptar por ofertar q unidades en el mercado. Sin embargo, cualquier productor que 
esté dispuesto a aceptar menos que p0 = S(q0) dólares por qQ unidades tiene ganan
cia porque el precio es p0. Entonces el excedente de los productores es la diferencia 
entre lo que los productores están dispuestos a aceptar para ofertar q0 unidades y el 
precio que en realidad reciben. Si se razona como se hizo con el excedente de los 
consumidores, entonces se obtiene la siguiente fórmula para el excedente de los pro
ductores.
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E xceden te  de  los p ro d u c to re s  e Si se venden q0 unidades de un artículo 
a un precio de p0 dólares por unidad, y p = S(q) es la función de oferta de los 
productores para ese artículo, entonces

Excedente de los 
consumidores

gasto real de los 
consumidores por 

q0 unidades

cantidad total que los 
productores reciben 

cuando ofertan q0 unidades

(lo

EP =  PoVo -  S(q) dq 
Jo

EJEM PLO I 5 .5 .5
Un fabricante de neumáticos estima que los mayoristas comprarán (demandarán) q 
(miles) de neumáticos radiales cuando el precio sea

p = D{q) = -0.1<?2 + 90

dólares por neumático, y el mismo número de neumáticos se ofertarán cuando el precio 
sea

p =  S(q) =  0.2 q2 +  q + 50

dólares por neumático.
a) Determine el precio de equilibrio (cuando la oferta es igual a la demanda), así 

como la cantidad ofertada y demandada a ese precio.
b) Determine el excedente de los consumidores y el de los productores al precio de 

equilibrio.

Solución

a) Las curvas de oferta y demanda se muestran en la figura 5.22. La oferta es igual 
a la demanda cuando

—0.\q~ + 90 = 0.2<7“ + q +  50
0.3#2 + q — 40 = 0

<7=10 (se rechaza q ~  —13.33)

y p — — 0.1 (10)2 + 90 = 80 dólares por neumático. Así, el equilibrio ocurre a un precio 
de $80 por neumático, y la oferta y la demanda es de 10 000 neumáticos.

p  (dólares por unidad)

FIGURA 5 .¿2. Excedente de los consumidores y de los productores para las funciones de 
demanda y oferta del ejemplo 5.5.5.
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b) Usando p0 — 80 y c/0 — 10, se calcula que el excedente de los consumidores es
rio

( -O .lq 2 + 90) dq -  (80)(10)EC =

10

-  (80)(10)

«  866.67 -  800 =  66.67

o $66 670 (puesto que q0 = 10 en realidad es 10 000). El excedente de los consumidores 
es el área de la región sombreada identificada como EC en la figura 5.22.

El excedente de los productores es

J
"10

(0.2q2 + q + 50) dq
o

(80)(10) - 0.2 £_
+  2 + 5 0 ?

10

«  800 -  616.67 =  183.33

o $183 330. El excedente de los productores es el área de la región sombreada 
identificada como EP en la figura 5.22.

DISPOSICIÓN A GASTAR DE LOS CONSUM I
DORES Para las funciones de demanda de los con
sumidores D(q) en los problemas 1 a 6:

a) Determine la cantidad total de dinero que los 
consumidores están dispuestos a gastar para 
obtener q0 unidades del artículo.

b) Trace la curva de demanda e interprete la dis
posición a gastar de los consumidores del inciso
a) como un área.

1. D{q) = 2(64 — q2) dólares por unidad; q0 =  6 
unidades

300
2. D(q) = ~   ̂~2 dólares por unidad; q0 = 5

unidades
400

3. D(q) =  — — dólares por unidad; q0 = 12 

unidades
300

4. D(q) = ——— -  dólares por unidad; q0 = 10 

unidades
5. D(q) =  40e~°'O5q dólares por unidad; q0 =  10 

unidades
6. D(q) =  50e~°'04c/ dólares por unidad; q0 = 15 

unidades
EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES En los 
problemas 7 a 10, p — D(q) es el precio (dólares por 
unidad) al cual serán demandadas q unidades de cierto

artículo en el mercado (es decir, todas las q unidades 
se venderán a este precio), y q0 es un nivel especifico 
de producción. En cada caso, determine el precio p0 = 
D(q0) al cual se demandarán q0 unidades y calcule el 
correspondiente excedente de los consumidores, EC. 
Trace la curva de demanda y =  D(q) y sombree la 
región cuya área representa el excedente de los consu
midores.

7. D(q) — 2(64 — q2); q0 = 3 unidades
8. D(q) = 1 5 0  — 2q — 3q2; q0 = 6 unidades
9. D(q) = 40e-0'05í?; q0 = 5 unidades

10. D(q) =  15e~°-04q- q0 = 3 unidades

EXCEDENTE DE LOS PRODUCTORES En los 
problemas 11 a 14 p = S(q) es el precio (dólares por 
unidad) al cual los productores ofertarán q unidades 
de cierto artículo en el mercado, y q0 es un nivel de 
producción especifico. En cada caso determine el pre
cio po = S(qo) al cual se ofertarán q0 unidades y cal
cule el excedente correspondiente de los productores, 
EP. Trace la curva de oferta y = S(q) y sombree la 
región cuya área representa el excedente de los 
productores.

11. S(q) = 0.3q2 + 30; q0 = 4 unidades
12. S(q) =  0.5# + 15; q0 = 5 unidades
13. S{q) = 10 + \5e003q; q0 = 3 unidades
14. S(q) = 17 + l ie 0-01''; q0 = 7 unidades
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EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES Y DE 
LOS PRODUCTORES EN EQUILIBRIO En los 
problemas 15 a 19 se dan las funciones de oferta y de 
demanda, D(q) y S(q) para un artículo particular. 
Específicamente se demandarán (venderán) q miles de 
unidades del artículo a un precio de p — D(q) dólares 
por unidad, en tanto los productores ofertarán q miles 
de unidades cuando el precio sea p  = S(p) dólares por 
unidad. En cada caso:

a) Determine el precio de equilibrio p e (donde la 
oferta es igual a la demanda).

b) Determine el excedente de los consumidores y el 
de los productores en el punto de equilibrio.

15. D(q) = 131 -  \ q 2\ S(q) -  50 + ^q2

16. D(q) — 65 -  q \  S(q) =  \ q 2 +  2q + 5

17. D(q) — -0 .3 q2 + 70; S(q) =  0.1 q2 + q + 20

18. D(q) = V245 -  2q; S(q) = 5 + q

16 1
19. D(q) — 3; S(q) = (q + 1) 

q + 2 3

20. INGRESO DURANTE LA VIDA ÚTIL DE
UNA MÁQUINA Suponga que cuando una 
máquina industrial en particular tiene t años, genera 
ingreso a una tasa R'{t) =  6 025 — 811 dólares por 
año, y que los costos de operación y de servicio se 
acumulan a una tasa C'{t) = 4 681 +  O í2 dólares 
por año.
a) ¿Cuántos años transcurren antes de que empiece 

a decrecer la rentabilidad de la máquina?
b) Calcule el ingreso neto generado por la máquina 

durante su vida útil.
c) Trace la curva de la tasa de ingreso y =  R \t)  y 

la curva de la tasa del costo y = C'(t) y sombree 
la región cuya área representa el ingreso neto 
calculado en el inciso b).

21. INGRESO DURANTE LA VIDA ÚTIL DE 
UNA MÁQUINA Responda la pregunta del 
problema 20 para una máquina que genera ingreso a 
una tasa de R'(t) = 1 250 — 18í2 dólares por año y 
para la cual los costos se acumulan a una tasa de 
C’{f) =  3 620 + 12í2 dólares por año.

22. RECAUDACIÓN DE FONDOS Se estima que 
dentro de t semanas, las contribuciones en respuesta 
a una campaña de recaudación de fondos se recibi
rán a una tasa de R'(t) = 5 OOOe-0-2' dólares por se
mana, en tanto se espera que los gastos de campaña 
se acumulen a una tasa de $676 por semana.

a )  ¿Durante cuántas semanas excede la tasa del 
ingreso a la tasa del costo?

b )  ¿Qué ingresos netos generará la campaña 
durante el periodo determinado en el inciso a)l

c) Interprete los ingresos netos del inciso b) como 
un área entre dos curvas.

23. RECAUDACIÓN DE FONDOS Responda las 
preguntas del problema 22 para una campaña de 
caridad en la cual las contribuciones se hacen a una 
tasa de R ’{t) =  6 537e~°‘3/ dólares por semana y los 
gastos se acumulan a una tasa constante de $593 por 
semana.

24. M ONTO DE UN FLUJO DE INGRESOS Se 
transfiere dinero continuamente a una cuenta a una 
tasa constante de $2 400 por año. La cuenta gana 
interés a una tasa anual de 6%, capitalizado 
continuamente. ¿Cuánto habrá al cabo de 5 años?

25. M ONTO DE UN FLUIO DE INGRESOS Se 
transfiere dinero continuamente a una cuenta a una 
tasa constante de $1 000 por año. La cuenta gana 
interés a un tasa anual de 10% capitalizado 
continuamente. ¿Cuánto habrá en la cuenta después 
de 10 años?

26. DECISIÓN DE CONSTRUCCIÓN Magda 
desea ampliar y renovar su tienda de importaciones, 
y recibe las proposiciones de dos planes para hacer 
las mejoras. El primer plan le costará
$40 000 y el segundo sólo costará le $25 000. Sin 
embargo, ella espera que las mejoras resultantes del 
primer plan proporcionen ingresos a una tasa 
continua de $10 000 por año, mientras que el flujo 
de ingresos esperado si lleva a cabo el segundo plan 
será de $8 000 por año. ¿Cuál plan dará como 
resultado un ingreso neto mayor durante los 
próximos 3 años si la tasa de interés prevaleciente 
es 5% anual capitalizado continuamente?

27. ANUALIDAD PARA EL RETIRO A la edad 
de 25 años, Tom empieza a depositar anualmente 
$2 500 en una cuenta individual de retiro que paga 
interés a una tasa anual de 5% capitalizado 
continuamente. Suponiendo que sus pagos se hacen 
como un flujo continuo de ingresos, ¿cuánto dinero 
habrá en su cuenta si se jubila a la edad de 60 años? 
¿Cuánto habrá si se jubila a la edad de 65 años?

28. ANUALIDAD PARA RETIRO Cuando Sue 
tiene 30 años empieza a depositar $2 000 en un 
fondo de bonos que paga 8% de interés anual 
capitalizado continuamente. Suponiendo que sus 
depósitos se hacen como un flujo continuo de 
ingresos, ¿cuánto dinero habrá en su cuenta si se ju
bila a los 55 años de edad?
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deS :

C#í'¡

29. VALOR PRESENTE DE UNA INVERSIÓN 
Una inversión generará ingresos continuamente a 
una tasa constante de $1 200 por año durante 5 
años. Si la tasa de interés anual prevaleciente 
permanece fija a 5% capitalizado continuamente, 
¿cuál es el valor presente de la inversión?

30. VALOR PRESENTE DE UNA FRANQUICIA 
El gerente de una cadena nacional de comida rápida 
está vendiendo una franquicia de 10 años en 
Cleveland, Ohio. La experiencia pasada en 
localidades similares sugiere que dentro de t años
la franquicia generará ingresos a una tasa de 
f(r) = $10 000 por año. Si la tasa de interés anual 
prevaleciente permanece fija a 4% capitalizado 
continuamente, ¿cuál es el valor presente de la 
franquicia?

31. ANÁLISIS DE INVERSIÓN Adam trata de ele
gir entre dos oportunidades distintas de inversión.
La primera costará $50 000 y se espera que 
produzca ingresos a una tasa continua de $15 000 
por año. La segunda costará $30 000 y se espera 
que genere ingresos a una tasa de $9 000 por año.
Si la tasa de interés prevaleciente permanece fija a 
6% anual capitalizado continuamente, ¿cuál 
inversión generará más ingresos netos durante los 
próximos 5 años?

32. ANALISIS DE INVERSIÓN Kevin gasta
$4 000 en una inversión que genera un flujo continuo 
de ingresos a una tasa de f¡(t) =  3 000 dólares por 
año. Su amiga Molly hace una inversión distinta 
que también genera ingresos continuamente, pero 
a una tasa d e /2(í) = 2 000é°'O4r dólares por año.
La pareja descubre que sus inversiones generan 
exactamente los mismos ingresos netos durante un 
periodo de 4 años. Si la tasa de interés anual 
prevaleciente permanece fija a 5% capitalizado 
continuamente, ¿cuánto pagó Molly por su 
inversión?

33. EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES 
Un fabricante de partes de maquinaria determina 
que se venderán q unidades de una pieza particular 
cuando el precio sea p = 110 — q dólares por 
unidad. El costo total de producción de las q unida
des es C{q) dólares, donde

C(q) = qi ~  25q2 + 2q + 3 000

a) ¿Cuál es la utilidad que se deriva de la venta de 
las q unidades a p dólares por unidad? 
[Sugerencia: Primero se encuentra el ingreso R 
= pq\ luego la utilidad =  ingreso -  costo.]

b) ¿Para qué valor de q se maximiza la utilidad?
c) Determine el excedente de los consumidores 

para el nivel de producción q0 que corresponde 
a una utilidad máxima.

34. EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES 
Repita el problema 33 para
p  = 124 -  2q y C(q) =  V  -  5 9q2 + 4q + 7 600.

35. AGOTAMIENTO DE FUENTES DE ENERGÍA 
Se extrae petróleo de un campo petrolero t años des
pués de su apertura a una tasa de P'(t) = 1.3e0 04' 
mil millones de barriles por año. El campo tiene una 
reserva de 20 mil millones de barriles, y el precio 
del petróleo se mantiene constante a $26 por barril.
a) Determine la cantidad de petróleo, P(t), extraida 

del campo en el momento t. ¿Cuánto petróleo se 
extrae del campo durante los primeros 3 años de 
su operación? ¿Cuánto durante los siguientes 3 
años?

b) ¿Durante cuántos años, T, opera el campo antes 
de agotarse el petróleo?

c) Si la tasa de interés anual prevaleciente 
permanece fija a 5% capitalizado 
continuamente, ¿cuál es el valor presente del 
flujo de ingresos continuo V = 26P'(t) durante 
el periodo de operación del campo, 0 <  t <  77

d) Si el propietario del campo petrolero decide 
vender en el primer día de operaciones, 
¿considera que el valor presente determinado en 
el inciso c) sería un precio de venta justo? 
Explique su razonamiento.

36. AGOTAMIENTO DE FUENTES DE ENERGÍA 
Responda las preguntas del problema 35 para otro 
campo petrolero con una tasa de extracción de 
P'{t) = 1.5e°‘03' y con una reserva de 16 mil 
millones de barriles. Puede suponer que el precio 
del petróleo aún es de $26 por barril y que la tasa de 
interés anual prevaleciente es de 5%.

37. AGOTAMIENTO DE FUENTES DE ENERGÍA 
Responda las preguntas del problema 35 para un 
campo petrolero con una tasa de extracción de P'{t) — 
\.2eomt y con una reserva de 12 mil millones de ba
rriles. Suponga que la tasa de interés prevaleciente es 
5% igual que antes, pero que el precio del petróleo 
después de t años está dado por A(t) = 26e0 0l5t.

38. CONTRATOS DEPORTIVOS Unjugadorde 
béisbol estrella, sin agente, es el objeto de una 
guerra de subastas ente dos equipos rivales. El 
primer equipo ofrece un bono al momento de firmar 
el contrato de 3 millones de dólares y un contrato de
5 años garantizándole 8 millones de dólares en el 
presente año y un incremento de 3% anual durante 
el resto del contrato. El segundo equipo ofrece $9
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millones por año durante 5 años sin incentivos. Si la 
tasa de interés anual prevaleciente permanece fija a 
4% capitalizado continuamente, ¿qué oferta dará 
más? [Sugerencia: Suponga que en ambas ofertas, 
el salario se paga como un flujo continuo de 
ingresos.]

39. PAGO DE LA LOTERÍA Al ganador de la lote
ría estatal se le ofrece recibir $10 millones ahora 
como pago único, o recibir A dólares al año durante 
los próximos 6 años como un flujo continuo de ingre
sos. Si la tasa de interés anual prevaleciente es de 
5% capitalizado continuamente y las dos formas de 
pago tienen el mismo valor, ¿ cuánto es A?

40. INGRESO DE UNA INVERSIÓN Una en
cuesta de mercadeo indica que t meses después de 
introducir un nuevo tipo de purificador de aire al 
mercado, las ventas generarán un ingreso a una tasa 
de P'{t) miles de dólares por mes, donde

500[1.4 -  ln (0.5/ + 1)]
p  (0 =  — ------------ ^---------- --w  t + 2

a) ¿Cuándo es positiva y cuándo es negativa la tasa 
de rentabilidad? ¿Cuándo crece y cuándo 
decrece la tasa de rentabilidad?

b) ¿En qué tiempo t = tm se maximiza el ingreso 
mensual? Determine la variación total en el 
ingreso durante el periodo 0 <  í <

c) Al fabricante le cuesta $100 000 desarrollar el 
producto purificador, por tanto P(0) =  —100. 
Use esta información junto con la integración 
para determinar P{f).

d) Trace la gráfica de P{t) para / >  0. Una 
“novedad” es un producto que tiene éxito 
rápidamente en el mercado, luego igual de 
rápido, pierde popularidad. Con base en la 
gráfica de P(t), ¿llamaría a los purificadores una 
“novedad”? Explique.

41. INGRESO TOTAL Considere el siguiente pro
blema: “Cierto pozo petrolero que produce 300 ba
rriles de crudo al mes se agotará en 3 años. Se 
estima que dentro de t meses el precio del petróleo 
crudo será P{t) =  18 + 0.3 V / dólares por barril. Si 
el petróleo se vende tan pronto como se extrae del 
suelo, ¿cuál será el ingreso total futuro del pozo?”
a) Resuelva el problema empleando la integración 

definida. [,Sugerencia: Divida el intervalo de 3 
años (36 meses) 0 ^  ^  36 en n subintervalos 
iguales con longitud At y defina tj como el inicio 
del J-ésimo subintervalo. Determine una 
expresión que estime el ingreso R(tj) obtenido 
durante el j-ésimo subintervalo. Después 
exprese el ingreso total como el límite de una 
suma.]

b) Lea un artículo acerca de la industria petrolera y 
escriba un párrafo sobre los métodos matemáti
cos para modelar la producción petrolera.4

42. COSTOS DE ALMACENAMIENTO Un fabri
cante recibe N  unidades de cierta materia prima que 
inicialmente se almacenan y luego se van retirando 
a una tasa constante, hasta que se agota el suminis
tro 1 año más tarde. Suponga que los costos de al
macenamiento permanecen fijos en p dólares por 
unidad por año. Utilice la integración definida para 
determinar una expresión para el costo total de al
macenamiento que pagará el fabricante durante el 
año. [Sugerencia: Sea Q(t) el número de unidades 
que permanecen almacenadas al cabo de t años y 
determine una expresión para Q(t). Luego subdivida 
el intervalo 0 <  í <  1 en n subintervalos iguales y 
exprese el costo total de almacenamiento como el lí
mite de una suma.]

4 Un buen punto de partida es el artículo de J. A. Weyland y D. W. 
Ballew, “A Relevant Calculus Problem: Estimation of U.S. Oil Reser
ves”, The Mathematics Teacher, Yol. 69 (1976), páginas 125-126.

A p licac io ne s  ad ic ion a les  ds las c iencias 
sociales v  de l a  v id a
Ya se ha visto cómo se puede emplear la integración definida para calcular magnitudes 
de interés en las ciencias sociales y de la vida, como son la variación total, el valor 
promedio, y el índice de Gini de una curva de Lorentz. En esta sección se analizan varias 
aplicaciones adicionales, incluyendo supervivencia y renovación en un grupo, flujo 
sanguíneo por una arteria y gasto cardiaco.
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S u p erv iven cia  y 
ren o v a c ió n

En el ejemplo 5.6.1 la función de supervivencia proporciona la fracción de individuos 
de un grupo o población que se espera permanezcan en el grupo durante un periodo 
especifico. También se conoce una función de renovación que da la tasa a la cual llegan 
nuevos miembros, y el objetivo es predecir el tamaño del grupo en algún momento 
futuro. Los problemas de este tipo se originan en muchos campos, incluyendo 
sociología, ecología, demografía, e incluso en finanzas, donde la “población” es el 
número de dólares en una cuenta de inversión y “supervivencia y renovación” se 
refieren a las características de una estrategia de inversión.

Una nueva clínica de salud mental acaba de abrir. Las estadísticas de instalaciones 
similares sugieren que la fracción de pacientes que aún estarán recibiendo tratamiento 
en la clínica t meses después de su visita inicial está dada por la función/(í) =  e~'/2°. 
Inicialmente, en la clínica se aceptan 300 personas para su tratamiento y se planea 
aceptar pacientes nuevos a una tasa de 10 por mes. Aproximadamente ¿cuántas personas 
estarán recibindo tratamiento en la clínica dentro de 15 meses?

Solución

Puesto que/(15) es la fracción de pacientes cuyo tratamiento continúa al menos durante 
15 meses, se deduce que de los 300 pacientes actuales, sólo 300/(15) todavía recibirán 
tratamiento dentro de 15 meses.

Para aproximar el número de pacientes nuevos que recibirán tratamiento dentro de 15 
meses, divida el intervalo de 15 meses 0 ^  t <  15 en n subintervalos iguales con 
longitud At meses después y denote por tj en inicio del y'-ésimo subintervalo. Como los 
pacientes nuevos se aceptan a una tasa de 10 por mes, el número de pacientes nuevos 
aceptados durante el y-ésimo subintervalo es 10 Ai. Dentro de 15 meses, habrán 
transcurrido aproximadamente 15 — tj meses desde que estos 10 At pacientes nuevos 
tuvieron sus visitas iniciales, y por tanto aproximadamente (10 Ar)/(15 — tj) de ellos 
aún estarán recibiendo tratamiento en ese momento (véase la figura 5.23). Así, el 
número total de pacientes nuevos que seguirán recibiendo tratamiento dentro de 15 
meses se puede aproximar mediante la suma

n
2  10/(15 -  tj)At
7=1

15 -  tj meses
10 A t - ij)

0
i l 1 1 1 1

15
1 ► /............ 1 1

h
l i l i  
tj tj + 1 tn

1 1

RClJ-ivA bv.'-l-J Miembros nuevos llegando durante el y-ésimo subintervalo.

Al sumar esto al número de pacientes actuales que seguirán recibiendo tratamiento 
dentro de 15 meses, se obtiene

n
P »  300/(15) + 2  10/(15 -  tj) At

J-1
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donde P es el número de todos los pacientes (actuales y nuevos) que seguirán recibiendo 
tratamiento dentro de 15 meses.

Cuando n crece ilimitadamente, la aproximación mejora y tiende al valor verdadero 
de P. De ahí se sigue que

n
P =  300/(15) + lím Y  10/(15 -  t,)Atn—> + =o yS¡ 

f 15= 300/(15) + 10/(15 -  t) dt
Jo

Puesto que/(f) = e- "20, se tiene/(15) =  e“ 3/4 y/(15 -  í ) = é '(l5“ ,,/20 = <T3/V /2°. Así 
que

P = 300í?~3/4 + 10e-3/4 í  em dt
Jo

15

0
= 300e~3/4 + 200(1 -  e _3/4)
«  247.24

Es decir, dentro de 15 meses la clínica estará tratando aproximadamente a 247 
pacientes.

Las ideas que se ilustran en el ejemplo 5.6.1 se pueden generalizar como sigue. 
Por definición, la unidad de tiempo se da en años, pero se aplica la misma fórmula 
cuando se usan otras unidades; por ejemplo, minutos, semanas, o meses (como en el 
ejemplo 5.6.1).

S uperv ivenc ia  y  renovac ión  ® Se supone que una población inicialmente 
tiene P0 miembros y que se suman miembros nuevos a una tasa constante 
(renovación) de R individuos por año. Si se supone además que la fracción de la 
población que permanece durante al menos t años está dada por la función 
(supervivencia) S(t), entonces dentro de T años la población será

P(T) = P0S(T) + í  RS(T -  t) dt 
Jo

En el ejemplo 5.6.1 cada periodo es de 1 mes, la “población” inicial (membresía) es 
Pq =  300, la tasa de renovación es R ~  10, la función de supervivencia es/(/) = e~,/20, 
y el plazo es T = 15 meses. Ahora se presenta otro ejemplo de supervivencia/renova
ción, esta vez del campo de la biología.

EJEMPLO I 5 .6 .2

Se introduce una toxina poco severa en una colonia de bacterias cuya población actual 
es de 600 000. Las observaciones indican que cada hora nacen 200 bacterias en la 
colonia, y que la fracción de la población que sobrevive durante t horas es S(t) = 
e o.ois/ es |a p0biación <je ja colonia después de 10 horas?
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Solución

Sustituyendo P0 = 600 000, R =  200 y S(t) en la fórmula para supervivencia/renova
ción, se calcula que la población al cabo de T = 10 horas es

rio
F(10) =  600 000c-° 015(10) 4- J I W e - 0 0 ' * 10- » d t

Pi> 5(10)  R S(T -  n

Jîo
200c 0-015(10)^0.015;^ puesto que cü4 h = eueh

0
10

e°-0 l5 td t  factorizando  200c_Oül5(lü) 
fuera ele la integralr  o . o i 5 q 1 0

«  516 425 + 172.14
.0.015. 0

«  516 425 + 11 476(c00I5(l0) -  c°)
«  518 282

Entonces, la población decrece de 600 000 a 518 282 durante las primeras 10 horas, des
pués de la introducción de la toxina.

=  516 425 +  200e_0'°l5(10) í
Jo

NO IA En un problema de supervivencia/renovación, la función de renovación R 
no tiene que ser constante. En el problema 24 se pide modificar la solución del 
ejemplo 5.6.1 para determinar una expresión para el tamaño P(T) de un grupo cuan
do la función de renovación R(t) y la función de supervivencia S{t) no son funcio
nes constantes de t. Luego, en los problemas 25 y 26 se pide emplear esta expresión 
nueva para determinar la población. □

Flujo de s a n g re  p o r  Los biólogos han determinado que la velocidad de la sangre en una arteria es una fun-
u n a  a r t e r i a  ción de la distancia de la sangre al eje central de la arteria. De acuerdo con la ley de Poi

seuille, la velocidad (en centímetros por segundo) de la sangre que está a r  centímetros 
del eje central de la arteria es S{r) = k(R2 — r2), donde R es el radio de la arteria y k es 
una constante. En el siguiente ejemplo se verá cómo emplear esta información para cal
cular la tasa a la cual fluye la sangre por una arteria.

FIGURA 5 .2 4  División de 
una sección transversal de una 
arteria en anillos concéntricos.

EJEM PLO  I 5 .ó .3

Determine una expresión para la tasa (en centímetros cúbicos por segundo) a la cual flu
ye la sangre por una arteria de radio R si la velocidad de la sangre a r  centímetros del eje 
central es S(r) = k(R2 — r2), donde k es una constante.

Solución
Para aproximar el volumen de sangre que fluye por una sección transversal de la arteria 
cada segundo, divida el intervalo 0 <  r ^  R en n subintervalos iguales de ancho Ar cen
tímetros, y denote por el inicio del /-ésimo subintervalo. Estos subintervalos determi
nan n anillos concéntricos, como se muestra en la figura 5.24.

Si Ar es pequeña, el área dely-ésimo anillo es aproximadamente el área de un rectán
gulo cuyo largo es la circunferencia del borde del anillo (del borde interior) y cuyo an
cho es Ar. Es decir,

Área del y'-ésimo anillo ~  27rr7 Ar
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Si se multiplica el área del y-ésimo anillo (centímetros cuadrados) por la velocidad (cen
tímetros por segundo) de la sangre que fluye por este anillo, se obtiene la tasa (centíme
tros cúbicos por segundo) a la cual fluye la sangre por el y'-ésimo anillo. Puesto que la 
velocidad de la sangre fluyendo por ely-ésimo anillo es aproximadamente S(rj) centíme
tros por segundo, se deduce que

/ Tasa de flujo \  _  /  área del Vvelocidad de sangre \
\por el y-ésimo anillo/ \y-ésimo anillo /\ por y-ésimo anillo /

«  (liYrj Ar)S(r¡)
«  (2-nrj ár)[k(R2 -  rj)]
=  2-nk(R2r¡ -  r)) A/-

La tasa de flujo de la sangre por toda la sección transversal es la suma de los n términos, 
uno por cada uno de los n anillos concéntricos. Es decir,

n

Tasa de flu jo s  ^  2rnk{R1rj — r 3)Ar 
j =  i

Cuando n crece ilimitadamente, esta aproximación tiende al valor verdadero de la 
tasa del flujo. En otras palabras,

n
Tasa de flujo =  lím 2  2'uk{R2rj — r 3)/\r

n—> 4-co j = \

= í  2 trk(R2r — r3) dr 
Jo

= 2irk 

irkR4

R

2

jrkR4
Entonces, la sangre fluye a una tasa d e -------centímetros cúbicos por segundo.

G asto c a rd ia c o  Al estudiar el sistema cardiovascular, con frecuencia los investigadores médicos están
interesados en saber el gasto cardiaco del corazón de una persona, que es el volumen 
de sangre que bombea el corazón en un tiempo unitario. El gasto cardiaco se mide 
mediante un procedimiento denominado método de dilución de tintura. En éste se 
inyecta una cantidad conocida de tinte en la vena, cerca del corazón. Luego, el tinte 
circula con la sangre por el ventrículo derecho del corazón, los pulmones, y el ventrículo 
izquierdo del corazón antes de que finalmente aparezca en el sistema arterial. Se 
introduce una sonda de monitoreo en la aorta y se toman muestras de sangre a intervalos 
de tiempo regulares para medir la concentración de tinte saliendo del corazón hasta que 
todo el tinte pasa por el punto de monitoreo. En la figura 5.25 se muestra una gráfica 
típica de la concentración de tinte.

5 Véase el módulo, “Measuring Cardiac Output” por B. Horelick y S. Koont, UMAP Modules 1977: 
Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1978. Otra 
buena fuente es Calculus and Its Applications, por S. Farlow and G. Haggard, McGraw-Hill, Boston, 
1990, páginas 332-334.
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C (mg/L)

FIGURA
paciente.

¿.¿.o Gráfica típica que muestra la concentración de tinte en la aorta de un

Suponga que la cantidad de tinte inyectada es D mg, y que C(f) (mg/L) es la con
centración de tinte en el momento t. Sea Tq el tiempo total requerido para que todo el 
tinte pase por el punto de monitoreo, y considere el intervalo de tiempo 0 <  t <  T0 di
vidido en n subintervalos iguales, cada uno con longitud At =  (T0 — 0)/n. Si R es el gas
to cardiaco (litros/min), entonces por la sonda de monitoreo pasan aproximadamente 
RAt litros de sangre durante el £-ésimo subintervalo de tiempo tk- Y <  í <  tk, portando 
C(tk)RAt mg de tinte. Sumando las cantidades de tinte en todos los n subintervalos, se 
obtiene la suma,

2  C(r*)K Af

i EXPLORE!
Tomando como referencia al 
ejemplo 5.6.4, grafique la 
función de la concentración 
de tinte C(t) = 0.09f2e "O OOO7í3 
usando la pantalla [0, 23.5]5 
por [-1 , 6]1. Calcule el gasto 
cardiaco del paciente 
suponiendo un periodo de 
observación de sólo 20 
segundos, y compare con los 
resultados obtenidos en el 
ejemplo (para un periodo de 20 
segundos).

como una aproximación de la cantidad total de tinte, y tomando el límite cuando 
n —> +co se obtiene la cantidad total real de tinte como una integral definida:

n fT0 CTo
lím 2  = C«)Rdt = R \  C{t)dt

k= 1

Puesto que originalmente se inyectaron D miligramos de tinte, se debe tener

D = R f  C(í) dt

por tanto el gasto cardiaco está dado por

R =
D

C(t) dt

EJEMPLO I 5 .6 .4

Un médico inyecta 4 mg de tinte en una vena cercana al corazón de un paciente, y un 
dispositivo de monitoreo registra la concentración de tinte en la sangre a intervalos re
gulares durante un periodo de 23 segundos. Se determina que la concentración en el mo
mento t (0 ^  t ^  23) se aproxima bastante bien mediante la función

m g/L

Con base en esta información, ¿cuál es el gasto cardiaco del paciente?

C(t) = O.C)9/2e -0 '0007'3
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Solución

Integrando C{t) en el intervalo de tiempo 0 ^  t <  23, se tiene que

f 23 f 23 i 
C(t) dt = 0.09t2e~ dt

=  0.09 í  e~0Mm' \ t 2 df) 
Jo

r  12,167

=  0.09 e 
Jo

-0.0007,(1 du

0.09 e 12,167

3 V - 0.0007 (

-  -42 .86  [ ^ - 0 0 0 0 7 ( 1 2 .1 6 7 )  _  eoj

»  42.85

sustituyendo u = /3
du =  3 r  dt

citando x — 0, n =  0
cuando x = 23. u = (23.)3 = 12 167

Entonces, el gasto cardiaco es

/? = *23

C(t)dt

42.85

o,

~ (0.093 litros/s)(60 s/min) = 5.6 litros/min

P R O B L E M A S D

SUPERVIVENCIA Y RENOVACIÓN En los 
problemas 1 a 4 se proporciona una población inicial 
P0 junto con una tasa de renovación R, y una función 
de supervivencia S(t). En cada caso, use la 
información dada para determinar la población al 
cabo del plazo indicado T.

1. Po =  50 000; R = 40; S(t) =  e~0At, t en meses; 
plazo T = 5 meses

2. P0 =  100 000; R = 300; S(í) =  e“0 02', t en días; 
plazo T =  10 días

3. Po = 500 000; R = 800; S(t) = «-<>•<» u , en años; 
plazo T = 3 años

4. P0 = 800 000; P = 500; S(r) =  e ' 0'005', t en meses; 
plazo 7 = 5  meses

5. CRECIMIENTO NETO DE LA POBLACIÓN 
Se proyecta que dentro de t años la población de 
cierto país cambiará a una tasa de <?0 02/ millones por

año. Si la población actual es de 50 millones, ¿cuál 
será la población dentro de 10 años?

6. CRECIM IENTO NETO DE LA POBLACIÓN 
Un estudio indica que dentro de x  meses, la 
población de cierto pueblo crecerá a una tasa de 
10 + 2 \ í x  habitantes por mes. ¿Cuánto crecerá la 
población durante los próximos 9 meses?

7. MEMBRESÍA DE GRUPO Una asociación 
nacional de consumidores ha compilado estadísticas 
que sugieren que la fracción de sus miembros que 
aún están activos t después de unirse a la asociación 
está dada por f(t)  = e~°'2r. Una nueva sucursal local 
tiene 200 miembros fundadores y se espera atraer 
miembros nuevos a la tasa de 10 por mes. ¿Cuántos 
miembros nuevos puede esperar la sucursal tener al 
cabo de 8 meses?
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8. TENDENCI AS POLÍTICAS Sarah Greene se 
postula para alcalde. Las encuestas indican que la 
fracción de quienes la apoyan t semanas después de 
saber acerca de su candidatura está dada por/(í) =
<r0 03'. En el momento que ella declaró su candidatu
ra, 25 000 personas la apoyaban y se suman nuevos 
adeptos a una tasa constante de 100 personas por se
mana. Aproximadamente, ¿cuántas personas es proba
ble que voten por ella si las elecciones se llevan a 
cabo 20 semanas después que ella entró a la contien
da?

9. PROPAGACIÓN DE UNA ENFERMEDAD 
Una nueva cepa de influenza acaba de ser declarada 
epidemia por las autoridades de salud. Actualmente
5 000 personas tienen la enfermedad y cada día se 
suman 60 víctimas más. Si la fracción de las personas 
infectadas que aún tienen la enfermedad t días después 
de contraería está dada por/(7) =  e~0 02r, ¿cuántas 
personas tendrán influenza al cabo de 30 días?

10. DESPERDICIOS NUCLEARES Cierta planta 
nuclear produce desperdicios radiactivos en la 
forma de estroncio-90 a una tasa constante de 500 
libras por año. Los desperdicios se desintegran 
exponencialmente con una vida media de 28 años. 
¿Qué fracción de los desperdicios radiactivos de la 
planta nuclear permanecerá después de 140 años? 
[Sugerencia: Considere este problema como de 
supervivencia y renovación.]

11. CONSUMO DE EMERGÍA Se estima que la de
manda de petróleo crece exponencialmente a una tasa 
de 10% anual. Si la demanda de petróleo actualmente 
es de 30 mil millones de barriles por año, ¿cuánto pe
tróleo se consumirá durante los próximos 10 años?

12. CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Los ad
ministradores de un pueblo estiman que la fracción de 
personas que aún estarán residiendo en el pueblo t 
años después de llegar está dada por la función
/(/) = e'0'04'. Si la población actual es de 20 000 habi
tantes y llegan nuevos ciudadanos a una tasa de 500 
por año, ¿cuál será la población dentro de 10 años?

13. CíTAS POR CO M P UTAD O RA Los operadores 
de un servicio nuevo de citas por computadora esti
man que la fracción de personas que retendrán su 
membresía en el servicio durante al menos t meses 
está dada por la función f(t)  = e~,/]0. Hay 8 000 
miembros fundadores, y los operadores esperan 
atraer 200 miembros nuevos por mes. ¿Cuántos 
miembros tendrá el servicio dentro de 10 años?

14. FLUJO SANGUÍNEO Calcule la tasa (en centí
metros cúbicos por segundo) a la cual fluye la san
gre por una arteria de radio 0.1 centímetros si la 
velocidad de la sangre a r centímetros del eje cen
tra] es 8 — 800/-2 centímetros por segundo.

15. GASTO CARDIACO Un médico inyecta 5 mg 
de tinte en una vena cerca del corazón de un paciente 
y monitoreando la concentración de tinte en la sangre 
durante un periodo de 24 horas, determina que la con
centración de tinte que sale del corazón después de t 
segundos (0 ^  r <  24) está dada por la función

C(t) = -0.028Í2 + 0.672Í mg/L
a) Utilice esta información para determinar el gas

to cardiaco del paciente.
b) Trace la gráfica de C(t) y compárela con la gráfi

ca de la figura 5.25. ¿En qué se parecen las dos 
gráficas? ¿En qué se diferencian?

16. GASTO CARDIACO Responda las preguntas 
del problema 15 para la siguiente función de con
centración de tinte

f 0 paraO £ ( S 2
1 -0 .034(f2 -  261 + 48) para 2 s  / s  24

17. GASTO CARDIACO Responda las preguntas 
del problema 15 para la siguiente función de con- 
centración de tinte

C{t) = — —  (f4 -  48r3 +  378r2 + 4 752/ 
12312

18. DENSIDAD DE POBLACIÓN La densidad de 
población a r millas del centro de cierta ciudad es 
D(r) = 5 000(1 + 0.5/-2)-1 habitantes por milla cua
drada. ¿Cuántas personas viven dentro de un radio de
3 millas del centro de la ciudad? [Sugerencia: Divida 
un disco circular de radio 3 en anillos concéntricos].

19. DENSIDAD DE POBLACIÓN La densidad de 
población a r millas del centro de una cierta ciudad 
es D{r) =  25 000e-OO5r habitantes por milla cua
drada. ¿Cuántas personas viven a un radio de entre
1 y 2 millas del centro de la ciudad? [Sugerencia: 
Vea la sugerencia al problema 18.]

20. LEY DE POISEUILLE La sangre fluye por una 
arteria de radio R. A una distancia de r centímetros 
del eje central de la arteria, la velocidad de la sangre 
está dada por S(r) = k(R2 — r2). Demuestre que la 
velocidad media de la sangre es un medio de la 
velocidad máxima.

21. REGULACIÓN DE COLESTEROL La grasa 
viaja por el torrente sanguíneo ligada a una proteína 
en una combinación denominada lipoproteína. La 
lipoproteína de baja densidad recoge colesterol del 
hígado y lo entrega a las células, disminuyendo 
cualquier exceso de colesterol en las paredes de las 
arterias. Demasiada lipoproteína de baja densidad 
en el torrente sanguíneo incrementa el riesgo de en
fermedades del corazón y de apoplejías. Se ha des
cubierto que un paciente con un nivel elevado de 
lipoproteína de baja densidad recibe un medicamen
to que reduce el nivel a la tasa dada por

L \ t ) = — 0.3/(49 — r ) 0A unidades/día
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22.

23.

24.

donde t es el número de días después que el medica
mento comienza a administrarse, para 0 ^  t ^  7.
a) ¿En cuánto cambia el nivel de lipoproteína de baja 

densidad durante los primeros 3 días después que 
el medicamento comienza a administrarse ?

b) Suponga que el nivel de lipoproteína de baja 
densidad es de 150 en el momento que comienza 
a administrarse el medicamento. Determine L(f).

c) El nivel recomendado como “seguro” de lipo
proteína de baja densidad es de 130. ¿Cuántos 
días transcurren para que el nivel de lipoproteí
na de baja densidad sea “seguro”?

REGULACIÓN DE COLESTEROL Durante su 
revisión médica anual, a un paciente se le recomien
da adoptar un régimen de ejercicio, dieta y medica
ción para disminuir su nivel de colesterol en la 
sangre a 220 miligramos por decilitro (mg/dl). Su
ponga que el paciente descubre que su nivel de co
lesterol t días después de iniciar el régimen es 

L(t) = 190 +  65e~oom'.
a) ¿Cuál era el nivel de colesterol del paciente 

cuando inició el régimen?
b) ¿Cuántos días N debe permanecer el paciente si

guiendo el régimen para disminuir su nivel de 
colesterol a 220 mg/dl?

c) ¿Cuál era el nivel promedio de colesterol del pa
ciente durante los primeros 30 días del régimen? 
¿Cuál era el nivel promedio durante el periodo 
completo 0 <  t <  N  del régimen?

CRECIMIEN i O BAC i ERIAL Se conduce un 
experimento con dos colonias de bacterias, cada una 
tiene inicialmente una población de 100 000. En la 
primera colonia se introduce un producto ligera
mente tóxico que restringe su crecimiento de tal for
ma que sólo se agregan 50 bacterias nuevas por día 
y la fracción de bacterias que sobreviven al menos t 
días está dada por/(0  = e-0 011/. El crecimiento de 
la segunda colonia se restringe indirectamente, limi
tando el suministro de alimento y espacio de expan
sión, y después de t días, se determina que esta 
colonia contiene

5 000
(0 “  1 + 49¿0-009' 

miles de individuos. ¿Cuál colonia es mayor des
pués de 50 días? ¿Después de 100 días? ¿Después 
de 300 días?
M E M B k  si 51A DE GRUPO S e ha form ado un
grupo con una membresía inicial de P0. Suponga que
la fracción de la membresía del grupo que permanece 
en él durante al menos t años está dada por la función 
S(t), y que en el tiempo t, se suman miembros nuevos 
al grupo a una tasa de R(t) miembros por año. De

muestre que dentro de N  años, el grupo tendrá P(N) 
miembros, donde

(NP(N) =  PoS(N) + R(t)S(N -  t) dt 
Jo

25. CRECIMIENTO DE ESPECIES EN PELIGRO
y

DE EXTINCION Los ecologistas estiman que 
actualmente la población de cierta especie en peli
gro de extinción es de 3 000. Se espera que la po
blación crezca a una tasa R(t) = I0e°’ou individuos 
por año dentro de t años, y la fracción que sobrevive 
t años está dada por S(t) = e~°'07r. ¿Cuál será la po
blación de la especie en 10 años? [Sugerencia: Véa
se el problema 24.]

26. TENDENCIAS DE POBLACIÓN La población 
de una pequeña ciudad es actualmente de 85 000. Un 
estudio encargado por la oficina del alcalde determina 
que las personas se establecen en el pueblo a una tasa 
de R(t) = 1 200eo ol/ por año y que la fracción de la 
población que continúa viviendo en el pueblo t años 
después de llegar está dada por S{t) = e~°'02r. 
¿Cuántos habitantes habrá en la ciudad en 10 años? 
[Sugerencia: Véase el problema 24.]

27. TENDENCIAS DE POBLACIÓN Responda
la pregunta del problema 26 para una tasa de 
renovación constante R = 1 000 y la función de 
supervivencia j

S(í) = 7 T T
28. EVALUACIÓN DE LA EFECTIVIDAD DE UN 

MEDICAMENTO Una firma farmacéutica ha 
recibido el permiso de la Administración de Ali
mentos y Medicamentos (FDA, por sus siglas en in
glés) para probar la efectividad de un medicamento 
nuevo que combate un virus. La firma administra la 
droga a un grupo de individuos de prueba, no infec
tados, pero susceptibles, y empleando métodos es
tadísticos, determina que t meses después del inicio 
de la prueba, las personas en el grupo se están in
fectando a una tasa de D'(t) cientos de individuos 
por mes, donde

D'{t) = 0.2 -  0.04f1/4 
Las cifras de gobierno indican que sin la droga, la 
tasa de infección hubiera sido W'{t) cientos de indi
viduos por mes, donde ^ o 0.13/

Si la prueba se evalúa l año después de su inicio, ¿a 
cuántas personas protege el medicamento de la in
fección? ¿Qué porcentaje de las personas, que se 
hubieran infectado si el medicamento no se hubiera 
empleado, se protegieron de la infección gracias al 
medicamento?

29. EVALUACIÓN DE LA EFECTIVIDAD DE UN
M ED IC A M EN 10 Repita el problema 28 para 
otro medicamento para el cual la
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D¡(t) = 0.12 +

tasa de infección es

0.08 
/ + 1

Suponga que la tasa de comparación del gobierno 
permanece igual; es decir,

0.8<?013'
W'(t) =

(1 + eal3')2
30. ESPERANZA DE VIDA En cierto país subdesa- 

rrollado la esperanza de vida de una persona de / 
años es L(t) años, donde

L(t) = 41.6(1 + 1.070a  13
a) ¿Cuál es la esperanza de vida al nacer de una 

persona en este país? ¿Cuál es la esperanza a los 
50 años de edad?

b) ¿Cuál es la esperanza de vida promedio de todos 
los habitantes en este país entre las edades de 10 
y 70 años?

c) Determine la edad T de tal forma que L(T) = T. 
Denote por T el límite de vida para este país. 
¿Qué se puede decir acerca de la esperanza de 
vida de una persona con más de T años?

d) Determine la esperanza de vida promedio Le en 
el intervalo 0 <  t <  7". ¿Por qué es razonable 
denominar Le la duración esperada de vida para 
la gente en este país?

ESPERANZA DE VIDA Responda las pregun
tas del problema 30 para un país cuya función de la 
esperanza de vida es

llOe0015'
(0 ~  1 +  e0 015'

ENERGÍA USADA EN EL VUELO En una in
vestigación de V. A. Tucker y K. Schmidt-Koenig,6 
se determinó que la energía E empleada por una ave 
en vuelo varía con la velocidad v (km/h) del ave. 
Para una clase particular de periquito, el gasto de 
energía cambia a una tasa dada por

31.

32.

dE
dv

0.31v -  471.75
para v >  0

33.

donde E  está dada en joules por gramo masa por ki
lómetro. Las observaciones indican que el periquito 
tiende a volar a la velocidad vmín que minimiza E.
a) ¿Cuál es la velocidad más económica vmfn?
b) Suponga que cuando el periquito vuela a la ve

locidad más económica vmin su gasto de energía 
es Emín. Utilice esta información para determi
nar E(y) para v >  0 en términos de Emín.

M EDICIÓN DE LA RESPIRACIÓN Un neu- 
motacógrafo es un aparato empleado por los médi
cos para graficar la tasa del flujo de aire que entra y 
sale de los pulmones cuando un paciente respira. En 
la figura adjunta se muestra la gráfica de la tasa de 
la inhalación (aspirando) para un determinado pa
ciente. El área bajo la gráfica mide el volumen total 
de aire inhalado por el paciente durante la fase de 
inhalación de un ciclo de respiración. Suponga que 
la tasa de inhalación está dada por

R(t) = —0.41r 4- 0.97/ litros/s 
¿Cuánto dura la fase de inhalación?
Determine el volumen de aire tomado en los 
pulmones del paciente durante la fase de inhala
ción.
¿Cuál es la tasa media del flujo de aire en los 
pulmones durante la fase de inhalación?

a)
b)

c)

1
i

0.5-

? (1/s) 
i

\R  = -0.41/2 + 0.97/
< v  •

- / \ ' \
~ l ' \  \
/ \ v \

\  \ i *

0 1 1 1 w 1 \*) 
1 2 3

6 E. Batschelet, Introduction to Mathemaiics for Life Scientists, 
3a. ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1979, página 299.

PROBLEMA 33

34. M EDICIÓN DE LA RESPIRACIÓN Repita el 
problema 33 con la función de la tasa de inhalación

R(t) =  —1.2/3 + 5.72/ litros/s
y trace la gráfica de R(t).
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Términos importantes, símbolos y fórmulas

436 ! C APÍTU LO  5 i Integración i 5-82

Antiderivada; integral indefinida: (358)

J f(x)dx F'(x) =  +  C si y sólo si F'(x) = f tx )

Regla de la potencia: (.359)

a-'7 dx =
A*n 4- 1

11 + 1
+ C para n & — 1

1
Regla logarítmica: J — dx = ln Lvl + C (359)

Regla exponencial: dx = —eLx + C (359)

Regla del factor constante:^”kf(x) dx = k j f tx )  dx (360) 

Regla de la suma: (360)

J  [/(*) + sM ] dx = J f(x )  dx + Jg (x ) dx

Problema con valor inicial (362)
Integración por sustitución: (369)

g(u(x))u'(x) dx = í g(u) du donde u = u(x)
J du = u'(x) dx

Integral definida: (380)

f /(a ) dx =  lím [ /(a  j) + • • • + / ( x n)]Ax
J a  n - *  +  co

Área bajo la curva: (382)

Reglas para integrales definidas: (387)
a

/ ( a ) dx = 0

Regla del factor constante: (387)

r b f b! kf(a) dx — k \ /(a )  dx para k constante
J a  J a

Regla de la suma: (387)

J~b rb rb
[/(•*) +  g to ]  dx = /(a ) dx +  g(x) dx

a J a  J a

Regla de la diferencia: (387)

í  [ftx) -  g(A)] dx = í  f tx )  d x -  í  g(a) dx
J a  J a  Ja

Regla aditiva de la integral definida: (387)

f  ftx) dx =  í  ftx) dx + í  f tx ) dx
J a  J a  J c

Teorema fundamental del cálculo: (385)

j  /(a )  dx =  F(b) — F{á) donde F'(x) — ftx)

Variación total de Q{x) sobre el intervalo a < x < b \
(390)

Q ( b ) - Q ( a ) =  \  Q '{x)dx
J a

Área entre dos curvas: (398)

/ ' = /W
/

/R
^y = g(x)

Área de R

= í  [ftx) -  g(x)) dx

Valor promedio de una función / ( a ) sobre un intervalo
a < x ^  b: (406)

1
b — a

ftx )  dx

ftx) dx — I f tx ) dx
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5-83 Resumen del capítulo 437

Curva de Lorentz: (404) Valor futuro (monto) de un flujo de ingresos: (415
Valor presente de un flujo de ingresos: (415)

Disposición a gastar de los consumidores: (418)
Excedente de los consumidores: (420)

<7o

Exceso neto de utilidad: (402 )

EC I D(q) dq PoQo, donde p — D(q) es la demanda 
Jo

Excedente de los productores: (421)

S(q) dq, donde p  =  S{q) es la oferta
o

Supervivencia y renovación: (427)

Flujo de sangre por una arteria: (429)
Gasto cardiaco: (430)

Revisión del capítulo 5

1. Determine estas integrales indefinidas (antideriva
das).

á) x3 — V 3x + 5e~Zx dx

x — 2x +  4
dx

x
dx

(3 +  2 x 2)3/2

ln \ í x  ,
--------dx

f)  J x e ^ ^ d x  

2. Evalúe cada una de estas integrales.
' 4

(x + 3)
dx

lo V x 2 + 6x + 4 
3. En cada caso, determine el área de la región indi

cada.
a) La región acotada por la curva y = x  + V x, el 

eje x, y las rectas x  = 1 y x =  4.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

b) La región acotada por la curva y =  x2 — 3x y la 
recta y =  x  +  5.

Determine el valor promedio de la función

f(x) =
x — 2

sobre el intervalo 1 <  x <  2.

VARIACION TOTAL DEL INGRESO El in
greso marginal de producción de q unidades de cier
to artículo es R'(q) = q(l0  — q) cientos de dólares 
por unidad. ¿Cuál es el ingreso adicional generado 
cuando el nivel de producción se incrementa de 4 a 
9 unidades?
EQUILIBRIO COMERCIAL El gobierno de 
cierto país estima que dentro de t años, las importa
ciones se incrementarán a una tasa de I'{t) y las ex
portaciones, a la tasa E'(t), ambas en miles millones 
de dólares por año, donde 

/'(O =  12.5e0'2' y E'(t) = 1.7f+ 3 
¿En cuánto se incrementará el déficit comercial de 
este país durante los próximos cinco años? 
EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES 
Suponga que los consumidores demandan q cientos 
de unidades de cierto artículo cuando el precio es 
p = 25 — q2 dólares por unidad. ¿Cuál es el exce
dente de los consumidores para el artículo cuando el 
nivel de producción es q0 =  4(400  unidades)? 
M ONTO DE UN FLU )0 DE INGRESOS Se 
transfiere continuamente dinero a una cuenta a una 
tasa constante de $5 000  por año. La cuenta gana 
interés a una tasa anual de 5%  capitalizado 
continuamente. ¿Cuánto habrá en la cuenta a cabo 
de 3 años?
CRECIMIENTO DE LA POBLACIÓN Los de
mógrafos estiman que la fracción de personas que aún
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residirán en cierta ciudad t años después de llegar es
tá dada por la función f{t) =  e~°'02r. Si la población 
actual es de 50 000 y arriban nuevos ciudadanos a 
una tasa de 700 por año, ¿cuál será la población den
tro de 20 años?

10. CONCENTRACIÓN PROM EDIO DE UN 
MEDICAMENTO A un paciente se le inyecta 
un medicamento y t horas después la concentración

del medicamento que permanece en el torrente san
guíneo del paciente está dada por

0.3/
C{t)

(í + 16) 1/2 mg/cnr

¿Cuál es la concentración promedio del medicamen
to durante las primeras 3 horas después de aplicada 
la inyección?

Probiemas de repaso
En los problemas 1 a 20 determine la integral indefinida que se indica.

1. j ( x 3 + V x  -  9) dx

3. J (x 4 -  5e~Zv) dx 

í Í5 x 3 -  3'

13.

dx

1
7. I r  -  3t + ~ ^ \d t

9. v 3 x + T  dx

11. (.x +  2)(x“ + 4x + 2) dx

3x +  6
(2x¿ +  8x + 3)'

15. I v(v -  5)12 dv

dx

6.

12.

16.

1

'3e~x + 2e3x\  ,
-  dx

e ^  )

8. j (x -I- l)(2x2 + V x) dx

10. (3x +  l)V 3 x 2 + 2x + 5 dx

x  + 2
x ¿ + 4x + 2

14. I (t -  5)12 dt

dx

ln(3x)
dx

17. 5xe X dx

1 9 .  í í ^ h U

18.

20.

x
,x — 4

+ 5

dx

dx

En los problemas 21 a 30 evalúe la integral definida que se indica.

21. (5x -  8x3 + 1) dx
Jo

23. [ (e2* + 4-^S) dx
Jo

25. J 30(5x — 2) dx

22. í ( V t  + t~ 3/2)d t

"9 . , 2

24.

26.

+ V I - -  5
dx

x

(3x +  6)
Lj(x~ + 4x + 5)“ dx
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■i
27. I 2ter ~ 'd t  

Jo
f e -  1

29.
lo \x  +  1

I dx

■i
28. e~x(e~x + l ) l u dx

Jo
(°2 1 30. —— -2 dx

Je -x(lnx)

ÁREA ENTRE DOS CURVAS En los problemas 
31 a 38 trace la región indicada R y determine su área 
usando la integración.

31. R es la región bajo la curva y — x  +  2\/~x en el in
tervalo 1 <  a  <  4

32. R es la región bajo la curva y = ex + e~x en el in
tervalo — 1 <  a  <  1

. . .  1 ?33. R es la región bajo la curva y — — Y x~ en el inter-
A

valo 1 <  a  <  2

34. R es la región bajo la curva y = V 9  — 5 a 2 en el 
intervalo 0 <  a  ^  1

4
35. R es la región acotada por la curva y  =  -  y la recta

x

x  + y  = 5
8

36. R es la región acotada por las curvas y  =  — y 

y  =  V a  y la recta x  =  8

37. R es la región acotada por la curva y  = 2 + a  — a 2
y el eje a .

38. R es la región triangular con vértices (0, 0), (2, 4) y
(0, 6).

VALOR PROM EDIO DE UNA FUNCIÓN En los 
problemas 39 a 42 determine el valor promedio de la 
función dada en el intervalo indicado.

39. / ( a )  = a 3 — 3a  + V 2 a ;  en 1 <  a  <  8

40. /(í) = f t y 8 -  7 í2; en 0 <  r <  1

41. g(v) =  ve~v ; en 0 ^  v <  2

42. h(x) = X»

EXCEDENTE DE LOS CONSUMDORES En los 
problemas 43 a 46 p  = D(q) es la curva de demanda 
para un artículo particular; es decir, se demandan q 
unidades del artículo cuando el precio es p = D(q) 
dólares por unidad. En cada caso, para el nivel de 
producción dado q0, determine p0 = D(q0) y calcule el 
excedente de los consumidores correspondiente.

43. D{q) = 4(36 — q2)\ q0 = 2 unidades

44. D{q) = 100 — 4q — 3q2', q0 =  5 unidades

45. D(q) = lOe 0Aq\ q0 = 4 unidades

46. D(q) — 5 + 3e~0'2q>, q0 = 10 unidades

CURVAS DE LORENTZ En los problemas 47 a 50 
trace la curva de Lorentz y = L(x) y determine el índi
ce de Gini correspondiente.

47. L(a)

48. L(a)

49. L(a)

50. L(a)

— A1.2

0 .3 a2 +  0 .7a

0 .75a2 +  0 .25a

En los problemas 51 a 54 resuelva el problema con va
lor inicial dado.

54.

55.

56.

57.

d'y 
dx 

dy 
dx 

dx 
dt 

dy 
dx

51. —  = 2, donde y =  4 cuando a  =  —3

52. —  = a (a  — 1), donde y =  1 cuando a  =  1

53. —  = e 2t, donde y =  4 cuando t = 0

t + 1, donde y  = 3 cuando t = 1

58.

Determine la función cuya recta tangente tiene pen
diente a (a 2 + 1)_ 1 para cada a , y cuya gráfica pasa 
por el punto (1, 5).
Determine la función cuya recta tangente tiene pen
diente xe 2*L para cada a, y cuya gráfica pasa por el 
punto (0, 3).

VALOR NETO DE UN BIEN Se estima que 
dentro de t días el cultivo de un granjero crecerá a 
una tasa de 0.512 + 4{t + l) -1 bushels por día. 
¿Cuánto crecerá el valor del cultivo durante los pró
ximos 6 días si el precio de mercado permanece fijo 
a $42 por bushel?

DEPRECIACIÓN El valor de reventa de cierta 
máquina industrial disminuye a una tasa que cambia 
con el tiempo. Cuando la máquina tiene t años, la 
tasa a la que cambia su valor es 200(í — 6) dólares 
por año. Si la máquina se compró nueva por 
$12 000, ¿cuánto valdrá 10 años después?
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\

59. VENTA DE BOLETOS Los promotores de un 
feria estiman que t horas después de abrir las puer
tas a las 9:00 a.m. los visitantes ingresarán a la feria 
a una tasa de - 4 {t + 2)3 + 54(í +  2)2 personas por 
hora. ¿Cuántas personas ingresarán a la feria entre 
las 10:00 a.m. y el mediodía?

60. COSTO MARGINAL En cierta fábrica el costo 
marginal es 6{q — 5)2 dólares por unidad cuando el 
nivel de producción es q unidades. ¿Cuánto crecerá 
el costo total de manufactura si el nivel de produc
ción se incrementa de 10 a 13 unidades?

61. TRANSPORTE PÚBLICO Se estima que dentro 
de jc semanas, el número de viajeros que usa una línea 
nueva del metro crecerá a una tasa de 18x2 +  500 
por semana. Actualmente 8 000 viajeros usan el 
metro. ¿Cuántos lo usarán dentro de 5 semanas?

62. VARIACIÓN TOTAL DE LA BIOMASA Una 
proteína con masa m (gramos) se desintegra en ami
noácidos a una tasa dada por

dm _  — I5t 
~dt ~  t2 + 5 

¿Cuál es la variación total de masa de la proteína 
durante las primeras 4 horas?

63. CONSUMO DE PETRÓLEO Se estima que t 
años a partir del comienzo del 2000, la demanda de 
petróleo en cierto país cambia a una tasa de D'(t) = 
(1 + 2í)-1 mil millones de barriles por año. ¿Cuán
do se consume (demanda) más petróleo durante 
2001 o 2004? ¿Cuánto más?

64. VALOR FUTURO DE UN FLUJO D E  I N G R E 
SOS Se transfiere dinero continuamente a una 
cuenta a una tasa constante de $5 000 por año. La 
cuenta gana interés a una tasa anual de 5% capitali
zado continuamente. ¿Cuánto dinero habrá en la 
cuenta al cabo de 3 años?

65. VALOR FUTURO DE UN FLUJO D E  
INGRESOS Se transfiere dinero continuamente a 
una cuenta a una tasa constante de $12 000 por año. 
La cuenta gana interés a una tasa anual de 8% capi
talizado continuamente. ¿Cuánto dinero habrá en la 
cuenta al cabo de 5 años?

66. VALOR PRESENTE DE UN FLUJO- D E  
INGRESOS ¿Cuál es el valor presente de una in
versión que generará utilidades continuamente a una 
tasa constante de $1 000 por año, durante 10 años,
si la tasa de interés anual prevaleciente permanece 
fija en 7% capitalizado continuamente?

67. INVENTARIO DE BIENES RAÍCES En cierta 
comunidad la fracción de casas puestas a la venta 
que permanecen sin venderse durante al menos t se-

__ A  O í

manas es aproximadamente f{t) — e ■ . Si 
actualmente hay 200 casas en el mercado y si se 
ponen en el mercado casas adicionales a una tasa de 
8 por semana, aproximadamente ¿cuántas casas 
estarán en el mercado al cabo de 10 semanas?

68. INGRESO MEDIO Un fabricante de bicicletas 
espera que dentro de x meses los consumidores 
compren 5 000 bicicletas por mes al precio de 
P(x) = 80 + 3 V x  dólares por bicicleta. ¿Cuál es el 
ingreso medio que el fabricante puede esperar de la 
venta de las bicicletas durante los siguientes 16 meses?

69. DESECHOS NUCLEARES Una planta nuclear 
produce desechos radiactivos a una tasa constante 
de 300 libras por año. Los desechos se desintegran 
exponencialmente con una vida media de 35 años. 
¿Cuántos desechos radiactivos de la planta habrá 
después de 200 años?

70. CRECIMIENTO DE UN ÁRBOL Un árbol se 
transplanta y, después de x años crece a una tasa de

■ ° '5 +  Í T t f
metros por año. ¿Cuánto crece el árbol durante el 
segundo año?

71. INGRESO FUTURO Un pozo de petróleo que 
produce 900 barriles por mes se agotará en 3 años. 
Actualmente el precio del crudo es de $16 por barril 
y se espera que se incremente a una tasa constante 
de 8 centavos por barril al mes. Si el petróleo se 
vende tan pronto como se extrae del suelo, ¿cuál se
rá el ingreso total futuro del pozo?

72. EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES 
Suponga que la función de demanda de los 
consumidores para cierto artículo es
D(q) = 50 — 3q — q2 dólares por unidad.
á) Determine el número de unidades que se compra

rán si el precio de mercado es de $32 por unidad.
b) Calcule la disposición a gastar de los consumidores 

para obtener el número de unidades del inciso a).
c) Calcule el excedente de los consumidores cuan

do el precio de mercado es de $32 por unidad.
_  d) Use la instrucción de graficación de su calcula

dora para trazar la curva de demanda. Interprete 
la disposición a gastar de los consumidores y el 
excedente de los consumidores como áreas rela
cionadas con esta curva.

73. PRECIO MEDIO Los registros indican que t me
ses después del inicio del año, el precio del tocino en 
los supermercados locales era P(t) = 0.06r -  0.2t + 
1.2 dólares por libra. ¿Cuál era el precio medio del to
cino durante los primeros 6 meses del año?

m
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74. AREA SUPERFICIAL DEL CUERPO 
HUMANO El área superficial S del cuerpo de 
una persona promedio de 4 pies de altura, que pesa 
vr libras cambia a una tasa

S'(\\')=  1 10n,_ 0,575 pulg2/lb
En particular, el cuerpo de un niño que mide 4 pies 
y pesa 50 Ib tiene un área de 1 365 pulg~. Si el niño 
gana 3 Ib mientras permanece con la misma altura, 
¿cuánto se incrementa el área superficial del cuerpo 
del niño?

75. CAMBIO DE TEMPERATURA Se ha determi
nado que t horas después de la media noche la 
temperatura T (°C) en cierta ciudad del norte 
cambia a una tasa dada por

T \ t )  = -0.02(7 -  7)(f -  14) °C/h • 
¿Cuánto cambia la temperatura entre las 8:00 a.m. y 
las 8:00 p.m.?

76. EFECTO DE UNA TOXINA En una colonia de 
bacterias se introduce una toxina y t horas después, 
la población P(t) de la colonia cambia a la tasa

- 0 n 3 ) 3 4- '
dt

Si había 1 millón de bacterias en la colonia cuando 
la toxina se introdujo ¿qué representa P(t)l

77.

# 1

[Sugerencia: Note que 3X = ex ln 3.]

ANÁLISIS MARGINAL En cierta parte del país, 
el precio de los huevos Grado A actualmente es de 
$2 .50  por docena. Los estudios indican que dentro 
de a* semanas, el precio p{x) cambiará a la tasa de 
p \x )  =  0.2  + 0 .0 0 3 a2 centavos por semana. 
á) Emplee la integración para determinar p(x) y 

luego use la instrucción de graficación de su cal
culadora para trazar la gráfica de p(x). ¿Cuánto 
costarán los huevos al cabo de 10 semanas? 

b) Suponga que la tasa de cambio del precio fuera 
p'{x) = 0.3 + 0.003a'2. ¿Cómo afecta esto a 
p(x)l Compruebe su conjetura trazando la nueva 
función del precio en la misma pantalla que 
la función original. Ahora ¿cuánto costarán los 
huevos al cabo de 10 semanas?

78. INVERSIÓN EN UN PERIODO DE
MERCADO A IA  BAJA Jan abre una cuenta de 
acciones con $5 000  al inicio de enero y a continua
ción deposita $200  al mes. Por desgracia, el merca
do va a la baja, y ella ve que t meses después de 
depositar un dólar, sólo quedan 100/(0 centavos, 
donde/(0 =  e~°'ou. Si este patrón continua, ¿cuán
to tendrá en su cuenta después de 2 años? [Sugeren
cia: Considere este problema como de 
supervivencia/renovación.]

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

l e

Resumen del capítulo f 441

DISTANCIA Y VELOCIDAD Después de t 
minutos un objeto que se mueve a lo largo de una 
recta tiene una velocidad v(0 — 1 + 4t + St2 
metros por minuto. ¿Cuánto viaja el objeto durante 
el tercer minuto?

POBLACIÓN PROM EDIO La población (en 
miles) de cierta ciudad, t años después del 1 de ene
ro de 1995, está dada por la función

150e0 03'
{t) ~  1 + e0M‘

¿Cuál es la población promedio de la ciudad durante 
la década de 1995-2005?

DISTRIBUCIÓN DEL INGRESO Un estudio 
sugiere que la distribución de los ingresos para 
trabajadores sociales y para físioterapeutas se puede 
representar mediante las curvas de Lorentz y = L x(x) 
y y  = L2(x), respectivamente, donde

L,(.v) =  a-1'6 y L2(x) = 0.65x2 + 0.35.x
¿Para cuál profesión está más equitativa la distribu
ción del ingreso?

DISTRIBUCIÓN DEL INGRESO Un estudio 
conducido por cierto estado determina que las curvas 
de Lorentz para maestros de preparatoria y para 
agentes de bienes raíces están dadas por las funciones

L,(x) = 0.67x4 + 0.33x3 
L2(x) = 0.72X2 + 0.28.x

respectivamente. ¿Para cuál profesión está más 
equitativamente distribuido el ingreso?

VELOCIDAD Y DISTANCIA Un automóvil es 
conducido de manera que después de t horas su ve
locidad es S(t) millas por hora.
a) Escriba una integral definida que dé la veloci

dad media del automóvil durante las primeras 
N  horas.

b) Escriba una integral definida que indique la dis
tancia total que el automóvil recorre durante las 
primeras N  horas.

c) Analice las relaciones entre las integrales en los 
incisos a) y b).

Utilice la instrucción de graficación de su calcula
dora para trazar las curvas y = —a3 — 2x~ + 5x — 2 
y y  = x  ln x  en la misma pantalla. Use ZOOM y 
TRACE o alguna otra instrucción de su calculadora 
para encontrar dónde se intersecan las curvas, y lue
go calcule el área de la región acotada por ellas.

Repita el problema 84 para las curvas 
x -  2

O
-I

D

« \

LÜ
D

ÍÜ

y =
A +  1

= V25 -  a2
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Las soluciones completas para los ejercicios ¡EXPLORE! Se encuentran en el sitio es
pecífico del libro en la red. www.mhhe.com/horfmann

\Solución  a l e jercicio  Introduzca las constantes {—4, —2, 2, 4} en L1 y escriba Y l =  X3 y Y2 =  Y l + Ll.
¡Explore! de \ Grafique Yl en negritas, usando la pantalla [—4.7, 4.7] 1 por [—6, 6]1. En* =  1 (donde

la  p ág in a  357 se ha trazado una recta vertical), las pendientes para cada curva parecen iguales.

L1 L2 L3 1
-H-z

i t l P I P I

L1Í5>=

n o n  Piotz PiotJ 
NViBX^3 
\VsBVi+Li 
\  V 3 =
\ V h =
\ V s  =
\Vfi=
W ?  =

Usando la instrucción de su calculadora gráfica que traza la recta tangente, trace rectas 
tangentes en x  = 1 para varias de estas curvas. Cada una de las rectas tangentes en x  = 1 
tiene pendiente igual a 3, aunque cada recta tiene una intersección distinta con el eje y.

fr
w

»  m
y=5.0000015í+

y
■fi.OOOOOl

M f

K=i M
v=3.00000iX+ ..999999

Solución ol ejercicio 
¡Explore! de 

la p á g in a  353

La integración numérica, fnlnt(expresión, variable, límite inferior, límite superior) pue
de ser localizada a través de la tecla MATH, 9:fnlnt(, que fue usada para escribir Yl en 
el cuadro que sigue. Se ha obtenido una familia de gráficas que parecen ser parabólicas 
con vértices a lo largo del eje y  en y = O, 1 y 4. La antiderivada de/(x) =  2x es F(x) = 
x2 +  C, donde, para este caso, C =  O, — 1 y — 4.

Ploti Plotz PlotS
\Y 1 S f  n I n t  C 2X > X > í  
0 ? 1 ? 2 ) ? X)

\Y3 =
W h =
\ V e =
\Ve =
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Solución  a l  e jercic io  
¡Explore! de 

la  p á g i n a  359

Solución al ejercicio  
¡Explore! de  

la  p á g in a  361

Solución  a l  e jercic io  
¡Explore! de 

la  p á g i n a  386

Introduzca y =  F(x) =  ln \x\ en Yl como ln(abs(x)), usando un estilo de graficación en 
negritas, e introduzca/(x) =  \/x  en Y2, empleando una pantalla decimal. Observe las 
gráficas que aparecen aquí. Elija x  =  1, y compare la derivada F'( 1), que aparece en la 
gráfica de la izquierda como dy/dx = 1.0000003, con el valor y  = 1 d e /( l)  que aparece 
a la derecha. La diferencia despreciable entre los valores se puede deber al uso de la de
rivación numérica. En general, al elegir cualquier otro valor x  distinto de cero, se puede 
verificar que F'(x) = /(.*). Por ejemplo, cuando x  = - 2 ,  se tiene F '(~ 2) = - 0  5 = 
/ ( - 2 ) .

•M M

O

r

Y£=i/y.

---
---

---
---

-1-
---

---
---

--
1---

---
---

---
r

X=i \ V=i

Introduzca los números enteros de - 5  a 5 en L1 (STAT EDIT 1). Escriba las ecuacio
nes en el editor de ecuaciones como se muestra. Ahora grafique, con la pantalla indica
da y observe que se generan las curvas de las antiderivadas en secuencia, de los niveles 
inferiores a los superiores. TRACE hasta el punto (2, 6) y observe que la antideri
vada que pasa por este punto es la segunda en la lista L l. Esta curva es F(x) = x3 +  x —
4, que también puede ser calculada de forma analítica, como en el ejemplo 5.1.4. Pa
ra /(x ) =  3x2 — 2 se puede usar la misma pantalla para obtener la gráfica de la derecha. 
La antiderivada es la octava en la lista L l, y corresponde a F(x) =  x3 — 2x +  2, cuyo 
término constante se puede confirmar algebraicamente.

ÜJ

PlOti NotZ F lo tt
VYMB3X2 + 1 
^ 2  0X ^3+X +Li 
\V s  =
\V h =
\V e =
\V s  = 
v.Y? =

Siguiendo el ejemplo 5.3.3, haga Y l = x3 +  1 y grafique empleando una pantalla 
[ - 1 ,  3] 1 por [ - 1 ,  2] 1. Acceda a la instrucción de integración numérica a través de 
CALC, 7:/f(x) dx, especificando el límite inferior como X = 0 y el límite superior como 
X =  1, para obtener J¿x 3 + 1 dx =  1.25. Después multiplique por 10 000 para obtener 
el área requerida.

V1=K*+Í

L0W4KL.il
X=0

*>¡t?

Y1=K2+i

Up-f-*k L¡p
X = l i

*¡t?
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S o lu ción  a l ejercicio  
¡Explore! de 

la  p á g in a  401

Solución  a l ejercicio  
¡Explore! de 

la  p á g in a  406

Solución  a l  e jercicio 
¡Explore! de 

la  p á g in a  419

Siguiendo el ejemplo 5.4.2, haga Y 1 =  4X y Y2 = X3 4- 3X“ en el editor de ecuaciones 
de su calculadora graficadora, utilizando la pantalla [—6, 2]1 por [—25, 10]5. Los pun
tos de intersección están en x  = - 4 ,  0 y 1. Considerando y = 4x como una línea hori
zontal base, el área entre Y1 y Y2 puede ser considerada como el área de la curva de 
la diferencia Y3 =  Y2 — Y l. Deseleccione (desactive) Y1 y Y2 y grafique Y3 en la 
pantalla [-4 .5 , 1.5J0.5 por [ -5 ,  15]5. La integración numérica aplicada a esta curva en
tre x  =  —4 y 0 produce un área de 32 unidades cuadradas para el primer sector fini
to entre las dos curvas. La región del segundo sector finito entre jc = 0 y 1 tiene un área 
de —0.75. El área total entre las dos curvas es 32 + |—0.75| =  32.75.

Haga Yl =  x3 — óx2 + 10a' — 1 y utilice la instrucción CALC,7:Jf(x)dx, para determi
nar que el área bajo la curva de x =  1 a x = 4 es 9.75 unidades cuadradas, lo que es igual 
a la porción rectangular bajo Y2= 9.75/(4 — 1) =  3.25, de longitud 3. Es como si se 
considerara que el área bajo/(jc) en [1, 4] se hizo agua y se convirtiera en una superficie 
a nivel, de altura 3.25, que es el valor promedio de f(x). Este valor se alcanza en jc =  

1.874 (se muestra a la derecha) y también en x = 3.473. Recuerde que se debe borrar el 
dibujo anterior, empleando DRAW, l:C lrD raw , antes de trazar el dibujo siguiente.

S f(x )4 x = 9 .?5

Graficamos Dnuevo(q) en negritas como Y2 = 4(23 — X2) con D(q) en Yl =  4(25 -  X2), 
usando la pantalla [0, 5] 1 por [0, 150] 10. Se ve que Dnucya(q) en negritas es menor que 
D(q) para el rango de valores observado, lo que apoya la conjetura de que el área bajo 
la curva Dnû a(q) será menor que la de D(q), en el rango de valores [0, 3]. Esta área re
sulta ser de $240, que es menor a los $264 que se muestran para D(q) en la figura 5.17.
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El cálculo puede ayudar a responder preguntas acerca de la percepción humana, in
cluyendo aquellas preguntas que relacionan el número de frecuencias de sonido dife
rentes o el número de tonos de luz diferentes que la gente puede distinguir (véase la 
figura adjunta). Nuestro objetivo ahora es mostrar cómo se puede usar el cálculo in
tegral para estimar el número de pasos que una persona puede distinguir cuando se 
incrementa la frecuencia del sonido a partir de la menor frecuencia audible de 15 
hertz (Hz), a la mayor frecuencia audible de 18 000 Hz. (En este contexto hertz, abre
viado Hz, es igual a ciclos por segundo.)

Un modelo matemático7 de la percepción auditiva humana emplea la fórmula 
y = 0.767jc°'439, donde y  Hz es el cambio más pequeño en frecuencia que es detectable 
a la frecuencia de jc Hz. Entonces, en el extremo inferior del rango de escucha 
humano, 15 Hz, el cambio más pequeño de frecuencia que una persona detecta es 
y =  0.767 X 15o'439 * 2.5 Hz, en tanto que en el extremo superior de escucha humano, 
cerca de 18 0 0 0  Hz, la menor diferencia perceptible es aproximadamente y = 0.767 
X 18 0 0 0 o-439 * 57 Hhz. Si el menor cambio de frecuencia perceptible fuera el mismo 
para todas las frecuencias que las personas pueden escuchar, se podría determinar el nú
mero de pasos perceptibles por el oído humano simplemente dividiendo el rango to
tal de frecuencias entre el tamaño de este cambio perceptible más pequeño. Por des
gracia, se ha visto que el menor cambio de frecuencia perceptible se aumento con el 
incremento de la frecuencia, por tanto la aproximación simple no funciona. Sin em
bargo, se puede estimar el número de pasos perceptibles empleando la integración.

Con este propósito, sea y =  /(jc) la menor diferencia de frecuencia que la gente puede 
distinguir a la frecuencia x. A continuación se eligen números jcq, . . . ,  jc„ comenzan- 
por A'o = 1 5  Hz, y continuando hasta la mayor frecuencia xn =  18 000  Hz, de manera 
que para j  =  0, 2 , . . . , / ?  — 1,

Xj f ( X j )  X j +1

7 Parte de este ensayo se basa en Applications of Calculus: Selected Topics from the Environmental and 
Life Sciences, por Anthony Barcellos, McGraw-Hill, 1994, páginas 21-24.

RE
FL

EX
IO

NE
 

AC
ER

CA
 

DE
...

  www.FreeLibros.com



RE
FL

EX
IO

NE
 

AC
ER

CA
 

DE
446  CAPÍTULO 5 l Integración 1 5-92

En otras palabras, Xj + j es el número que se obtiene sumando la menor diferencia per
ceptible para xj a la misma xj. Así, el ;-é s im o  paso tiene una longitud

Axj =  xj+l -  Xj =f(Xj)

Dividiendo entref(xj), se obtiene

A xj _  xJ+l ~  x¡ _
f t X j )  f ( X j )

y se sigue que

y 1 _  " y  Xi+ 1 ~ XJ _  X] ~ x° + ~  *1 +  . . . +  -  Xn — 1
jéo  f(Xj) j é o f(Xj) f ( x 0) / (Xi) f ( x n)

= 1 + 1 +  . . . +  1 = n
V-----------------y-----------------';/ términos

La suma en el lado izquierdo de esta ecuación es una suma de Reimann, y como las lon
gitudes de los pasos AXj = xJ+x — Xj son muy pequeñas, la suma es aproximadamente 
igual a una integral definida. Específicamente, se tiene

p" dx  " y1 AX,  _
Í J ( X )  j = o f ( x j)

Finalmente, usando la fórmula de modelación f(x )  =  0.767x°'439 junto con x0 = 15 y 
xn — 18 000, se determina que

í x"dx  f 18 000 dx

J X 0 f(x ) J15 0.767X0-439

1 1
(x 0Ml

0.767'1,0.561

18 000 

15

= 2.324(18 OOO0-561 -  15o-561) 
=  556.2= 556.2

Entonces, hay aproximadamente 556 pasos perceptibles en el rango de audición de 15 
Hz a 18 000 Hz.

A continuación se hacen algunas preguntas para aplicar estos principios a proble
mas concernientes a la percepción auditiva y visual.

P r e q u n f a

1. Las 88 teclas de un piano varían de 15 Hz a 4 186 Hz. Si el número de teclas 
se basara en el número de diferencias perceptibles, ¿cuántas teclas tendría un 
piano?

2. Un monitor en blanco y negro de 8 bits puede dar 256 tonos en la escala de gri
ses. Sea x  la oscuridad de un tono de gris, donde x  = 0 para el color blanco y
x  =  1 para el color completamente negro. Un modelo de la percepción dentro 
de la escala de grises emplea la fórmula y  =  Ar0'3, donde A es una constante 
positiva y y es el cambio más pequeño detectable por el ojo humano en el nivel 
de gris x. Algunos experimentos demuestran que el ojo humano es incapaz de 
distinguir 256 distintos tonos de gris, por lo que el número n de diferencias
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de sombreado detectable de x =  0 a x  = 1 debe ser menor que 256. Suponiendo l 
que n <  256, encuentre un límite inferior para la constante A en la fórmula de 
modelación y =  Ax03.

3. Un modelo de la habilidad de la visión humana para distinguir colores con to
nos distintos usa la fórmula y = 2.9 X 10~24 x8 52, donde y es la menor diferen
cia perceptible para un color con longitud de onda x , con ambas x y  y medidas 
en nanómetros (nm).

a) La luz de color azul-verde tiene una longitud de onda de 580 nm. ¿Cuál es 
la menor diferencia perceptible en esta longitud de onda?

b) La luz de color rojo tiene una longitud de onda de 760 nm. ¿Cuál es la 
menor diferencia perceptible en esta longitud de onda?

c) ¿Cuántos pasos perceptibles hay entre un tono de luz de color azul-verde y 
un tono de luz de color rojo?

4. Determine un modelo de la forma y = axk para diferencias perceptibles en tonos 
para el espectro de colores desde la luz de color azul-verde de 580 nm, hasta la 
luz de color violeta, de 400 nm. Considere el hecho que la diferencia mínima 
perceptible a las longitudes de onda de la luz azul-verde es de 1 nm, en tanto 
que en la longitud de onda de la luz de color violeta, la diferencia mínima per
ceptible es de 10 nm.

RE
FL

EX
IO

NE
 

AC
ER

CA
 

DE

  www.FreeLibros.com



  www.FreeLibros.com



Éste es un vertedero de desechos nucleares en la península de Kola, Rusia. Los 
efectos a largo plazo de la acumulación de desechos nucleares pueden ser determi
nados por integración impropia.

TEMAS 
ADICIONALES DE 

INTEGRACIÓN
1 Integración por partes; tablas de integrales
2 Integrales impropias
3 Integración numérica 

Resumen del capítulo
Términos importantes, símbolos y fórmulas 
Revisión del capítulo 6 
Problemas de repaso 

¡Explore! Actualización 
Reflexione acerca de...
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4 5 0  > CAPÍTULOó ¡ Temas adicionales de integración 6-2

SECCION 6.1 In te g ra c ió n  po r partes; tab las 
de in tegra les___________________
La integración por partes es una técnica de integración basada en la regla del producto 
para la derivación. En particular, si u(x) y v(x) son funciones derivables de x, entonces

de modo que

d dv du
— [u(x)v(x)] = u(x)—  + v(x)—  
dx dx dx

dv d du
u(x)—  =  -r-[u(x)v(x)] -  v(x)—  

dx dx dx

Integrando ambos lados de esta ecuación con respecto a x, se obtiene

/ < \ dv U(x)—
dx

dx =  J-^[u(x)v(x)]dx -  J  

!=  u(x)v(x) — t ^d u  vW tdx

du
VC*)—dx

dx

dx

porque u(x)v(x) es una antiderivada de t [h(* )v(a')]. Además, esta fórmula integral se
dx

puede escribir de forma más compacta como

j  udv =  uv — j  vdu

ya que

dv = —  dx y du =  —  dx 
dx dx

A  la ecuación J u d v  = uv —J v d u  se le llama fórmula de integración por 

partes. El gran valor de esta fórmula es que, si podemos hallar funciones u y v de 

, u ,  una integral d « ,« n « i„d , J / W *  „  p„ed. a .  1. f e »

j f (x )dx  udv,  entonces tenemos

Jf(x)dx = J  udv =  uv — Jvdu

y el cálculo de la integral dada se cambia por el cálculo de la integral Jvdu.  Si la 

integral Jvdu  es más fácil de calcular que Judv,  entonces el intercambio facilita el 

cálculo de Jf(x)dx. A  continuación se da un ejemplo.

EJEMPLO I 6.1.1

Calcule J x 2 ln xdx.
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SECCIÓN 6.1 ! Integración por partes; tablas de integrales ¡ 451

S o luc ión

manera queLa estrategia es expresar r  ln xdx  como J  udv seleccionando u y v de 

Jv d «  sea más fácil de evaluar que J  udv. Esta estrategia sugiere que se elija

u =  \nx  y dv = x zdx

ya que

du =  — dx 
x

es una expresión más sencilla que ln x, mientras que v se puede obtener por medio 
de la integración, relativamente fácil, de

v =  | x 2dx =  ^ x 3

(Para que sea más sencillo, se maneja el “+  C ” fuera del cálculo hasta el último paso.) 
Si se sustituye esta opción por u y v en la fórmula de integración por partes, se obtiene

a dv u v »• du

J * 2 ln xdx  =  J ( ln  x)(x2dx) =  (ln jc )^ x 3j  —J ^ j x 3^ —dx>j

=  \ x > ln x  — \ \ x 2dx = ~ x3 ln x  — ~ (^ x 3 ) + C
3 3 J  3 3 \ 3

1 3 ,  1 3 ^=  — x  ln x  — —x + C

A  continuación se muestra un resumen del procedimiento antes ilustrado.

Integración por partes

Para hallar una integral j ‘/ ( x ) d x  se usa la fórmula de integración por partes.

Paso 1. Elija las funciones u y v de modo que f(x )d x  =  udv. Intente escoger u 
tal que du sea más sencilla que u, y una dv que sea fácil de integrar.

Paso 2. Organice el cálculo de du y v como

u dv 

du v = j  dv

y sustituya en la fórmula de integración por partes

I udv =  uv — I vdu
J (continúa)
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' Complete la integración al hallar J vclu. Entonces

Jf(x)dx = Judv  — uv -  J vdu 

Agregue “+ C” sólo al final del cálculo.

La selección de una u y dv apropiadas para la integración por partes requiere de 
conocimiento y experiencia. Así, en el ejemplo 6.1.1, las cosas no serían tan sencillas si 
se hubiera escogido u = x2 y dv =  ln xdx. Ciertamente du = 2x dx es más sencillo que

u = x  , pero, ¿qué es v =  J ln xdxl De hecho, calcular esta integral es tan difícil como

hallar la integral original J x 2 ln xdx  (vea el ejemplo 6.1.4). Los ejemplos 6.1.2, 6.1.3

y 6.1.4 ilustran varias formas de escoger u y dv en integrales que pueden ser mane
jadas usando integración por partes.

'■Z

Encuentre I xeXxdx.

S o l u c i ó n
Aun cuando los factores x  y elx son fáciles de integrar, sólo x  se hace más sencilla cuan
do se deriva. Por lo tanto, se elige u =  x  y dv = e2x dx y se tiene que

u — x dv = eZx dx

du — dx v = ~eZx
2

Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, se obtiene
ti dv n v \ iln

x(e~xdx) = y ~ \ \ 2 e j dx

-  -  K r ” ) + c

EJiMf-LO i ó. 1.3

Encuentre x v x  + 5 dx.
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Soluc ión

De nuevo, los factores x  y \ / x  + 5 son fáciles de derivar y de integrar, pero x  se simpli
fica por derivación, mientras que la derivada de V x  + 5 es incluso más complicada que 
la misma V x  + 5. Esta observación sugiere que se escoja

u — x dv = V x  + 5 dx = (x + 5 ) ^ 2dx

de este modo,

du = dx v = (x + 5)3/2
3

Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, se obtiene
u d v  u v y

^ ' V_____

x ( V x  + 5 dx) = x ~(x  + 5)3/2

du

~(x  + 5)3/2 dx

- ( jc +  5)5/2 + C

= |x ( x  + 5 f /2 -  ^ ( x  + 5 f n  + C

NOTA Algunas integrales se pueden evaluar tanto por sustitución como por in
tegración por partes. Así, la integral del ejemplo 6.1.3 se puede hallar por susti
tución como sigue:

Sea u = x  + 5. Entonces du = dx y x  = u — 5, y

J x V x T I d x  = j ( u  -  5)V ü d u  = J («3/2 -  5u '/2)du

u5 /2 5 u3 /2

5/2  3/2
+  C

=  | ( *  + 5)5/2 -  y ( x  + 5)3' 2 + C

La forma de esta integral no es la misma que la hallada en el ejemplo 6.1.3. Pa
ra demostrar que las dos formas son equivalentes, observe que la antiderivada del 
ejemplo 6.1.3 se puede escribir como

f  C* +  5)3/2 -  A c *  +  5)V2 =  (x +  5)3/2J X

2x 4
— ------ (x + 5)
3 15

2 10 '  

5 C*+  5 ) "  T= (x + 5f ^ j  -  | )  = (x + 5)3̂ 2

=  | ( x  + 5)s/2 -  f ( x  +  5)3/2

que es la forma de la antiderivada obtenida por sustitución. Este ejemplo mues
tra que es muy posible que aunque usted trabaje correctamente no obtenga la res
puesta dada al final del libro.
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Integración .definida La fórmula de integración por partes se puede aplicar a las integrales definidas ob-
por partes servando que

J~b b rb
udv = uv — vdu

a a

La integración definida por partes se usa en el ejemplo 6.1.4 para hallar un área.

FIGURA 6.1 Región bajo 
y = ln x sobre 1 <  x < e.

EJEMPLO I 6.1.4
Encuentre el área de la región limitada por la curva y = ln jc, el eje x  y las líneas jc = 1 
y x  =  e.

Solución
La región se muestra en la figura 6.1. Como ln x  ^  0 para 1 <  jc <  e, el área está dada 
por la integral definida

í eA — Inxdx

Para evaluar esta integral usando la integración por partes, considere ln x dx como (ln 
jc)(1 dx) y use

u = ln x dv = 1 dx

du = — dx v =  | 1 dx =  x

Así, el área requerida es

A — j  ln xdx  =  x  ln x

=  jc ln jc — 1 dx — (jc ln jc jc)

i Ji
=  [e\ne -  e] -  [1 ln 1 -  1]

=  [e(l) - e ] -  [1 (0 )  -  1]

= 1

h¡ e =  1 v ¡n ! — 0

Como otra muestra del papel que juega la integración por partes en las aplica
ciones, se usa en el ejemplo 6.1.5 para calcular el valor futuro de un flujo continuo 
de ingresos (véase la sección 5.5).

EJEMPLO ! 6.1.5
Joyce está considerando una inversión de 5 años y estima que dentro de t años la inver
sión estará generando un flujo continuo de ingresos de 3 000 + 50r dólares por año. Si 
la tasa prevaleciente de interés anual permanece fija en 4%, y es capitalizada continua
mente durante los 5 años, ¿cuál es el valor de la inversión en 5 años?

Polución

El “valor” de la inversión de Joyce se mide como el valor futuro del flujo de ingreso en 
el término de 5 años. Recuerde (de la sección 5.5) que un flujo de ingresos depositado

  www.FreeLibros.com



6-7 I SECCIÓN 6.1 | Integración por partes; tablas de integrales I 455

continuamente a una tasa /(/), en una cuenta que gana interés a una tasa anual r, capita
lizada continuamente por un término de T años, tiene un valor futuro VF (iniciales de 
valor futuro) dado por la integral

VF = f  f ( t )er(T- ° d t  
Jo

Para esta inversión, se tiene/(O = 3 000 + 501, r =  0.04 y T = 5 de modo que 
el valor futuro está dado por la integral

VF = í  (3 000 + 50t)eoŝ 5^ d t  
Jo

Al integrar por partes con

u = 3 000 + 50/ dv = e0 04(5~ t)dt
0 . 0 4 ( 5  —  / )

du = 50 dt v =
-0 .0 4

=  — 25ea04(5-')

se obtiene

5 f 5
V F =  [(3 000 + 5 0 0 (-2 5 )e0 04(5_,)] -  (50)(-25)eOO4(5_°dí

o Jo

= [(-7 5  000 -  1 250¿)eao4<5~ ')] 

= [ ( -  106 250 -  1 2500eao4(5~ ')]

+ 1 250
, 0 . 0 4 ( 5 - 0 '

-0 .0 4  .

a l agrupar los térm inos

=  [ -  106 250 -  1 250(5)]e° -  [ -  106 250 -  1 250(0)]eao4<5)

=  17 274.04

Por lo tanto, en 5 años, la inversión de Joyce valdrá aproximadamente $17 274.

coción repetido A veces la integración por partes lleva a una nueva integral que también debe ser in- 
de la  in tegración  tegrada por partes. Dicha situación se ilustra en el ejemplo 6.1.6.

por partes

EJEMPLO' I 6 .Í.6

f  O 0VEncuentre x~e~ dx.

Solución
Como el factor e2x es fácil de integrar y x2 se simplifica al ser derivada, se selecciona

u = x2 dv = eZx dx

para que

du = 2xdx v = |  eZxdx = ~e^K
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Integrando por partes, se obtiene

jcV*<fe = x 2 I - ^ e 2jtj(2xdx)

■  - xe~xdx

La integral que queda ahora J xeZx dx también se puede obtener usando la integración 

por partes. De hecho, en el ejemplo 6.1.2, se había calculado que

íx eZvdx = ^ ( x  — ~^\e2x +  C

Por tanto,

x 2e2xdx = — jx e ^ d x

1 2 2t = —x e  —

1

1 1
2 Z " 2 ,e

2x +  c

=  ^(2 x2 -  2x +  l)*?2* +  c

Uso de tablas 
de inteqmles

\ m

¡EXPLORE!
Siguiendo el ejemplo 6.1.7, in- 

1traduzca f(x) =

yFM = -|ln

x(3x -  6)

abs

en Y1

3 x -6 ;
en Y2 usando el estilo en 
negritas de la graficadora. 
Grafique ambas funciones con 
el uso de la pantalla decimal 
modificada [-3 .7 , 5.7]1 por 
[-2 , 2]1. Verifique que 
F(x) = f(x) p o r*  = {-2 , 0}.

La mayor parte de las integrales que encontrará en áreas de las ciencias sociales, ad
ministrativas o biológicas se pueden evaluar con el uso de fórmulas básicas dadas en 
la sección 5.1, junto con la sustitución e integración por partes. No obstante, en oca
siones se puede encontrar una integral que no se pueda resolver por estos métodos.

f eXAlgunas integrales, por ejemplo — dx no se pueden calcular por ningún método; en
J x

cambio otras se pueden hallar con el uso de una tabla de integrales.

En las páginas 458 y 459 aparece una breve tabla de integrales.1 Note que la tabla está 
dividida en secciones, como las “formas con Vw2 — a2”; además, las fórmulas están 
dadas en términos de constantes denotadas a, b y n. El uso de esta tabla se muestra en 
los ejemplos del 6.1.7 al 6.1.11.

EJEMPLO I 6.1.7 

1
Halle dx.

x(3x — 6)

Solución
Aplique la fórmula 6 con a — —6 y b  = 3 para obtener

x
3x -  6

+ C

1 Una tabla más completa de las integrales se puede hallar en algunos textos de referencia como Mathe- 
matical Handbook of Formulas and Tables, de Murray R. Spiegel, Series Schaum Outlines, McGraw-Hill, 
Nueva York.
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EJEMPLO I 6.1.8 

1
Halle

6 -  3xÁ
dx.

bolucion

Si el coeficiente de *2 fuera 1 en lugar de 3, se podría usar la fórmula 16. Esto sugiere 
que primero se escriba el integrando como

1/ 1
3xJ 3 \2  — x x

y luego se aplique la fórmula 16 con a = V2:

1
3x,2 dx =  —

1
o . ~ o dx 3 2 -  x2

1 ( 2 ^ 2 ) l n

V 2  +
\ Í 2  - + C

EJEMPLO I 6.1.9

Encuentre I — ---- dx.
J 3x + 6

Solución

Es natural tratar de comparar esta integral con la de la fórmula 16 escribiendo

No obstante, como —2 es negativo, no se puede escribir como el cuadrado a2 de ningún 
número real a, de modo que la fórmula no aplica. Existe una fórmula para esta integral 
pero comprende funciones trigonométricas inversas, que no se estudiarán en este texto.

EJEMPLO I 6.1.10
1

Encuentre
V 4 x 2 -  9

dx.

Solución

Para colocar esta integral en la forma de la fórmula 20, vuelva a escribir el integrando 
como

1 1 1
V 4 t2 -  9 V4(*2 -  9/4) 2V a-2 -  9/4

Entonces aplique la fórmula con ¿T = 9/4 para obtener

1 1 1____  , = I  .
V 4 ? ^ 9 ^  2J Vx2 -  9/4 2 n

dx — — x  +  Va '2 -  9 /4 +  C
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BREVE TABLA DE INTEGRALES

Formas con a + bu

1. | U -  = -L[a +  bu — a ln Ia + bu\] + C + bu b‘■ í ;

> f  u2du 1
J a +  bu 2b3

[(a 4- bu)2 — 4a(a + bu) +  2a2 ln Ia + bu\] + C

f udu _ 1 T a
J (a + bu)2 b2\_a ++ bu

+ ln la 4- bu\ +  C

udu 2 ,--------= —̂ (bu — 2a)V a  + bu +  CVa + bu 3b

du 1
«Va + bu Va ln Va + bu — Va

Va + bu + Va +  C a > 0

du _  1 
w(a + bu) a a +  bu

+ C

-1
(a + bu) a

’ 1 b , u
“

—1- -  ln_« a a +  bu
+ C

-1
(a + buY

a -f 2bu 2b , -------- —_ _j------ jn
_w(a + bu) a a +  bul

+ C

Formas con V a 2 + u2

■i9. Va2 + u2du =  — Va2 + u2 ---- ln \u + Va2 + m2I + C
2 2

10. J du
Va2 + w2 = ln Iw + Va2 + w2l -I- C

11. í— -t=  2 =  —- lnJ «Va2 + u a
Va2 + w2 H- a + C

12. f
du

(<a2 + w2)3/2 a2 Va2 + «2 + C

13. f . 2Va2 + u2du — a2 + 2w2)Va2 + «2 — ~  ln Iw + Va2 -I- w2l -I- C 
8 8

a
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Formas con V a ¿ -  u2

du — 1
Vtf2 — u2 a

du

l4- h

J u 2V a 2 -  u 1 cru

1 6 .  [ _ ^ _  = _ L ln « + «
J a — u 2a

a + V a2 — u2
+ C

V a2 — u2
2------- C

+ c

V a2 — «2
l7- J —

du = V a2 — w2 — a ln a + V a2 — w2 + C

Formas con V i/2 -  a2

18. íV w 2 -  a2 du — ^  Vw2 — a2 — — ln lu + Vw2 — tf2l + C J 2 2
\ ^ u 2 — a2 . — Vm2 — a2

19. I —-----2-----=■ p ;  

■ /

+ ln Im + Vw2 — a2l + C

= ln Im + Vw2 — <32l + C

1Lh
\ / u 2 — a2

du _ Vw2 — a2
2V ^ 7 ~ ~ A  +

Formas con esu y ln u

22. | = — (au -  l)é?a“ + C
a• /

. j u m ln

23. ln wdw = w ln Iwl — u + C

Un wl 4- C

=
Um + 1

ln u — 1
777 +  1

/H * -1

Fórmulas de reducción

26. íu"eaudu = i« V “ -  ^  j u " ~ ' e “udu

27. (ln u fd u  =  «(ln u)n — n j (ln u )"~ 'd u

[. J u ”28. un v a  + budu = ¿7(2/2 + 3)
[un(a 4- ¿>w)3/2 - « . i » - Va 4- bu du] para/1 #  - -
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El ejemplo final comprende el uso de la fórmula 26. Ésta se llama fórmula de re
ducción porque permite expresar una integral determinada en términos de una integral 
más sencilla de la misma forma.

EJEMPLO I 6,1.11

Encuentre j x 3e 5xdx.

Solución

Aplique la fórmula 26 con n = 3 y a = 5 para obtener

J x V *  -  i « v -  -  f J a - *

Ahora aplique de nuevo la fórmula 26, esta vez con n = 2 y a — 5 para obtener

J x 2e5xdx = — - j x e 5xdx

A continuación aplique la fórmula una vez más (con n — 1, a = 5) para evaluar la inte
gral de la derecha:

_  í í 0 ’' " *

-  í ” 1* - KH+c

Por último, evalúe la integral original combinando estos resultados:

3  5 .V  1 ^  3  5 .V  3x e dx = x e --------
5 5

- x 2e5x -  -  ¡xe5xdx 
5 5 1

1  3  5 .V  ^  2  5 . v  I ^
=  ~x e ----------- x  e H---------

5 25 25
1  5 *  5 x—x e --------- e
5 5 V 5 ,

+  C

1 3 3 9 6 6
— x -----------x~ H------------ x --------------
5 25 125 625

SISTEMAS ALGEBRAICOS CON COMPUTADORA Ciertas calculadoras 
científicas, al igual que programas de software como el MAPLE, MATHCAD y 
MATHEMATICA, contienen un sistema algebraico computacional (CAS) que 
compara un integrando dado con integrandos de una tabla que tienen en la me
moria. Si bien la integración electrónica que usa un CAS es útil, su uso no tie
ne sentido si la mayoría de las integrales que usted encuentra se pueden calcular 
fácilmente a mano o con una breve tabla como las que aparecen en las páginas 
458 y 459. ¡a
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P R O B L E M A S  16.1

En los problemas del 1 al 26, use la integración por partes para hallar la integral dada.

1. I xe x dx 2. xex/2 dx

3.

5.

7.

(1 — x)ex dx 

t ln 2tdt 

ve~y/5dv

4.

6.

8.

(3 — 2x)e x dx 

t ln t2dt

we0Awdw

9. A'Vx —6 dx 10. I x V l — x  dx

11. x(x + 1) dx 12. (x+  l)(x + 2)ódx

13.

15.

17.

23.

Vx + 2
dx

L jV x  +  5 
n

dx

lo e

19. x ln V x  dx

f e /2
21. t ln 2tdt

J1/2

lnx
dx

14.

16.

18.

V2x + 1

lo V4x + 1 

Pin x

dx

dx

'i x  
f i

dx

20. I x(e Zv + e x) dx

22. I (t -  1 )el ~ ‘dt

24. x(ln x) dx

25. x 3ex~dx

[Sugerencia: Use dv = xex dx.]

26. V x2 + 1
dx

Sugerencia: Use dv =
W + T

dx.

Use la tabla de integrales de las páginas 458-459 para hallar las integrales de los problemas de 27 al 38. 

xdx27.

29.

31.

3 — 5x

~V4x2 -  9 
x2

dx
x(2 + 3x)

dx

28. J V x2 —9 dx 

dx
30.

32.

(9 + 2a-2)V2

td t  

V4 - T t
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du 
16 -  3w2

(ln x)3 dx

dx

34. we —3h'' dw

* J a*2(5 +  2a )2

39. Encuentre la función cuya tangente tiene pendiente 
(x  + \)e~x para cada valor de x  y cuya gráfica pasa 
por el punto (1,5).

40. Encuentre la función cuya tangente tiene pendiente 
x  ln V j  para cada valor de .y >  0 y cuya gráfica pa
sa por el punto (2, —3).

41. DISTANCIA Después de t segundos, un cuerpo 
se mueve con velocidad te~t/2 metros por segundo. 
Exprese la posición del cuerpo como función del 
tiempo.

42. EFICIENCIA Luego de t horas en el trabajo, un 
trabajador de una fábrica puede producir 100te-o '5; 
unidades por hora. ¿Cuántas unidades produce el 
trabajador durante las primeras 3 horas?

43. RECOLECCIÓN DE i-ONDOS Después de t 
semanas, las aportaciones en respuesta a una cam
paña para recolectar fondos llegaban a razón de

—  n Of2 000/e dólares por semana. ¿Cuánto dinero se 
recolectó durante las primeras 5 semanas?

44. COSTO MARGINAL Un fabricante ha encon
trado que el costo marginal es (0.1 q + \)eomq 
dólares por unidad cuando q unidades se han produ
cido. El costo total de producir 10 unidades es $200. 
¿Cuál es el costo total de producir las primeras 20 
unidades?

45. CRECIMIENTO POBLACIONAL Está pro
yectado que dentro de t años, la población de cierta 
ciudad estará cambiando a razón de t ln V / + 1 
miles de personas por año. Si la población actual es 
de 2 millones, ¿cuál será la población dentro de 5 
años?

46. CRECIMIENTO POBLACIONAL La pobla
ción P(t) (en miles) de una colonia de bacterias,
/ horas después de la introducción de una toxina, 
está cambiando a razón de P \t)  = (1 — 0.50^°-5̂ 
miles de bacterias por hora. ¿Cuánto cambia la 
población durante la cuarta hora?

47. CONCENTRACIÓN PROMEDIO DE UNA 
DROGA La concentración de una droga t horas 
después de ser inyectada en el torrente sanguíneo de 
un paciente es C{t) = 4 tea ~03r) mg/mL. ¿Cuál es 
la concentración promedio de la droga en el torrente 
sanguíneo del paciente en las primeras 6 horas des
pués de la inyección?

„y 2 V 2  + 5x dx

V 9  -  x ‘
dx

Los problemas 48 al 59 comprenden aplicaciones desa
rrolladas en las secciones 5.4, 5.5 y 5.6 del capítulo 5.

48. PROM EDIO DE DEMANDA Un fabricante 
determina que cuando se producen a cientos de uni
dades de una mercancía, la utilidad generada es 
P(x) miles de dólares, donde

49.

50.

51.

52.

500 ln(A +  1)

C* + D2

¿Cuál es la utilidad promedio en el intervalo de
0 <  a  <  10?

VALOR FUTURO DE UNA INVERSfÓN Se 
transfiere dinero en una cuenta a razón de R(t) =
3 000 + 51 dólares por año durante 10 años, donde 
t es el número de años después del año 2000. Si la 
cuenta paga 5% de interés capitalizado continua
mente, ¿cuánto habrá en la cuenta al término del 
periodo de 10 años de inversión (en 2010)?
VALOR FUTURO DE UNA INVERSIÓN Se 
transfiere dinero en una cuenta a razón de R(t) =
1 OOOte-0 '3' dólares por año durante 5 años. Si la 
cuenta paga 4% de interés capitalizado continua
mente, ¿cuánto se acumulará en la cuenta en un pe
riodo de 5 años?
VALOR PRESENTE DE UNA INVERSIÓN 
Una inversión generará ingresos continuamente a 
razón de R(t) = 20 + 31 cientos de dólares por año, 
durante 5 años. Si la tasa prevaleciente de interés es 
7% capitalizado continuamente, ¿cuál es el valor 
presente de la inversión?
EVALUACIÓN DE INVERSIÓN La adminis
tración de una cadena nacional de pizzerías vende 
una franquicia de 6 años para operar su más reciente 
negocio en Orlando, Florida. Según la experiencia 
obtenida en localidades semejantes, se espera que 
dentro de t años la franquicia estará generando utili
dades continuamente, a razón de R(t) = 300 + 51 
miles de dólares por año. Si la tasa prevaleciente de 
interés permanece fija durante los siguientes 6 años 
a 6% capitalizado continuamente, ¿cuál sería un 
precio justo a cobrar por la franquicia? [Sugerencia: 
Use valor presente para medir lo que “valdrá” la 
franquicia.]
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53. MEMBRESí A DE GRUPO Un club de lectores 
ha recogido datos estadísticos que sugieren que la 
fracción de sus miembros aún activos t meses des
pués de inscribirse, está dada por la función
S(t) =  e~°'02r. Actualmente, el club tiene 5 000 
socios y espera atraer nuevos socios a razón de 
R(t) = 5t por mes. ¿Cuántos socios se puede esperar 
que tenga el club al final de 9 meses? [Sugerencia: 
Considere éste como un problema de permanencia/ 
renovación y use el resultado del problema 24 de la 
sección 5.6.]

54. PROPAGACIÓN DE UNA ENFERMEDAD 
Un nuevo virus acaba de ser declarado una epide
mia por funcionarios de sanidad. Actualmente,
10 000 personas tienen la enfermedad y se estima 
que dentro de t días, nuevos casos se reportarán a 
razón de R(t) =  lOte-0 '1' personas por día. Si la 
fracción de las víctimas que tendrán el virus t días 
después del contagio está dada por S(t) = <?_0 015í, 
¿cuántas personas estarán infectadas por el virus 
dentro de 90 días? ¿Y dentro de un año (365 días)? 
[Sugerencia: Considere éste como un problema de 
permanencia/renovación y use el resultado del pro
blema 24 de la sección 5.6.]

55. SUPERÁVIT DE CONSUM IDORES Un fabri
cante ha determinado que cuando se producen q mi
les de unidades de cierta mercancía, el precio al 
que todas las unidades se pueden vender es p =
D{q) dólares por unidad, donde D es la función de 
demanda

D(q) = 10 -  qe°-02íl
a) ¿A qué precio se demandan 5 000 unidades 

(^o =  5)?
b) Encuentre el superávit de consumidores cuando 

se demandan 5 000 unidades.
56. SUPERÁVIT DE CONSUMIDORES Respon

da las preguntas del problema 55 para la función de 
demanda

' « - ‘" ( í f t )  
si se demandan 12 000 {qQ = 12) unidades.

57. CURVA DE LORENTZ Encuentre el índice de 
Gini para una distribución de ingreso cuya curva de 
Lorentz es la gráfica de la función L(x) =  xex~ 1, pa
ra 0 <  x  ^  1.

58. COM PARACIÓN DE DISTRIBUCIONES DE 
INGRESO En cierto país las curvas de Lorentz 
para las distribuciones de ingreso de abogados e in
genieros son y — LjCv) y y = L2(x), respectivamen
te, donde
L i (je) =  O.óx2 + OAx y L2(x) = x2ex~ l

Encuentre el índice de Gini para cada curva. ¿Qué 
profesión tiene una distribución más equitativa de 
ingreso?

59. RENDIM IENTO CARDIACO Un médico in
yecta 5 mg de colorante en una vena cerca del cora
zón de un paciente y determina que la concentración 
del colorante que sale del corazón, después de t se
gundos, está dada por la función

C(t) =  L54te~0*12' -  0.007Í2 
Si se supone que transcurren 20 segundos para que 
toda la tintura pase por el corazón, ¿cuál es el rendi
miento cardiaco del paciente?

60. Use la integración por partes para verificar la fór
mula 27 de reducción:

j (ln u)ndu = u(ln u)n -  n J (ln ü)n~ 1 du

61. Use la integración por partes para verificar la fór
mula 26 de reducción:

i ,,n„au   ̂ ,.n„au ̂  f ,.n — l „au jI u e au — u e I u e du
J a a j

62. Encuentre la fórmula de reducción para

I un ln umdu

CENTRO DE UNA REGION Seaf(x) una fun
ción continua con f(x )  ^  0 para a ^  x  ^  b. Sea R 
la región limitada por la curva y =  f(x), el eje x, y 
las rectas x  =  a y x  =  b. Entonces el centroide (<o 
centro) de R es el punto pe, y), donde

'b i Cb

y A es el área de R. En los problemas 63 y 64, en
cuentre el centroide de la región mostrada.

63.
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64.
y •

J'  2*2-

4  yí  /  y /

- y 2 -  1 

Tiendas

1 Tiendas 5

[Sugerencia: Será necesario usar una fórmula de la tabla 
de integrales de las páginas 458 y 459.]

65. SEGURÍDAD EN CENTRO COMERCIAL 
La región sombreada que se muestra en la figura es 
un lote de estacionamiento para un centro comer
cial. Las dimensiones están en cientos de pies. Para 
mejorar la seguridad en el estacionamiento, el ge
rente del centro comercial planea construir un kios
co de observación en el centro del lote (vea la 
definición que precede a los problemas 63 y 64).
a) ¿En dónde instalaría usted el kiosco? Describa 

la ubicación que escoja en términos del sistema 
de coordenadas indicado en la figura. [Sugeren
cia: Puede necesitar una fórmula de la tabla de 
integrales de las páginas 458 y 459.]

b) Escriba un párrafo sobre seguridad en estaciona
mientos de centros comerciales. En particular, 
¿piensa que el centro geométrico sería la princi
pal consideración para ubicar un kiosco de segu
ridad, o hay otros problemas más importantes?

66.

67.

PROBLEMA 65

Use la calculadora graficadora para trazar las
2 -  1 gráficas de las curvas y = yre x y y = -  en la

misma pantalla. Use ZOOM y TRACE, o alguna 
otra función de su calculadora, para hallar el punto 
donde se cruzan las curvas, y luego calcule el área 
de la región limitada por las curvas.
Repita el problema 66 para las curvas

2 2x  y o o
7 - 7 = 1  y ;y = x3 -  3.5.x2 + Ix

Si su calculadora tiene una función de integración numérica, úsela para evaluar cada una de las integrales de los 
problemas 68 al 71. En cada caso, verifique su resultado aplicando una fórmula de integración apropiada.

68. x2 ln V x dx

70. x3V 4  + 5 xd x

w

71.

V 4 x 2 - I d x

lo (x  +  O*

rLa definición de la integral definida f{x)dx, dada en la sección 5.3, requiere que el
Ja

intervalo de integración a < x < b esté acotado, pero en ciertas aplicaciones es útil 
considerar integrales sobre intervalos no acotados como x  ^  a. Estas integrales 
impropias se definen en esta sección, así como algunas de sus propiedades y aplica
ciones.
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La integral im prop ia  La integral impropia de f(x)  sobre el intervalo no acotado x  >  a se denota como
r -i- r-t-co

f ( x ) d x  x  ^  a por f{x)dx.  Si / ( x) ^  0 para x  ^  a, esta integral se puede interpretar co-JO Ja

mo el área de la región bajo la curva de y  = f (x ) a la derecha de x = a, como se ve 
en la figura 6.2a. Aun cuando esta región tiene extensión infinita, su área puede ser 
finita o infinita, dependiendo de la rapidez con que f(x)  se aproxime a cero cuando x 
aumenta indefinidamente.

' +a>
FIGUrlA 6 .2  Área = f(x)dx = lím f(x)dx.

n N-> + 0° n

Una estrategia apropiada para hallar el área de esta región es usar primero una inte
gral definida para calcular el área d t x  = a hasta algún número finito x  =  N y luego ha
cer que N  tienda a infinito en la expresión resultante. Esto es,

~N
=  lím j

N - »+ooJa
Area total = lím (área de a a N) = lím /(jc) dx

A/—> + 00 ■ “

Esta estrategia se ilustra en la figura 62b y da lugar a la siguiente definición de la inte
gral impropia.

La integral impropia & Si f(x)  es continua para x >  a, entonces
■ +  oo ryv

f(x)dx  =  lím f{x)dxN-»+ 00

Si el límite existe, se dice que la integral impropia converge al valor del límite. 
Si no existe el límite, la integral impropia diverge.

XPLORE!
Referido al ejemplo 6.2.1. Es
criba f(x) = 1/x2 en Y1 del edi
tor de ecuaciones y escriba 
Y2 =  fnlnt(Y1, X, 1, X, 0.001), 
que es la función de integra
ción numérica. Haga que la 
función de la tabla inicie en X = 
500, con incrementos de 500. 
Explique lo que observa.

EJEMPLO I 6.2.1
Evalúe la integral impropia

o demuestre que ésta diverge.
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Primero calcule la integral de 1 a N  y luego haga que N  tienda a infinito. Continúe su tra
bajo de este modo:

n \

Solución

í  + co i í " l  ( 1 
I 9 dx — lím —  d x — lím —J l x  a/—>+°°J! jc“  N - > + c o \  x

= lím ( +  1 ) = 1N—>+c»\ J\¡ )

EJEMPLO I 6.2.2 
Evalúe la integral impropia

1 +CO
I — dx
'i x

o demuestre que ésta diverge.

Solución

lím ln N  = +co/V—* too

Como el límite no existe (como un valor finito), entonces la integral impropia diverge.

■+00
NOTA Se acaba de mostrar que la integral impropia I \  dx converge (ejem-

Ji x
f +co 1

pío 6.2.1); mientras que — dx diverge (ejemplo 6.2.2). En términos geomé-
J i x

tríeos, lo anterior indica que el área bajo la curva y = — a la derecha de x  =  1

es finita, mientras que la correspondiente área bajo la curva y = ~2 a la derecha

de x = 1 es infinita. La diferencia se debe al hecho de que cuando x aumenta ili

mitadamente, ^  se aproxima a cero más rápidamente que —. Tales observaciones 

se demuestran en la figura 6.3. 3

RljlÜRA 6.3 Comparación del área bajo y = l/x con la que está bajo y = 1/x2.
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La evaluación de integrales impropias que surgen de problemas prácticos compren
de a veces límites de la forma

lím —gfí = lím N pe ^  (para k >  0) 
n — e N —

En general, un término exponencial e ^  crece mucho más rápido que un término de 
cualquier potencia N p, de modo que

¡SfPe~,cN =  —

“a largo plazo” se hará muy pequeño. Para resumir:

m

EXPLORE!
Considere el ejemplo 6.2.3. 
Grafique f(x) = x e -2* usando la 
pantalla [0, 9.4]1 por [-0 .05 , 
0.02]1. Use la función de inte
gración gráfica de su calcula
dora, CALC(2nd TRACE, 7: 
f(x) dx, para demostrar que el 
área bajo fix) de 0 a un valor x 
relativamente grande se apro
xima al valor 1/4.

Un lím ite útil para calcular integrales impropias c' Para cualquier
potencia p  y número positivo k ,

lím =  0
N —>00

1 a  o  o

Evalúe la integral impropia
• +  00

xe ^ d x

o demuestre que ésta diverge.

Solución

Jr- + oo rN
xe~2xd x — lím I xe~2xdx

0 N-»+°oJ0

= lím I ~ ~ xe  ^  
A'—>+co\ 2

N 1

0 + f l ‘  dx,

= lím I ~ \ x e  Zv — \ e  Zx
2 4 j

míe'¿raeion por partes

=  lím I -\-N e~ ™  -  - e ' 2” + 0 + \  
N —> + oo \ 2 4 4
)_
4

- 2 N

Aplicaciones de 
la in tegral im propia

A continuación se examinan dos aplicaciones de la integral impropia las cuales gene
ralizan aplicaciones desarrolladas en el capítulo 5. En cada una de ellas la estrategia 
es expresarla como una integral definida con un límite de integración superior varia
ble, la cual luego se deja crecer ilimitadamente. Al leer estas aplicaciones, resultará 
útil consultar los ejemplos análogos del capítulo 5.

Valor presente de En el ejemplo 5.5.3 de la sección 5.5, se demuestra la forma en que el valor presen-
un flujo perpetuo te de una inversión que genera ingreso continuamente, en un periodo finito de tiem-

de ingreso po, se puede calcular con una integral definida. Si la generación de ingreso continúa
a perpetuidad, entonces se requiere de una integral impropia para calcular su valor 
presente, tal como se ilustra en el ejemplo 6.2.4.
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EJEMPLO I 6.2.4
Un donador desea otorgar una beca a un colegio local con un regalo que proporcione un 
flujo continuo de ingresos a razón de 25 000 + 1 200/ dólares por año a perpetuidad. Su
poniendo que la tasa prevaleciente de interés anual permanezca fija a 5% capitalizada 
continuamente, ¿qué cantidad se requiere para financiar la donación?

Solución
El regalo del donador debe ser igual al valor presente del flujo continuo de ingresos a 
perpetuidad. Recuerde de la sección 5.5 que un flujo de ingreso/(/) depositado conti
nuamente durante un término de T años, en una cuenta que gana interés a una tasa anual 
r capitalizada continuamente, tiene un valor presente dado por la integral

VP = f(t)e~ rldt 
Jo

Para el regalo del donador se tiene/(/) =  25 000 + 1 200/ y r = 0.05, de modo que pa
ra un término de T años, el valor presente es

Valor presente del regalo
durante T años ^  =

Integrando por partes, con

u = 25 000 + 1 200/ 

du = 1 200dt

se calcula el valor presente como sigue: 

c t

(25 000 + 1 200t)e -0.05; dt

dv = e °'05r dt
- 0 .0 5 1

v =
-0 .0 5

= -2 0 e -0 .0 5  ;

VP = (25 000 +  1 200t)e~°-05tdt 
Jo

= [(25 000 + 1 200r)(-20e-0-05')] 

= [(-5 0 0  000 -  24 OOOOe-0 05']

-  1 200(—20e

+ 24 000

=  [(-9 8 0  000 -  24 OOOOe-0 '05']

- 0 .0 5 ; '

-0 .05

- 0 .0 5 ;

T

0

)dt

= [(-980  000 -  24 0007>~OO5r] -  [(-9 8 0  000 -  24 000(0))?°]
= (-9 8 0  000 -  24 0007> - 0 .0 5  T + 980 000

Para hallar el valor presente a perpetuidad, se busca el límite cuando 7  —> +°°; esto es, 
se calcula la integral impropia

Valor presente del ’ +  co

regalo a perpetuidad (25 000 + 1 200/)<? - 0 .0 5 ; dt

= lím [(-980  000 -  24 0007>
7 —>4-co

- 0 .0 5 7 + 980 000]

= 0 +  980 000 
= 980 000

<U» 57como c * ‘ —> 0 v
y.,— O.O.W Q como T  _> -feo

Por tanto, la beca se establece con un regalo de $980 000.
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Desecho nuclear En el ejemplo 5.6.1, de la sección 5.6, se examina un problema de permanencia y re
novación para un termino de duración finita en el que se presentó una renovación a 
tasa constante. En el ejemplo 6.2.5 se considera la situación más general en la que la 
permanencia y renovación varían con el tiempo y el proceso de permanencia/renova
ción ocurre a perpetuidad.

Se estima que dentro de t años, cierta planta nuclear estará produciendo desechos nu
cleares a razón de/(f) =  400í libras por año. Los desechos se desintegran exponencial
mente a razón de 2% por año. ¿Qué ocurrirá a largo plazo con la acumulación de dese
chos radiactivos provenientes de la planta?

Solución
Para hallar la cantidad de desechos radiactivos presente después de N  años, divida el in
tervalo de N  años 0 <  t <  N  en n subintervalos iguales de At años de duración y deno
te con tj el principio del 7-ésimo subintervalo (figura 6.4). Entonces,

Cantidad de desechos producidos durante el ;-ésimo intervalo 400/yAí

¡FIGURA 6 .4  Desechos radiactivos generados durante el y-ésimo subintervalo.

Dado que los desechos se desintegran exponencialmente a razón de 2% al año, y como 
hay N  — tj años entre los tiempos t = tj y t =  N, se deduce que

Cantidad de desechos producida 
durante el y'-ésimo subintervalo que ~  400tje 0 02(/v 
está presente en el momento t — N

Por tanto,

Cantidad de desechos _  2400íye~ao2(W~íy)Af
presente después de N  años «-»+<» y = j

=  Í W 0- - *
Jo

=  m e - ° ' 02N \ Nte™21 dt
Jo

La cantidad de desechos radiactivos presente, a largo plazo, es el limite de esta ex
presión cuando N  tiende a infinito. Es decir,

rn
Cantidad de desechos =  j. 400<?-aO2/V te°'02‘dt
presente a largo plazo n->+<*> Jo
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= lím 400<?"ü 02W 50r<?°'02' -  2 500eÜJW-̂ +co \

= lím 400e_0'°2A'(50We0'02N -  2 500<?°'02"  + 2 500)
/V—> + 00 \ /

= lím 400(50/V -  2 500 + 2 500e '° '02W)
N —>+°° \  )

= -)-oo

Esto es, a largo plazo, la acumulación de desechos radiactivos provenientes de la plan
ta aumentará ilimitadamente.

P R O B L E M A S  16.2

En los problemas del 1 al 24, calcule la integral impropia o demuestre que ésta diverge.

+ 00 2 f  + oo

'i V x

'i V x3 + 2 

-v5 

!i Vx

’ +  oo

1. J - 3  dx 2. J x  3/2 dx

r+oo * r+co

3. —7= dx 4. x - 2/3dx
i

r+ro i r+co i
5. -------- dx 6. t /=  = =  dxJ3 2x - 1 J3 V 2 ^ 1

“+oo j  /'+<»

|3 (2* -  1):
7. I i ------ 8. I e 'dx

JO

r+oo r+co

9. J 5e~2xdx 10. I ¿ ‘“ '‘'A-

f+ < »  ^ 2  r+ c o  2

1L J , (,x3 +  2)2 ^  12, J , 7 T ^ - V

f + o o  2 r + o o

13. —7=====dx 14. xe~x~dx
i o
r+co

15. | _ 7= 16. J x<? A¿/x

r+oo
17. J 2xe~3xdx 18. J  x e l~xdx

1 0  Í +C° l n x  ̂ „ f +°° ln x19. -----dx 20. —— dx
J l x Jl X ~

r+°° 1 f+°° 1
21. — —  dx 22. - 4 — dr

J2 x ln x J2 A'Vln x

• + OO l /jc
23. x2¿ *£& 24. e—^ d x

Jo Ji xr
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9  n» 
JJ.

25. VALOR PRESENTE DE UNA INVERSIÓN 
Una inversión generará $2 400 al año a perpetuidad.
Si el dinero se genera continuamente en el año y si 32 .
la tasa prevaleciente de interés anual permanece fija 
a 4% capitalizada continuamente, ¿cuál es el valor 
presente de la inversión?

26. VALOR PRESENTE DE LA RENTA DE UNA 
PR O '?• EDAD Se estima que dentro de / años, 
un complejo de apartamentos estará generando 
utilidad para su propietario a razón de /(/) =
10 000 + 500/ dólares por año. Si la utilidad se ge
nera a perpetuidad y la tasa prevaleciente de interés 
anual permanece fija a 5% capitalizada continua
mente, ¿cuál es el valor presente del complejo de 
apartamentos?

27. VALOR PRESENTE DE ÜHA FRANQUICIA 
La administración de una cadena nacional de 
restaurantes de comida rápida está vendiendo una 
franquicia permanente en Seattle, Washington. La 
experiencia en lugares semejantes sugiere que den
tro de / años, la franquicia estará generando utilida
des a razón de/(/) = 12 000 + 900/ dólares por 
año. Si la tasa prevaleciente de interés permanece fi
ja a 5% capitalizada continuamente, ¿cuál es el va
lor presente de la franquicia?

28. DES EC H O I \1 U C L 1A R Cierta planta nuclear ge
nera desechos radiactivos a razón de 600 libras por 
año. Los desechos se desintegran exponencialmente 
a 2% por año. ¿Qué cantidad de desechos radiacti
vos de la planta estará presente a largo plazo?

29. ATENC1ÓN IvíÍE D • C A La fracción de pacientes 
que permanecerán recibiendo tratamiento en cierta 
clínica / meses después de su visita inicial es/(/) = 
e~r/20. Si la clínica acepta nuevos pacientes a razón 
de 10 por mes, ¿aproximadamente cuántos pacien
tes estarán recibiendo tratamiento en la clínica a lar
go plazo?

30. CRECIMIENTO rO B LA CIO N A L Estudios 
demográficos llevados a cabo en cierta ciudad indi
can que la fracción de residentes que permanecerán 
en la ciudad por lo menos / años es/(/) = e~r/2°. La 
población actual de la ciudad es 200 000, y se esti
ma que estarán llegando nuevos residentes a razón 
de 100 personas por año. Si esta estimación es co
rrecta, ¿qué le ocurrirá a la población de la ciudad a 
largo plazo?

31. MEDICINA Un paciente en un hospital recibe 5 36.
unidades de cierto medicamento cada hora por vía 
intravenosa. El medicamento se elimina en forma 
exponencial, de modo que la fracción que queda en
el cuerpo del paciente / horas después es/(/)  =
<? //lü. Si el tratamiento se continúa de manera inde
finida, ¿aproximadamente cuántas unidades de me-

34.

35.

dicamento quedarán en el cuerpo del paciente a lar
go plazo?
DONACION Un rico patrocinador de un peque
ño colegio privado desea donar una cátedra de ma
temáticas con un regalo de G mil dólares. Suponga 
que el matemático que ocupa la cátedra va a recibir 
$70 000 por año en salarios y prestaciones. Si el di
nero cuesta 8% por año capitalizado continuamente, 
¿cuál es el valor mínimo posible de G?
COSTO CAPITALIZADO DE UNA 
PROPIEDAD El costo capitalizado de una pro
piedad es la suma del costo original de la propiedad 
y el valor presente de mantener la propiedad. Supon
ga que una compañía está considerando la compra 
de dos máquinas diferentes. La máquina 1 cuesta 
$10 000 y dentro de / años su mantenimiento costa
rá Mj(/) =  1 000(1 + 0.06/) dólares. La máquina 2 
cuesta sólo $8 000, pero el costo de su manteni
miento en el momento / es M2(/) = 1 100 dólares.
a) Si el costo del dinero es 9% por año capitalizado 

continuamente, ¿cuál es el costo capitalizado de 
cada máquina? ¿Cuál máquina debe comprar la 
compañía?

b) Investigue varios métodos empleados por eco
nomistas para hacer comparaciones entre pro
piedades que compiten. Escriba un párrafo 
comparando dichos métodos.

HISTORIA DEL ESPÍA Todavía tambaleante 
después de su encuentro con un camello (problema 
56 de la sección 5.1), nuestro espía tropieza con una 
trampa puesta por Scélérat y sus hombres. En la ba
lacera resultante, la fracción de chicos malos que 
queda en condiciones de pelear / minutos después 
de entrar en combate es e~t/5. Desafortunadamente 
para el espía, cada 10 minutos llegan dos nuevos 
pistoleros. Suponiendo que el espía tiene balas su
ficientes para continuar peleando con esta eficien
cia, ¿cuántos chicos malos quedarán en pie a largo 
plazo?
VALOR PRESENTE Una inversión generará in
gresos continuamente a razón de Q dólares por año 
a perpetuidad. Suponiendo que hay una tasa fija de 
interés r, capitalizado continuamente, use una inte
gral impropia para demostrar que el valor presente

de la inversión es — dólares.
r

VALOR PRESENTE En / años, una inversión
estará generando/(/) = A + Bt dólares por año,
donde A y  B son constantes. Suponga que el ingreso
se genera a perpetuidad, con una tasa fija de interés
anual r, capitalizado continuamente. Demuestre que

A B
el valor presente de esta inversión es — + 
dólares.
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En esta sección veremos algunas técnicas que se pueden usar para aproximar integrales 
definidas. Métodos numéricos como éstos se necesitan cuando la función que se integra 
no tiene una antiderivada en forma de combinación de funciones elementales. Por ejem
plo, ni V .r  + 1 ni ex/x tienen antiderivada en forma de combinación de funciones ele
mentales.

f bSi f(x) es positiva en el intervalo a <  a* <  b, entonces la integral definida f{x)dx
Ja

es igual al área bajo la gráfica de /  entre x = a y x = b. Como puede verse en la 
sección 5.3, una forma de aproximar esta área es usar n rectángulos, tal como se mues
tra en la figura 6.5. En particular, se divide el intervalo a <  x  ^  b en n subinterva-

b ~  a
los del mismo ancho Ax = -------  y con x¡ se denota el inicio del y-ésimo subinter-

n
valo. La base del y-ésimo rectángulo es el y-ésimo subintervalo, y su altura es f{xj). 
Por lo tanto, el área del y-ésimo rectángulo es f(xj)Ax. La suma de las áreas de todos 
los n rectángulos es una aproximación del área bajo la curva. Así, una aproximación 
a la integral definida correspondiente es

í  f(x)dx  « / ( * ! ) Ax +  • • • + f(x n)Ax

FSGURÁ 6.5 Aproximación por rectángulos.

f  y = ftx ) 
i 
i 
i

a= x i x2

Esta aproximación mejora a medida que aumenta el número de rectángulos, y se 
puede estimar la integral con cualquier grado deseado de precisión, tomando n suficien
temente grande. No obstante, en vista de que por lo general se requieren grandes valo
res de n para obtener una precisión razonable, en la práctica pocas veces se usa la apro
ximación por rectángulos.

ÁpFOlíiMCJCiÓEl La precisión de la aproximación mejora considerablemente si se usan trapecios en lu-
p o r  tra p e c io s  gar de rectángulos. La figura 6.6a muestra el área de la figura 6.5 aproximada por n

trapecios. Note cuán mejor es la aproximación en este caso.
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v

a) Esquema general de aproximación. b) El j-  ésimo trapecio.

F56URÁ 6.6 Aproximación por trapecios.

REPASO
Recuerde que un trapecio es 
un cuadrilátero con dos lados 
paralelos. Si dos lados parale
los están a h unidades uno de 
otro y tienen longitudes ¿>-, y b2, 
entonces el trapecio tiene un 
área de

A = - ( b , +  b2)

El y-ésimo trapecio se muestra con mayor detalle en la figura 6.6b. Note que está 
formado por un rectángulo con un triángulo recto en su parte superior. Como

✓

Area de rectángulo = f(xj+l)kx

y

se deduce que

1
Area de triángulo =  -[/(x j) ~  f{xj+l)Ax

Área del y-ésimo trapecio =  f(xj+ i)l\x  + — [f(xj+i)]Ax

=  ^ [/(*y )  +f(Xj+ l) ]A *

La suma de las áreas de todos los n trapecios es una aproximación del área ba
jo la curva y por lo tanto una aproximación de la integral definida correspondiente.
Así,

r  i i
m  dx «  - [ / ( * , )  +/(A-2)]A.v +  ~[f(x2) +f (x3)]Ax +■■■

Ax= — lf(xi) + 2 f(x2) + • • • + 2f(xn) + f(xn+l)]

Esta fórmula de aproximación se conoce como la regla de los trapecios y se aplica in
cluso si la función/no es positiva.

La regla de Sos trapecios

í  f(x ) dx ~  ^ - [ / ( * i)  + 2f ( x 2) +  • * * +  2/(x„) + f(x n+i)]
Ja . •

El uso de la regla de los trapecios se muestra en el ejemplo 6.3.1.
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EXPLORE!
Considere el ejemplo 6.3.1 
dondea = 1,£> = 2 y n  = 10. La 
función de lista de una calcula
dora puede usarse para ayudar 
en los cálculos de integración 
numérica por la regla de los 
trapecios. Sea Y1 = 1/x. Intro
duzca los valores de x 1. 0 , 1.1,
. . .  , 1.9, 2.00 en L1, y en L2 
ponga los coeficientes de los 
trapecios 1 , 2 , . . . ,  2,1. Escriba 
L3 =  Y1 (Ll )*L2*H/2 donde 
H -  {b -  a)ín. Confirme el re
sultado obtenido en el ejemplo 
6.3.1. Revise la sección ¡Explo
re! Actualización con más deta
lles al final de este capítulo.

EJEMPLO I 6.3.1
f 2 1

Use la regla de los trapecios con n = 10 para aproximar -  dx.
J i x

Solución

Como Ax = -  = 0.1
10

j  i»* # 

el intervalo 1 <  x ^  2'.está dividido en 10 subintervalos por los puntos

X] 1, X2 1*1» Xj 1.2, . . . , Xjo 1.9, Xjj 2

como se muestra en la figura 6.7.

*11 x2l *3l
*4
1

*5
1

x6
1

xi
1

*8|
X9
1

*10
1

*11
1  ̂ -■ 1 

1
1

1.1 1.2
1

1.3
1

1.4
1

1.5
1

1.6
1

1.7
1

1.8
1

1.9
1 > x  
2

7» M División del intervalo 1 < x ^  2 en 10 subintervalos.

Entonces, por la regla de los trapecios, 

f 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2  V— I-------------------------------------------------------------------- 1--1--------1--------1--------1--------(--------1--------1-1—
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2,

«  0.693771

La integral definida en el ejemplo 6.3.1 se puede evaluar de manera directa. En 
particular,

í 1
— dx =  ln Ixl

1 x
= ln 2 «  0.693147

Por tanto, la aproximación de esta integral, usando la regla de los trapecios con « = 10, 
es precisa (después de redondeo) con dos lugares decimales.

Precisión de la regla 
de los trapecios

rLa diferencia entre el valor real de la integral /(x) dx y la aproximación generada

por la regla de los trapecios cuando se usan n subintervalos está denotada por En. A 
continuación se presenta una estimación del valor absoluto de Em que se demuestra 
en cursos más avanzados.

Estimación del error de la regia de los trapecios « Si M es el va
lor máximo de l/"(x)l en el intervalo <3 <  x ^  entonces

,£  i <  m L z t f
1 ~  12n2

El uso de esta fórmula se ilustra en el ejemplo 6.3.2.
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EJEMPLO I 6.3.2 ' -------- ----------------
r2 1Estime la precisión de la aproximación de I - d x  por la regla de los trapecios con 

n =  1 0 .

S o lu c ió n

Comenzando con f(x)  =  — , calcule las derivadas

/ ' «  =  - A  y n x )  = 4  x X

y observe que el máximo valor de |f"(x) | para 1 <  .r <  2 is |/"(1)| = 2 .
Aplique la fórmula del error con

M = 2 a = l  b = 2 y n =  10

2(2 — n 3
y obtenga |£ 10| <  2 «0.00167

Esto es, se garantiza que el error de la aproximación del ejemplo 6.3.1 no es ma
yor a 0.00167. (De hecho, con cinco lugares decimales, el error es 0.00062, como se 
puede ver, si se compara la aproximación obtenida en el ejemplo 6.3.1 con la repre
sentación decimal de ln 2.)

Cuando se usa la regla de los trapecios para estimar una integral definida es im
portante que el error de aproximación se mantenga pequeño. Si se desea obtener un 
cierto grado de precisión, es posible determinar cuántos intervalos se requieren para 
lograr esa meta, como se ilustra en el ejemplo 6.3.3.

EJEMPLO 16.3.3
¿Cuántos subintervalos se requieren para garantizar que el error será menor a 0.00005

f 2 1en la aproximación de J — dx usando la regla de los trapecios?

Solución
Del ejemplo 6.3.2 se sabe que M  = 2, a =  1 y b =  2, de modo que

2(2 -  l)3 1
I2n2 6n2

El objetivo es hallar el entero positivo mínimo n para el que

< 0.00005
6n

2 1
o, lo que es lo mismo, ri~ > 6(0.00005)

de donde n >  y  6 0̂ 00005) 57/74

El entero más pequeño es n =  58, por lo tanto, se necesitan 58 subintervalos para ase- 
gurar la precisión deseada. ___________________________________ _
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Aproxim ación El número relativamente grande de subintervalos requeridos en el ejemplo 6.3.3 pa
usando parábolas: ra asegurar una precisión dentro de 0.00005 sugiere que la aproximación por trape-
Pegla de Simpson c*os Pueĉe no ser suficientemente eficiente para algunas aplicaciones. Existe otra fór

mula de aproximación, llamada regla de Simpson, que no es más difícil de usar que 
la regla de los trapecios, pero que con frecuencia requiere considerablemente menos 
cálculos para lograr un grado específico de precisión. Al igual que la regla de los tra
pecios, está basada en la aproximación del área bajo una curva por columnas; pero, 
a diferencia de la regla de los trapecios, usa arcos parabólicos en lugar de segmentos 
de rectas en la parte superior de las columnas.

Para ser más exactos, la aproximación de una integral definida que usa parábolas 
está basada en la siguiente construcción (ilustrada en la figura 6.8 para /? = 6): Divida el 
intervalo a <  a* ^  b en un número par de subintervalos, para que los subintervalos ad
yacentes puedan ser pareados sin que sobre ninguno. Aproxime la parte de la gráfica 
que se encuentra sobre el primer par de subintervalos, por medio de la parábola (única) que 
pasa por los tres puntos (a^/(aj)), (a2,/(a2)), y (a3,/(a3)), y use el área bajo esta parábo
la entre A'! y a3 para aproximar el área correspondiente bajo la curva. Haga lo mismo pa
ra las parejas restantes de subintervalos y use la suma de las áreas resultantes para apro
ximar el área total bajo la gráfica. He aquí la fórmula de aproximación que resulta de es
ta construcción.

^ e g ia  d e  S im p so n  & Para un entero par n, 

fb Ax
I f(x)dx =  y [/(*!> + 4/(x2) + 2/(a 3) + 4/(a4) + • • ■ + 2f(xn- i)  + 4f(xn) + /(a„+1)]

Note que, en la suma de la aproximación por la regla de Simpson, los valores pri
mero y último de la función están multiplicados por 1, mientras que los otros están mul
tiplicados alternativamente por 4 y 2.

La prueba de la regla de Simpson se basa en el hecho de que la ecuación de una pa
rábola es un polinomio de la forma y = Ax2 + Bx + C. Para cada par de subintervalos, 
los tres puntos dados se usan para hallar los coeficientes A, B y C, y el polinomio resul
tante se integra entonces para obtener el área correspondiente. Los detalles de la prueba 
son fáciles pero tediosos, así que se omitirán.
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Á. 1

EXPLORE!
Considere el ejemplo 6.3.4, 
donde a = 1, b = 2, y n =  10. 
Puede usar la función de lista 
de una calculadora graficadora 
para facilitar los cálculos en la 
regla de Simpson. Sea Y1 =
1/x. Ponga los valores x = 1.0,
1.1,. .. , 1.9, 2.0, en la lista L1, 
y los coeficientes de la regla de 
Simpson 1, 4, 2 , . . .  , 4,1 en L2. 
para H = {b -  á)/n, escriba 
L3 = Y1(L1)*L2*H/3. Confirme 
el resultado obtenido en el 
ejemplo 6.3.4. Vea el ¡EXPLO
RE! de la página 474 para más 
detalles sobre la regla de los 
trapecios.

Precisión de la 
regla de Simpson

EJEMPLO I 6.3.4 ------------ ---------------------
f 2 1Use la regla de Simpson con n = 10 para aproximar -  dx

c i Xbolucion

Como ocurre en el ejemplo 6.3.1, Ax =  0.1, y por tanto el intervalo 1 <  x  ^  2 se divi
de en los 10 subintervalos con

•*i 1.1, X3 1.2, . . . , = 1.9, Xn — 2,

Entonces, por la regla de Simpson,

r  1 0.1 ( \  4 2 4 2 4 2 4 2 4 ndx ■ • ~ ~  - I-------- 1-------- 1-------- 1--------1--------1--------1--------1--------1-------- ¡—  j
J\ x  3 U  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2/

«  0.693150

Note que ésta es una excelente aproximación, con 6 lugares decimales, al verdadero va
lor; es decir, ln 2 = 0.693147.

El cálculo del error para la regla de Simpson utiliza la cuarta derivada f (4\x )  de for
ma semejante a la que se usó la segunda derivada f \ x )  en el cálculo del error para 
la regla de los trapecios. A continuación aparece la fórmula de la estimación.

Estimación de error para la regla de Simpson 
máximo de | / (4)(x)| en el intervalo a <  x < b ,  entonces

s  m  -  *)5
18O/2

Si M es el valor

¡EXPLORE
Use la regla de Simpson con 
n = 4 para aproximar>

(3x2 + 1 )dx. Para realizarlo,

introduzca la función en su cal
culadora graficadora y evalúela 
en 0, 0.5,1.0,1.5 y 2.0. En
cuentre la suma apropiada. 
Compare su respuesta con la 
hallada cuando se usan rectán
gulos y cuando se usa la regla 
de los trapecios. Vea más deta
lles en la página 489 acerca de 
la regla de los trapecios.

O
ac~£
0
1
(01
O
'T \

REPASO
Recuerde que 
d (1 \ d

= -nx~ n“ 1 = —n
\,n + 1

A continuación se muestra una aplicación de esta fórmula.

EJEMPLO I 6.3.5
1

Estime la precisión de la aproximación de — dx por la regla de Simpson, con
Ji x

n =  10.

boiucjon
1

Comenzando con f(x) = —, calcule las derivadas
x

' < 4 ) / =  —  
Xf ( x )  = - - 2 r w = 3  / <3)w  =  —4  r \ x )  =

X  X  A

y observe que el máximo valor de | / (4)(x)| en el intervalo 1 <  x <  2 es | / ( }(1)| =  24.
Ahora, aplique la fórmula del error con M = 24, a = 1, b =  2 y n =  10 con el fin 

de obtener

|£ 10| s  24(2 =  0.000013
1 101 180(10)

Esto es, está garantizado que el error de aproximación en el ejemplo 6.3.4 no es mayor 
a 0.000013. ________________________ __ _________________________________

En el ejemplo 6.3.6 la estimación del error se usa para determinar el número de 
subintervalos requeridos para garantizar un grado específico de precisión.
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Interpretación 
de datos 

con integración 
num érica

EJEMPLO I 6.3.6
¿Cuántos subintervalos se necesitan para asegurar una precisión dentro de 0.00005 en

P 1la aproximación de — dx por la regla de Simpson?
Ji X

Solución
Del ejemplo 6.3.5 se sabe que M — 24, a = 1, y b — 2. Por tanto,

24(2 -  l)5 2
180/;4 15/74

El objetivo es hallar el entero (par) positivo más pequeño para el que

2

es decir n >

15/?4

o, lo que es equivalente, n4 >

<  0.00005 

i

15(0.00005)

?
15(0.00005)

1 / 4

«  7.19

Este entero (par) más pequeño es n = 8, por lo que se necesitan ocho subintervalos pa
ra asegurar la precisión deseada. Compare con el resultado del ejemplo 6.3.3, donde se 
encontró que se necesitaban 58 subintervalos para asegurar el mismo grado de precisión 
usando la regla de los trapecios.

La integración numérica se puede usar con frecuencia para estimar una cantidad

J f(x)dx  cuando todo lo que se sabe acerca de f(x)  es un conjunto de datos deter-
a

minados en forma experimental. A continuación se muestra un ejemplo.

Jack necesita saber el área de su piscina para comprarle una cubierta, pero esto es difí
cil debido a la forma irregular de la piscina. Suponga que Jack hace las mediciones que 
se ilustran en la figura 6.9 a intervalos de 4 pies a lo largo de la base de la piscina (todas 
las medidas son en pies). ¿Cómo puede usar la regla de los trapecios para estimar el 
área?

MGURA o.9 Mediciones en una piscina.
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Si Jack pudiera hallar funciones f(x) para el borde superior de la piscina y g(x) para el borde
•36

inferior, entonces el área estaría dada por la integral definida A = [f{x) -  g{x)]dx.
Jo

La forma irregular hace imposible, o al menos impráctico, hallar fórmulas p a ra /y  g 
pero las mediciones de Jack le dicen que

/(O) -  g(0) = 0 /(4 ) -  s(4) =  9 /(8 ) -  g(8) =  10 . . . /(36) -  g(36) = 0

Sustituyendo esta información en la aproximación de la regla de los trapecios y usando 
Ax = (36 — 0)/9 =  4, Jack obtiene

J"36

[/(*) “  g(x)]dx
o

4
=  - [0  + 2(9) + 2(10) + 2(8) + 2(7) + 2(10) + 2(12) + 2(13) +  2(11) +  0]

= -(160) =  320
2

Por tanto, Jack estima que el área de la piscina es de aproximadamente 320 pies2.

P  R O

En los problemas del 1 al 8, aproxime la integral dada usando a) la regla de los trapecios y b) la regla de Simp- 
son con el número especificado de subintervalos.

1. j x 2 dx; n =  4 2. J = dx; n =  10

r 1 i r i3. ------- j  dx; n = 4 4* —---- - dx; n — 4J o  1  +  x 2 9 J2 x 2 -  1

5. j V i  + x2 dx; n =  4 6. J  V 9  — x2 <¿v; /? =  6

*2

7. f  e ^  dx; n =  4 8 . I eA ¿ü:; — 10
Jo Jo

En los problemas del 9 al 14, aproxime la integral dada y estime el error \En\ usando a) la regla de los tiapecios 
y b) la regla de Simpson con el número especificado de subintervalos.

9. j — dx; n =  4 10. J x 3 dx; n = 8

11. \ f x  dx; n =  10 12. ln x dx; n =  4

ri r 0.6 ^
13. I n = 4 14. e ífa; n = 6

  www.FreeLibros.com



480  i CAPÍTULO 6 I Temas adicionales de integración ! 6-32

En los problemas del 15 al 20 determine cuántos subintervalos se necesitan para garantizar una precisión dentro de
0.00005 en la aproximación de la integral dada por medio de a) la regla de los trapecios y b) la regla de Simpson.

3 1 r4
15. I - d x  16. I (x4 + 2x¿ + \)d x

J i x Jo

17. f  ~^=dx 18. ln (1 + x) dx

■2.4 n
19. I exdx 20. ex dx

2 JO

21. Un cuarto de círculo de radio 1 tiene ecuación 
y = V I —j?  para 0 <  x ^  1 y tiene área tt/4.

Por tanto, V i  — x 2 dx = ir/4. Use esta 
Jo

fórmula para estimar tt aplicando:
a) La regla de los trapecios
b) La regla de Simpson
En cada caso, use n = 8 subintervalos.

22. Use la regla de los trapecios con n =  8 para estimar 
el área limitada por la curva y = V a 3 +  1, el eje x 
y las rectas x = 0 y x = 1.

23. Use la regla de los trapecios con n = 10 para 
estimar el valor promedio de la función

e -o.4x
/(x) — --------en el intervalo 1 <  x <  6.

x

24. VALOR PRESENTE DE UNA FRANQUICIA La administración de una 
cadena nacional de restaurantes está vendiendo una franquicia de 5 años para 
operar su más reciente negocio en Tulare, California. La experiencia anterior en 
localidades semejantes sugiere que dentro de t años la franquicia estará generan
do utilidades a razón de/(í) = 12 000V f dólares por año. Suponga que la tasa 
prevaleciente de interés anual será fija durante los siguientes 5 años al 5% capita
lizado en forma continua. Use la regla de Simpson con n = 10 para estimar el va
lor presente de la franquicia.

25. DISTANCIA Y VELOCIDAD Sue y Tom están de viaje en un auto que tiene 
el odómetro descompuesto. Para determinar la distancia que recorren entre las 2 
y las 3 p.m ., Tom (el pasajero) toma lecturas del velocímetro (en mph) cada 5 mi
nutos:

Minutos después 
de las 2:00 p.m . 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Lectura del 
velocímetro 45 48 37 39 55 60 60 55 50 67 58 45 49

Use la regla de los trapecios para estimar la distancia total recorrida por la pareja 
durante la hora en cuestión.

26. ATENCIÓN MEDICA MENTAL Un condado acaba de abrir una clínica pa
ra enfermos mentales. Inicialmente, la clínica acepta 300 personas para trata
miento y planea aceptar nuevos pacientes a razón de 10 por mes. Por f{t) denote 
la fracción de personas que reciben tratamiento de manera continua durante al 
menos t días. En los primeros 60 días, se llevan registros y se obtienen estos va
lores de f(t):

t (días) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

m 1 3 3 1 1 3 1 1 1 1 1 1 1
4 5 2 3 10 5 6 7 9 12 15 20
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Use esa información junto con la regla de los trapecios para estimar el número de 
pacientes en la clínica al final del periodo de 60 días. [Sugerencia: Éste es un 
problema de supervivencia/renovación. Recuerde el ejemplo 5.6.1 de la sección 
5.6.]

27. VALOR FU £ URO DE UNA INVERSIÓN Marc tiene una pequeña inversión 
que le da un flujo variable de ingresos, que es depositado en forma continua en una 
cuenta que gana interés a una tasa anual de 4% capitalizado continuamente. Él re
visa el flujo mensual de la inversión el primer día de cada mes durante un periodo 
de 1 año, y obtiene los resultados de la tabla siguiente.

Mes Ene Mar May Jul Sep Nov Ene
Flujo de ingreso $437 $357 $615 $510 $415 $550 $593

Por ejemplo, el ingreso es depositado en la cuenta a razón de $615 al mes el 1 de 
mayo, pero 2 meses después, la tasa del flujo es de sólo $510 por mes. Use esta in
formación junto con la regla de Simpson para estimar el valor futuro del flujo de 
ingreso durante este periodo de 1 año. [Sugerencia: Recuerde el ejemplo 5.5.2 de 
la sección 5.5.]

28. RENDIM IENTO CARDIACO A PARTIR DE DATOS Por lo general, 
cuando se mide el rendimiento cardiaco2 (ejemplo 5.6.4 de la sección 5.6.) los mé
dicos no tienen una fórmula específica, C(t), para calcular la concentración de co
lorante que pasa por el corazón de un paciente. En lugar de esto, se usan métodos 
de análisis de datos. Suponga que 5 mg de colorante se inyectaron a cierto pacien
te en una vena cerca del corazón y que se tomaron mediciones cada 5 segundos en 
un periodo de 30 segundos, obteniéndose los siguientes datos:

Tiempo t (segundos) 0 5 10 15 20 25 30
Concentración C(í) (mg/L) 0 10 36 35 15 12 8

J " 3 0

C(t)dt. Con base en este re-

o
sultado, ¿cuál es el rendimiento cardiaco aproximado del paciente?

29. CONTROL DE CONTAM INACIÓN Una planta industrial descarga conta
minante en un río. El contaminante se extiende cuando es llevado corriente abajo 
por el río y, 3 horas más tarde, el derrame tiene la forma que se ve en la figura de 
la página 482. Las mediciones (en pies) en el derrame se hacen a intervalos de 5 
pies, como se indica en la figura. Use esta información junto con la regla de los 
trapecios para estimar el área del derrame.

2Para una discusión más detallada sobre el gasto cardiaco consulte la sección Reflexione, acerca de... al fi 
nal de este capítulo.
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PROBLEMA 29

30. Ul ÍLIDAD NETA A. PARI IR D b DA1. OS El primer día de cada mes, el 
gerente de una pequeña compañía estima el porcentaje al que espera aumenten 
las utilidades durante ese mes. Los resultados se citan en la siguiente tabla para 
los primeros 6 meses del año; en ésta, P'(t) es el porcentaje de crecimiento de 
utilidades, en miles de dólares por mes, esperados durante el /-ésimo mes (t = 1 
para enero, / = 6 para junio). Use esta información junto con la regla de los tra
pecios para estimar la utilidad total obtenida por la compañía durante este perío
do de 6 meses (enero a junio).

t (mes) 1 2 3 4 5 6

2% de utilidad Z5'(/) 0.65 0.43 0.72 0.81 1.02 0.97

31. SUPERÁVIT DE CONSUMIDORES A PARTIR DE DATOS Un econo
mista que estudia la demanda de cierta mercancía reúne los datos en la siguiente 
tabla; ésta da el número de unidades de la mercancía, q (en miles), que serán de
mandadas (vendidas) a un precio de p dólares por unidad. Use esta información 
junto con la regla de Simpson para estimar el superávit de los consumidores 
cuando se producen 24 000 unidades; esto es, cuando q0 = 24.

q (1 000 unidades) 0 4 8 12 16 20 24
p (dólares por unidad) 49.12 42.90 31.32 19.83 13.87 10.58 7.25

32. SUPERÁVIT DE LOS PRODUCTORES A PARTIR DE DATOS Un eco
nomista que estudia la oferta de cierta mercancía ha reunido los datos en la si
guiente tabla que indica el número de unidades de la mercancía, q (en miles), 
que serán ofertadas al mercado por los productores a un precio de p dólares por 
unidad. Use esta información junto con la regla de los trapecios para estimar el 
superávit de los productores, cuando se ofertan 7 000 unidades (¿70 = 7).

q (1 000 unidades) 0 1 2 3 4 5 6 7
p (dólares por unidad) 1.21 3.19 3.97 5.31 6.72 8.16 9.54 11.03

33. OIS i RIBUCIÓN DEL INGRESO Un sociólogo que estudia la distribución 
del ingreso en una sociedad industrial compila los datos que aparecen en la si
guiente tabla; donde L(x) denota la fracción de la riqueza total de la sociedad, re-
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cibida por \00x% de los salarios más bajos de los empleados de esa sociedad. 
Use esta información junto con la regla de los trapecios para estimar el índice de 
Gini (GI) para dicha sociedad; es decir,

GI = 2 [x -L {x )]d x  
Jo

X 0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1
L{x) 0 0.0063 0.0631 0.1418 0.2305 0.3342 0.4713 0.6758 1

PORCENTAJE DE MORTALIDAD POR SIDA La siguiente tabla, que 
aparece en la sección “Reflexione acerca de” al final del capítulo 3, da el número 
de muertos por sida reportados durante el í-ésimo año después de 1990, para el 
periodo 1990-2001. {Fuente: Centros para Prevención y Control de Enfermeda
des, Centro Nacional para Prevención del HIV, STD y TB.)

Año t
Muertes por 

sida reportadas Año t
Muertes por 

sida reportadas
1990 0 31 120 1996 6 38 296
1991 1 36 175 1997 7 22 245
1992 2 ' 40 587 1998 8 18 823
1993 3 45 850 1999 9 18 249
1994 4 50 842 2000 10 16 672
1995 5 51 670 2001 11 15 603

Sin embargo, la tabla no muestra todos los datos debido a que muchas muer
tes, que en realidad se deben al sida, no son reportadas o son atribuidas a otras 
causas. Sea D{t) la función que da el número acumulado de muertes por sida en 
el momento t. Entonces los datos de la tabla pueden ser considerados como tasa 
de cambio de D{t) en diferentes tiempos; esto es, como índices de mortalidad.
Por ejemplo, la tabla indica que en 1992 (t =2) las muertes por sida ocurrían a 
razón de 40 587 por año.
a) Suponiendo que D{t) es derivable, explique por qué el número total N  de 

muertes por sida durante el periodo 1990-2001 está dado por la integral

N = f  D '(t)dt 
Jo

b) Estime N  usando los datos de la tabla junto con la regla de los trapecios para 
aproximar la integral del inciso a).

c) ¿Por qué es probable que la función D{t) de mortalidad no sea derivable? ¿In
valida esto la estimación de N  hecha en el inciso ¿>)? Escriba un párrafo en 
pro o en contra del procedimiento empleado para estimar N en este problema.
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Términos importantes, símbolos y fórmulas

Integración por partes: (451)

j  udv =  uv — j  vdu

Tabla de integrales: (458, 459)
Formas que contienen a + bu (458) 
Formas que contienen V 'cC + u2 (458)

(459)Formas que contienen ver u
Formas que contienen v u 2 — a2 
Formas que contienen eau y ln u 
Fórmulas de reducción 

Integral impropia: (465)
■ + C O ’ N

f(x) dx = lím f(x)dx  
Ja N ^  +  coJa

Un límite útil: (467)
Para cualesquiera potencias p  y k > 0,

lím N pe~kN = 0
A/-»+oc

Regla de los trapecios: (473)

í  f(x) dx 
Ja

“  y  [/(•*■ i) + 2/(x2) + • ■ • + 2f(x„) + f ( x n + i)] 
Estimación de error: (474)

M(b -  a)3
l * . l * 12 n-

donde M  es el valor máximo de \f"(x) \ en [a, b] 
Regla de Simpson: para n par, (476) 

f h Ax
J f(x)dx  =  —  [f(x{) + 4 f ( x 2) + 2f ( x 3) + ■■■

■ • • + 2 /(x „ -i)  + 4f(x  „) + f(x n+,)] 

Estimación de error: (477)
M(b -  a f

180n
donde M es el valor máximo de | / í4}(a‘)| en [a, b]

Revisión del capítulo 6

1. Use integración por partes para hallar cada una de 
las siguientes integrales indefinidas y definidas.

' -t- 00

á) j \ / 2x l n x 2dx

b) f  xe0 2xdx 
Jo
r o

c) I x \ J \  — 2x dx

fx  — 1 
d) — — dx

2. En cada caso, evalúe la integral impropia dada o de
muestre que diverge.

1
a) J,
b) xe ~xdx

'-f-oo

c)
íl (X + 1 ) -

dx

d) xe x dx 
Jo

3. Use la tabla de integrales de las páginas 458-459 
para hallar las siguientes integrales.

a) J ̂lnV3xj dx

b)

c)

d )

dx
x V 4 + x 2 

dx
x 2y /x 2 -  9

dx 
3X2 — 4x

4. DESECHOS NUCLEARES Después de t años 
de operación, cierta planta nuclear genera desechos 
radiactivos a razón de R(t) libras por año, donde

R(t) = 300eooou

Los desechos se desintegran exponencialmente a ra
zón de 3% por año. ¿Cuánto desecho radiactivo de 
la planta estará presente a largo plazo?
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h K

l e " l ¡ U j

r)+/(U

5 . V A L O R  P R E S E N T E  D E  U N A  P R O P I E D A D  
Se estima que dentro de t años un edificio de ofici
nas estará generando utilidades a su propietario a ra
zón de R{t) = 50 +  3/ mil dólares por año. Si la 
utilidad se genera a perpetuidad y la tasa prevale
ciente de interés anual permanece al 6% capitaliza
do continuamente, ¿cuál es el valor presente del 
edificio de oficinas?

6. CONCENTRACIÓN DE M EDICAM ENTO 
Un paciente en un hospital recibe por vía intraveno
sa, 0.7 mg de cierto medicamento cada hora. El me
dicamento se elimina en forma exponencial, de 
modo que la fracción del medicamento que queda 
en el cuerpo del paciente después de t horas es
f{t) = e~°'2r. Si el tratamiento se continúa de mane
ra indefinida, ¿aproximadamente cuántas unidades

quedarán en el torrente sanguíneo del paciente a lar
go plazo (cuando t —» +«>)?

7. CONTAMINACIÓN DEL AGUA Suponga 
que una planta industrial derrrama un contaminante 
en un río a razón de R(t) =  800e-ao5/ unidades por 
hora en cada momento t (horas). Si el derrame con
tinúa de manera indefinida, ¿cuál es la cantidad total 
de contaminante que será vertida en el río?

8. Use la regla de los trapecios con n = 8 para estimar 
el valor de la integral

f 4V 25 -  x2 ,
------------- dx

h  *
Utilice la tabla de integrales de las páginas 458-459 
para calcular el valor exacto de la integral y compa
re con su aproximación.

Mhtat

¡ o i n a s ® ' -

Problemas de repaso
En los problemas 1 al 10, use la integración por partes para hallar la integral dada.

1. I te l ~ ldt 2. 1(5 + 3x)e~x,2dx

3. x \ /2 x  + 3  dx 4.

In V í
~ V T

ds

C2x + \)(x + 3 )3/2dx
- 2

x3v 3 ?  + 2 dx

8.

10.

- 1 yd y
- 9 V 4 ^ 5 y 

6. I (ln jc)2¿¿v

w~
V i  + VV:

dw

,3a- dx

Desp“í!  
;pora»#' ' 

0

En los problemas 11 al 16, use la tabla de integrales de las páginas 458-459 para hallar la integral dada. 

f  5dx -- f  2 dt
J 8 -  2x2

13. j w 2e - w,3dw 

15. (ln 2x)3dx

12.

14.

16.

V 9 12 + 16

4 dx 
x{9 + 5x)

dx
_yV4 — x2

En los problemas 17 al 26, evalúe la integral impropia dada o demuestre que diverge.
4* oo ' 00

lo ^ 1  +  2x
dx 18.

20.

22.

(1 + Zx)~3l2dx

' +  oo

3e 5xdx

' 4- oo
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O

U».

<
u

UJ
Q

V:J
>
3
U'l
y j
Q£

• + 00
23.

25.

x 2e Zvdx

' +0Oln a
I,

dx

27. DESECHOS NUCLEARES Después de t años 
de operación, cierta planta nuclear genera desechos 
nucleares a razón de R(t) libras por año, donde

R (t) =  300  -  2 0 0 e ~ ° 03'
Los desechos se desintegran en forma exponencial a 
razón de 2% por año. ¿Qué cantidad de desechos ra
diactivos de esa planta estará presente a largo plazo?

28. PRGDIU C O Oí J Después de t horas en el traba
jo, un obrero puede producir 100e-o '5/ unidades por 
hora. ¿Cuántas unidades produce entre las 10:00
a.m. y el mediodía un obrero que llega al trabajo a 
las 8:00 a.m.?

29. M is / GRAFÍA (SUPERVIVENCiA/RENO- 
VACIÓN) Estudios demográficos realizados en 
cierta ciudad indican que la fracción de residentes 
que quedarán en la ciudad después de t años es 
/(O = e~r/20. La población actual de la ciudad es 
100 000 y se estima que dentro de t años otras per
sonas llegarán a razón de 100/ por año. Si dicha es
timación es correcta, ¿qué ocurrirá a la población de 
la ciudad a largo plazo? [Sugerencia: Vea el proble
ma 24, sección 5.6.]

30. CRECIMIENTO DE LAS SUSC í IPC
Los editores de una revista nacional han encontrado 
que la fracción de suscriptores que siguen siéndolo 
después de / años es /(/) = e~r/l°. Actualmente, la 
revista tiene 20 000 suscriptores y se estima que se 
venderán nuevas suscripciones a razón de 1 000 por 
año. Aproximadamente, ¿cuántos suscriptores ten
drá la revista a largo plazo?

31. VALOR P R SE! :E . 1
Se estima que dentro de / años, cierta inversión esta
rá generando ingresos a razón de/(/)=  8 000 +
400/ dólares por año. Si los ingresos se generan a 
perpetuidad y la tasa prevaleciente de interés anual 
permanece fija a 5% capitalizada continuamente, 
encuentre el valor presente de la inversión.

32. ' í ' U E o A. P S CO O G CA En un experimento 
psicológico se encuentra que la proporción de parti
cipantes que requiere más de / minutos para termi
nar cierta tarea está dada por

’ + CO
0.07e — 0.07// du.

a) Encuentre la proporción de participantes que re
quieren más de 5 minutos para terminar la tarea.

b) ¿Qué proporción requiere entre 10 y 15 minutos 
para terminar la tarea?

'' i '; \  1 i En los problemas 33
al 36, aproxime la integral dada y estime el error con el 
número de subintervalos indicado, usando:

a) La regla de los trapecios
b) La regla de Simpson

f 3l33. -  dx; n = 10
J i

34. í  ex dx\ n = 8 
Jo

f V
35. — dx; n = 10

J i x

36. ^  x e l x̂ dx; n = 8

i ■ . ' ¡ •" i En los problemas 37
y 38 determine cuántos subintei-valos se requieren para 
garantizar una precisión dentro de 0.00005 del valor real 
de la integral dada, usando:

a) La regla de los trapecios
b) La regla de Simpson

*3

37. V a  dx

38.

39.

-  l.l.Ydx

40.

Un fabricante determina que el 
costo marginal de producir q unidades de cierta 
mercancía es C'{q) = \ /q e 0'0lq dólares por unidad.
a) Exprese el costo total de producir las primeras 8 

unidades como una integral definida.
b) Estime el valor de la integral del costo total del 

inciso a) usando la regla de los trapecios, con
n = 8 subintervalos.

í i”! L l  í .i j ’ t_. > i ■€ l A
Un economista que estudia la de

manda de cierta mercancía reúne los datos en la si
guiente tabla; ésta indica el número de unidades q 
(en miles) de la mercancía que será demandada 
(vendida) a un precio de p dólares por unidad.
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los l¡„MU
l ie  el 
tildo:

£/i los práV.f 
sseréqiiim;¡ 
1.00005 á#!

<7(1 000 
unidades) 0 4 8 12 16 20 24

p ($/unidades) 49.12 42.90 31.32 19.83 13.87 10.58 7.25
Use esta información junto con la regla de Simpson 
para estimar el ingreso total

*24

qp(q)dq mil dólares
Jo

41.

42.

Y á-vVr

43.

obtenido cuando el nivel de producción aumenta de 
0 a 24 000 unidades (q =  0 a q = 24).

Use la función de gráficas de su calculadora para 
trazar las curvas y = —x3 — 2x2 + 5x — 2 y y = 
jc ln x en la misma pantalla. Use ZOOM y TRACE, 
o alguna otra función de su calculadora, para hallar 
el punto donde las curvas se cruzan y luego 
calcule el área de la región limitada por las curvas.

Repita el problema 41 para las curvas

y = —̂ 7  y y  =  V 25 -  x 2
X  +  1

Si su calculadora tiene una función de integración 
numérica, úsela para evaluar las integrales de los 
problemas 43 y 44. En cada caso, verifique su resul
tado aplicando la fórmula de integración apropia
da de la tabla de las páginas 458-459.

- , 9 - x 2

L44. I x2V 9  +  4x2í¿c

45. Use la función de integración numérica de su calcu
ladora para calcular

I(N) = r_LJo Vrr
para N  = 1, 10, 50. Con base en sus resultados,
¿piensa usted que la integral impropia

’ + 00

{ —7=e ^ d x  
V t t

converge? Si es así, ¿a qué valor?

46. Use la función de integración numérica de su 
calculadora para calcular

(x +  1)
m - p

dx

para N = 10, 100, 1 000, 10 000. Con base en sus 
resultados, ¿piensa usted que la integral impropia

+" ln ( ; t+  1)í dx
n x  

converge? Si es así, ¿a qué valor?

de’

uní1dades'H

producir1® 
¡-al definid
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EXPLORE! ACTUALIZACIÓN

Las soluciones completas para las secciones ¡Explore! que aparecen en todo el libro se 
encuentran accesibles en la página web www.mhhe.com/hoffmann.

' ' \ \ . oSolución p a ra  Consulte el ejemplo 6.2.1. Escriba/(x) = l/x en Y1 del editor de ecuaciones y es-
jExpiore! de cr^ a Y2 = fnInt(Yl,X,l,X,.001), usando la función de integración numérica que se

encuentra en el menú MATH, 9:fnlnt(. Se eliminó la selección Y1 para mostrar só
lo los valores de Y2. Haga que la función de la tabla empiece en X = 500, con in
crementos de 500, como se ve en la pantalla de enmedio. La tabla de la derecha mués- 
tra el área bajo /(x ) = 1/a de a* = 1 al valor designado X. Parece que los valores 
integrales convergen lentamente al valor de 1. Posiblemente encuentre que su calcu
ladora graficadora toma algunos segundos para calcular los valores Y2.

la p ág in a  465

Hofcl PlofcZ: Plofcü:
x V l= l,'X 2
•'■V2 0 fn ln t<  Vi ? X? 1
rXÜ
■^3 =
xVh = 
xVs =
•vVe =

TRBLE SETUP 
TblS tart=500  
¿.Tb 1=500 

Indpnt-2 iR tE  flsk
BUHE “ "Dependí ñsk

X V2
lOCid
lEdíi
¿:(lí»íl
¿CiCiti
•£(>(>

.990

.599

.9992:2:

.9995

.9996

.9996?

.99971
|X=500

Solución p a ra  
¡Explore! de 

la pág ina  467

Solución p a ra  
¡Explore! de 

la pág ina  474

Consulte el ejemplo 6.2.3. Introduzca/(a) =  xe~Zx en Y1 y construya la pantalla 
[0, 9.4] 1 por [—.05, .2]1, como se ve en la siguiente pantalla de la izquierda. Use la 
función de integración gráfica de su calculadora, CALC (2nd TRACE),7: J f(x )  dx, 
para mostrar el área bajo/(a). Parece que casi toda el área bajo la curva/(a) para los 
números reales no negativos estará presente en el intervalo [Ô x], para a <  10. Fije 
el límite inferior como 0 y el límite superior en un valor a, por ejemplo a = 6, como 
se ve en la pantalla del medio. Se ve que en este intervalo el área bajo la curva es

aproximadamente 0.24998, mientras que el área en el intervalo [0, °°] es —, lo que
4

implica que sólo una parte muy pequeña del área queda en x  > 6. Repita este análi
sis para el caso cuando el límite superior sea a  = 7 o 9.

WIND0LJ 
X m in=01 
Xnax=9.4 
Xscl=l 
Vnin=-.05  
Vnax=.2 
Vscl=l 
Xres=l

\
\

Up-F-trLittit?
X=fi V=3.fiB65E-5

Las funciones de lista de su calculadora graficadora se pueden usar para facilitar los 
cálculos de integración numérica requeridos por la regla de los trapecios. Siguiendo 
el ejemplo 6.3.1, haga/(A)= l/x, a = 1, b =  2, y n =  10. Escriba Y1 =  l/x. En una 
pantalla en blanco guarde los valores 1 en A, 2 en B y 10 en N, y defina (B — A)/N 
como H. Una forma rápida de generar los números 1.0, 1.1, . . . , 1.9,2.0 en L1 (ac
ceso por STAT, EDIT, l:Edit) es escribir L l=  seq(A + HX, X, 0, N), donde el 
comando de secuencia se puede hallar en LIST (2nd STAT), OPS, 5:seq(. Las si
guientes tres pantallas muestran estos pasos.
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1+RS2+B
2

10+N
10

(B-RVN+H
.1

□

ÑAUES E »  NRTH 
1 s S o r t ñ k  
2 ¡SortDk 
3sdimí 
4S FÍ1K  
fHse«i< 
&5cum5um< 
7+¿»List<

*1 L2 L3 1
1
1.1
L.C
L.3¡
l.H
1.5
1.6

li =se°rtfi+HX?X?l i

Ahora introduzca los coeficientes de la regla de los trapecios 1 ,2 , . . . ,  2,1 en L2. Escri
ba L3 =  Y1(L1)* L2* H/2, recordando que debe poner el cursor en la línea de enca
bezado superior de L3 para escribir el comando deseado. Las pantallas del medio y la 
derecha muestran todos los datos.

L1 12 im 3
1 1i.l c1.2: c1.S il.H i1.5 ’cl.fi c

L3 =Vl <L1 L2*H^2

L1 12 13 3
1 1 1 1
1.1 c .09d91
l. i: c
1.3: c .(t?E3c
l.H c
1.5 c .CiSSS?i.s c

L3Í1>=B B5

L1 L2 L3 3
l.H i B s c a
1.5 ’c .tifififi?
l. f i ’c .bü’cl
1.? C .(■5BS2:
1.B c .&E55fi
1.9 c .05261?
c 1 .íi¿5

L3C5) = -071428571...

Por último, la suma de la lista L3 da la aproximación deseada de la regla de los trape
cios para/ ( a ) =  1/a  sobre [1,2] con n =  10. El comando suma se puede hallar en LIST 
(2nd STAT),MATH, 5:sum(, como se ve abajo. La respuesta coincide con la del ejem
plo 6.3.1, y es una buena aproximación de la respuesta obtenida por evaluación directa 
de la integral.

NRHES OPS IBB1IB 
is ro irm  
22m ax< 
3!nean<
4Sroedian<
iH sum <
gTprocK 
74*stdDev<

suro<L3>
.6937714032

Los pasos de la calculadora graficadora mostrados aquí dan los comandos clave para es
cribir un programa que calcule la regla de los trapecios de una función/(a), sobre el in
tervalo [a,b] con n subdivisiones. Como ejercicio, realice algunos cálculos con n = 20 
en lugar de n = 10.
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El rendimiento cardiaco, F, del corazón de una persona es el ritmo al que el corazón 
bombea la sangre en un periodo específico de tiempo. La medición del rendimiento car
diaco ayuda a los médicos a tratar pacientes que han sufrido infartos, al diagnosticar la 
magnitud del daño en el corazón. Específicamente, para una persona sana en reposo, el 
rendimiento cardiaco es entre 3 y 4 litros por minuto y es relativamente estable, pero 
el rendimiento cardiaco de alguien con una enfermedad cardiovascular grave puede ser 
de apenas 2 a 3 litros por minuto. Debido a que el rendimiento cardiaco es tan importan
te en cardiología, los investigadores médicos han ideado varias formas de medirlo. En 
la sección 5.6 se estudió brevemente el rendimiento cardiaco, y el objetivo actual es am
pliar ese análisis examinando dos métodos que usan la integración para medir el rendi
miento cardiaco, uno de los cuales comprende la integración impropia. (Nuestro estudio 
es una adaptación de un artículo del The UMAP Journal y del UMAP Module que apa
rece en las referencias citadas al final de este ensayo.)

Un método tradicional para medir el rendimiento cardiaco es una técnica conocida 
como dilución de tintura. En este método, se inyecta colorante en una vena principal 
cerca del corazón. La sangre que lleva este colorante circula por el ventrículo derecho, 
pasa por los pulmones, por la aurícula izquierda y el ventrículo derecho, y luego entra al 
sistema arterial, regresando a la aurícula izquierda y el ventrículo izquierdo. La concen
tración del colorante que pasa por una arteria o vena se mide a intervalos de tiempo es
pecíficos y, a partir de estas concentraciones, se calcula el rendimiento cardiaco. El co
lorante que por lo general se utiliza en la dilución es endocianuro verde. Muy poco de 
este colorante se recircula al corazón después que pasa por el cuerpo, porque es metabo- 
lizado por el hígado.

Ahora suponga que X0 gramos de colorante se inyectan en una vena cerca del cora
zón, donde se mezcla con la sangre de un paciente. Denote por C(t) la concentración del 
colorante en el momento t, al principio de la arteria pulmonar. Note que C(0) = 0 y que 
C(í) aumenta con relativa rapidez hasta un máximo, y luego decrece a cero en un 
periodo relativamente corto, digamos T segundos. La rapidez con la que el colorante 
sale del corazón en el momento t es igual a F • C(t). Nótese que F • C{t) tiene unidades 
en litros/minuto • gramos/litro, que se simplifica a gramos/minuto.

Para deducir una fórmula para F , se comienza por dividir el intervalo entre / = 0 y 
t — T en n subintervalos de igual longitud, usando los puntos 0 =  t0, t\ = T/n, 
h  = 2T/n, . . . ,  tn = T. Note que Cft), que es la concentración del colorante durante el
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j-ésimo subintervalo, es casi constante, de modo que la cantidad de colorante que sale \ 
del corazón durante el y-ésimo subintervalo es aproximadamente

F • Cj(t)At

Para hallar la cantidad total de colorante que sale del corazón, se suman los términos pa
ra los n subintervalos y se tiene

n- i
x 0 = 2  F C jm t

j = o

Pasando al límite cuando n tiende a infinito, se obtiene la estimación

X 0 = F I  C(t)dt 
Jo

lo que significa que

Para ver cómo se usa esta fórmula para hallar F, suponga que se inyectan 5 miligramos 
de endocianuro verde en una vena mayor cerca del corazón de un paciente que hace 
ejercicios y que la concentración de tintura medida cada 4 segundos es la que se mues
tra en la tabla 1:

TABLA 1 Datos de dilución para medir el rendimiento 
cardiaco

Tiempo (segundos) Concentración

0 0
4 1.0
8 4.5

12 2.5
16 1.0
20 0.5
24 0

Se sigue que

f  c(t) dt «  4 • 0 +  4 • 1 +  4 • 4.5 4- 4 * 2.5 + 4 • 1 + 4 • 0.5 =  38 
Jo

Concluimos que F  es aproximadamente 5/38 litros/segundo =  7.9 litros/minuto. Este 
rendimiento cardiaco es normal para alguien que hace ejercicios.

Debido a la necesidad de tomar muestras de sangre repetidamente, puede resultar 
difícil medir el rendimiento cardiaco usando el flujo sanguíneo. La dilución de coloran
te puede también producir resultados imprecisos porque los colorantes pueden ser ines
tables, además de que una cantidad considerable de colorante puede recircular por el 
cuerpo o el colorante puede ser eliminado lentamente. Por eso, pueden ser preferibles 
otros métodos para determinar el rendimiento cardiaco. En la década de 1970 se intro
dujo un método para medir el rendimiento cardiaco llamado termodilución. En este 
método, se inserta un catéter con un globo en la vena del brazo del paciente. Ese catéter 
es guiado a la vena cava superior. Luego un termistor, dispositivo que mide temperatu
ras, es guiado por el lado derecho del corazón y se posiciona varios centímetros dentro 
de la arteria pulmonar. Una vez que el termistor está en su lugar, se inyecta una solución 
fría, por lo general 10 mililitros de una solución a 5% de dextrosa en agua a 0°C. Cuan-
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492 CAPÍTULO 6 Temas adicionales de integración i 6-44

RGURÁ 1 Variación de temperatura de la sangre Tvar medida en la arteria pul
monar t segundos después de la inyección de una solución fría en el atrio derecho 
del corazón.

do esta solución fría se mezcla con la sangre en el lado derecho del corazón, la tempe
ratura de la sangre disminuye. La temperatura de la sangre mezclada con la solución fría 
es detectada por el termistor; éste se conecta a una computadora que registra las tempe
raturas y muestra la gráfica de dichas temperaturas en un monitor. La figura 1 muestra 
la variación típica de temperatura de la sangre al principio de la arteria pulmonar, t se
gundos después de la inyección de 10 mililitros de solución de dextrosa a 0°C.

A continuación, se muestra la forma de determinar el rendimiento cardiaco con el 
uso de los datos de temperatura recolectados durante la termodilución. Se Denota por T¡ 
la temperatura de la sustancia inyectada y por Tb la temperatura corporal; esto es, la tem
peratura de la sangre antes de inyectar la solución fría. Entonces Qent, el efecto enfria
dor de la sustancia inyectada, puede medirse como el producto del volumen V  de la sus
tancia inyectada, por la diferencia de temperatura Tb — T¡ entre el cuerpo y la sustancia 
inyectada; es decir,

Qent = V(Tb -  T¡)

En un corto intervalo At, el efecto enfriador de la sangre enfriada que pasa por el termis
tor está dado por el producto de la variación de temperatura Tvar que registramos y la 
cantidad total de sangre F A t que circula por la arteria pulmonar durante este intervalo. 
Por tanto, el efecto enfriador to ta l Qsa¡ (para el tiempo t  >  0) puede ser medido por la 
integral impropia

J ~co roo

F  Tvar d t — F  \ Tvar d t 
o Jo

El hecho clave para calcular el rendimiento cardiaco es que Qsa¡ = rQ enr, donde r  
es un factor de corrección relacionado con cuánto efecto enfriador se pierde cuando la 
solución enfriada pasa al cuerpo. (El valor de r  para una forma particular en que la sus
tancia inyectada entra al torrente sanguíneo se puede calcular por recolección de datos.) 
Insertando las fórmulas halladas para Qsa¡ = rQ ent, se obtiene

rV (T B -  T i) =  F  [  Tvar d t 
Jo
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Despejando la rapidez F del rendimiento cardiaco, se encuentra que

rV(Tb ~  T¡)
F =

Tvar dt

Para ilustrar la forma en que se puede usar este método, se modela la variación de 
temperatura con la función continua Tvar = 0.1 t2e~03u, cuya gráfica se ilustra en la fi
gura 2.

Con el uso de esta aproximación, suponga que TB = 37°C, T¡ = 0o, V =  10 y r = 
0.9 (de modo que 10% del efecto enfriador de la sustancia inyectada se pierde cuando 
pasa al torrente sanguíneo). Sustituyendo en la ecuación para i7, se obtiene

F =
(0.9)(10)(37 -  0)

0.1 t 2 e ~ 03Udt

El cálculo de esta integral impropia, con el uso de integración por partes, (los detalles de 
este cálculo se dejan al lector) muestra que

F =
333

0.1[2/(0 .3 in
— = 45 mililitros/segundo = 2.7 litros/minuto

Nótese que en estos cálculos el numerador de la fórmula de F tiene unidades de mili
litros por grados Celsius y el denominador tiene unidades de grados Celsius por se
gundos, de modo que F tiene unidades de mililitros por segundo. Para convertir esto a 
unidades de litros por minuto se multiplica por 60/1 000 =  0.06. Al ver un rendimiento 
cardiaco de 2.7 litros/minuto, se concluye que el paciente tiene un grave problema car
diovascular.

r e q u n t a s
1. Estime el rendimiento cardiaco de un paciente si se inyectan 18 miligramos de 

tintura de endocianuro verde en una vena mayor cerca del corazón, y la concen
tración de colorante medida cada 3 segundos es como se muestra en la tabla.
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Tiempo (segundos) Concentración

0 0
3 0.5
6 2.5
9 4.0

12 1.5
15 0.5
18 0

2.

3.

4.

\

Tiempo Concentración

3 A.M. 8.5 mg/m
6 A.M. 12.0 mg/m
9 A.M. 14.5 mg/m
Mediodía 13.0 mg/m
3 P.M. 12.5 mg/m
6 P.M. 10.0 mg/m
9 P.M. 7.5 mg/m
Medianoche 6.0 mg/m

Suponga que cuando se aplica a un paciente el método de termodilución, se en
cuentra que puede usar Tvar = 0.08í2e-a43/ para modelar la variación de tem
peratura. Suponga que la temperatura corporal del paciente es de 36°C, que 12 
mi de sustancia inyectada, a una temperatura de 5°C, se inyectan en una arteria 
mayor cerca del corazón del paciente, y que el factor de corrección es r — 0.9. 
Estime el rendimiento cardiaco F para este paciente.
El método de dilución de colorante para medir el rendimiento cardiaco se pue
de modificar para ser aplicado a otros problemas de circulación. Use este méto
do para hallar una fórmula para el derrame total diario P, de un contaminante 
en un río, que circula a un ritmo constante de F m3/h, si se sabe que en un punto 
fijo, a s metros corriente abajo de la planta industrial donde tiene lugar el derra
me, la concentración del contaminante en el momento t (horas) está dado por la 
función C(t).
Usando la fórmula hallada en la pregunta 3, estime la cantidad de cadmio que 
una planta de baterías vierte en un río, si el caudal del río es de 2.3 X 105 m3/h 
y la concentración de cadmio, medida en un punto a 1 000 metros río abajo des
de la planta, es la que se muestra en la tabla.

O  ¡p jP |w' p  jjvi é ¡
J *¡. Íjsz* .1 Lsnsi U Ll *J íl

M.R. Cullen, Linear Models in Biology, Ellis Horwood Ltd., Chichester, 1985. 
Arthur Segal, “Flow System Integráis” , The UMAP Journal, Volumen III, núm.

1, 1982.
Brindell Horelick y Sinan Koont, “ Measuring Cardiac Output” , UMAP Module

71, Birkhauser-Boston Inc., 1979.
William Simón, Mathematical Techniques for Biology and Medicine, Dover Pu- 

blications, Mineóla, N.Y., 1986; pp. 194-210 (capítulo IX).
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La forma de una superficie se puede visualizar si se trazan sus curvas 
de nivel, las que, en el caso de una montaña, son curvas de elevación 
constante.

gy -• . v.
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'. 1 Funciones de varias variables
En los negocios, si un fabricante determina que a  unidades de cierta mercancía pueden 
ser vendidas en el país a $90 la unidad, y que y unidades pueden ser vendidas en merca
dos extranjeros a $110 por unidad, entonces el ingreso total obtenido por todas las ven
tas está dado por

/? = 9Qx+110y

En psicología, el cociente de inteligencia (IQ) de una persona se mide por la razón

lOOm
IQ a

donde a y m son la edad real y la edad mental de la persona, respectivamente. Un car
pintero que construye un contenedor de x  pies de largo, y pies de ancho y z pies de pro
fundidad sabe que la caja tendrá un volumen V y un área superficial S, donde

V =  xyz y S = 2xy + 2xz + 2yz

Éstas son típicas situaciones prácticas en las que una cantidad de interés depen
de de los valores de dos o más variables. Otro ejemplo es el volumen de agua en el 
estanque de una comunidad, el cual puede depender de la cantidad de lluvia, de la 
población de la comunidad y de la producción de una fábrica, la que a su vez puede 
depender del costo de las materias primas.

En este capítulo se extienden los métodos de cálculo para incluir funciones de 
dos o más variables independientes. Casi todo el trabajo se realizará con funciones 
de dos variables, que, como se verá, pueden ser representadas geométricamente co
mo superficies en el espacio tridimensional, en lugar de curvas en el plano. Comen
cemos por una definición y alguna terminología.

Función de dos variables k Una función/de dos variables independientes, 
a  y y, es una regla que asigna a cada par ordenado (a , y), de un conjunto determinado 
D (el dominio d e /), exactamente un número real, denotado por/ ( a , y).

NOTA Convención de dominio: A menos que se indique otra cosa, se supone 
que el dominio d e /e s  el conjunto de todas las (a , y) para las cuales la expresión 
/(a , y) está definida, a

Como en el caso de una función de una variable, una función de dos variables 
/ ( a , y) puede ser considerada como una “máquina” en la que hay una “salida” única 
/(*» y) Para cada “(entrada” (a , y), como se ilustra en la figura 7.1. El dominio d e /

a' entrada y entrada
X X X X y  y  y  y

. 1 1 1 / A i ¡7

tñ

/máquina
\

___salida
“  fix , y)

'!

ir I GURA 7.1 Función de dos variables como “máquina.”
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, Las calculadoras graficadoras 
) naturalmente pueden

representar funciones de una 
sola variable independiente, 
pero requieren de 
características adicionales 
para describir funciones de 
varias variables como son las 
funciones tridimensionales. Un 
método sencillo para trabajar 
con funciones de varias 
variables es graficar los valores 
de una variable para valores 
específicos de las otras 
variables. Por ejemplo, guarde 
f(x, y) = x3 -  x2/ 2 -  xy3 -  y4 en 
Y1 como XA3 -  XA2*L1 A2 — 
X*L1 A3 -  L1A4, donde L1 es la 
lista de valores {0,1.5, 2.0, 2.25, 
2.5}. Grafique usando la 
ventana decimal modificada 
[-9.4, 9.4] 1 por [ -1 5 0 ,100]20. 
¿Cómo es que la variación de 
los valores de y  en L1 afecta la 
forma de la gráfica?

Aplicaciones

es el conjunto de todas las (entradas posibles, y el conjunto de todas las salidas po
sibles correspondientes es el rango de /. Se pueden definir de modo semejante las 
funciones de tres variables independientes /(x, y, z) o cuatro variables independientes 
f(x , y, z, 0, etcétera.

EJEMPLO I 7.1.1 

Suponga /(* , y) =  3A + 5y.
x - y

a) Encuentre el dominio de/.
b) Calcule/(1 ,-2 ) .

Solución

a) Como se puede dividir entre cualquier número real excepto cero, la expresión/(x, y) 
se puede evaluar para todos los pares ordenados (jc, y) con x - y # 0 o x # y .  
Geométricamente éste es el conjunto de todos los puntos del plano xy excepto 
los que están sobre la recta y = x.

3(1)2 + 5(—2) 3 - 1 0  7b) / ( 1 , - 2 )  =
1 -  ( - 2 )  1 + 2  3'

EJEMPLÓT7.1.2
Suponga/(x, y) = xey + ln x.
a ) Encuentre el dominio d e /.
b) Calcule f ( e 2, ln 2)

Solución
a ) Como xey está definida para todos los números reales x y y, y como ln x está de

finido sólo para x >  0, el dominio de /  está formado por todos los pares ordena
dos de números reales (x, y) para los cuales x >  0.

b) / O 2, ln 2) =  e2eln 2 + \n e2 = 2e2 + 2 = 2(e2 +  1) =  16.78 _____

EJEMPLO I 7.1.3
Dada la función de tres variables/(x, y, z) =  xy +  xz +  yz, evalúe/ ( —1, 2, 5).

Solución
Sustituyendo x =  — 1, y =  2, z =  5 en la fórmula para/(x, y, z), obtenemos 

_______  f t - h  2, 5) = (~  1)(2) + (~1)(5) + (2)(5) -  3________________

A continuación se muestran dos aplicaciones elementales de funciones de dos variables 
a los negocios y la economía.

EJEMPLO I 7.1.4
Una tienda de deportes en St. Louis vende dos clases de raquetas de tenis, las marcas au- 
tografiadas son Serena Williams y la Jennifer Capriati. La demanda de los consumido

  www.FreeLibros.com



498  I CAPITULO? I Calculo de varias variables ! 7-4

res por cada marca depende no sólo de su propio precio, sino también del precio de la 
marca competidora. Las cifras de ventas indican que si la marca Williams se vende en x 
dólares por raqueta y la marca Capriati se vende en y  dólares por raqueta, la demanda de 
raquetas Williams será D { = 300 — 20a -1- 30^ raquetas por año y la demanda de raque
tas Capriati será D2 = 200 + 40a — 10)> raquetas por año. Exprese el ingreso total anual 
de la tienda por la venta de estas raquetas como función de los precios x y  y.

Solución
Denote por R el ingreso total anual. Entonces

R = (número de raquetas Williams vendido)(precio por raqueta Williams)
+ (número de raquetas Capriati vendidas)(precio por raqueta Capriati)

Por tanto,

R(a, y) = (300 -  20a  + 30^)(a) +  (200 +  4 0 a  -  lOy)(y) 
_____________________ =  300a  +  200y + IQxy — 20a2 — 10y2 __________

¡EXPLORE!
Consulte el ejemplo 7.1.5. 
Guarde la ecuación

0 = Q -6 0 K A(1/3)*LA(2/3)

en el editor de ecuaciones de 
su calculadora graficadora. 
Calcule el valor de Q para 
K = 512 y L = 1 000. ¿Qué 
ocurre con Q si la fuerza 
laboral L se duplica?

Es frecuente considerar la producción Q de una fábrica como una función de la 
cantidad de inversión de capital, K, y del tamaño de la fuerza laboral, L. Las funcio
nes de producción de la forma

Q(K, L) =  AKaL?

donde A, a y (3 son constantes positivas con a  4- (3 = 1, han resultado especialmen
te útiles en el análisis económico y se conocen como funciones de producción Cobb- 
Douglas.1 A continuación se muestra un ejemplo donde aparece este tipo de función.

EJEMPLO 7.1.5
Suponga que en cierta fábrica, la producción está dada por la función de producción 
Cobb-Douglas Q(K, L) =  60K l,3L2/3 unidades, donde K es la inversión de capital medi
da en unidades de $1 000 y L es el tamaño de la fuerza laboral, medida en horas-traba
jador.
a) Calcule la producción si la inversión de capital es de $512 000 y se usa una fuer

za laboral de 1 000 horas-trabajador.
b) Demuestre que la producción en el inciso a) se duplicará si se duplican la inver

sión de capital y el tamaño de la fuerza laboral.

Solución

a) Evalúe Q(K, L) con K = 512 (miles) y L = 1 000 para obtener

<2(512, 1 000) = 60(512) ,/3( 1 000)2/3
=  60(8)(100) =  48 000 unidades

b) Evalúe Q(K, L) con K = 2(512) y L = 2(1 000) como sigue para obtener

Q[2(512), 2(1 000)] = 60[2(512)]1/3[2(1 000)]2/3
= 60(2)i/3(5I2)i/3(2)2/3(1 000)2/3 = 96 000 unidades

Que es el doble de producción cuando K = 512 y L = 1 000. .

1 Por ejemplo, vea Dominick Salvatore, Managerial Economías, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1989, 
pp. 332-336.
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Gráficas de 1 unciones La gráfica de una función de dos variables f(x , y) es el conjunto de todas las ternas 
de dos variables (-v- y* z) tales que {x, y) está en el dominio d e /y  z = f{x, y). Para “fotografiar” estas grá

ficas, se necesita construir un sistema tridimensional de coordenadas. El primer paso 
en esta construcción es añadir un tercer eje de coordenadas (el eje z) perpendicular al co
nocido plano de coordenadas xy, como se ve en la figura 7.2. Note que el plano xy se to
ma como horizontal, y el eje positivo z es “hacia arriba.”

FLUIRA «2. Sistema tridimensional de coordenadas.

FIGURA “7.3 Gráfica de 
z = f(*. y)-

Es posible describir la ubicación de un punto en espacio tridimensional especifi
cando sus tres coordenadas. Por ejemplo, el punto que está 4 unidades arriba del pla
no xy y se encuentra directamente encima del punto con coordenadas xy (.y, y) = (1,2) 
está representado por la tema ordenada (x, y, z) = (1 ,2 , 4). Del mismo modo, la ter
na ordenada (2,—1,-3 ) representa el punto que está 3 unidades directamente debajo 
del punto (2 ,-1 ) en el plano xy. Estos puntos se muestran en la figura 7.2.

Para graficar una función f(x , y) de las variables independientes .v e y, se acos
tumbra introducir la letra z para representar la variable dependiente y escribir r = 
f{x , y) (figura 7.3). Los pares ordenados (x, y) en el dominio de /  son considerados 
como puntos en el plano xy, y la función/asigna una “altura” z a cada uno de estos 
puntos (“profundidad” si z es negativa). Así, s i / ( l ,  2) =  4, se expresa este dato geo
métricamente localizando el punto (1, 2, 4) en un espacio tridimensional de coorde
nadas. La función puede asignar diferentes alturas a puntos distintos de su dominio 
y, en general, su gráfica es una superficie en espacio tridimensional.

En la figura 7.4 se muestran cuatro de estas superficies. La superficie de la figu
ra 1 Aa es un cono, la figura 7.4b muestra un paraboloide, la figura 7.4c muestra un 
elipsoide, y la figura lA d  muestra lo que comúnmente se llama una superficie de si
lla. Superficies como éstas desempeñan un importante papel en ejemplos y ejercicios 
de este capítulo.

Curvos de o iv e i  Por lo general, no es fácil trazar la gráfica de una función de dos variables. En la figura
7.5 se muestra una forma de visualizar una superficie. Note que cuando el plano z = C 
corta la superficie z = f(x , y), el resultado es una curva en el espacio. El correspondien
te conjunto de puntos (x, y) del plano xy que satisface/(x, y) = C se llama curva de ni
vel d e /e n  C, y cuando C varía sobre un conjunto de números se genera toda una fami
lia de curvas de nivel. Trazando diferentes miembros de esta familia en el plano a t , el 
estudiante puede obtener una útil representación de la superficie z = f(x , y).
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a) Un cono z = \x2 + y2

c) Un elipsoide z = ^ 9 -  3x2 -  2y2

tí) Un paraboloide z = x2 + y2

d) Una superficie de silla z = y2 -  x2

FIGURA 7.4 Varias superficies en espacio tridimensional.

FIGURA 7.5 Una curva de nivel de la superficie z = f{x, y).
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Por ejemplo, imagine que la superficie z =  f(x , y) es una “montaña”, cuya “elevación” 
en el punto (x, y) está dada por/(x, y), como se ve en la figura 1.6a. La curva de nivel 
f(x , y) =  C se encuentra directamente debajo de una trayectoria en la montaña donde 
la elevación es siempre C. Para graficar la montaña, se pueden indicar las trayectorias 
de elevación constante trazando la familia de curvas de nivel en el plano, y poniendo 
una “bandera” a cada curva para mostrar la elevación a la que corresponde (figura 1.6b). 
Esta figura “plana” se denomina mapa topográfico de la superficie z =  /(x, y).

RGURA 7.6 a) La superficie z = f(x, y) como montaña y b) las curvas de nivel dan un mapa topográfico de z = f(x, y).

EJEMPLO 7.1.6
Analice las curvas de nivel de la función/(x, y) =  x2 + y2.

Solución
La curva de nivel/(x, y) — C tiene ecuación x2 + y2 = C. Si C = 0, éste es el punto 
(0,0), y si C >  0, es un círculo de radio Vc. Si C <  0, no hay puntos que satisfagan 
x2 + y2 = C._____________________________________ ___ _____________________

La gráfica de la superficie z =  x2 + y2 se muestra en la figura 7.7. Las curvas de nivel 
que acabamos de encontrar corresponden a secciones transversales perpendiculares al 
eje z. Se puede demostrar que las secciones transversales perpendiculares al eje x y 
al eje y son parábolas. (Trate de ver por qué es esto cierto.) Por esta razón, la superficie 
tiene forma de tazón y se denomina paraboloide circular o paraboloide de revolu
ción.

Recuerde que 
(x -  h f  + (y -  k f  =  r 2 
representa el círculo de radio 
r  y centro [h, k). En 
consecuencia, la ecuación x 2 
+ y2 = C representa el círculo 
de radio C1/2 = VC con 
centro en el origen (0, 0).
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FIGURA 7.7 Las curvas de nivel ayudan a visualizar la forma de una superficie.

Curvas de nivel 
en econom ía: 

isocuantas y curvas 
de indiferencia

¡EXPLORE!
En referencia al ejemplo 7.1.7. 
Represente las curvas de 
indiferencia U(x, y) = x3/2y = C 
despejando y para obtener 
y  = Cx~3/Z. Introduzca 
XA(—3/2)*L1 en Y1 del editor 
de ecuaciones, donde L1 = 
{800, 1 280, 2 000, 3 000} es 
una lista de diferentes niveles 
de utilidad constante C. 
Grafique con una pantalla 
[0, 37.6J5 por [0, 150]10. ¿Qué 
efecto tiene sobre la gráfica el 
cambio de C? Localice el 
punto (16, 20) en la curva de 
indiferencia x3/zy = 1 280.

Las curvas de nivel aparecen en numerosas aplicaciones diferentes. Por ejemplo, en 
economía, si la salida Q(x, y) de un proceso de producción está determinada por dos en
tradas a* y y (digamos horas de fuerza laboral e inversión de capital), entonces la curva 
de nivel Q(x, y) — C se llama curva de producción constante C o, más brevemente, 
isocuanta (“iso” significa “igual”).

Otra aplicación de curvas de nivel en economía comprende el concepto de cur
vas de indiferencia. Un consumidor que esté considerando la compra de varias uni
dades de cada una de dos mercancías está asociado con una función de utilidad U(x, 
y), que mide la satisfacción total (o utilidad) que el consumidor obtiene por tener a  

unidades de la primera mercancía, así como y unidades de la segunda. Una curva de 
nivel U{x, y) = C de la función de utilidad se llama curva de indiferencia y da to
das las combinaciones de a  y y que conducen al mismo nivel de satisfacción del con
sumidor. Estos términos se ilustran en el ejemplo 7.1.7.

EJEMPLO I 7 .1 .7

Suponga que la utilidad obtenida por un consumidor por a  unidades de una mercancía y 
y unidades de una segunda mercancía, está dada por la función de utilidad U(x,y) — 
x3/2y. Si el consumidor actualmente posee a  = 16 unidades de la primera mercancía 
y y = 20 unidades de la segunda, encuentre el nivel actual de utilidad del consumidor y 
trace la correspondiente curva de indiferencia.

Solución

El nivel actual de utilidad es

U (  16, 20) =  (16)',/2 (20) =  1 280

a) Las curvas de nivel son los círculos x- + y2 = C.

Plano 2 = C

b) La superficie z = .v- + y2 dene forma de tazón.

  www.FreeLibros.com



SECCIÓN 7.1 ! Funciones de varias variables 1 503

y la correspondiente curva de indiferencia es

xV2y = 1 280

o sea y = 1 280x . Esta curva está formada por todos los puntos (x, y) donde el nivel
de utilidad U(x, y) es 1 280. La curva x372? = 1 280 y varias otras curvas de la familia 
xm y = C se muestran en la figura 7.8.

y

FU GURA 7.8  Curvas de indiferencia para la función de utilidad U{x, y) = x3ny.

En trabajos prácticos de ciencias sociales, administrativas y biológicas, usted pocas ve
ces (si acaso) tendrá que graficar una función de dos variables. Por tanto, no usaremos 
más tiempo desarrollando procedimientos de gráficas para estas funciones.

Ahora existen software para graficar funciones de dos variables. Estos software con 
frecuencia permiten escoger diferentes escalas a lo largo de cada eje de coordenadas y 
hacen posible visualizar una superficie determinada desde diferentes puntos de vista. En 
la figura 7.9 de la página 504 se muestra una variedad de gráficas generadas por compu
tadora.
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Tres vistas de la superficie z = —xye ¿{Ar+y >

z = - e-3<*2+r)

Hiperboloide de 
una hoja

x2 + y2 -  0.2z2 = 1 Hiperboloide de
dos hojas 

-  lOx2 -  10y2 + 5z2 = 1

FIGURA 7.9 Algunas superficies generadas por computadora.

Elipsoide
3.V2 + y2 + z2 = 1

j:
z = (0.8jc2 + >»V1' 1-4̂ ">’2)

z = xA + y4 -  2.3 (x2 + y2) 
Z
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P R O B L E M A S  17

En los problem as de l 1 a l 12 ca lcu le  los valores de la  fu n c ió n  indicada. 

1 . / ( - v ,>’) = (a  -  l ) 2 + 2 x f \ f ( 2 ,  —!) ,/( !, 2)
_ 3a + 2y
2 - f ( x ,  y) =  -  , / ; /( ! ,  2 ) , /(—4, 6)

3 . g(.v, y) = V y 2 -  -v2; i?(4, 5), g ( -  1, 2 )

5. /(/', s) = 3),/(ln 9, e3)
ln /•

7. #(a , y) =  -  +  g( 1, 2), g(2, -  3) 
a y

9. / ( a , y, z) =  a> ~ ;/ ( 1 ,  2, 3 ) ,/ (3 ,  2, 1) 

ln(r +  r)

2a +  3 /

4. £(«, v) =  10«l/2v2/3; g(16, 27), g(4, -1331)

6. f ( x ,  y) = x y e ^ f (1, ln 2 ) ,/( ln  3, ln 4)

-St

8. f(s,  t) = ; ; / ( ! .  0 ),/(In  2 ,2 )

1 1 . F(/\ i, í) ;F (1 , 1, 1 ),F (0 , <?2, l e 2)
r  + s + t

2 -  esr

1 0 . g(x, y, z) =  (x + y)eyz; g( 1 ,0 , - 1 ) ,  g ( l ,  1, 2)

1 2 . /(x, y, z) = xyc; + + y z e \

/ ( 1 ,1 ,  l ) , / ( ln  2, ln 3, ln 4)

En los problem as del 13 a l 18 describa el dom in io  de la  fu n c ió n  dada. 

5a + 2y
13. /(a , y) =

4a +  3 y

15. / ( a , y) =  V a 2 -  >>

17. /(a , y) =  ln (a +  y -  4)

14. / (x ,  y) = V9 -  a 2 -  y 2 

16. / (a ,  y) =
A

ln (a +  y)

18. / (a ,  y) =
V a -  2y

En los problem as de l 19 a l 26 trace la  curva de n ive l ind icada  f ( x ,  y ) — C pa ra  cada opción de la  constante C.)

19. / ( a , y) = a + 2y; C = 1, C = 2, C = - 3

21. / ( a, y) = a2 -  4a -  y; C = - 4 ,  C = 5

23. /(a, y) = xy; C = 1 , C = -1 , C = 2, C = -2
25. /(a, y) = xey\ C  = 1,C = <?

27. PRODUCCIÓN Empleando a  trabajadores cali
ficados y y trabajadores no calificados, un fabricante 
puede producir Q(x, y ) — 10A2y unidades por día. 
Actualmente hay 20 trabajadores calificados y 40  no 
calificados en el trabajo.
a) ¿Cuántas unidades se producen actualmente 

cada día?
b) ¿Cuánto cambiará el nivel de producción diaria 

si se agrega 1 trabajador calificado más a la 
actual fuerza laboral?

c) ¿Cuánto cambiará el nivel de producción diaria 
si se agrega 1 trabajador no calificado a la actual 
fuerza laboral?

d) ¿Cuánto cambiará el nivel de producción diaria 
si se agrega 1 trabajador calificado y además
1 trabajador no calificado a la actual fuerza 
laboral?

20. / (x ,  y) =  x 2 +  y; C =  0, C =  4, C =  9

A
22. / (a ,  y) =  - ;  C =  — 2, C =  2

y
24. / (a ,  y) =  ye*; C  = 0, C =  1

26. / (a ,  y) =  ln (a2 +  y2); C =  4, C =  ln 4

28. C O S  T O  D  E P R O  D  U C CIÓ N  U n fabricante
puede producir calculadoras científicas graficadoras 
a un costo de $40 cada una, así como calculadoras 
financieras a $20 cada una.
a) Exprese el costo total de producción mensual 

del fabricante como función del número de 
calculadoras graficadoras y del número
de calculadoras financieras producidas.

b) Calcule el costo total mensual si se producen 
500 calculadoras científicas y 800 financieras.

c) El fabricante desea aumentar la producción de 
calculadoras científicas en 50 al mes a partir el 
nivel indicado en b). ¿Qué cambio debe hacerse 
en la producción mensual de calculadoras 
financieras para que el costo total mensual no 
cambie?
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s

29. VENTAS AL MENUDEO Una tienda de pintu
ras vende dos marcas de pintura de látex. El com
portamiento de las ventas indica que si la primera 
marca se vende en Xj dólares por galón y la segunda 
en x2 dólares por galón, la demanda de la primera 
marca será DT(xlr.v2) = 2 0 0  — lOxj + 2 0x2 galones 
por mes y la demanda por la segunda marca será 
D2(* 1A2) = 100 + 5x¡ -  10x2 galones por mes.
a) Exprese el ingreso total mensual de la tienda de 

pinturas por la venta de la pintura como función 
de los precios de x \ y x 2.

b) Calcule el ingreso del inciso á) si la primera 
marca se vende en $ 6  por galón y la segunda en 
$5 por galón.

30. PRODUCCIÓN La producción de cierta fábrica 
es Q {K, L ) = 1207f2/3L l/3 unidades, donde K  es la 
inversión de capital, medida en unidades de $ 1 0 0 0 , 
y L  es la fuerza laboral medida en horas-trabajador. 
á) Calcule la producción si la inversión de capital

es de $125 000 y la fuerza laboral es de 1 331 
horas-trabajador.

b) ¿Qué ocurrirá a la producción del inciso á) si 
tanto el nivel de la inversión de capital y la 
fuerza laboral se reducen a la mitad?

31. PRODUCCIÓN La compañía agrícola Easy-Gro 
estima que cuando emplean una fuerza laboral de 
lOOx horas-trabajador en y  acres de tierras, el núme
ro de bushels de trigo producidos es f ( x ,  y) = A xayb, 
donde A, a y b son constantes positivas. Suponga 
que la compañía decide duplicar los factores de 
producción x y  y. Determine la forma en que esta 
decisión afecta la producción de trigo en cada uno 
de estos casos:
a) a +  b >  1

b) a + b <  1

c) a + b =  1

32. PRODUCCIÓN Suponga que cuando se 
emplean x  máquinas y y  horas-trabajador cada día, 
cierta fábrica producirá Q(x, y) =  10x y  teléfonos 
celulares. Describa la relación entre las entradas x y 
y  que de cómo resultado una producción de 1 0 0 0  

teléfonos por día. (Nótese que se busca una curva de 
nivel de Q .)

32. VENTAS AL MENUDEO Un fabricante con 
derechos exclusivos para una nueva y avanzada 
máquina industrial está planeando vender un núme
ro limitado de esas máquinas a empresas extranjeras 
y del país. El precio que el fabricante puede recibir 
por las máquinas dependerá del número de máqui
nas de que disponga. Se estima que si el fabricante 
suministra x máquinas al mercado nacional y y  
máquinas al mercado extranjero, las máquinas se

34.

x y
venderán en 60 — — + — miles de dólares por

y  x
unidad en el país, y 50 — + — miles de dólares

por unidad en el extranjero.
Exprese el ingreso R como función de x y y.

VENTAS AL MENUDEO Un fabricante está 
planeando vender un nuevo producto al precio de A 
dólares por unidad y estima que si x miles de dóla
res se gastan en su perfeccionamiento y y  dólares 
en su promoción, los consumidores comprarán

160x. J 320yaproximadamente ------- + unidades del

35.

36.

y  + 2 x + 4 
producto. Si los costos de fabricación son $50 por 
unidad, exprese la utilidad en términos de x y y.

ÁREA SUPERFICIAL DEL CUERPO 
HUMANO Pediatras e investigadores médicos 
usan a veces la siguiente fórmula empírica que re
laciona el área de la superficie corporal 5(m2J de 
una persona con el peso W  de la persona (en kg) y 
con la estatura H  en (cm):

S(jy, H )  = 0.0072W OA25H o'125

a) Encuentre 5(15.83, 87.11). Trace la curva de 
nivel de S(W, H ) que pasa por (15.83, 87.11). 
Trace varias curvas de nivel adicionales de 5(1̂ , 
H ). ¿Qué representan estas curvas de nivel?

b) Si Marc pesa 18.37 kg y tiene un área superficial
o

de 0.648 m“, ¿aproximadamente qué estatura se 
espera que tenga?

c) Suponga que en algún momento en su vida, Jenny 
pesa seis veces y mide el doble de estatura que 
cuando nació. ¿Cuál es el cambio correspondiente 
en porcentaje en el área superficial de su cuerpo?

d) Pregunte a sus padres cuánto pesaba usted al na
cer y cuánto media (¡de seguro lo saben!). Luego 
hágase de una muñeca que mida aproximadamen
te la misma longitud que usted tenía al nacer y mi
da su área superficial. La fórmula empírica, 
¿pronostica con exactitud el resultado que usted 
obtuvo? Escriba un párrafo sobre cualquier con
clusión que saque de este “experimento” .

PSICOLOGÍA El coeficiente de inteligencia (IQ) 
de una persona se mide con la función

100/72
7(ra, a) = --------

a
donde a es la edad real de la persona y m es su edad 
mental.
a) Encuentre 7(12, 11) e 7(16, 17).
b) Trace las gráficas de varias curvas de nivel de 

7(m, a). ¿Cómo describiría usted estas curvas?

2 J. Routh, M a th e m a tic a l P rep a ra tio n  f o r  L a b o ra to ry  Technicicins, 
Saunders Co., Filadelfia, PA, 1971, pág. 92.
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37. CURVAS DE PRODUCCIÓN CONSTANTE 
Con el empleo de x trabajadores calificados y y  no 
calificados, un fabricante puede producir Q(x, y) =
3.x* + 2y  unidades por día. Actualmente la fuerza la
boral está formada por 10 trabajadores calificados y 
2 0  trabajadores no calificados.
a) Calcule la producción diaria actual.
b) Encuentre una ecuación que relacione los niveles 

de fuerza laboral calificada y no calificada, si la pro
ducción diaria debe permanecer en su nivel actual.

c) En un sistema bidimensional de coordenadas, 
trace una curva de producción constante que co
rresponda al actual nivel de producción.

d) ¿Qué cambio debe hacerse en el nivel de la fuer
za laboral no calificada, y , para compensar un 
aumento de dos trabajadores en la fuerza laboral 
calificada, x, con el fin de que la producción per
manezca en su nivel actual?

38. CUEVAS DE INDIFERENCIA Suponga que la 
utilidad obtenida por un consumidor por x  unidades 
de una mercancía, así como y  unidades de una segun
da mercancía, está dada por la función de utilidado o
U(x, y ) = 2x y  . El consumidor posee actualmente 
x = 5 unidades de la primera mercancía y y  =  4 
unidades de la segunda. Encuentre el nivel actual de 
utilidad del consumidor y trace la correspondiente 
curva de indiferencia.

39. CURVAS DE INDIFERENCIA La utilidad obte
nida por un consumidor por x  unidades de una mer
cancía, así como y  unidades de una segunda, está dada 
por la función de utilidad U(x, y) = (x + l)(y + 2).
El consumidor posee actualmente x = 25 unidades de 
la primera mercancía y y  — 8 unidades de la segunda. 
Encuentre el nivel actual de utilidad del consumidor y 
trace la correspondiente curva de indiferencia.

40. CON LAMINACIÓN DEL AIRE La descarga de 
basura en tiraderos, así como otras operaciones de 
manipulación de materiales cerca de un basurero, pue
de ocasionar que partículas contaminadas se emitan al 
aire circundante. Para estimar estas emisiones de par-t a
tículas, se puede usar la siguiente fórmula empírica:

E (y , M ) =  k (0.0032)( -  j  ( - I
donde E  es el factor de emisión (libras de partículas 
emitidas al aire por tonelada de suelo movido), V  es la 
rapidez media del viento (mph), M  es el contenido de 
humedad del material (dado como porcentaje), y k es 
una constante que depende del tamaño de las partículas.
a) Para una partícula pequeña (5 mm de diámetro), 

'S Í resulta que k = 0.2. Encuentre £(10, 13).
b) El factor de emisión E  se puede multiplicar por el 

número de toneladas de material manipulado, para

3 M. D. LaGrega, P. L. Buckingham, y J. C. Evans, H a za rd o u s  W aste  
M anagem ent, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994, p. 140.

41.

42.

43.
f i i

alcanzar una medida del total de emisiones. Su
ponga que se manipulan 19 toneladas del material 
en el inciso a). ¿Cuántas toneladas de una segun
da clase de material con k  = 0.48 (diámetro 15 
mm) y contenido de humedad 27% deben mani
pularse para lograr el mismo nivel total de emisio
nes, si la velocidad del viento permanece igual?

c) Trace varias curvas de nivel de E(V, M ), supo
niendo que el tamaño de las partículas es fijo. 
¿Qué representan estas curvas? 

CIRCULACIÓN SANGUÍNEA Una de las le
yes de Poiseuille4 dice que la rapidez de circulación
V de la sangre (cm/s), a una distancia r  (cm) del eje 
de un vaso sanguíneo de radio R (cm) y longitud L  
(cm) está dada por

V (P ,L ,R , r )  =  - ( R 2 - r 2)

donde P  (dinas/cm2) es la presión en el vaso. Su
ponga que un vaso en particular tiene un radio de
0.0075 cm y mide 1.675 cm de largo.
a) ¿Con qué rapidez circula la sangre a una distan

cia de 0.004 cm del eje de este vaso, si la pre
sión en el vaso es de 3 875 dinas/cm2?

b) Como R y L  son fijas para este vaso, V  es una fun
ción de P  y r  únicamente. Trace varias curvas de 
nivel de V(P, r ). Explique lo que representan.

RETORNOS CONSTANTES A ESCALA Su
ponga que la producción Q está dada por la función 
de producción de Cobb-Douglas Q (K , L) =
A K CL~ L l -a , donde A y a  son constantes positivas y
0 <  a  1. Demuestre que si K  y L  se multiplican 
ambas por el mismo número positivo m, entonces la 
producción Q también estará multiplicada por m; 
esto es, demuestre que Q{m K, m L) = m Q (K, L). 
QUÍMICA La ecuación de estado de Van der 
Waals dice que 1 mol de un gas encerrado satisface 
la ecuación

T(P , V) =  o . o m í p  +  - ^ j ( V  -  b) -  273.15

donde T  (°C) es la temperatura del gas, V (cm3) es 
su volumen, P (atmósferas) es la presión del gas en 
las paredes de su recipiente, y a y  b son constantes 
que dependen de la naturaleza del gas.
a) Trace las gráficas de varias curvas de nivel de T. 

Estas curvas se denominan curvas de tempera
tura constante o isotermas.

b) Si el gas encerrado es cloro, los experimentos 
demuestran que a — 6.49 X 106 y b — 56.2. En
cuentre 7(1.13, 31.275 X 103); esto es, la tem
peratura que corresponde a 31 275 cm3 de cloro 
bajo 1.13 atmósferas de presión.

4 E. Batschelet, In tro d u c tio n  to  M a th e m a tic s  f o r  L ife  S c ien tis ts ,

2a. ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1976, pp. 102-103.
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44. CURVAS DL HIELO Y TEMPERATURA DE LA ERA DE HIELO Las curvas de nivel en zonas terrestres 
de la siguiente figura indican elevaciones del hielo sobre el nivel del mar (en metros), durante la última gran era 
glacial (hace aproximadamente 18 000 años). Las curvas de nivel en regiones del mar indican temperatura de la 
superficie del mar. Por ejemplo, el hielo tenía 1 000 metros de grueso sobre la ciudad de Nueva York, y la tempe
ratura del mar cerca de las islas de Hawai era de unos 24°C. ¿En dónde era más gruesa la capa de hielo? ¿Cuál 
zona en tierra, limitada por hielos, estaba adyacente al mar más cálido?

508 i CAPÍTULO 7 ! Calculo de varias variables I 7-14

FUENTE: The Cambridge Encyclopedia o f Earth Sciences, Cron/Cambridge Press, 1981, página 302.

45. GASTO DIARIO DE ENERGÍA Suponga que 
una persona de edad A  años tiene un peso de w  kilo
gramos (kg) y una estatura h en centímetros (cm). 
Entonces las ecuaciones de H arris -B ened ic t dicen 
que el gasto diario de energía basal en kilocalorías es 
B m(w, h, A ) = 66.47 +  13.75w +  5.00/? -  6.11 A 
para un hombre y
B /(w , h, A ) =  655.10 +  9.60w +  1.85/? — 4.68/4 
para una mujer.
a) Encuentre el gasto de energía basal de un hom

bre que pesa 90 kg, mide 190 cm de estatura, y 
tiene 2 2  años de edad.

b) Encuentre el gasto de energía basal de una mu
jer que pesa 61 kg, mide 170 cm de estatura y 
tiene 27 años de edad.

c) Un hombre mantiene un peso de 85 kg y una es
tatura de 193 cm en toda su edad adulta. ¿A qué 
edad es que su gasto diario de energía basal será 
de 2 018 kilocalorías?

d) Una mujer mantiene un peso de 67 kg y una es
tatura de 173 cm en toda su edad adulta. ¿A qué 
edad es que su gasto diario de energía basal será 
de 1 504 kilocalorías?
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4 6. ENERGÍA EOLICA Una máquina basada en 
energía eólica por lo general convierte la energía ci
nética del viento en movimiento en energía mecáni
ca por medio de un aparato que gira, como un 
molino de viento. Suponga que un viento de veloci
dad v pasa a través de una máquina colectora de 
viento con área de sección transversal A. Entonces, 
en física se demuestra que la potencia total generada 
por el viento está dada por una fórmula5 de la forma

P(v, A ) = abA v3

donde b = 1 .2  kg/m3 es la densidad del aire, y a es 
una constante positiva.

á) Si una máquina de viento fuera perfectamente

eficiente, entonces a = — en la fórmula para

P(y, A ). ¿Cuánta potencia sería producida por 
este molino de viento ideal con un radio de pale
tas de 15 metros si la rapidez del viento es de 
2 2  m/s?

b) Ninguna máquina eólica es perfectamente efi
ciente. De hecho, se ha demostrado que lo mejor 
que podemos esperar es alrededor de 59% de 
eficiencia ideal, y una buena fórmula empírica 
para la potencia se obtiene haciendo

8
a = — . Calcule P(v, A ) usando este valor de a 

27
si el radio de las paletas del molino de viento del 
inciso a) se duplica y la velocidad del viento se 
reduce a la mitad.

c) El hombre ha estado tratando de aprovechar el 
viento por lo menos desde hace 4 000 años, a 
veces con resultados interesantes o extraños. Por 
ejemplo, en la fuente citada al pie de página, el 
autor hace notar que durante la Segunda Guerra 
Mundial se construyó un molino de viento en 
Vermont con un radio de paletas de 175 pies.
Lea un artículo sobre molinos de viento y otros 
aparatos que usan la fuerza del viento. ¿Cree 
que estos aparatos tienen algún lugar en el mun
do tecnológico moderno? Explique.

47. OSMOSIS INVERSA En la manufactura de se
miconductores, es necesario usar agua con un conte
nido mineral extremadamente bajo, y para separar

agua de contaminantes es práctica común usar un 
proceso de membrana llamado osmosis inversa. 
Una clave para la efectividad de este proceso es la 
presión osmótica, que puede estar determinada por 
la ecuación de Van’t Hoff.6

P(N , C, T) = 0.075/VC(273.15 + T) 

donde P  es la presión osmótica (en atmósferas), N  
es el número de iones en cada molécula de soluto,
C es la concentración de soluto (gramos-mol/litro), 
y T  es la temperatura del soluto (°C). Encuentre la 
presión osmótica para una solución de cloruro de 
sodio con una concentración de 0 .5 3  g-mol/litro, a 
una temperatura de 23°C. (Es necesario saber que 
cada molécula de cloruro de sodio contiene dos 
iones: NaCl = Na+ + Cl“ .)

48. La producción en cierta fábrica está dada por la 
^  función de producción de Cobb-Douglas Q {K, L ) =  

i 57ÁT1/4L3/4, donde K  es el capital en $1 000 y L  es la 
fuerza laboral, medida en horas-trabajador. 
á) Utilice su calculadora para obtener Q {K, L ) para 

los valores de K  y L  que se dan en la tabla:

m  i ooo) 277 311 493 554 718
L 743 823 1 221 1486 3 197
Q (K ,L)

b) Observe que en la tabla, la producción (2(277, 
743) se duplica cuando K  se duplica de 277 a 
554 y L  se duplica de 743 a 1 486. De igual mo
do, verifique que la producción se triplica cuan
do K  y L  se triplican ambas, y que la producción 
se reduce a la mitad cuando K  y L  se reducen a 
la mitad ambas. ¿Ocurre algo interesante si K  se 
duplica y L  se reduce a la mitad? Verifique su 
respuesta con su calculadora.

49. Repita el Problema 48 con la función de producción 
Q {K , L ) = 83 K 2/5L 3/s

5 Raymond A. Serway, P h y s ic s , 3a. ed., Saunders, Filadelfia, PA, 6 M. D. LaGrega, P. L. Buckingham y J. C. Evans, H a za rd o u s  W aste
1992, pp. 408-410. M a n a g e m e n t, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994, pp. 530-5 .
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En numerosos problemas donde aparecen funciones de dos variables, el objetivo es ha
llar la rapidez de cambio de la función con respecto a una de sus variables, cuando la 
otra se mantiene constante. Esto es, el objetivo es derivar la función con respecto a la 
variable particular en cuestión mientras se mantiene fija la otra variable. Este proceso se 
conoce como derivación parcial, y se dice que la derivada resultante es una derivada 
parcial de la función.

Por ejemplo, suponga que un fabricante encuentra que

Q (x , y) = 5X2 + 7xy

unidades de cierta mercancía se producirán cuando se emplean x  trabajadores califica
dos y y no calificados. Entonces, si el número de trabajadores no calificados permanece 
fijo, la razón de cambio de la producción con respecto al número de trabajadores califi
cados se encuentra derivando Q(x, y ) con respecto a x, mientras y se mantiene constan
te. Esto recibe el nombre de derivada parcial de Q con respecto a x  y se denota por 
Qx(x, y); entonces,

Qx(x, y) = 5(2x) + 7(l)y = lOx + 7y

Del mismo modo, si el número de trabajadores calificados permanece fijo, la razón de 
cambio de la producción con respecto al número de trabajadores no calificados está da
da por la derivada parcial de Q con respecto a y, que se obtiene al derivar Q(x, y) con 
respecto a y, manteniendo x constante; esto es, por

Qy(x , y) =  0 +  l x ( l )  =  I x

Veamos a continuación una definición general de derivadas parciales y una nota
ción alternativa.

Derivadas parciales % Suponga z = f ( x ,  y). La derivada parcial de/  con res
pecto a x  se denota por

dz
—  o f x(x, y)
dx

y es la función obtenida al derivar/con respecto a x, tratando a y como una cons
tante. La derivada parcial de /  con respecto a y se denota por

dz
~  o f y(x, y)

y es la función obtenida al derivar /  con respecto a y, tratando a x  como constante.

NO i A Recuerde, del capítulo 2, que la derivada de una función de una variable 
f ( x )  se define como el límite del cociente incremental, es decir,

/'(*>  = lím &  +/j—>0 n

Con esta definición en mente, la derivada parcial f x (x7 y) está dada por

f Á X ty ) =  x ím f ^ ± h^ - f ^ y )  
h —>0 h
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y la derivada parcial/v(a, y) por

x „ f(x>y + h)- f (x,y)
Jy(x, y) =  lim -------------------------

/?-> o h

Computado 
derivados

No se necesitan reglas para el cálculo de derivadas parciales. Para calcular f x, simple
mente se deriva /con respecto a la variable a , suponiendo que y es una constante. Para 
calcular f y, derivamos/con respecto a y, suponiendo que x  es una constante. A continua
ción se presentan algunos ejemplos.

EXPLORb!
La calculadora graficadora 
puede ser usada para calcular 
y visualizar derivadas parciales 
en puntos específicos. Siguien
do el ejemplo 7.2.1, sea 
f(x, y) = x2 + 2xy2 + 2y/(3x) e 
introduzca en Y1 la expresión 
correspondiente 
XA2 + 2X * L1A2 + 2L1/(3X). 
Suponga que deseamos 
calcular la derivada parcial 
fx( - 2, -1). Asigne el valor -1  
de y en L1. Grafique Y1 em
pleando una pantalla decimal 
y determine el valor de 
fx ( - 2, -1 ) usando la función 
de cálculo de derivadas de su 
calculadora graficadora. Con
firme este resultado analítica
mente y trate de desplegar 
la recta tangente a f(x, y) en la 
dirección x, en el punto 
( - 2, - 1).

EJEMPLO 7.2.1

o o 2 yEncuentre las derivadas parciales f x y f y si / ( a*, y) = x  + I x y 2 -I- —.
3a'

Solución
Para simplificar el cálculo, empiece por reescribir la función como

/ ( a , y) = a 2 + 2xy2 + - y x ~ l

Para calcular f x, considere /  como una función de x  y derive la suma término por 
término, tratando y  como constante para obtener

f x(x, y) =  2 a  +  2 ( 1 ) /  +  ~ y ( ~ x  2) =  2 a  +  2 r  -
3 3a

Para calcular f y, considere /  como una función de y  y derive término por térmi
no, tratando a  como constante para obtener

f y (pc,y) = 0 + 2a(2y) + ^ ( \ ) x ~ l = 4xy + j

2 y

EJEMPLO 7 .2 .2

dz dz 9 5
Encuentre las derivadas parciales — y — si z  = (a "  + xy  + y ) ' .

dx dy

Solución
Manteniendo y  fija y usando la regla de la cadena para derivar z  con respecto a a , se ob
tiene

^  = 5 (x 2 +  xy  +  y)4 7 "(a'2 + x y  + y )  
dx dx

= 5 (a 2 + xy  + ;y)4(2v + v)

Manteniendo a  fija y usando la regla de la cadena para derivar z  con respecto a y , se ob
tiene
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EJEMPLO 7.2.3
Encuentre las derivadas parciales/̂ . y f y si /(x, y) = xe~2xy

Solución

De la regla del producto,

M x > y) =  x (—2ye~2xy) 4- e ' 2̂  =  ( - 2 xy +  l )e~Zxy 

y de la regla del factor constante,

f y(x, y) =  x(—2jte” 2r>) =  —2x2e~2xy

Recuerde, de la sección 7.1, que las funciones de dos variables se pueden representar 
gráficamente como superficies trazadas en un sistema de coordenadas tridimensional. 
En particular, si z = /(x, y), se puede identificar un par ordenado (.x , y) en el dominio de 
/  con un punto en el plano xy, y el correspondiente valor de la función z =  / (a ,  y) se puede 
considerar como la “altura” asignada a este punto. La gráfica de/es la superficie formada 
por todos los puntos (x, y, z) del espacio tridimensional cuya altura z es igual a/ ( a ,  y).

Las derivadas parciales de una función de dos variables se pueden interpretar geomé
tricamente como sigue. Para cada número fijo y0, los puntos (x, y0, z) forman un plano 
vertical cuya ecuación es y = y0. Si z = /(x, y) y si y se mantiene fija en y = y0, enton
ces los puntos correspondientes (.x , y o ,f(x , y0)) forman una curva en un espacio tridimen
sional, que es la intersección de la superficie z = /(x, y ) con el plano y = y0. En cada

dz
punto sobre esta curva, la derivada parcial — es simplemente la pendiente de la

dx
recta del plano y = y0 que es tangente a la curva en el punto en cuestión. Esto es,
dz
— es la pendiente de la recta tangente “en la dirección x.”  La situación se ilustra en 

la figura 7.10a.

FSb;URÁ 7.10 Interpretación geométrica de las derivadas parciales.

Análogamente, si x  se mantiene fija en x  = x0, los puntos correspondientes (a 'o . 

y>f(xo> y)) forman una curva que es la intersección de la superficie z = / ( a * ,  y) con
dz

el plano vertical x  = a0. En cada punto sobre esta curva, la derivada parcial — es la

Interpretación 
geométrica de 
las derivadas 

parciales
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pendiente de la recta tangente en el plano x  — Xq. Esto es, — es la pendiente de la rec-
dy

ta tangente “en la dirección y ” . La situación se ilustra en la figura 7.106.

A nálisis m a r g in a l En economía, el término análisis marginal se refiere a la práctica de usar una derivada
para calcular el cambio que ocurre en el valor de una función como resultado del au
mento en una unidad de una de sus variables. En la sección 2.5 se vieron algunos ejem
plos de análisis marginal, en donde aparecían derivadas ordinarias de funciones de una 
variable. A continuación veamos un ejemplo de la forma en que las derivadas parciales 
se pueden usar de una manera semejante.

EJEMPLO 7 .2 .4
Se estima que la producción semanal de cierta planta está dada por la función Q(x, y) = 
1 200a + 500y + a2y  — a 3 — y 2 unidades, donde a  es el número de trabajadores califi
cados y y el de trabajadores no calificados que se emplean en la planta. Actualmente, la 
fuerza laboral está formada por 30 trabajadores calificados y 60 no calificados. Utilice 
análisis marginal para estimar el cambio en la producción semanal que resultará de la 
adición de 1 trabajador calificado más, si el número de trabajadores no calificados no 
cambia.

Solución
La derivada parcial

Qx(x> y) = 1 200 + 2xy — 3a2

es la razón de cambio de la producción con respecto al número de trabajadores califica
dos. Para cualesquiera valores de a  y y, ésta es una aproximación del número de unida
des adicionales que se producirán cada semana si el número de trabajadores calificados 
se aumenta de a  a a  + 1 , mientras que el número de trabajadores no calificados se man
tiene fijo en y. En particular, si la fuerza laboral se aumenta de 30 trabajadores califica
dos y 60 no calificados a 3 1 calificados y 60 no calificados, el cambio resultante en la 
producción es aproximadamente

<2,(30, 60) = 1 200 + 2(30)(60) -  3(30)2 = 2 100 unidades

Como práctica, calcule el cambio exacto ¡2(31, 60) — 2(30, 60). ¿Es buena la 
aproximación? ___________________ ________________________________ —

Recuerde que en la sección 7.1 introdujimos la fun c ión  de producción de Cobb- 

D oug las
Q {K , L ) = A K aL p

donde Q es la salida de un proceso de producción en el que la inversión de capital es K  
miles de dólares, y se emplean L  horas-trabajador. En este contexto, la derivada parcial 
Q i¿ K , L ) se llama productividad marginal del capital, y mide la razón a la que cam
bia la producción Q con respecto al capital, cuando la fuerza laboral se mantiene cons
tante. Del mismo modo, recibe el nombre de productividad marginal del tra
bajo y mide la razón de cambio de la producción con respecto al nivel de la fuerza la
boral, cuando el capital se mantiene constante. El siguiente ejemplo ilustra una forma en 
que estas derivadas parciales se pueden usar en el análisis económico.

EJEMPLO 7 .2 .5
Un fabricante estima que la producción mensual de cierta fábrica está dada por la fun
ción de Cobb-Douglas

Q(K, L) =  50K L
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donde K  es el capital en unidades de $ 1 000 y L  es la fuerza laboral medida en horas-tra- 
bajador.
a) Encuentre la productividad marginal del capital, QK, y la productividad marginal 

del trabajo, QL> cuando el capital es $750 000 y el nivel de la fuerza laboral es 
991 horas-trabajador.

b ) ¿El fabricante debe considerar invertir capital o aumentar el nivel de la fuerza la
boral para aumentar la producción?

Solución

514 i C A P Í T U L 0 7  I Calculo de varias variables l 7-20

a) Q k (K , L ) =  50(0.4A'“ °-6)Lo s = 20K ~ 0 C,L 0-6

y
Ql (K , L ) =  50/£'°-4(0.6L"0-4) = 30A:a4Z ra4 

de modo que con K  = 750 ($750 000) y L  =  991

Q k (750, 991) = 20(750)“ °’6(991 ) 0’6 =  23.64

y
2i(750, 991) = 30(750)°'4(991 ) ~ 0'4 =  26.84

b) Del inciso a), se ve que un aumento de capital de 1 unidad (esto es, $1 000) re
sulta en un aumento de la producción en 23.64 unidades, lo cual es menos que 
el aumento de 26.84 unidades que resulta del aumento en 1 unidad del nivel de 
la fuerza laboral. Por lo tanto, el fabricante debe aumentar el nivel de la fuerza 
laboral en 1 hora-trabajador (de 991 hora-trabajador a 992) para aumentar la pro
ducción tan rápidamente como sea posible desde el nivel actual.

Artículos sustitutos y  Se dice que dos artículos son sustitutos si un aumento de la demanda de cualquiera de 
complementarios ellos provoca una disminución de la demanda del otro. Los artículos sustitutos son com

petitivos, como la mantequilla y la margarina.
Por otra parte, se dice que dos artículos son complementarios si una disminución 

de la demanda de cualquiera de ellos provoca una disminución de la demanda del otro. 
Un ejemplo se ve con cámaras y rollos de película. Si los consumidores compran me
nos cámaras, es probable que también compren menos rollos de película.

Las derivadas parciales pueden ser usadas para obtener un criterio que permita 
determinar si dos artículos son sustitutos o complementarios. Suponga que la deman
da de un artículo es D \ ( p u p 2) y que la demanda de otro es D 2( p i, p 2), cuando los 
precios unitarios de los artículos son p \ y p 2, respectivamente. Es razonable esperar 
que la demanda disminuya cuando el precio crece, de modo que

d D } n dD-,
— 1 < 0  y — = < 0
dp i dp i

Para artículos sustitutos, la demanda de cada uno aumenta con respecto al precio del 
otro, por lo cual

dD \ dD')
— 1 >  0  y — = > 0
ap2 dp j

Sin embargo, para artículos complementarios, la demanda de cada uno disminuye con 
respecto al precio del otro.y
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dD  i ^ dD 2
—  < 0  y —  ̂ < 0
dP l dp i

El ejemplo 7.2.6 ilustra la forma en que se pueden usar estos criterios para determinar si 
un par de artículos determinados son complementarios, sustitutos o ninguna de ellos.

EJEMPLO 7.2.6
Suponga que la función de demanda de harina en cierta comunidad está dada por

D Á P u P i)  =  500 + ~ ~ z  ~  5p 2
p  i + 2

mientras que la demanda correspondiente de pan está dada por

7
D 2( p \ , p 2) = 400 -  2p x +

7̂2 + 3

donde p¡ es el precio en dólares de una libra de harina y p 2 es el precio de una pieza de 
pan. Determine si harina y pan son artículos sustitutos, complementarios, o ninguno 
de éstos.

Solución 
Se calcula que

dD i dD 2
— - = —5 <  0  y — - = — 2  <  0
dp2 dpi

Como ambas derivadas parciales son negativas para todas las p x y p 2, se deduce que ha
rina y pan son artículos complementarios.____________________________________

Derivadas parciales Las derivadas parciales a su vez pueden ser derivadas. Las funciones resultantes se Ha
de segundo orden man derivadas parciales de segundo orden. A continuación se muestra un resumen de

la definición y notación para las cuatro posibles derivadas parciales de segundo orden 
de una función de dos variables.

Derivadas pardales de segundo orden r~ Si z —/(.*, y), la derivada 
parcial de f x  con respecto a x  es

d2z d íd z \

La derivada parcial de fx  con respecto a y es

d 2Z _  ± ( d z \  

fxy ( fx)y 0  d y d X  d y \ d x )

La derivada parcial de fy con respecto a x es
d 2z _  d  / d z \

fy x  = ( f y )x  O á ^ _ ajc\a>-/

La derivada parcial de f y con respecto a y es
d 2z _  d ( d z \

fyy =  (fy)y 0  1 / ~ H y \ d y )
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El cálculo de derivadas parciales de segundo orden se ilustra en el ejemplo 7.2.7.

EJEMPLO 7 .2 .7
Calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden de la función

f ( x , y) =  xy3 +  5xy2 +  2x +  1

Solución

Como f x — y 3 + 5 y 2 + 2

se deduce que

/« = o y fxy = 3>2 + lOy

Como /y = + l(k}>

tenemos que

fyy = 6.XV + l(k  y f yx =  3y2 +  lOy

N O T A  Las dos derivadas parciales f xy y f yx frecuentemente se denominan deriva
das parciales mixtas de segundo orden de/. Note que las derivadas parciales mix
tas del ejemplo 7.2.7 son iguales. Esto no es accidental. Resulta que para práctica
mente todas las funciones/( x, y ) que se encuentran en la práctica, las derivadas par
ciales mixtas son iguales; esto es,

fxy ~  fyx

Ello significa que se obtiene la misma respuesta si primero se deriva/(x, y) con res
pecto a x  y luego se deriva la función resultante con respecto a y, que si se hace la 
derivación en el orden inverso, n

El ejemplo 7.2.8 ilustra la forma en que una derivada parcial de segundo orden pue
de llevar información útil en una situación práctica.

Suponga que la producción Q en una fábrica depende de la cantidad K  de capital inver
tido en la planta y equipo, y también del tamaño L  de la fuerza laboral, medida en ho
ras-trabajador. Dé una interpretación económica del signo de la derivada parcial de

d2Q
segundo orden — j -  

dL

Solución

d2Q . dQ
Si ~^2 es negativa, el producto marginal de la fuerza laboral —  disminuye cuando

L  aumenta. Esto implica que, para un nivel fijo de inversión de capital, el efecto en 
la producción de una hora-trabajador adicional es mayor cuando la fuerza laboral es 
pequeña que cuando es grande.
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Análogamente, si es positiva, se deduce que para un nivel fijo de inversión

de capital, el efecto en la producción de una hora-trabajador adicional es mayor cuan
do la fuerza laboral es grande que cuando es pequeña.

Por lo general, para una fábrica que opera con la fuerza laboral adecuada, la de-
• d2Qnvada —y será negativa. ¿Puede dar una explicación económica de este hecho? 

oL

P R O B L E M A S éL

En los problem as del 1 a l 16 ca lcu le  todas las derivadas parc ia les  de p r im e r orden de la  fu n c ión  dada.

;2 
v3

1 . f ix ,  y) = 2xy5 +  3x2y  + x 2 2 . z = 5 x2y  +  2xy3 + 3 y
3. z = (3x + 2y)5 4. f { x , y) =  (x + xy + y)

5.
31

/ ( i ’ ?) = 2¡
6 .

t 2

z =  7

7.
e2~ x

8 . f ( x ,  y) =  xyex

9. f U ,  y) =  2
y

1 0 . f ( x ,  y ) =  xex+2y

1 1 .
2 x + 3 y

1 2 . xy2

H1

¡1

Z x 2y 3 + 1

13. z =  u ln v 14. f ( u ,  v) = u ln uv

15.
ln (* + 2y) 

f i x ,  y ) = 2 16. ■ - ( H )
En los problem as de l 17 a l 20 evalúe las derivadas pa rc ia les  f x(x, y) y  f y(x, y) en el punto  dado P q(xq, yo).

17. f(x, y) =  3X2 — Ixy + 5 /  -  3(x +  y) -  1; 18. /(x , y) = (x -  2y)2 +  (y ~  3x)2 + 5; en P0(0, “  1)
en P  0(—2, 1)

f ( x t y) =  xe ~ 2y + ye~x + xy2; en P o(0 , 0) 20. f i x ,  y ) = xy ln í ^ j + ln (2x — 3y)2;enP q{1, 1)

En los problemas del 21 a l 26 encuentre las segundas derivadas parcia les (incluyendo las derivadas pa i da les mixtas).

x  + 1
2 1 . /(*, y) =  5 *V  + 2xy

23* f ( x ,  y) = e?y

25. /(5 ,í) = V ÍtT 7 i

27. ANÁLISIS MARGINAL En cierta fábrica, la pro
ducción diaria es Q {K , L ) = 60K l/2L l/3  unidades, 
donde K  denota la inversión de capital medido en uni
dades de $ 1 0 0 0  y L  es la fuerza laboral medida en 
horas-trabajador. Suponga que la actual inversión de 
capital es $900 0 0 0  y que todos los días se emplea 
una fuerza laboral de 1 000 horas—trabajador. Utilice 
el análisis marginal para estimar el efecto de una in-

2 2 . /(x, y ) = 
y

24. /(«, v) = ln (iT + v2)
26. f ( x , y )  = x2yex

versión de capital adicional de $ 1 0 0 0  en la produc
ción diaria, si la fuerza laboral no cambia.

28. PRODUCTIVIDAD MARGINAL Un fabri
cante estima que la producción anual en cierta fábri
ca está dada por

Q(K, L)  =  30Ko iLo1
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unidades, donde K  es el capital en unidades de 
$l 000 y L  es la fuerza laboral en horas-trabajador.
a) Encuentre la productividad marginal del capital 

Q k y la productividad marginal del trabajo QL 
cuando el capital es $630 000 y el nivel de la 
fuerza laboral es 830 horas-trabajador.

b) ¿Debe el fabricante considerar agregar una 
unidad de capital o una unidad de trabajo para 
aumentar más rápidamente la producción?

29. PRODUCTIVIDAD MARGINAL La producti
vidad de cierto país está dada por

Q (K , L ) =  90K W3L 2 /i 

unidades, donde K  es el capital en unidades de $1 
millón y L  es la fuerza laboral en miles de horas-tra
bajador.
a) Encuentre la productividad marginal del capital 

Q k y la productividad marginal del trabajo QL, 
cuando el capital es 5.495 miles de millones de 
dólares (K  =  5 495) y el nivel de la fuerza labo
ral es 4 587 000 horas-trabajador (L = 4 587).

b) ¿Debe el gobierno del país estimular la inver
sión de capital o el incremento de la fuerza 
laboral para aumentar la productividad tan 
rápidamente como sea posible?

30. ANÁLISIS MARGINAL La utilidad diarias de 
un abarrotero por la venta de dos marcas de jugo de 
manzana es

P(x, y ) =  (x -  30)(70 -  5a* + Ay)
+ (y -  40)(80 + 6 a  -  l y )  

centavos, donde a  es el precio por lata de la primera 
marca y y  es el precio por lata de la segunda. Ac
tualmente, la primera marca se vende en 50 centa
vos por lata y la segunda en 52 centavos por lata. 
Utilice el análisis marginal para estimar el cambio 
en la utilidad diaria que resultará si el abarrotero su
be en un centavo por lata el precio de la segunda 
marca, pero mantiene sin cambio el precio de la pri
mera marca.

31. CIRCULACIÓN SANGUÍNEA Mientras me
nor es la resistencia que presenta un vaso a la circu
lación sanguínea, menor es la energía que gasta el 
corazón. Una de las leyes de Poiseuille7 dice que la 
resistencia a la circulación sanguínea en un vaso sa
tisface la ecuación

f ( L ,  r )  = ^

7 £. Batschelet, In tro d u c tio n  ¡o M a th em a tic s  f o r  L ife  S c ie n tis ts , 
2a. ed., Springer-VerJag, Nueva York, 1976, p. 279.

donde L  es la longitud del vaso, r  es su radio y A: es 
una constante que depende de la viscosidad de la 
sangre.

dF  dF
a) Encuentre F , — y —  en el caso dondeL  = 3.17c)L d r

cm
cm. Deje su respuesta en términos de K.

b) Suponga que el vaso del inciso a) está restringi
do y alargado, de modo que su nuevo radio es 
2 0 % menor que antes y su nueva longitud es 
20% mayor. ¿Cómo afectan estos cambios a la 
circulación F {L , r)? ¿Cómo afectan a los valores

32. DEMANDA DEL CONSUMIDOR La deman
da mensual de cierta marca de tostadores está dada 
por una función/ ( a , y), donde a  es la cantidad de 
dinero (medido en unidades de $ 1 0 0 0 ) gastados en 
publicidad y y es el precio de venta (en dólares) de 
los tostadores. Dé interpretaciones económicas de 
las derivadas parciales f x y f y. Bajo condiciones 
económicas normales, ¿cuál será el signo de cada 
una de estas derivadas?

33. DEMANDA DEL CONSUMIDOR Un distri
buidor de bicicletas ha encontrado que si se venden 
bicicletas de 10 velocidades en a  dólares cada una, y 
el precio de la gasolina es y  centavos por galón, se 
venderán aproximadamente F {x, y ) bicicletas al 
mes, donde

F (x , y ) = 200 -  24V* + 40(0.ly + l f n

Actualmente, las bicicletas se venden a $324 cada 
una y la gasolina se vende a $1.80. Utilice el análi
sis marginal para estimar el cambio en la demanda 
de bicicletas cuando el precio de las bicicletas se 
mantiene fijo, pero el precio de la gasolina disminu
ye en un centavo por galón.

34. ÁREA SUPERFICIAL DEL CUERPO 
HUMANO Recuerde del problema 35 de la sec
ción 7.1, que el área de la superficie corporal de una 
persona puede ser medido por la fórmula empírica

5(iy, H )  = 0.0072w 0A25H 0 n5

donde W (kg) y H  (cm) son el peso y la estatura de 
la persona, respectivamente. En la actualidad, una 
niña pesa 34 kg y mide 120 cm de estatura.
a) Calcule las derivadas parciales (34, 120) y 

Sh (3A, 120), e interprete cada una como una ra
zón de cambio.

b) Estime el cambio en área superficial que resulta 
si la estatura de la niña permanece constante pe
ro su peso aumenta en un kilogramo.
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35. ENVASE Una lata de bebida gaseosa es un ci
lindro de altura H  con un radio de R centímetros. 
Su volumen está dado por la fórmula V =  ttR 2H . 
Una lata en particular mide 12 cm de alto con 
radio de 3 centímetros. Utilice cálculo para 
estimar el cambio de volumen que resulta si el 
radio aumenta en 1 cm mientras que la altura per
manece en 1 2  centímetros.

36. ENVASE Para la bebida gaseosa del problema 3 5 , 
el área superficial está dada por S =  2irR 2 -f 2ttRH. 
Utilice cálculo para estimar el cambio en la superfi
cie que resulta si:
a) El radio se aumenta de 3 cm a 4 cm, mientras 

que la altura continúa en 12 centímetros.
b) La altura se reduce de 12 a 11 cm, mientras que 

el radio continúa en 3 centímetros.

AR 5 ÍCULOS 5 ÜS 11 i U i OS O COMPLEMENTARIOS En los problem as del 37  a l 42 se dan las funciones  
de demanda p a ra  un p a r  de a rtícu los . U tilic e  derivadas parc ia les  p a ra  de term inar si los artícu los son sustitutos, 
complementarios o n inguno de éstos.

37. D, = 500 — 6p i + 5p2; 38. D, = 1 000 -  0.02p2 -  0.05p2\

D 2 = 200 + 2p i ~  5p2 d 2 =  800 -  0.001p \  -  PlP2

400 1 0 0
39. £>i = 3 000 + — — -  +  50p2; 40. £>, =  2 000 + - 2 5 p y

P  i + 3  p, + 2  F2

£>2 = 2 000 - lOGpi + ——- D-, = 1 500 ----
P i  + 4 - Pt +  7

4L D ' = D2 = T l H  42- D > =  200P i ~ l/2P 2 ~ ' /2; D-, =  300p C U 2 p ~ V 21 ■»" P\  1 + P 2

ECUACIÓN DE LA PLACE Se dice que la  fu n c ión  z = f ( x ,  y) satisface la ecuación de Laplace si zxx +
zyy = 0. Las func iones que satisfacen esta ecuación desempeñan un im portante pape l en varias aplicaciones de las
ciencias fís icas, en especia l en la  teo ría  de e le c tric id ad  y  magnetismo. En los problem as del 43 a l 46, determine si
la función  dada satisface la  ecuación de Laplace.

43. z = x 2 -  y 2 44. z = xy
45. z =  xey - y e x 46. z = [(x -  l )2 + (>> + 3)2]‘ l/2

47. DEMANDA DEL CONSUMIDOR Dos mar- 
cas competidoras de podadoras eléctricas se venden 
en la misma población. El precio de la primera mar
ca es x dólares cada una, y el precio de la segunda 
marca es y  dólares cada una. La demanda local de la 
primera marca de podadora está dada por la función 
D {x, y).

a) ¿Cómo se espera que resulte afectada la de
manda de la primera marca de podadora por 
un aumento en x? ¿Y por un aumento en y?

b) Traduzca su respuesta del inciso a) en 
términos de los signos de las derivadas 
parciales de D .

c) Si D(x, y) = a + bx + cy , ¿qué se puede decir 
sobre los signos de los coeficientes b y c para 
que se cumplan sus afirmaciones en los incisos 
a) y b)l

48. QUÍMICA La ley de un gas ideal dice que para 
n moles de un gas ideal, P V  = nRT, donde P es la 
presión ejercida por el gas, V  es el volumen del gas,

T  es la temperatura del gas, y R es una constante (la 
constante de los gases). Calcule el producto 

3V dT dP _  

dT dP ev
49. CARDIOLOGÍA Para estimar la cantidad de 

sangre que circula por el pulmón de un paciente, los 
cardiólogos usan la fórmula empírica

lOOxy

donde P es un porcentaje de la circulación sanguí
nea total, x es el dióxido de carbono que sale del 
pulmón, y  es la diferencia arteriovenosa de dióxido 
de carbono en el pulmón, u es la salida de dióxido de 
carbono del pulmón, y v es la diferencia arteriove
nosa de dióxido de carbono en el otro pulmón.

Se sabe que la sangre circula hacia los pulmo
nes para recoger oxígeno y descargar dióxido de 
carbono, de modo que la diferencia arteriovenosa de 
dióxido de carbono mide la magnitud a la que se lo
gra este intercambio.
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50.

51.

52.

53.

(La medición real se logra mediante un aparato lla
mado desviador cardiaco.) El dióxido de carbono 
se exhala entonces de los pulmones de modo que se 
pueda inhalar aire portador de oxígeno.

Calcule las derivadas parciales Px, Py, P u y P v, 
y dé una interpretación fisiológica de cada derivada. 
CIRCUITO ELÉCTRICO En un circuito eléctri
co con dos resistores de resistencia R j y R2, conec
tados en paralelo, la resistencia total R está dada por 
la fórmula

R 2
Demuestre que

dR dR 
R i —  +  R o —  =  R

R ~  R¡

dR¡ dR 2

CIRCULACIÓN SANGUÍNEA El flujo de san
gre de una arteria hacia un pequeño capilar está da
do por la fórmula

CliX2 ,----------  ? ,
F (x , y , z) = V y  ~  z cm /s

donde c es una constante positiva, x  es el diámetro 
del capilar, y  es la presión en la arteria y z es la pre
sión en el capilar. ¿Qué función da la razón de cam
bio del flujo sanguíneo con respecto a la presión 
capilar, suponiendo una presión arterial y un diáme
tro capilar fijos? ¿Es creciente o decreciente esta 
razón?
PRODUCTIVIDAD MARGINAL Suponga 
que la producción Q de una fábrica depende de la 
cantidad K  de inversión de capital medido en unida
des de $ 1 000 y L  es la fuerza laboral medida en ho
ras-trabajador. Dé una interpretación económica de

la derivada parcial de segundo orden d2Q
3 K 2

PRODUCTIVIDAD MARGINAL En cierta fá
brica, la producción es Q =  120K ' /2L ' /3 unidades, 
donde K  denota la inversión de capital medida en 
unidades de $1 000 y L  es la fuerza laboral medida 
en horas-trabajador.
a) Determine el signo de la derivada parcial de

d2Qsegundo orden — j  y dé una interpretación eco- 
dL

nómica.
b) Determine el signo de la derivada parcial de

. J d2Q 
segundo orden — 2 y dé una interpretación eco- 

oK

54. LEY DE LOS RENDIMIENTOS 
DECRECIENTES Suponga que la producción 
diaria Q de una fábrica depende de la cantidad K  de 
inversión de capital y de la fuerza laboral L. Una ley 
de los rendimientos decrecientes expresa que, en 
ciertas circunstancias, hay un valor L0 tal que el 
producto marginal del trabajo será creciente para L  
< L0 y decreciente para L  >  L0.
a) Traduzca esta ley de rendimientos decrecientes 

en términos del signo de cierta derivada parcial 
de segundo orden.

b) Lea respecto al principio de rendimientos decre
cientes ert un texto de economía. Luego escriba 
un párrafo que analice los factores económicos 
que pudieran explicar este fenómeno.

55. Se estima que la producción semanal de cierta 
planta está dada por
Q(x , y) = 1 175.x + 483y + 3.1x2y  — 1.2X3 — l . l y 2 

unidades, donde jc es el número de trabajadores cali
ficados y y el de no calificados empleados en la 
planta. Actualmente la fuerza laboral está formada 
por 37 trabajadores calificados y 71 no calificados.
a) En su calculadora introduzca la función de pro

ducción como
1 175X +  483Y +  3.1(X A2)*Y  

-  1.2(XA3) -  2.7(Y A2)
Asigne 37 como X y 71 como Y y evalúe para 
obtener <2(37, 71). Repita para <2(38, 71) y 
(2(37,72).

b) Introduzca la derivada parcial Qx{x, y) en su cal
culadora y evalúe Qx(31, 71). Use el resultado 
para estimar el cambio que resulta en la produc
ción si la fuerza laboral se aumenta de 37 traba
jadores calificados a 38 y los no calificados 
permanecen fijos en 71. Luego compare con el 
cambio real de la producción, dado por la dife
rencia (2(38,71) -  (2(37,71).

c) Use la derivada parcial Qy{x, y) para estimar el 
cambio que resulta en la producción si el núme
ro de trabajadores no calificados se aumenta de 
71 a 72, mientras que el de calificados permane
ce en 37. Compare con el cambio real 
(2(37,72) -  2(37,71).

56. Repita el problema 55 con la función de producción
Q(x, y ) = 1 731* + 925)’ + x2y  -  2.1 x 2 -  1.3y V2 
y niveles de empleo iniciales de 
x  = 43 y y  = 85.

nomica.
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Suponga que un fabricante produce dos modelos de reproductores de DVD, el de lujo y 
el estándar, y que el costo total de producir x unidades del de lujo y y unidades del es
tándar está dado por la función C(x, y). ¿Cómo encontrar el nivel de producción x  = a y 
y  =  b que dé como resultado el costo mínimo? O quizá la salida de cierto proceso de 
producción está dada por Q (K , L), donde K  y L  miden el capital y la fuerza laboral, res
pectivamente. ¿Qué niveles de K q y L q dan como resultado la máxima producción?

En la sección 3.4 usted aprendió a usar la derivada/'(x) para hallar los valores 
máximo y mínimo de una función de una sola variable/(x), y el objetivo de esta sec
ción es ampliar esos métodos a funciones de dos variables f ( x ,  y). Comencemos con 
una definición.

bxíremos relativos r. Se dice que la función/(x, y) tiene un máximo relati
vo en un punto P (a, b) del dominio de/ si f ( a ,  b) >/(x, y) para todos los puntos (x, 
y ) en un disco circular con centro en P. Análogamente, si f ( c ,  d ) </(x, y) para todos 
los puntos (x, y) en un disco circular con centro en Q , entonces/(x, y) tiene un míni
mo relativo en Q(c, d ).

En términos geométricos, hay un máximo relativo de /(x, y) en P(a, b) si la su
perficie z = /(x, y) tiene una “cima” en el punto {a, b, f { a ,  b))\ esto es, si {a, b, f ( a ,
b)) está al menos tan alto como cualquier punto cercano de la superficie. Del mismo 
modo, se tiene un mínimo relativo de f ( x ,  y) en Q{c, d) si el punto (c, d, f ( c ,  d)) es
tá en el fondo de un “ valle,” de modo que (c, d, f ( c ,  d) está al menos tan bajo como 
cualquier punto cercano de la superficie. Por ejemplo, en la figura 7.11, la función 
/(x, y ) tiene un máximo relativo en P{a, b) y un mínimo relativo en Q{c, d).

FIGURA 7.11 Extremos relativos de la función/(x  y).

Puntos c rític o s  Los puntos (a, b) del dominio de/(x, y) para los que/v(<3 , b) 0  y f X a > b) 0 se
que son puntos críticos de/. Al igual que los números críticos para funciones de una va
riable, estos puntos críticos desempeñan un importante papel en el estu 10 e ma\i
y mínimos relativos. . \

Para ver la conexión entre puntos críticos y extremos relativos, supong q /(  > y
tiene un máximo relativo en {a, b). Entonces la curva fonnada por la “ ccion de< la su
perficie z = f ( x ,  y ) con el plano vertical y  -  b tiene un máximo reía ív y p
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Puntos de silla

L
Puntos de silla

x

FIGURA 7.13 Superficie de 
silla z =  y2 — x1.

una recta tangente horizontal cuando x  = a (vea la figura 7.12a). Como la derivada par
c ia l/^ , b) es la pendiente de esta recta tangente, se deduce que f x(a, b) = 0. Del mis
mo modo, la curva formada por la intersección de la superficie z = f(x, y) con el plano 
x  = a tiene un máximo relativo cuando y = b (vea la figura 1 A2b), y por tanto f y{a,
b) — 0. Esto indica que un punto en el que una función de dos variables tiene un máxi
mo relativo debe ser un punto crítico. Un argumento semejante muestra que un punto en 
el que una función de dos variables tiene un mínimo relativo también debe ser un punto 
crítico.

a) Para y = b, la pendiente f x{a, b) = 0

z

b) Para x = a, la pendiente fy(a, b) = 0

FIGURA 7.12 Las derivadas parciales son cero en un extremo relativo.

A continuación veamos un planteamiento más preciso de la situación.

Puntos críticos y extremos relativos s Un punto (a, b) del dominio de 
f ( x , y) para el cual las derivadas parciales f x y f y existen se denomina pu n to  c r í t i
co de/si

f x(a, b) =  0  y f y(a, b) =  0

Si las derivadas parciales de primer orden de /  existen en todos los puntos de 
alguna región R del plano xy> entonces los extremos relativos de /  en R pueden es
tar sólo en puntos críticos.

Aún cuando todos los extremos relativos de una función deben ocurrir en puntos críti
cos, no todo punto crítico de una función corresponde a un extremo relativo. Por ejem-O Opío, si f ( x ,  y ) =  y " — x  , entonces

f x(x* y) = y />(*, y) = 2y

y/c(0, 0) =  f y(0, 0) = 0. Así, el origen (0, 0) es un punto crítico para/(x, y), y la super
ficie z = y 1 — x 2 tiene tangentes horizontales en el origen a lo largo del eje x  y del eje y. 
No obstante, en el plano xz (donde y  = 0) la superficie tiene la ecuación z = — x 2, que 
es una parábola que abre hacia abajo, mientras que en el plano yz (donde jc = 0 ), tene
mos la parábola z =  y 2 que abre hacia arriba. Esto significa que, en el origen, la super
ficie z =  y2 — x 2 tiene un m áxim o re la tivo  cuando se observa en la “ dirección x ' \  y un 
m ínim o re la tivo  cuando se observa en la “dirección y.”

En lugar de tener una “cima” o un “valle” sobre el punto crítico (0, 0), la super
ficie z = y~ — x 2 tiene forma de “silla de montar” como se muestra en la figura 7.13,
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y por esta razón se llama superficie de silla. Para que un punto crítico corresponda a un
extremo relativo, el mismo comportamiento extremo (máximo o mínimo) debe ocurrir
en todas d ilecciones. Cualquier punto crítico (como el origen en este ejemplo) donde
hay un máximo relativo en una dirección y un mínimo relativo en otra dirección se lla
ma punto de silla.

Prueba de s e g u n d a s  A continuación se verá un procedimiento en el que se usan las derivadas parciales de se
parables gundo orden para determinar si cierto punto crítico es un máximo relativo, un mínimo 

relativo o un punto de silla. Este procedimiento es la versión para dos variables de la 
prueba de la segunda derivada para funciones de una sola variable, que estudiamos en 
la sección 3.2.

Prueba de segundas parciales
Sea f ( x ,  y ) una función de x  y y  cuyas derivadas parciales / r, f y, f xx, f yy y exis
ten todas, y sea D (x, y ) la función

£>(*, y) = /xrfc  y) fyy(x, y) -  [ f ^ i x ,  y ) ]2

Paso 1, Encuentre todos los puntos críticos de/(x, y)\ esto es, todos los puntos 
(a, b) donde

f x(a , b) = 0  y f y(a, b) = 0

Paso 2. Para cada punto crítico (a, b) encontrado en el paso 1, evalúe D {a, b). 
Paso 3. Si D (a , b ) <  0, hay un punto de silla en {a, b).
Paso ¿i-. Si D (a , b) >  0, considere f ^ a ,  b)

Si fxx ia , b) >  0, hay un mínimo relativo en {a, b).

Si fxx ia , b) <  0, hay un máximo relativo en (a, b).
Si D  =  0, la prueba no es concluyente y /  puede tener ya sea un extremo relati
vo o un punto de silla en (a, b).

Nótese que hay un punto de silla en el punto crítico (a , b) sólo cuando la canti
dad D  en la prueba de las segundas derivadas parciales es negativa. Si D  es positiva,
existe ya sea un máximo relativo o un mínimo relativo en todas direcciones. Para de
terminar cuál, se puede restringir la atención en cualquier dirección (la dirección x, 
por ejemplo) y usar el signo de la segunda derivada parcial f xx en exactamente la mis
ma forma en que la derivada segunda de una sola variable se usó en la prueba de se
gunda derivada vista en el capítulo 3; es decir,

un máximo relativo si/XY(tf, b ) >  0  

un mínimo relativo si f xx(a, b) <  0  

Se puede ver que el siguiente resumen tabular es una forma cómoda de recordar las con
clusiones de la prueba de segundas parciales:

Signo de D Signo de fxx Comportamiento en (a, b)

+ + Mínimo relativo
+ — Máximo relativo
— Punto de silla

La prueba de las segundas derivadas parciales comprende ideas que están fuera 
del alcance de este libro y son omitidas. Los ejemplos del 7.3.1 al 7.3.3 ilustran la 
forma en que se puede usar la prueba.
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EJEMPLO 7,3.1

Encuentre todos los puntos críticos de la función f ( x ,  y ) = x2 + y2 y clasifique cada 
uno como un máximo relativo, un mínimo relativo o un punto de silla.

Solución

Como
fx  =  2x y f y =  2y

el único punto crítico de/es (0,0). Para poner a prueba este punto, use las derivadas par
ciales de segundo orden

fxx =  2 f y y  =  2 y  fxy =  0

y obtenga

D(x, y) = f xxf yy -  =  (2)(2) -  O2 = 4

Esto es, D (x , ;y) = 4 para todos los puntos (x, y) y, en particular,

D (0, 0) = 4 >  0 

Por tanto,/tiene un extremo relativo en (0, 0). Además, como

/x * ( 0 , 0 )  =  2  >  0

se deduce que el extremo relativo en (0, 0) es un mínimo relativo. Como referencia, la 
gráfica de/aparece en la figura 7.14.

i

l"

r
i

.

-------------------------------

Mínimo relativo

X

FIGURA 7.14 Superficie z =  x2 + y2 con un mínimo relativo en (0, 0).

EJEMPLO 7.2.2

Encuentre todos los puntos críticos de la función /(x ,  y) = \2 x  — x 3 — 4;y2 y clasifique 
cada uno como un máximo relativo, un mínimo relativo o punto de silla.

__ ¡EXPLORE!
En referencia al ejemplo 7.3.1.

•' Introduzca f(x, y) = x2 + y2 en 
el editor de ecuaciones como 
Y1 = X2 + L12, donde 
L1 = { -1 , -0.6, 0, 0.8,1.2}. 
Grafique usando el estilo que 
muestre una pelota con aro. 
Ponga mucha atención en el 
orden de las curvas porque 
representan secciones 
transversales de la función en 
valores y especificados, que 
aparecen en L1. Describa lo 
que observa.

Solución

Como

f x =  1 2 -  3x2 y f y =  - S y
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los puntos críticos se encuentran resolviendo simultáneamente las dos ecuaciones

12 — 3x2 = 0 
- 8 y  = 0

De la segunda ecuación obtenemos y  = 0 y, de la primera,

3x2 =  12 
x  = 2 o — 2

Por tanto, hay dos puntos críticos, (2, 0) y (-2 , 0).
Para determinar la naturaleza de estos puntos, primero se calcula

fxx  =  - 6 x  f yy = - 8  y f v  =  o

y luego se forma la función

D  =  fxx fyy -  i f y ) 2 =  ( —6jt)( —8) -  0 = 48x

AI aplicar la prueba de las segundas derivadas parciales a los dos puntos críticos, se ob- 
tiene

D(2, 0) = 48(2) = 96 >  0 y / xv(2, 0) = -6(2) = -12  < 0

y
D (-2, 0) = 48(—2) = -96 <  0

de modo que hay un máximo relativo en (2, 0) y un punto de silla en (-2 , 0). Estos re
sultados se resumen en la siguiente tabla.

: SECCIÓN 7.3 l Funciones de optimización de dos variables I 525

Punto crítico (a , b) Signo de D (a , b) Signo de/^.(a, b) Comportamiento en (¿z, b)

(2 , 0 ) 
( " 2 , 0 )

+ Máximo relativo 
Punto de silla

Pocas veces la resolución simultánea de las ecuaciones f x =  0 y f y = 0 para ha
llar los puntos críticos de una función de dos variables resulta tan sencillo como en 
los ejemplos 7.3.1 y 7.3.2. El álgebra del siguiente ejemplo es más típica. Antes de 
continuar, se puede consultar el Repaso de Álgebra que se encuentra al final de este 
libro, en el que se estudian técnicas para resolver sistemas de dos ecuaciones con dos 
incógnitas.

EJEMPLO 7.3,3

Encuentre todos los puntos críticos de la función f(x,  }’) =  x3 ~  y + 6xy y clasifique 
cada uno como máximo relativo, mínimo relativo o punto de silla.

Solución

Como
f x = 3x2 + 6y y f y = -3 >’2 + 6x 

los puntos críticos de/se encuentran resolviendo simultáneamente las dos ecuaciones

3X2 + 6y = 0 y -3  y 2 + 6x =  0
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REPASO x

Recuerde que
a3 -  b3 = (a -  b)[a2 + ab + b2) 
de modo que
x3 -  8 = (x -  2)(x2 + 2x + 4). 
Como x2 + 2x + 4 = 0 no tiene 
soluciones reales (como se 
puede ver usando la ecuación 
cuadrática), la única solución 
real de x3 -  8 = 0 es x = 2.

De la primera ecuación, se obtiene y =  — — que se puede sustituir en la segunda 
ecuación para encontrar

-3
~  x.2X2

3x¿

+ 6x  = 0

+ 6x =  0

- x ( x i  -  8 ) = 0

Las soluciones de dicha ecuación son x  — 0 y x  =  2. Éstas son las coordenadas x  de los 
puntos críticos de /. Para obtener las coordenadas y  correspondientes, sustituya estos

valores de .v en la ecuación y =  — —  (o en cualquiera de las dos ecuaciones originales).

Así encontrará que y  =  0 cuando x  = 0 y y  = — 2 cuando x  = 2. De ahí se deduce 
que los puntos críticos de/son (0 , 0 ) y (2 , —2 ).

Las derivadas parciales de segundo orden de /  son

f x x  =  6x f y y  =  - 6 y  y =  6

Por tanto,

D ( X ,  y) =  f x x  f y y  ~  ( f y y ) 2 = ~36x}’ -  36 =  -36(x? +  1)

Como

D(0, 0) = — 36[(0)(0) + 1] = -36  < 0 

se deduce que/tiene un punto de silla en (0, 0). Como

D {2, -2 ) = —36[2(—2) + 1] = 108 >  0

y
/ , v(2 , —2 ) = 6 (2 ) = 1 2  >  0  

se ve que/tiene un mínimo relativo en (2, —2). Para resumir:

Punto crítico (a, b) D (a , b) fxÁ<*, b ') Comportamiento en (a , b)

(0 , 0 ) — Punto de silla
(2 , - 2 ) + + Mínimo relativo

Problem as p rácticos En el ejemplo 7.3.4 se usará la teoría de extremos relativos para resolver un problema
de o p tim iza c ió n  de optimización de economía. En realidad, se trata de hallar el máximo absoluto de cierta

función, el que coincide con el máximo re la tivo  de la función. Esto es típico de problemas 
de optimización de dos variables en ciencias sociales y biológicas, y en este texto, usted 
puede suponer que un extremo re la tivo  que se ha lla  como la  solución de un proble
ma p rá c tico  de optim ización es en rea lidad  el extremo absoluto.

EJEMPLO 7 .3 .4

La única tienda de abarrotes en una pequeña comunidad rural vende dos marcas de ju
go congelado de manzana: una marca local, que obtiene a un costo de 30 centavos por 
lata, y una bien conocida marca nacional que obtiene a un costo de 40 centavos por la-
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1
}
Y
i

•  ¿(1,5)
\

y)
y \

t i  v1
5(0, 0) C(8, Ó) "

7.15 Ubicaciones 
de los negocios A, B y C, y del 
almacén W.

ta. El abarrotero estima que si la marca local se vende a x centavos por lata y la marca 
nacional a y  centavos por lata, entonces todos los días se venderán aproximadamente 70
— 5a  + 4y  latas de la marca local y 80 + 6 a  — l y  latas de la marca nacional. ¿Qué pre
cio debe aplicar el abarrotero a cada marca para maximizar la utilidad por la venta del 
jugo?

Solución
Como

í  Utilidad 
V total

/  utilidad por la venta \  / utilidad por la venta
\ de la marca local / \ de la marca nacional

se deduce que la utilidad diaria total por la venta del jugo está dada por la función

/ ( A% y) — (70  — 5a +  4y) • (x — 30) +  (80 +  6 a  — l y )  • (y  — 40)

o h m i o s  v e n d id o s  u t i l i d a d  p o r  a r t í c u lo  a r t í c u lo s  v e n d id o s  u t i l id a d  p o r  a r t í c u lo  

U2üi l  a  / o v a l  m a r c a  n a c i ó  t ia l

=  - 5 a 2 +  10a7 -  20a -  l y 2 +  240y -  5 300  

Calcule las derivadas parciales

f x  =  ~ 1 0 a  + 1 0 ^  — 2 0  y f y  =  10 a  -  14y  + 240  

e iguálelas a cero para obtener

- 1 0 a  +  lOy -  2 0  =  0  y 1 0 a  -  I4y +  240 =  0

o bien,

—a  +  y  =  2  y 5a -  l y  =  - 1 2 0

A continuación, resuelva simultáneamente estas ecuaciones para obtener

a  =  53 y }’ =  55

Se deduce que (53 , 55) es el único punto crítico de/.
A continuación aplique la prueba de segundas derivadas parciales. Como

fx x  = “ 10 fy y  =  - 1 4  y /vy — 10

se tiene

D (x , y ) = f „ f „  -  (A, .)2 =  (-10X -14) -  (10)2 = 40

Pero como

D (5 3 , 55) =  40  >  0 y / xr(53, 55) =  - 1 0  <  0

se deduce que/tiene un máximo (relativo) cuando a  = 53 y y  =  55. Esto es, el abarro
tero puede maximizar sus utilidades al vender la marca local de jugo en 53 centavos por 
lata y la marca nacional en 55 centavos por lata.________________________________

EJEMPLO 7.3.5

El gerente comercial de Acmé Corporation traza una red en un mapa de la región a la 
que Acmé presta servicio, y determina que los tres clientes más importantes de la com
pañía están situados en los puntos >4(1,5), B {0, 0) y C(8 , 0), donde las unidades están en 
millas. ¿En qué punto W (x, y ) debe situarse un almacén para minimizar la suma de los 
cuadrados de las distancias desde W  a A , B y  C  (vea la figura 7.15)?
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S o lu c ió n

La suma de los cuadrados de las distancias de W  a A, B  y C  está dada por la función

S(x, y) =  [{x -  l)2 + (y -  5)2] + (x2 +  y2) +  [(x -  8)2 + y2)
s u m a  i Ir  a l a d r a d o s  c u a d r a d o  d e  la  c u a d r a d o  Jc la  c u a d r a d o  d e  la

J c  la s  d i s t a n c ia s  d i s t a n c ia  d e  i'.' a  A

c u a d r a d o  d e  la  

d is t a n c ia  d e  I!7 a  B d is t a n c ia  d e  U ’ a  C

Para minimizar 1S(jc, y), se comienza calculando las derivadas parciales

Sx =  2(x -  1) + 2x + 2(x -  8) = 6x -  18
Sy = 2 (y  — 5) + 2y +  2y =  6y — 10

Entonces Sx = 0 y Sy = 0 cuando

6x — 18 = 0
6y -  10 = 0

o x  =  3 y  y  = Como Sxx = 6, Sxy = 0 y 5V>, = 6, se obtiene 

D  =  Sa Syy -  ( V 2 = (6)(6) -  O2 = 36 >  0

S j  3 ,-  = 6 > 0

Por tanto, la suma de cuadrados se minimiza en el punto Wl 3, -  j del mapa.

P R O B L E M A S

En los problem as del 1 a l 20 encuentre los puntos c ríticos de la  fu n c ió n  dada y  c lasifique cada uno como máximo 
re la tivo , m ínim o re la tivo  o punto  de s illa .

=  2x1 - 3y 2

=  x2 +  2y2 -  xy +  14y

8 8 = xy -i------1—
x y

= (x -  l) 2 + y 3 - 3 y 2 - 9 y +  5 

= —x4 — 32x + y 3 — 12y  + 7 
= (x -  4) ln (xy) 

x

~  x 2 +  y 2 +  4

1 . / ( * ,  y) =  5 -  x2 -  y2 2 . f i x ,  y
3. f i x , y) = xy 4. f i x ,  y

5. f tx ,  y) =  — + -  + x2 -  3y 2 
x  y

6. f i x ,  y

7. f i x , y )  =  2X3 + y 3 + 3X2 -  3  ̂ -  12x -  4 8. f i x ,  y
9. f i x ,  y) = x3 + y2 -  6xy + 9x + 5^ + 2 1 0 . f i x ,  y

1 1 . f i x ,  y) =  (x2 + 2y 2)e l ~ ^ ~ y~ 1 2 . f i x ,  y

13. f i x ,  y) =  x3 -  4xy + y 3 14. f i x ,  y

15. f i x ,  y) =  e - ^ +y2~ 6» 16. f i x ,  y

17.
f ix y  y ) x 2 +  y 2 +  3x -  2y +  \ 18. f i x ,  y

19. f i x , ;y) = x ln í — j + 3x — xy2 20. f i x ,  y

= 2x4 +  x 2 +  2xy + 3x + y 2 +  2y +  5

(  \6.x2 +  9y2\
=  xye \ 288 )

=  4xy — 2x4 — y2 +  4x — 2y
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21. VENTAS AL MENUDEO Una tienda vende dos 
marcas de camisas competidoras, una de ellas apo
yada por Tim Duncan y la otra por Shaq O’Neal. El 
propietario de la tienda puede obtener ambos tipos a 
un costo de $ 2  por camisa y estima que si las cami
sas Duncan se venden en a  dólares por pieza, y las 
camisas O’Neal en y  dólares por pieza, los consumi
dores comprarán aproximadamente 40 — 50a + 40y 
camisas Duncan y 20 + 60a — 70y camisas O’Neal 
todos los días. ¿A qué precio debe vender el propie
tario las camisas para generar la máxima utilidad 
posible?

22. PRECIOS Una compañía telefónica está planean
do introducir dos nuevos tipos de sistemas ejecuti
vos de comunicación que espera vender a sus 
clientes comerciales más importantes. Se estima que 
si al primer tipo de sistema se aplica un precio de a  

cientos de dólares por sistema, y al segundo tipo, de 
y  cientos de dólares por sistema, aproximadamente 
40 — 8 a  + 5y consumidores comprarán el primer ti
po y 50 + 9a —l y  comprarán el segundo tipo. Si el 
costo de fabricación del primer tipo es $ 1 0 0 0  por 
sistema y el costo de fabricar el segundo tipo es
$3 000 por sistema, ¿qué precio debe aplicar la 
compañía telefónica a sus sistemas para generar la 
máxima utilidad posible?

23. CONSTRUCCIÓN Suponga que usted desea 
construir una caja rectangular con un volumen de 32 
pies3, en cuya construcción se utilizarán tres mate
riales diferentes. El material para los lados cuesta 
$1 por pie cuadrado, el material para el fondo cuesta 
$3 por pie cuadrado y el de la tapa cuesta $5 por pie 
cuadrado. ¿Cuáles son las dimensiones de la caja 
menos costosa?

24. CONSTRUCCIÓN Un agricultor desea cercar 
un campo rectangular a lo largo de la orilla de un 
río. El área de pasto debe ser de 6 400 yd2 y no se 
necesita cerca a lo largo de la orilla del río. Encuen
tre las dimensiones del campo que requiere la míni
ma cantidad de cerca.

25. VENTAS AL MENUDEO Una compañía produ
ce a  unidades de la mercancía Ay y unidades de la 
mercancía B. Todas las unidades se pueden vender en 
p  — 100 — a  dólares por unidad de A y q =  100 — y  
dólares por unidad de B. El costo (en dólares) de pro
ducir estas unidades está dado por la función de costo 
conjunto C ( a , y) =  x 2 +  xy y 2. ¿Qué valor deben 
tener a  y y  para maximizar la utilidad?

26. VENTAS AL MENUDEO Repita el problema 
25 para el caso donde p  = 20 -5a, q = 4 —2y, y 
C = 2ay + 4.

27. RESPUESTA A ESTÍMULOS Considere un ex
perimento en el que un sujeto realiza un trabajo

mientras está expuesto a dos estímulos diferentes' 
(por ejemplo, sonido y luz). Para niveles bajos de 
los estímulos, el rendimiento del sujeto puede real
mente mejorar, pero cuando los estímulos aumen
tan, en última instancia se convierten en distracción 
y el rendimiento empieza a deteriorarse. Suponga 
un cierto experimento en el que se aplican a  unida
des del estímulo A y  y  unidades del estímulo B , y el 
rendimiento de un sujeto está medido por la función 

f ( x , y )  = C + x y e ' - * 1- ^  

donde C  es una constante positiva. ¿Cuántas unida
des de cada estímulo dan como resultado el máximo 
rendimiento?

28. OPCIONES SOCIALES Es frecuente que el 
atractivo social de una empresa consista en hacer 
una selección entre la ventaja comercial de la em
presa y la pérdida social o ecológica que pueda re
sultar. Por ejemplo, la industria maderera suministra 
productos de papel a la sociedad, e ingreso a mu
chos trabajadores y empresarios; pero, la ganancia 
puede ser desviada de la destrucción de territorio 
habitable para lechuzas manchadas y otras especies 
en peligro de extinción. Suponga que el atractivo 
social de una empresa en particular está medido por 
la función

D (x , y) =  (16 -  6x)x - ( y 2 -  4.xy +  40) 
donde a  mide la ventaja comercial (utilidad y traba
jos) y y  mide la desventaja ecológica (desplaza
miento de especies, como porcentaje) con a  ^  0  y 
y >  0. La empresa es considerada deseable si D  >  0 
e indeseable si D  <  0.
a) ¿Qué valores de a  y y maximizan el atractivo so

cial? Interprete su resultado. ¿Es posible que es- 
ta empresa sea deseable?

42-- b) La función dada en este ejercicio es artificial, no 
así las ideas. Investigue el tema de la ética en in
dustrias y escriba un párrafo acerca de cómo 
piensa usted que deben ser estas opciones.8

29. FÍSICA DE PARTÍCULAS Una partícula de 
masa m en una caja rectangular con dimensiones
a , y  y  z tiene energía en estado fundamental

k 2 / 1 i r
E{x, y ,z )  =  —  — + — + —

8m \ a  y  z

donde k es una constante física. Si el volumen de la 
caja satisface xyz = V0 para un volumen V0 constan
te, encuentre los valores de a , y  y z  que minimicen 
la energía en estado fundamental.

8 Empiece con el artículo de K. R. Stollery, “ Environmental Controls 
in Extractive Industries” , Lcincl E co n o m ic s , Vol. 61, 1985, p. 169.
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30. ASIGNACIÓN DE FONDOS Un fabricante está 
planeando vender un nuevo producto a un precio de 
$150 por unidad, y estima que si a  miles de dólares se 
gastan en desarrollo y y  miles de dólares en promo
ción, los consumidores comprarán aproximadamente
320v 160.V .H-------- - unidades del producto. Si los costos
y +  2 x  +  4
de manufactura para este producto son $50 por 
unidad, ¿cuánto debe gastar el fabricante en 
desarrollo y cuánto en promoción para generar la 
máxima utilidad posible por la venta de este 
producto? [Sugerencia: Utilidad = (número de 
unidades)(precio por unidad — costo por unidad) — 
cantidad total gastada en desarrollo y promoción.]

31. UTILIDAD EN UN MONOPOLIO Un fabri
cante con derechos exclusivos sobre una nueva má
quina industrial de diseño avanzado está planeando 
vender un número limitado de las máquinas a empre
sas extranjeras y nacionales. El precio que el fabri
cante espera recibir por las máquinas dependerá del 
número de máquinas de que se pueda disponer. (Por 
ejemplo, si sólo unas pocas máquinas se ponen en el 
mercado, la cotización competitiva entre comprado
res potenciales tenderá a subir el precio.) Se estima 
que si el fabricante oferta a  máquinas al mercado na
cional y y  máquinas al mercado extranjero, las

x  v
máquinas se venderán en 60------ h — miles de dó-

J 5 20
lares cada una en el mercado nacional, y en

y x50 — — -  miles de dólares cada una en el 
10 20

extranjero. Si el fabricante puede producir máquinas 
a un costo de $ 1 0  0 0 0  cada una, ¿cuántas debe ofer
tar a cada mercado para generar la máxima utilidad 
posible?

32. UTILIDAD EN UN MONOPOLIO Un fabri
cante con derechos exclusivos sobre una nueva má
quina industrial está planeando vender un número 
limitado de ellas y estima que si se ofertan x  máqui
nas al mercado nacional y y  al mercado extranjero,

x
las máquinas se venderán en 150---- miles de dóla-

6
res cada una en el mercado nacional y en

y
1 0 0  — — miles de dólares cada una en el 

extranjero.

a) ¿Cuántas máquinas debe ofertar el fabricante al 
mercado nacional para generar la máxima utili
dad posible en el país?

b) ¿Cuántas máquinas debe ofertar el fabricante al 
mercado extranjero para generar la máxima uti
lidad posible en el extranjero?

c) ¿Cuántas máquinas debe ofertar el fabricante a 
cada uno de estos mercados para generar la má
xima utilidad to ta l posible?

d) ¿Es accidental la relación entre las respuestas en 
las partes a ), b) y c ) l Explique. ¿Se cumple una 
relación semejante eñ el problema 31? ¿Qué ex
plica la diferencia entre los resultados de estos 
dos problemas?

33. PLANEACIÓN URBANA Cuatro poblaciones 
pequeñas en una zona rural desean poner en un fon
do común sus recursos para construir una estación 
de televisión. Si las poblaciones están ubicadas en 
los puntos (—5, 0),(1, 7), (9, 0) y (0, —8 ) de un 
mapa cuadriculado, en donde las unidades están en 
millas, ¿en qué punto S{a, b) debe construirse la es
tación para minimizar la suma de cuadrados de las 
distancias desde las poblaciones?

34. MANTENIMIENTO Sobre un mapa cuadricula
do se han ubicado cuatro torres de perforación pe
trolera en los puntos (—300, 0), (—100, 500), (0, 0) 
y (400, 300), donde las unidades están en pies. ¿En 
que punto M {a , b) debe construirse un taller de 
mantenimiento para minimizar la suma de cuadra
dos de las distancias desde las torres?

35. GENÉTICA Las formas alternativas de un gen se 
denominan alelos. Tres aíelos, designados como A, 
B y O, determinan los cuatro tipos de sangre huma
na A, B, O y AB. Suponga que p, q y r  son las pro
porciones de A, B y O en cierta población, de modo 
que p  +  q + r  = 1. Entonces, de acuerdo con la ley 
genética de Ardy-Weinberg , la proporción de indi
viduos en la población que son portadores de dos 
alelos diferentes, está dada por P =  2pq + 2p r  4- 
2rq. ¿Cuál es el máximo valor de P1

36. A P RENDIZAJE En un experimento de aprendiza
je, a un sujeto se le dan primero a* minutos para exa
minar una lista de datos. La hoja de infonnación se 
retira entonces y al sujeto se le permiten y  minutos 
para prepararse mentalmente para un examen basado 
en la hoja de información. Suponga que se encuentra 
que la calificación alcanzada por un sujeto en particu
lar está relacionada con a  y y  por la fórmula

S(a, y) = —a2 + xy + 10a — y2 + y  + 15
a) ¿Qué calificación obtiene el sujeto si toma la 

prueba “en frío” (sin estudio ni contemplación)?
b) ¿Cuánto tiempo debe pasar el sujeto en estudio 

y en contemplación para maximizar su califica
ción? ¿Cuál es la calificación máxima?
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37. Tom, Dick y Mary participan en una carrera de relevos a campo traviesa. Tom 
avanzará tan rápido como pueda por espesos bosques al borde de un río, luego 
Dick lo relevará y remará a la orilla opuesta. Por último, Mary tomará la estafeta 
y correrá a lo largo del camino del río hasta la línea de meta. La pista se muestra 
en la siguiente figura. Los equipos deben salir del punto S y llegar al punto F, pe
ro pueden posicionar uno de sus miembros en cualquier punto a lo largo de la ori
lla del río y otro a lo largo del camino del río.
a) Suponga que Tom puede avanzar a 2 mph, Dick puede remar a 4 mph y Mary 

puede correr a 6 mph. ¿Dónde deben esperar Dick y Mary para recibir la esta
feta de forma que el equipo llegue a la meta lo más rápido posible?

b) La competencia principal para Tom, Dick y Mary es el equipo de Ann, Jan y 
Phineas. Si Ann puede avanzar a l .7 mph, Jan puede remar a 3.5 mph y Phi- 
neas puede correr a 6.3 mph, ¿cuál equipo debe ganar? ¿Por qué diferencia?

c) ¿Le recuerda este problema al lector el caso del espía del problema 20 de la 
sección 3.5? Cree su propio relato de espías basado en las ideas matemáticas 
de este problema.

P R O B L E M A  37

38. TERAPIA CONTRA EL CÁNCER Ciertos tumores malignos 
que no responden a métodos convencionales de tratamiento como la 
cirugía o quimioterapia pueden ser tratados con hipertermia, que 
significa la aplicación de calor extremo en tumores usando transmi
siones de microondas.9 Una clase particular de aplicador de mi
croondas empleado en este tipo de terapia produce una densidad de 
energía absorbida que disminuye en forma exponencial. Específica
mente, la temperatura en cada punto localizado r  unidades desde el 
eje central de un tumor, y z unidades dentro del tumor, está dada 
por una fórmula del tipo

TQ\ z) =  A e ~ pr\ e ~ qz -  e~sz) 

donde A, p, q y  s son constantes positivas que dependen de propie
dades de la sangre y del aparato de calentamiento. ¿A qué profundi
dad dentro del tumor se presenta la máxima temperatura? Exprese 
su respuesta en términos de A, p, q y s.

9 Las ideas de este ensayo están basadas en el artículo de Leah Edelstein-Keshet, “ Heat Therapy tbr 
Tumors” , U M A P  M o d u le s  1 991 : T ools p o r  T eaeh ing , Consortium for Mathematics and lts Applications, 
Inc., Lexington, M A, 1992, pp. 73-101.
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39. ESPACIO HABITABLE Defina el espacio habitab le  de un edificio como el 
\ § 3  volumen de espacio en el edificio donde una persona de 6 pies de estatura pueda 

caminar (erguido). Una cabaña de estructura en forma de A mide y pies de largo y 
tiene forma de triángulo equilátero de a pies de lado, como se muestra en la figu
ra siguiente. Si el área superficial de la cabaña (techo y dos extremos) es de 500 
pies2, ¿qué dimensiones x y  y  maximizan el espacio habitable?

FIGURAS EN LAS ALAS DE LAS MARIPOSA, Las hermosas figuras de 
las alas de las mariposas han sido durante mucho tiempo objeto de curiosidad y 
estudio científico. Modelos matemáticos empleados para estudiar estas figuras a 
veces se concentran en determinar el nivel de morfógeno (sustancia química que 
efectúa cambios.) En un modelo que se relaciona con patrones de manchas ocula
res, 10 una cantidad de morfógeno se libera desde una mancha ocular y la concen
tración de morfógeno t días después está dada por

S(r, i)  =  —¿ = e - { yk' +!4 i)  t >  0 
V 4 tt t

donde r  mide el radio de la región en el ala afectada por el morfógeno, y k y g 
son constantes positivas.

dS
a) Encuentre tm para que — = 0. Demuestre que la función Sm(t) formada a

dt
partir de S(r, t) al fijar r  tiene un máximo relativo en tm. ¿Es esto lo mismo 
que decir que la función de dos variables S(r, t) tiene un máximo relativo?

b) Denote por M (r) el máximo encontrado en el inciso a)\ esto es, M (r )=  S(r, tm). 
Encuentre una expresión para M  en términos de z = (1 + 4yAr2)1/2.

c) Resulta que M(z) es lo realmente necesario para analizar la figura de mancha 
ocular en el ala. Lea las páginas 461-468 del texto citado con este problema y 
escriba un párrafo de cómo la biología, genética y matemáticas se mezclan en 
el estudio de las figuras en las alas de las mariposas.

r \

Sea/Cv, y) = jr  + y~ — 4xy. Demuestre que f  no tiene un mínimo relativo en su 
punto crítico (0 , 0 ), aun cuando tiene un mínimo relativo en (0 , 0 ) en ambas di
recciones, x  y y. [Sugerencia: Considere la dirección definida por la recta y =  x. 
Esto es, sustituya x  por y  en la fórmula para/y analice la función resultante de .y.]

10 J. D. Murray, M a th e m a tic a l B io lo g y , 2a. ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1993, pp. 461-468.
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En los problemas del 42 al 45 encuentre las derivadas parciales f x y f y y luego use la función de gráficas de su 
calculadora para determinar los puntos críticos de cada función.

42. f(x,y)  =  (x2 +  3y -  5 )e ~ x~~2y~ 43. /O ,y) =  - - +  Xy +  l y
x\n  y

44. f ( x ,  y ) =  6x2 + \2 xy  4- y4 + x  -  \6 y  -  3 45. f ( x ,  y) =  2x4 + /  -  x * (U y  -  18)

46. CURVAS DE NIVEL A veces se pueden clasificar los puntos críticos de una 
función si se inspeccionan sus curvas de nivel. En cada caso mostrado en la figu
ra siguiente, determine la naturaleza del punto crítico de/en (0 , 0 ).

PROBLEMA 46

SECCIÓN 7.4 El m étodo de m ín im o s  cuadrados
En todo este texto se han visto funciones aplicadas, muchas de las cuales han sido obte
nidas de investigaciones publicadas, y puede ser sorprendente la forma en la que los in
vestigadores llegan a estas funciones. Un procedimiento común para asociar una fun
ción con un fenómeno físico observado es reunir datos, trazarlos en una gráfica y luego 
hallar una función cuya gráfica “ ajuste mejor” los datos de alguna forma matemática
mente significativa. A continuación se va a desarrollar un procedimiento, llamado mé
todo de mínimos cuadrados o análisis de regresión, que ya fue mencionado en el 
ejemplo 1 .3 . 7  de la sección 1 .3 , en relación con el ajuste de una línea a los datos de de
sempleo.

El procedimiento de Suponga que usted desea hallar una función y  =  f{x) que ajusta razonablemente bien un
mínimos cisc5cti*0icl0<‘'' conjunto particular de datos. El primer paso es determinar con que tipo de función in

tentarlo. A veces esto se puede hacer con un análisis teórico del fenómeno observado y 
a veces inspeccionando los datos graficados. En la figura 7.16 se grafican dos conjuntos 
de datos. Esas gráficas reciben el nombre de diagramas de dispersión. En la figura 
7.16a, los puntos se encuentran aproximadamente a lo largo de una recta, lo cual sugie
re que se use una función lineal y  =  mx  +  b. Sin embargo, en la figura 7.16¿>, los pun-
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b) Distribución aproximadamente 
exponencial de datos.

FIGURA 7/16 Dos diagramas de dispersión.

Una vez seleccionado el tipo de función, el siguiente paso es determinar la fun
ción particular de este tipo, cuya gráfica sea “más cercana” al conjunto dado de pun
tos. Una forma conveniente para medir lo cercano de una curva a un conjunto de da
tos es calcular la suma de los cuadrados de las distancias verticales desde los puntos

O Oa la curva. En la figura 7.17, por ejemplo, esto es la suma d i + d i  + d 3. Cuanto más 
cercana está la curva a los puntos, menor será esta suma y la curva para la cual esta 
suma es más pequeña se dice que ajusta mejor los datos según el criterio de míni
mos cuadrados.

El uso del criterio de mínimos cuadrados para ajustar una función lineal a un 
conjunto de puntos se ilustra en el ejemplo 7.4.1. El cálculo comprende la técnica de 
la sección 7.3 para minimizar una función de dos variables.

EJEMPLO 7.4.1

Use el criterio de mínimos cuadrados para hallar la ecuación de la recta más cercana a 
los tres puntos (1, 1), (2, 3) y (4, 3).

Solución

Como se indica en la figura 7.18, la suma de los cuadrados de las distancias verticales 
desde los tres puntos dados a la recta y  = nix +  b es

d \  +  d l  +  d l  =  {m +  b -  l ) 2 + (2m +  b -  3) 2 + (4m + b -  3) 2

Esta suma depende de los coeficientes m y b que definen la recta, y por tanto la suma 
puede ser considerada como una función S(m, b) de las dos variables m y b. El objetivo, 
por tanto, es hallar los valores de m y b que minimizan la función

S(m, b) = (m + b -  l)2 + (2 m + b -  3)2 + (4/?? + b -  3)2
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FSG URÁ  7 , 1 8  Minimice la suma d2¡ +  d\ +  d2

diS diSEsto se hace igualando a cero las derivadas parciales —  y — para obtener
dm db

dS
—  = 2 (/7? +  b — 1) + 4(2 m + b — 3) + 8(4 m + b — 3) 
dm

= 42m + \4 b  -  38 = 0

dSy — = 2(/?7 +  b — 1) + 2(2m + b — 3) + 2(4m +  b — 3)
db

=  14/7? +  6b — 14 = 0

Al resolver las ecuaciones resultantes

42/?? +  14¿> =  38 

14m + 6b =  14

simultáneamente para m y b se concluye que

4
m = — y £ ? = 1  

7

Se puede demostrar que el punto crítico (m, ¿>) = 1 ) minimiza realmente la fun-
,7

ción S(m, b) y por tanto se deduce que

4
y  =  —x  +  1 
 ̂ 7

es la ecuación de la recta que es más cercana a los tres puntos dados.

La recta de m ín im o s La recta que es más cercana a un conjunto de puntos según el criterio de mínimos cua-
cu ad rod os drados se llama recta de mínimos cuadrados para los puntos. (También se usa el tér

mino recta de regresión, en especial en trabajos de estadística.) El procedimiento em
pleado en el ejemplo 7 .4 .1 se puede generalizar para obtener fórmulas para hallar la
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pendiente m y la intersección b con el eje y  de la recta de mínimos cuadrados, para un 
conjunto arbitrario de n puntos ( a 1s j>i), (x 2, y 2), •• •, fe* yn)• Las fórmulas comprenden 
sumas de los valores de a* y y. Todas las sumas van dey = 1 a j  = n y para simplificar la

n
notación se omiten los índices. Por ejemplo, Xa se usa en lugar de ^ X j.

y=i

¡EXPLORE!
Una calculadora graficadora 
puede fácilmente ayudar a 
producir y mostrar las listas y 
sumas necesarias para calcular 
los coeficientes de la ecuación 
de mínimos cuadrados. Usan
do los datos del ejemplo 7.4.2, 
ponga los valores x en L1 y los 
valores y en L2, y escriba 
L3 = L1 *L2 y L4 = L12. Use la 
función de suma de su calcula
dora para obtener los totales 
por columna necesarios para 
calcular las fórmulas de la pen
diente y de la intersección con 
el eje y mostradas en esta 
página antes del ejemplo 7.4.2.

Predicción de 
mínimos cuadrados

La recta de mínimos cuadrados ta La ecuación de la recta de mínimos 
cuadrados para los n puntos (A lf yO, (a 2 , y 2) , . . . ,  fe , y„) es y = m A  + b, donde

_ /?Xa7  — XaXy _  XA2Xy — XAXAy
/?Xa2 — (Xa) 2 ^ «Xa2 — (Xa) 2

EJEMPLO 7.4.2
Use las fórmulas para hallar la recta de mínimos cuadrados para los puntos (1, 1),(2, 3) 
y (4, 3) del ejemplo 7.4.1.

Solución
Organice sus cálculos como sigue:

Luego use las fórmulas con n — 3 para obtener

3(19) -  7(7) 4 f 21(7) -  7(19)
m = ---------------~ = — y b = --------------- = 1

3(21) -  (7) 7 3(21) -  (7)

de las cuales se deduce que la ecuación de la recta de mínimos cuadrados es
4

y = - a  + 1

La recta (o curva) de mínimos cuadrados que mejor ajusta los datos recolectados en el 
pasado puede ser usada para hacer predicciones aproximadas sobre el futuro. Esto se 
ilustra en el ejemplo 7.4.3.

EJEMPLO 7.4.3
Un oficial de admisiones de una universidad ha recolectado estos datos relativos a los 
promedios de calificaciones (PC) de estudiantes de preparatoria y de universidad:

PC de preparatoria 2.0 2.5 3.0 3.0 3.5 3.5 4.0 4.0
PC de universidad 1.5 2.0 2.5 3.5 2.5 3.0 3.0 3.5

Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para estos datos y use esa recta pa
ra pronosticar el PC en la universidad para un estudiante cuyo PC de preparatoria es 3.7.

Solución

Denotemos por a  el PC de preparatoria y por y el PC de la universidad, y acomodemos 
los cálculos como sigue:
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JC y xy X2

2.0 1.5 3.0 4.0
2.5 '2.0 5.0 6.25
3.0 2.5 7.5 9.0
3.0 3.5 10.5 9.0
3.5 2.5 8.75 12.25
3.5 3.0 10.5 12.25
4.0 3.0 12.0 16.0
4.0 3.5 14.0 16.0

Xjc = 25.5 Xy = 21.5 2 x y  =  71.25 Sjc2 = 84.75

Use la fórmula de mínimos cuadrados con n = 8 para obtener

8(71.25) -  25.5(21.5)
m —

8(84.75) -  (25.5): 0.78

, 84.75(21.5) -  25.5(71.25)
y b = -------  -----  ---------— — -« 0 .1 9

8(84.75) -  (25.5)

La ecuación de la recta de mínimos cuadrados es entonces

y  = 0.78a + 0.19

Para pronosticar el PC en la universidad y  de un estudiante cuyo PC x  es de 3.7, 
sustituya x  =3.7 en la ecuación de la recta de mínimos cuadrados. Esto da

y = 0.78(3.7) + 0.19 «  3.08

lo que sugiere que el promedio de calificaciones (PC) en la universidad del estudiante es 
alrededor de 3.1.

FIGURA 7 .1 9  Recta de mínimos cuadrados para los promedios de calificaciones (PC) de 
preparatoria y universidad.

Los datos originales se grafican en la figura 7.19, junto con la recta de mínimos 
cuadrados y  = 0.78jc +  0.19. En realidad, en la práctica, es buena idea graficar los 
datos antes de proceder con los cálculos. Al observar la gráfica se verá que por lo ge
neral se puede decir si la aproximación por una recta es apropiada o si es posible un 
mejor ajuste con una curva de algún otro tipo.
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Ajuste n o  lin ea l  
de curvas

__ ¡EXPLORE!

t
 Algunas calculadoras grafica- 

doras pueden hallar ecuacio
nes de mejor ajuste para datos 
no lineales. Siguiendo el ejem
plo 7.4.4, introduzca los datos 
de producción y precio de de
manda en las listas L1 y L2, 
respectivamente. A continua
ción encuentre y grafique la 
ecuación no lineal que mejor 
ajusta estos datos, usando las 
técnicas Regression y Stat Plot 
explicadas en la “Introducción 
a la calculadora” al principio de 
este libro.

En cada uno de los ejemplos 7.4.1, 7.4.2 y 7.4.3, se utilizó el criterio de mínimos cua
drados para ajustar una función lineal a un conjunto de datos. Con modificaciones apro
piadas el procedimiento también puede ser usado para ajustar funciones no lineales a los 
datos. Una clase de procedimiento modificado de ajuste de curvas se ilustra en el ejem
plo 7.4.4.

EJEMPLO 7.4.4
Un fabricante reúne estos datos que relacionan el nivel de producción x (cien unidades) 
de un artículo en particular con el precio p  (dólares por unidad) al que se venderán to
das las x  unidades:

k Producción x (cien unidades) Precio de demanda p (dólares por unidad)

1 6 743
2 10 539
3 17 308
4 22 207
5 28 128
6 35 73

a) Trace un diagrama de dispersión para los datos en una gráfica, con el nivel de 
producción en el eje x  y el precio de demanda en el eje y.

b) Note que el diagrama de dispersión del inciso a ) sugiere que la función de de
manda es exponencial. Modifique el procedimiento de mínimos cuadrados para 
hallar una curva de la forma p  = Ae™  que mejor ajusta los datos de la tabla.

c) Utilice la función exponencial de demanda encontrada del inciso b) para pronos
ticar el ingreso que el fabricante debe esperar si se producen 4 000 (.x = 40) uni
dades.

Solución

a) En la figura 7.20 aparece el diagrama de dispersión.

p (dólares)

FIGURA 7.20 Diagrama de dispersión para los datos de demanda del ejemplo 7.4.4.
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b) Aplicando logaritmos a ambos miembros de la ecuación p  =  Aen,x, encontramos 
que

ln p  =  ln (Aenvc)

= ln A  + ln (emx) regla del producto para logaritmos

= ln A  + m x ln e" -  ti

o, lo que es igual, y  =  mx +  b, donde y  =  \n p  y  b =  \n A. Por tanto, para ha
llar la curva de la forma p  = Aenjx que mejor ajuste los puntos de da'fos {xk, p k)
dados para k =  1 , . . . ,  6 , primero encuentre la recta de mínimos cuadrados y  =  
mx 4- b para los puntos datos (.xk, ln p k). Escriba los cálculos como sigue:

k Pk yk = ln p k W k Xk

1 6 743 6.61 39.66 36
2 1 0 539 6.29 62.90 1 0 0

3 17 308 5.73 97.41 289
4 2 2 207 5.33 117.26 484
5 28 128 4.85 135.80 784
6 35 73 4.29 150.15 1 225

Sx = 118 l y  =  33.10 2<xy = 603.18 Xx2 = 2  918

c.

Utilice la fórmula de mínimos cuadrados con n — 6 para obtener

6(603.18)-(118X33.10) 
m = 6 (2  918) -  (118)2 = “ a 0 8

_  2 918(33.10)- (118X603.18) _
6(2 918) -  (118)2

lo que significa que la recta de mínimos cuadrados tiene la ecuación

y  = —0.08.x + 7.09

Por último, regresando a la curva exponencial p  = AenLX, recuerde que ln A = b, 
de modo que

ln A  = b = 7.09 
A =  e70 9  = 1 200

Así, la función exponencial que mejor ajusta los datos de demanda dados es

P = A < r*  = 1 200é,_ 0 '08'1

Usando la función exponencial de demandap  = 1 200e-00&' hallada en el inciso b), 
encuentre que cuando se producen x  = 40 (cientos) de unidades, todas se pue
den vender a un precio unitario de

p  =  1 200<raO8(4O) = $48.91

Por tanto, cuando se producen 4 000 (.x = 40) unidades, se espera que el ingre
so generado sea aproximadamente de

R =  xp(x) = (4 000 unidades)($48.91 por unidad)
= $195 640
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El procedimiento ilustrado en el ejemplo 7.4.4 recibe a veces el nombre de re
gresión log-lineal. Una curva de la forma y = Axk que mejor ajusta los datos dados 
también se puede hallar por regresión log-lineal. El procedimiento específico se indi
ca en el problema 32, donde se usa para verificar una fórmula alométrica que fue 
mencionada antes en el ensayo “ Reflexione acerca de...” al final del capítulo 1.

El procedimiento de mínimos cuadrados también se puede usar para ajustar 
otras funciones no lineales a los datos. Por ejemplo, para hallar la función cuadrá
tica y = Ax2 + Bx 4- C, cuya gráfica (una parábola) se ajusta mejor a un conjunto 
particular de datos, se procedería como en el ejemplo 7.4.1, minimizando la suma de 
cuadrados de las distancias verticales desde los puntos de datos a la gráfica. Estos cál
culos son algebraicamente complicados y por lo general requieren del uso de una com
putadora o de una calculadora graficadora.

P R O B L E M A S  I 7.4
En los problem as del 1 a l 4 trace los puntos dados y  use el método del ejemplo 7.4.1 p a ra  h a lla r  la  recta de m ín i
mos cuadrados correspondiente.

1. (0, 1), (2, 3), (4, 2) 2. (1,1), (2, 2), (6,0)
3. (1, 2), (2, 4), (4, 4), (5, 2) 4. (1, 5), (2, 4), (3, 2), (6 , 0)

En los problem as del 5 a l 12 trace los puntos dados y use la  fó rm u la  pa ra  h a lla r  la  recta de m ínim os cuadrados 
correspondiente.

5. (1,2), (2, 2), (2, 3), (5, 5) 6 . ( -4 ,-1 ) , (-3 ,0 ), (-1 ,0 ), (0,1), (1,2)
7. (-2 , 5), (0, 4), (2, 3), (4, 2), (6 , 1) 8 . ( - 6 , 2), (-3 , 1), (0, 0), (0, -3 ), (1 ,-1 ), (3, -2 )
9. (0, 1), (1,1.6), (2.2, 3), (3.1, 3.9), (4, 5) 1 0 . (3, 5.72), (4, 5.31), (6.2, 5.12), (7.52, 5.32),

(8.03, 5.67)
1 1 . (-2.1, 3.5), (-1.3, 2.7), (1.5, 1.3), (2.7, -1.5) 1 2 . (-1.73, -4.33), (0.03, -2.19), (0.93, 0.15),

(3.82, 1.61)

En los problem as del 13 a l 16 m odifique e l p roced im iento  de m ínimos cuadrados como se ilu s tra  en el ejemplo 
7.4.4 pa ra  h a lla r  una curva de la  fo rm a  y =  Aemx que m e jo r ajuste los datos dados.

13. (1, 15.6), (3, 17), (5, 18.3), (7, 20), (10, 22.4) 14. (5, 9.3), (10, 10.8), (15, 12.5), (20, 14.6), (25, 17)
15. (2, 13.4), (4, 9), (6 , 6 ), (8 , 4), (10, 2.7) 16. (5, 33.5), (10, 22.5), (15, 15), (20, 10),

(25, 6 .8 ), (30, 4.5)

17. A D M I S I O N E S  E N  U N I V E R S I D A D  En los últimos 4 años, un empleado de 
admisiones de una universidad ha compilado los siguientes datos (medidos en 
unidades de 1 0 0 0 ) que relacionan el número de catálogos de la universidad, soli
citados por estudiantes de preparatoria antes del 1 de diciembre, con el número 
de solicitudes recibidas antes del 1 de marzo:

Catálogos solicitados 4.5 3.5 4.0 5.0
Solicitudes recibidas 1.0 0.8 1.0 1.5

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados.
c) Utilice la recta de mínimos cuadrados para pronosticar cuántas solicitudes se 

recibirán antes del 1 de marzo, si antes del 1 de diciembre se solicitaron
4 800 catálogos.
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18. VEN FAS Las ventas anuales de una compañía (en unidades de mil millones de 
dólares) durante sus primeros 5 años de operación se muestran en la siguiente tabla:

Año 1 2 3 4 5
Ventas 0.9 1.5 1.9 2.4 3.0

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados.
c) Utilice la recta de mínimos cuadrados para pronosticar las ventas de la com

pañía en el sexto año.
19. D E M A N D A  E I N G R E S O  Un fabricante reúne los datos que aparecen en la 

siguiente tabla, que relacionan el nivel de producción x (cien unidades) de una 
mercancía en particular con el precio p  de demanda (dólares por unidad) al que 
se venderán todas las unidades:

Producción x (cientos de unidades) 5 10 15 20 25 30 35
Precio p de demanda (dólares por unidad) 44 38 32 25 18 12 6

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos.
c) Use la ecuación lineal de demanda hallada en el inciso b) para pronosticar el in

greso que el fabricante puede esperar si se producen 4 000 unidades (x = 40).
20. A B U S O  D E  D R O G A S  Para cada uno de cinco años diferentes, la tabla si

guiente da el porcentaje de estudiantes de preparatoria que han utilizado cocaína 
al menos una vez en la vida hasta ese año:

Año 1991 1993 1995 1997 1999
Porcentaje que ha consumido 

cocaína al menos una vez 6.0 4.9 7.0 8.2 9.5
FUENTE: The White House Office of National Drug Control Policy, “2002 National Drug Control Strategy” 

(http://www.whitehousedrugpolicy.gov).

a) Trace estos datos en una gráfica, con el número de años después de 1991 en 
el eje x y el porcentaje de consumidores de cocaína en el eje y.

b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos.
c) Use la recta de mínimos cuadrados para pronosticar el porcentaje de es

tudiantes de preparatoria que usaron cocaína al menos una vez antes del 
año 2003.

21. CONCURRENCIA DE VOTANTES El día de las elecciones, las votaciones 
en cierto estado abren a las 8:00 a .m . Cada 2 horas después, un empleado de las 
elecciones determina qué porcentaje de los votantes registrados han depositado 
su voto. Los datos hasta las 6:00 p .m . aparecen aquí:

Hora 10:00 12:00 2:00 4:00 6:00

Porcentaje de votantes 12 19 24 30 37

á) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados. (Denote por x el nú

mero de horas después de las 8 :0 0  a .m .)

c) Use la recta de mínimos cuadrados para pronosticar qué porcentaje de los vo
tantes registrados habrá depositado su voto al momento del cierre de las casi
llas, a las 8 :0 0  p .m .)
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22. PREDICCIÓN DE LA POBLACIÓN La siguiente tabla da las cifras del 
censo que se efectúa cada diez años de Estados Unidos (en millones) para el pe
riodo 1950-2000:

Año 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Población 150.7 179.3 203.2 226.5 248.7 291.4
FUENTE: U.S. Census Bureau (http://www.census.gov).

a) Encuentre la recta de mínimos cuadrados y =  mx + b para estos datos, donde 
y  es la población de Estados Unidos t décadas después de 1950.

b) Use la recta de mínimos cuadrados hallada en el inciso á) para pronosticar la 
población de Estados Unidos para el año 2005.

23. PREDICCIÓN DE LÁ POBLACIÓN Modifique el procedimiento de míni
mos cuadrados, como se ilustra en el ejemplo 7.4.4, para hallar una función de la 
forma P ( t)— A e "  cuya gráfica ajuste mejor los datos de población del problema
22, donde P (t) es la población de Estados Unidos / décadas después de 1950.

a) Aproximadamente ¿a qué ritmo crece la población en Estados Unidos?
b) Con base en su función de población, ¿cuál esperaría usted que sea la pobla

ción en Estados Unidos en 2005?
_ _ / _

24. SALUD PUBLICA En un estudio de cinco zonas industriales, un investiga
dor obtuvo estos datos que relacionan el número promedio de unidades de 
cierto contaminante en el aire y la incidencia (por 1 0 0  0 0 0  personas) de cierta 
enfermedad:

Unidades de contaminante 3.4 4.6 5.2 8.0 10.7
Incidencia de enfermedad 48 52 58 76 96

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados.
c) Use la recta de mínimos cuadrados para estimar la incidencia de la enferme

dad en una zona con un nivel promedio de contaminación de 7.3 unidades.
25. ANÁLISIS DE INVERSIÓN Jennifer tiene varias clases diferentes de inver

siones, cuyo valor total V{t) (en miles de dólares) al principio del t-ésimo año 
después que ella empezó a invertir está dado en esta tabla, para 1 <  r < 1 0 :

Año t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Valor V(t) de todas 
las inversiones

57 60 62 65 62 65 70 75 79 85

a) Modifique el procedimiento de mínimos cuadrados, como se ilustra en el 
ejemplo 7.4.4, para hallar una función de la forma V (t)=  Ae,{ cuya gráfica 
ajusta mejor estos datos. Aproximadamente, ¿a qué tasa anual, capitalizada 
continuamente, está creciendo su cuenta?

b) Use la función hallada en el inciso a) para pronosticar el valor total de las in
versiones de Jennifer al principio del vigésimo año después que ella empezó 
a invertir.

c) Jennifer estima que necesitará $300 000 para retirarse. Use la función del in
ciso á) para determinar cuánto tiempo le llevará alcanzar esta meta.

d) Un amigo de Jennifer, Frank Komerkutter, examina el análisis de inversión 
de ella y dice furioso: “ ¡Qué desperdicio de tiempo! Puedes hallar A y r  en tu 
función V{t) — A e "  con sólo usar V(l) = 57 y V(10) = 85 y un poco de álge
bra” . Encuentre A y  r  usando el método de Frank y comente sobre los méri
tos relativos de los dos métodos.
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INGRESO DISPONIBLE Y CONSUMO La siguiente tabla muestra el gas
to personal de consumo y el correspondiente ingreso disponible (en miles de mi
llones de dólares) para Estados Unidos en el periodo 1995-2000:

Año 1995 1996 1997 1998 1999 2000
Ingreso disponible 5 422.6 5 677.7 5 968.2 6 355.6 6 627.4 7 120.0
Consumo personal 4 969.0 5 237.5 5 529.3 5 856.0 6 246.5 6 683.7

FUENTE: U.S. Department of Commerce, Bureau of Economic Analysis, “Personal Consumption Expenditures by 
Major Type of Product" (http://www.dea.doc.gov).

á) Trace estos datos en una gráfica, con el ingreso disponible en el eje x  y el gas- ' 
to de consumo en el eje y.

b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos.
c) Use la recta de mínimos cuadrados para pronosticar el consumo que corres

pondería a 8 0 0 0  miles de millones de dólares de ingreso disponible.
d) Escriba un párrafo sobre la relación entre ingreso disponible y consumo. 
PROMEDIO DE MERCADO ACCIONARIO La tabla siguiente da el pro
medio industrial Dow Jones (DJIA, por sus siglas en inglés) al cierre el primer 
día de operaciones de compra-venta del año mostrado:

Año 1990 1992 1996 1998 2001 2002

DJIA 2810 3 172 5 177 7 965 10 646 10 073
FUENTE: Dow Jones (http://www.djindexes.com).

á) Trace estos datos en una gráfica, con el número de años después de 1990 en 
el eje x  y el DJIA en el eje y.

b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos.
c) ¿Qué pronostica la recta de mínimos cuadrados para el primer día de 2003? 

Use Internet para encontrar dónde cerró realmente ese día (2 de enero, 2003) 
el DJIA, y compárelo con el valor pronosticado.

d) Escriba un párrafo sobre si usted piensa que es posible hallar una curva que 
ajuste el DJIA de modo suficientemente bueno como para que sea útil en la 
predicción del comportamiento del mercado en el futuro.

PRECIOS DE GASOLINA El precio promedio de venta al menudeo (en cen
tavos) del galón de gasolina regular sin plomo, a intervalos de 5 años, desde
1976, está dado en esta tabla:

Año 1976 1981 1986 1991 1996 2001

Precio por galón (centavos) 61.4 137.8 92.7 114 123.1 146.1
FUENTE: U.S. Department of Energy (http://www.eia.doe.gov).

a) Trace estos datos en una gráfica, con el número de años después de 1976 en 
el eje x y el precio promedio de gasolina en el eje y.

b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos.
c) ¿Qué precio por galón pronostica la recta de mínimos cuadrados para la gaso

lina regular sin plomo en 2005?
PRODUCTO INTERNO BRUTO Esta tabla muestra las cifras del producto 
interno bruto (PIB) de China (miles de millones de yuanes) para el periodo 1996- 
2001:

Año 1996 1997 1998 1999 2000 2001

PIB 6 788 7 446 7 835 8 191 8 940 9 593
FUENTE: Chínese governmenl website (http://www.china.org.cn).
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30.

a) Encuentre la recta de mínimos cuadrados y  = mx 4- b para estos datos, donde 
y  es el PIB de China t años después de 1996.

b) Use la recta de mínimos cuadrados hallada en el inciso á) para pronosticar el 
PIB de China para el año 2005.

CRECIMIENTO DE BACTERIAS Un biólogo que estudia una colonia de 
bacterias mide su población cada hora y registra estos datos:

Tiempo f (horas) 1 2 3 4 5 6 7 8

Población P(t) (miles) 280 286 292 297 304 310 316 323

a)

b)

31.

Trace estos datos en una gráfica. ¿Sugiere el diagrama de dispersión que el 
crecimiento poblacional es lineal o exponencial?
Si usted piensa que el diagrama de dispersión del inciso a) sugiere crecimien
to lineal, encuentre una función de población de la forma P (t) = m t + b que 
mejor ajuste los datos. No obstante, si usted piensa que el diagrama de disper
sión sugiere crecimiento exponencial, modifique el procedimiento de míni
mos cuadrados, como se ilustra en el ejemplo 7.4.4, para obtener una función 
de población de mejor ajuste de la forma P {t) =  Aekt.
Use la función de población obtenida en el inciso b) para pronosticar cuánto 
tardará la población en llegar a 400 000. ¿Cuánto tardará en duplicarse la 
población?

PROPAGACIÓN DEL SIDA El número de casos de sida reportados en Esta
dos Unidos por año, a intervalos de 4 años desde 1980, está dado en esta tabla:

c)

Año 1980 1984 1988 1992 1996 2000

Casos de SIDA reportados 99 6 360 36 064 79 477 61 109 42 156
FUENTE: World Health Organization and the United Nations (http://www.unaids.org).

á) Trace estos datos en una gráfica con el tiempo t (años después de 1980) en el 
eje x.

b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos cuadrados para los datos dados.
c) ¿Cuántos casos de sida pronostica la recta de mínimos cuadrados del inciso

b) que se reportarán en 2005?
d) ¿Piensa usted que la recta de mínimos cuadrados ajusta bien los datos dados? 

Si no es así, escriba un párrafo que explique cuál (si lo hay) de los siguientes 
cuatro tipos de curva ajustaría mejor los datos:
1. (cuadrática) y  = A t2 + B t + C
2. (cúbica) y =  A t3 + B r  +  C t +  D
3. (exponencial) y  = Aekt
4. (potencia-exponencial) y  = Atekí
(Puede ser útil repasar el ensayo Reflexione acerca de... al final del capítulo 3, 
que contiene un análisis semejante del número de muertes debidas al sida.)

32. ALOMETRÍA La determinación de relaciones entre mediciones de varias par
tes de un organismo particular es un tema de interés en la rama de biología llama
da a lom e tría .n (Recuerde el ensayo Reflexione acerca de... del final del capítulo
1.) Suponga que un biólogo observa que la altura h del lomo y el tamaño w  de la

11 Roger V. Jean, “ Differential Growth, Huxley’s Allometric Formula, and Sigmoid Growth” , U M A P  
M o d u le s  1983: T ools f o r  T each ing , Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., Lexington, 
M A, 1984.
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cornamenta de un reno, ambos en centímetros (cm), están relacionados como se indica 
en la tabla siguiente:

Altura del lomo h (cm) Tamaño w de cornamenta (cm)

87.9 52.4
95.3 60.3

106.7 73.1
115.4 83.7
127.2 98.0
135.8 110.2

SECCSÓW 7 .5

a) Por cada punto de datos (h, w) de la tabla, localice el punto (ln /?, ln w) en una 
gráfica. Nótese que el diagrama de dispersión sugiere que y  = \ n w y x  = ln h  
están linealmente relacionadas.

b) Encuentre la recta de mínimos cuadrados y  = mx + b para los datos (ln h, ln 
w) obtenidos en el inciso a).

c) Encuentre los números a y c de modo que w =  ah°. [■Sugerencia: Sustituya 
y  = ln w y x  =  \n h  del inciso a) en la ecuación de mínimos cuadrados 
hallada en el inciso b).]

s

33. ALOMETRIA La siguiente tabla relaciona el peso C de la pinza grande de un 
cangrejo barrilete con el peso W  del resto del cueipo del cangrejo, ambos medi
dos en miligramos (mg).

Peso W (mg) 
del cuerpo 57.6 109.2 199.7 300.2 355.2 420.1 535.7 743.3
Peso C (mg) 
de la pinza 5.3 13.7 38.3 78.1 104.5 135.0 195.6 319.2

a) Para cada punto de datos (W, C) de la tabla, trace el punto (ln W, ln O  en una 
gráfica. Note que el diagrama de dispersión sugiere que ;y = ln C yx  = lnW 
están linealmente relacionados.

b) Encuentre la recta de mínimos cuadrados y  = m x + b para los datos (ln W, ln 
C) obtenidos en el inciso a).

c) Encuentre números positivos a y k de modo que C = áWk. [Sugerencia: Sus
tituya y =  ln C y x  = ln W  del inciso a) en la ecuación de mínimos cuadrados 
del inciso b).)

O ptim ización con restricciones: método 
de ios m ultiplicadores de Lagrange____

En numerosos problemas aplicados, una función de dos variables debe ser optimiza
da sujeta a una restricción de las variables. Por ejemplo, un editor, restringido a per
manecer dentro de un presupuesto fijo de $60 0 0 0 , desearía determinar cómo dividir 
este dinero entre desarrollo y promoción para maximizar las ventas futuras de un nue
vo libro. Si x  denota la cantidad de dinero asignado al desarrollo, y  la cantidad asig
nada a promoción, y f ( x ,  y) es el número correspondiente de libros que se venderán, 
al editor le gustaría maximizar la función de ventas f ( x ,  y ), sujeta a la restricción pre- 
supuestal de x  + y  = 60 0 0 0 .

Para una interpretación geométrica del proceso de optimización de una función de 
dos variables, sujeta a una restricción, considere la función misma como una superficie 
en el espacio tridimensional, y la restricción (que es una ecuación con x  y y) como una 
curva en el plano xy. Cuando se encuentra el máximo o el mínimo de la función
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sujeta a la restricción dada, se restringe la atención a la parte de la superficie que se en
cuentra directamente encima de la curva de las restricciones. El punto más alto de esta 
parte de la superficie es el máximo restringido, y el punto más bajo es el mínimo restrin
gido. La situación se ilustra en la figura 7.21.

FíüUfíA 7.21 Extremo restringido y no restringido.

Ya en el capítulo 3 se vieron algunos problemas de optimización con restriccio
nes. (Por ejemplo, recuerde el ejemplo 3.5.1 de la sección 3.5.) La técnica empleada 
en el capítulo 3 para resolver ese problema consistió en reducirlo a un problema de 
una sola variable, resolviendo la ecuación de la restricción con respecto a una de las 
variables, y luego sustituyendo la expresión resultante en la función a optimizar. El 
éxito de esta técnica dependió del despeje de una de las variables en la ecuación de 
restricción, lo que con frecuencia es difícil o hasta imposible de hacer en la práctica. 
En esta sección, veremos una técnica más versátil llamada método de los multipli
cadores de Lagrange, en la que la introducción de una tercera variable (el multipli
cador) hace posible la resolución de problemas de optimización con restricciones sin 
tener que despejar primero una de las variables en la ecuación de la restricción.

Más específicamente, el método de los multiplicadores de Lagrange utiliza el hecho 
de que cualquier extremo relativo de la función/(x, y) sujeta a la restricción g(x, y ) =  k 
debe ocurrir en un punto crítico (a, b) de la función

y) =/(*, y) -  A [g(x, y) -  k]

donde \  es una nueva variable (el multiplicador de Lagrange). Para hallar los puntos 
críticos de F , calcule las derivadas parciales

F x  =  f x  -  h g x  F y  =  f y  -  * - g y  =  ~ ( g  ~  k )

y resuelva las ecuaciones F x = 0, F y — 0 y F x =  0 simultáneamente, como sigue:

F x ~ f x ~  ̂ 8x ~  0 O fx =  A & v

F y = f y - \ g y  =  0 O fy =  Xgy

F x = ~ (g  -  k) = 0 o

Por último, evalúe f (a , b) en cada punto crítico (a, b) de F.
Hay una versión de la prueba de segundas derivadas parciales que se puede usar 

para determinar qué clase de extremo relativo restringido corresponde a cada punto 
crítico (a, b) de F. Las técnicas requeridas para realizar este análisis se estudian en
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* ,
y  Area de merenderos >'

Carretera

7,22 Área rectan
gular de merenderos.

textos más avanzados pero, en este libro, supondremos que si /tiene un máximo (mí
nimo) restringido, éste se encontrará en el máximo (mínimos) de los valores críticos 
de/(¿7, b). A continuación veamos un resumen del procedimiento empleado en el mé
todo de los multiplicadores de Lagrange.

Procedimiento para aplicar el método de ios multiplicadores 
de Lagrange
Paso 1. Escriba el problema en la forma:

Maximizar (minimizar) f ( x ,  y) sujeto a g(x, y) = k.

?sí-o Resuelva simultáneamente las ecuaciones

f x(x, y ) = Ágx(x, y)
f y(x, y) = y)
g (x , y) =  k

;r a 3. Evalúe/en todos los puntos hallados en el paso 2. Si existe el máximo (mí- 
¡ nimo) requerido, será el máximo (mínimo) de estos valores.

Una justificación geométrica del método de multiplicadores se da al final de es
ta sección. En el Ejemplo 7.5.1, el método se usa para resolver el problema del ejem
plo 3.5.1 de la sección 3.5.

EJEMPLO I 7.5/1
El departamento de carreteras está planeando construir un área de merenderos para 
automovilistas a lo largo de una carretera principal. Debe ser rectangular con un área 
de 5 0 0 0  yardas cuadradas y debe estar cercado en los tres lados no adyacentes a la ca
rretera. ¿Cuál es la cantidad mínima de cercado que será necesaria para completar el 
trabajo?

Solución
Marque los lados del área de merenderos como se indica en la figura 7.22 y denote con 
/ la  cantidad de cercado requerida. Entonces,

/(* , y) = a- + 2y

El objetivo es minimizar/dado el requisito de que el área debe ser de 5 000 yardas cua
dradas; esto es, sujeto a la restricción

g (x7 y) =  xy = 5 000 

Encuentre las derivadas parciales

f* =  1 fy = 2 s.x = y 

y obtenga las tres ecuaciones de Lagrange

1 = A y  2 = \ x  y

De las ecuaciones primera y segunda se obtiene

1

y 8y = x

xy  = 5 000

\  =  
y

(como y  0  y x  ^  0 ), que implica que

1 2— = -  o sea
y x

2
X = -

x

x  =  2y
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2y2 = 5 000 o sea y  =  ±50

y use y =  50 en la ecuación x  =  2y  para obtener x  = 100. Por tanto, x  =  100 y y  =
50 son los valores que minimizan la función f ( x ,  y) = x  + 2y sujeta a la restricción 
x y  =  5 000. El área óptima de merenderos es 100 yardas de ancho (a lo largo de la 
carretera), y 50 yardas hacia atrás desde la carretera, y requiere 100 + 50 + 50 = 
2 0 0  yardas de cercado.

Ahora sustituya x  =  2y en la tercera ecuación de Lagrange para obtener

EJEMPLO I 7.5.2
Encuentre los valores máximo y mínimo de la función/Qc, y) = xy  sujeto a la restricción 
x 2 + y 2 = 8 .

Solución

Introduzca g(x, y) = x 2 + y 2 y use las derivadas parciales

f x = y f y = x gx = '¿* y g y = 2y
f

para obtener las tres ecuaciones de Lagrange

y  = 2 \x  x  = 2A y  y x 2 + y 2 = 8

Ni x ni y  pueden ser cero si estas tres ecuaciones se satisfacen (¿puede ver por qué?), por 
lo cual las primeras dos ecuaciones se pueden rescribir como

2 \  =  -  y 2X =  -
x  y

I y x ? 9lo cual implica que -  = -  o sea x  =  y
x  y

Ahora sustituya x 2 =  y 2 en la tercera ecuación y obtenga

2X2 = 8 o sea x  = ± 2

Si x  =  2, de la ecuación x 2 = y 2 se deduce que ̂  = 2 o ^ = —2. Del mismo modo, si x  
=  —2, se deduce que y =  2 o y  = —2. Por tanto, los cuatro puntos en los que se pueden 
alcanzar los extremos restringidos son (2, 2),(2, —2),(-2, 2) y (—2, -2 ). Dado que

/(2, 2) = / ( —2, -2 ) = 4 y /(2, -2 ) = /( -2 , 2) = -4
O ose deduce que cuando x r  +  y  =  8 , el valor máximo de/(x, y) es 4, que se alocanza 

en los puntos (2, 2) y (—2, —2), y el valor mínimo es -4, que se alcanza en (2, -2 ) 
y (-2 , 2).

Como práctica, compruebe estas respuestas resolviendo el problema de optimiza
ción usando los métodos del capítulo 3.

MOTA En los ejemplos 7.5.1 y 7.5.2, las primeras dos ecuaciones de Lagrange se 
usaron para eliminar la nueva variable X, y a continuación la expresión resultante 
que relaciona x y  y  fue sustituida en la ecuación de la restricción. Para la mayor par
te de los problemas de optimización con restricciones que el lector se encontrará, 
esta secuencia particular de pasos llevará con frecuencia rápidamente a la solución 
deseada, a
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Multiplicadores de 
Lagrange para 

funciones de tres 
variables

y

El método de los multiplicadores de Lagrange se puede extender a problemas de opti
mización con restricciones que involucran a funciones de más de dos variables y más de 
una restricción. Por ejemplo, para optimizar f ( x ,  y, z) sujeto a la restricción g{x, y, z) = 
k , se resuelve

fx  A£y f x A gy f z A gz y g k

A continuación veamos un ejemplo de un problema donde interviene esta clase de opti
mización con restricciones.

EJEMPLO I 7.5.3 "
Una caja de joyas ha de construirse de materiales que cuestan $1 por pulgada cuadrada 
para el fondo, $2 por pulgada cuadrada para los costados, y $5 por pulgada cuadrada pa- 
ra la tapa. Si el volumen total debe ser 96 pulg , ¿qué dimensiones minimizarán el cos
to total de construcción?

Solución
Sea x pulgadas la profundidad de la caja, y  el largo y z el ancho, donde x, y  y z son todas 
positivas, como se indica en la siguiente figura. Entonces el volumen de la caja es V =  
xyz y el costo total de construcción está dado por

C =  ly z  +  2(2xy + 2 xz) + 5 yz = 6yz + 4xy + 4xz

Fondo Costados Tapa

Se desea minimizar C = 6yz + 4,ry + 4xz sujeto a V  =  xyz =  96. Las ecuaciones de La
grange son

Cx = AV* o 4y +  4z =  Á(yz)

Cy =  A Vy o 6z + 4x =  A (xz)

Cz = \ V Z o 6y +  4x = A(xy)

y xyz =  96. Al despejar \  de cada una de las primeras tres ecuaciones, se obtiene

4y +  4z _  6z +  4x _  6y + 4x _
yz xz xy

Multiplicando por xyz cada una de estas expresiones, resulta

4xy + 4xz = 6yz + 4yx

4xy +  4xz =  6yz + 4xz

6yz + 4yx  = 6yz + 4xz

que pueden ser simplificadas si se cancelan términos comunes de ambos lados de cada 
ecuación para obtener

4xz =  6yz

4.xy — 6yz 

4yx =  4xz

Dividiendo entre z ambos lados de la primera ecuación, entre y ambos lados de la segun
da y entre x  ambos lados de la tercera, se obtiene

4x =  6y y 4x =  6z y 4y = 4z
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M axim ización  
de u na utilidad

de modo que y  = —x  y z = —x. Sustituyendo estos valores en la ecuación de la res

tricción xyz =  96, se encuentra primero que

V ' ) ( H = 9 6

4 ,- x 3 = 96
9

_3 _x  = 216 por lo cual x  = 6

2
y entonces y  =  z =  - ( 6 ) = 4

Por tanto, el costo mínimo se alcanza cuando la caja de joyas mide 6 pulgadas de pro
fundidad con una base cuadrada de 4 pulgadas por lado.

Una fu n c ió n  u tilid a d  U{x, y) mide la satisfacción total o u tilid a d  que un consumidor re
cibe por tener x  unidades de una mercancía en particular, y y  unidades de otra. El ejem
plo 7.5.4 ilustra la forma en que los multiplicadores de Lagrange pueden ser usados pa
ra determinar cuántas unidades de cada mercancía, debe comprar el consumidor para 
maximizar la utilidad, sin salirse de un presupuesto fijo.

EJEMPLO I 7.5.4

Un consumidor tiene $600 para gastar en dos mercancías, la primera de las cuales 
cuesta $20 por unidad y, la segunda, $30 por unidad. Suponga que la utilidad obteni
da por el consumidor con *  unidades de la primera mercancía y y  unidades de la se
gunda mercancía, está dada por la función de utilidad de Cobb-Douglas U (x, y) = 
10xa6y°'4. ¿Cuántas unidades de cada mercancía debe comprar el consumidor para 
maximizar la utilidad?

Solución

El costo total de comprar jc unidades de la primera mercancía a $20 por unidad, y y  uni
dades de la segunda mercancía a $30 por unidad, es 20x + 30y. Como el consumidor tie
ne sólo $600 para gastar, la meta es maximizar la utilidad U(x, y ) sujeta a la restricción 
presupuestal 20* 4- 30y =  600.

Las tres ecuaciones de Lagrange son

6 x - 0 A y 0 A  =  2 0 A  4 x 0 -6-y~0-6  =  30A y 20x + 30y =  600

De las primeras dos ecuaciones obtenemos

dv- 0-4/ - 4 _ 4x0V a 6  _

20 30 ^
9 x~ 0Ay 0A =  4jc0V °-6

4
9y =  4x o sea y =  —jc
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A signación  
de recursos

4 x
Sustituyendo y — —  en la tercera ecuación de Lagrange, resulta

20x + 3 0 ^ x j = 600 

( 1 0 0 '

de modo que

)x =  600

* = 1 8  y y = ^(18) = 8

Esto es, para maximizar la utilidad, el comprador debe comprar 18 unidades de la pri- 
mera mercancía y 8 unidades de la segunda.

FIGURA 7 .23  Restricción presupuestal y curva óptima de indiferencia

Recuerde de la sección 7.1 que las curvas de nivel de una función de utilidad se 
conocen como curvas de ind iferencia . En la figura 7.23 se ilustra una gráfica que 
muestra la relación entre la curva óptima de indiferencia U(x, y ) =  C, donde C = 
¿7(18, 8 ) y la restricción presupuestal 20.x 4- 30y  =  600.

Una clase importante de problemas en finanzas y economía comprende la determinación 
de una asignación óptima de recursos sujeta a una restricción sobre esos recursos. A 
continuación se muestra un ejemplo en el que las ventas se maximizan sujetas a una res
tricción del presupuesto.

EJEMPLO I 7.5.5

A un editor se le han asignado $60 000 para gastar en el desarrollo y promoción de un 
nuevo libro. Se estima que si a* miles de dólares se gastan en el desarrollo y y  miles en 
la promoción, se venderán aproximadamente f ( x ,  y) = 20x3/2y  ejemplares del libro. 
¿Cuánto dinero debe asignar el editor al desarrollo y cuánto a la promoción para maxi
mizar las ventas?
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Solución

La meta es maximizar la función/ (x ,  y) = 20x 3/2y  sujeta a la restricción g(x, ;y) = 60, 
donde g(x, y) = x  + y. Las ecuaciones de Lagrange correspondientes son

30x l/2y  = A 20x3/2 =  A y x  +  y  =  6 0

De las primeras dos ecuaciones resulta

3 0 x í/2y  = 20x3/2

Queda claro que el valor máximo de/no se alcanza cuando x = 0, por lo que se puede 
suponer que x  =£ 0 y se puede dividir ambos lados de esta ecuación entre 3 0 x 1/2 para ob
tener

Sustituyendo esta expresión en la tercera ecuación de Lagrange, se tiene

2  5x  -\— x = 60 o sea —x = 60
3 3

de donde se deduce que

x = 36 y y  =  |(36) = 24

Esto es, para maximizar las ventas, el editor debe gastar $36 000 en desarrollo y $24 000 
en promoción. Si se hace esto, se venderán aproximadamente/(36, 24) = 103 680 ejem
plares del libro.

En la figura 7.24 se ve una gráfica que muestra la relación entre la restricción 
presupuestal y la curva de nivel para ventas óptimas.

R elevan cia  del 
m u ltip lica d o r  

de L agrange k

Por lo general, la resolución de un problema de optimización con restricciones por el 
método de multiplicadores de Lagrange no requiere encontrar un valor numérico para el 
m u ltip lica d o r \  de Lagrange. No obstante, en algunos problemas se desea calcular X, 
que tiene esta útil representación.
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Por qué funciona 
el método de los 
multiplico dores 

de Lagrange

¡V]ultipiicador de Lagrange aa Suponga que M  es el valor máximo (o míni
mo) de/ ( . y, y), sujeto a la restricción g(A*, y ) =  k. El multiplicador de Lagrange A es la 
razón de cambio de M  con respecto a k. Esto es,

_ dMA. — ----
dk

Por tanto,

A ~ cambio que sufre M  por el aumento de 1 unidad en k

EJEMPLO I 7.5.6

Suponga que al editor del ejemplo 7.5.5 se le asignan $61 000 en lugar de $60 000 para 
gastar en el desarrollo y promoción del nuevo libro. Estime la forma en que los $1 000 
adicionales afectarán el máximo nivel de ventas.

Solución
En el ejemplo 7.5.5, para hallar el valor máximo M  de/(jc, y) = 20x3/2y sujeta a la res
tricción x: +  y  =  60, se resolvieron las tres ecuaciones de Lagrange

30x l/2y = A 20.r3/2 = A y x  +  y  = 60

obteniendo x  = 36 y y  = 24. El multiplicador A se puede hallar entonces sustituyendo 
estos valores de x  y y  en la primera o segunda ecuación de Lagrange. Con el uso de la 
segunda ecuación, se obtiene

A = 20(36)3/2 = 4 320

que significa que el máximo de ventas aumentará en aproximadamente 4 320 ejempla
res (de 103 680 a 108 000) si el presupuesto se aumenta en 1 unidad, de 60 a 61 mil dó
lares.

A pesar de que una explicación rigurosa de cómo funciona el método de los multiplica
dores de Lagrange contiene ideas avanzadas que están fuera del alcance de este texto, 
hay un argumento geométrico bastante sencillo que usted encontrará convincente. Es
te argumento depende del hecho de que para la curva de nivel F(x, y) = C, la pendiente 
en cada punto (x, y) está dada por

dx Fy

Este resultado es verdadero para cualquier curva de nivel de una función F  cuyas deri
vadas parciales existen (siempre que Fy ¥=■ 0). En el problema 48 se señala un ejemplo 
que justifica la fórmula.

A continuación, considere el problema de optimización con restricciones:

Maximizar f ( x ,  y) sujeto a g(x, y) = k

Geométricamente, esto significa que se debe hallar la curva de nivel más alta de/que 
corte a la curva de la restricción g(x, y) = k. Como lo sugiere la figura 7.25, la intersec
ción crítica se presentará en un punto donde la curva de restricción sea tangente a la cur
va de nivel; esto es, donde la pendiente de la curva de restricción g(x, y) =  k sea igual a 
la pendiente de la curva de nivel f ( x ,  y )=  C.
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FIGURA 7.25 Curvas de nivel creciente y la curva de restricción.

Curva de restricción: g(x, y )  = k

Dirección en la que aumenta C

Punto de tangencia

Curva i If ni' ti mas alia 

J\ y) = (. . que corta a 
la restricción

----------------x

De acuerdo con la fórmula indicada al principio de este análisis, se tiene 

Pendiente de la curva de la restricción =  Pendiente de la curva de nivel

_ f o  _  _ f x  

g y  f y

o, lo que es equivalente,

k  = k
g x  g y

Si se denota por X esta razón común, entonces

—  =  X y &  =  X
gx gy

de la cual se obtienen las primeras dos ecuaciones de Lagrange

A  = Ag, y fy  =  Agy 

La tercera ecuación de Lagrange

g(x, y) =  k

simplemente corresponde al hecho de que el punto de tangencia en realidad se encuen
tra sobre la curva de restricción.

P ROB L E MA S  7
En los problemas del 1 a l 16 use el método de los m ultip licadores de Lagrange para  h a lla r el extremo indicado. 
Se puede suponer que ta l extremo existe.

1. Encuentre el valor máximo d e /(x , y) = xy sujeto a 
la restricción x  + y =  1.

2. Encuentre los valores máximo y mínimo de la fun
ción f ( x ,  y) =  xy sujeto a la restricción x2 + y 2 = 1.

3. Sea f ( x ,  y) =  ,v2 +  y 2 . Encuentre el valor mínimo 
de f ( x ,  y) sujeto a la restricción xy =  1.

4. Sea / ( . y, y) = x 2 +  2y 2 — xy. Encuentre el valor mí
nimo d e /( ,Y , y) sujeto a la restricción 2x +  y  =  22.
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5. Encuentre el valor mínimo de/(„v, y) =  x 2 — y2 su
jeto a la restricción a2 +  y 1 = 4.

6. Sea /(a ,  y) =  8a2 — 24av +  y2. Encuentre los valo
res máximo y mínimo de la función /(a , y) sujeto a

O Ola restricción 8a +  y~ =  1.

7. Sea /(a , y) = x — y  “ -  2)’. Encuentre los valores 
máximo y mínimo de la función /(a , y) sujeto a la

9 9restricción a  +  y  =  1.

8. Encuentre el valor máximo d e /(a , y )=  Ay2 sujeto a 
la restricción a  +  y  =  1.

9. Sea f (x ,  y)=  2x2 + 4y2 -  3ay  -  2a -  23y +  3. En
cuentre el valor mínimo de la función /(a , y) sujeto 
a la restricción a  +  y  =  15.

10. Sea /(a ,  y )=  2x~ +  y“ +  2aj +  4a* +  2y +  7. En
cuentre el valor mínimo de la función /(a , y) sujeto 
a la restricción 4a2 +  4ay  = 1.

11. Encuentre los valores máximo y mínimo d e /(a , y)=  
exy sujeto a a2 +  y 2 =  4.

12. Encuentre el valor máximo de /(a ,  y )=  ln (Ay2) suje
to a 2a2 +  3y2 =  8 para a  >  0 y y  >  0.

13. Encuentre el valor máximo d e /(a , y, z) =  Ayz sujeto 
a a +  2y +  3z =  24, para a  >  0, y  ^  0, z >  0.

14. Encuentre los valores máximo y mínimo d e / ( A ,  y , z)
9 9=  a  +  3y — z sujeto a z =  2a“ +  y  .

15. S ea /(a , y, z )=  a  +  2y +  3z. Encuentre los valores 
máximo y mínimo de /(a , y, z) sujeto a la restricción 
a2 +  y2 +  z2 = 1 6 .

9 916. Encuentre el valor mínimo d e /(a , y, z )=  x  +  y  +  
z2 sujeto a 4a2 +  2y2 +  z2 =  4.

17. CQNS TR U C C 3 Ó N  Un agricultor desea cercar 
un terreno rectangular a lo largo de la orilla de un 
río. El área del terreno debe medir 3 200 metros 
cuadrados y no se necesita cercado a lo largo de la 
orilla del río. Encuentre las dimensiones del terreno 
que requerirá la cantidad mínima de cercado.

18. C O N ST R U C C IO N  Se cuenta con 320 metros de 
cercado para encerrar un campo rectangular. ¿Cómo 
debe usarse la cerca para que el área encerrada sea 
tan grande como sea posible?

19. EMPAQUE POSTAL De acuerdo con el regla
mento postal, el perímetro más la longitud de un pa
quete enviado por correo de cuarta clase no pueden 
exceder de 108 pulgadas. ¿Cuál es el máximo volu
men posible de un paquete rectangular con dos la
dos cuadrados que se puedan enviar por correo de 
cuarta clase? (Consulte la siguiente figura.)

20. E M P A Q U E  P O STAL De acuerdo con el regla
mento postal dado en el problema 19, ¿cuál es el 
máximo volumen de una lata cilindrica que se pue
da enviar por correo de cuarta clase? (Un cilindro 
de radio R y longitud H  tiene volumen i tR 2H .)

21. E M P A Q U E  Sabiendo que 12 onzas líquidas son 
aproximadamente 6.8971 pulgadas cúbicas, halle las 
dimensiones de la lata de refresco de 1 2  onzas que 
se puede construir usando la cantidad mínima de 
metal. (Recuerde que el volumen de un cilindro de 
radio R y altura H  es ttR 2H , y que un círculo de ra
dio R tiene área irR 2 y circunferencia 2ttR .)

2 2 . E M P A Q U E  Una lata cilindrica debe contener 
4 ir pulgadas cúbicas de jugo de naranja congelado. 
El costo por pulgada cuadrada para construir la 
tapa y el fondo de metal es el doble del costo por 
pulgada cuadrada para construir los lados de 
cartón. ¿Cuáles son las dimensiones de la lata 
menos costosa? (Vea la información de mediciones 
en el problema 2 1 .)

23. ASIGNACIÓN DE FONDOS Un fabricante 
tiene $ 8 0 0 0  para gastar en el desarrollo y promo
ción de un nuevo producto. Se estima que si a  miles 
de dólares se gastan en el desarrollo y y  miles de 
dólares se gastan en promoción, las ventas serán 
aproximadamente de / ( a , y) =  50x l/2y 3/2 unidades. 
¿Cuánto dinero debe asignar el fabricante a desarro
llo y cuánto a promoción para maximizar ventas?
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24. ASIGNACIÓN DE FONDOS Si se gastan x 
miles de dólares en mano de obra y se gastan y  mi
les de dólares en equipo, la producción de cierta fá
brica será Q(x, >0 = 60a1/3v2/3 unidades. Si se 
dispone de $ 1 2 0  0 0 0 , ¿cuánto debe asignarse a ma
no de obra y cuánto a equipo para generar la máxi
ma producción posible?

25. ANÁLISIS MARGINAL Utilice el multiplica
dor de Lagrange, X, para estimar el cambio que se 
producirá en el máximo de producción de la fábrica 
del problema 24, si el dinero disponible para mano 
de obra y equipo aumenta en $1 0 0 0 .

26. ÁREA SUPERFICIAL DEL CUERPO 
HUMANO Recuerde del problema 35 de la sec
ción 7.1 que una fórmula empírica para hallar el 
área de la superficie corporal de una persona es

5(IV, H ) = 0.0012W OA15H 0J25 

donde W  (kg) es el peso de la persona y H  (cm) es 
su estatura. Suponga que por un corto tiempo, el pe
so de María se ajusta a medida que ella crece, de 
modo que W +  H  =  160. Con esta restricción, ¿qué 
estatura y peso maximizan el área de la superficie 
corporal de María?

En los problemas 27 y 28 necesitará saber que un 
c ilind ro  cerrado de rad io  R y long itud  L  tiene vo lu 
men V =  ttR 2L  y área supeificial S =  I t tR L  4- 2 ttR 2. 
E l volumen de una semisesfera de rad io  R es

2 3 2
V = - 7tR y su área superfic ia l es S =  2 ttR~.

27. MICROBIOLOGÍA Una bacteria tiene forma de 
barra cilindrica. Si el volumen de la bacteria es fijo, 
¿qué relación entre el radio R y la longitud H  co
rresponde al área superficial mínima ?

O
Radio R

L  ■>
H

PROBLEMA 27
w

PROBLEMA 28

28. MICROBIOLOGÍA Una bacteria tiene forma de 
barra cilindrica con dos “ tapas” semiesféricas en los 
extremos. Si el volumen de la bacteria es fijo, ¿qué 
relación se debe cumplir entre su radio R y su longi
tud L  para que su área superficial sea mínima?

29. ÓPTICA En óptica, la fórmula de una lente del
gada dice que la longitud focal L  de una lente delga-

30.

da está relacionada con la distancia da desde el ob
jeto, y la distancia d¡ desde la imagen, por la ecua
ción

J_ 1 - 1
d  o d ¡  Lj

Si L  permanece constante cuando d0 y d¡ varían, 
¿cuál es la máxima distancia posible, s = d0 + dh 
entre el objeto y la imagen?
CONSTRUCCIÓN Se construye una caja para 
joyas con compartimientos, como se muestra en la 
figura siguiente. Si el volumen debe ser de 800 cm3, 
¿qué dimensiones debe tener la caja para minimizar 
su área superficial total (tapa, fondo, costados y 
divisiones interiores)? Nótese que no se ha dicho 
nada acerca de dónde situar las divisiones. ¿Tiene 
esto importancia?

Vista superior

31.

32.

CONSTRUCCIÓN Suponga que la caja para jo
yas del problema 30 se diseña de modo que el mate
rial de la tapa cuesta el doble que el material del 
fondo y de los costados, y tres veces más que el ma
terial de las divisiones interiores. Encuentre las di
mensiones que minimizan el costo total de construir 
la caja.
RELATO DE ESPÍAS Habiéndose desecho de 
los pistoleros de Scélérat (problema 34 de la sección
6.2), el espía va en busca del líder de ellos. Entra a 
un cuarto y la puerta se cierra de pronto tras él. De 
inmediato, empieza a sentir calor y, demasiado tar
de, se entera que está atrapado dentro de la temida 
sala del asadero de Scélérat. Buscando desesperada
mente un modo de salvarse, observa que el cuarto 
tiene la forma del círculo a 2 +  y2 =  60 y que él está 
de pie en el centro (0, 0). Presiona el botón de su re
loj de pulsera especial para detectar calor y ve que 
la temperatura en cada punto (x, v) del cuarto está 
dada por

T(x, y) = x 2 + y 1 + 3xy + 5a* + \5 y  +  130 
Del reporte de un informante, él sabe que en algún lu
gar en las paredes de este cuarto hay una trampa que 
lleva a las afueras del castillo, y piensa que debe estar 
situada en el punto más fresco. ¿En dónde está? ¿Qué 
tan fresco estará el espía cuando llegue ahí?
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FÍSICA DE PARTÍCULAS Una partícula de 
masa m en una caja rectangular con dimensiones x, 
y  y z tiene energía fundamental

1 1 1
E (x ,y ,z )  =  — l z ¿ .

8m \ x  y  z j  
donde k es una constante física. En el problema 29,
sección 7.3, se pidió minimizar la energía funda
mental sujeta a la restricción de volumen fijo V0 =  
xyz usando una sustitución. Resuelva el mismo pro
blema de optimización con restricciones usando el 
método de los multiplicadores de Lagrange.

3 4 . CONSTRUCCIÓN Se debe construir un edificio 
rectangular con un material para el techo que cuesta 
$31 por pie cuadrado, otro material para los costa
dos y la parte trasera que cuesta $27 por pie cuadra
do, mientras que el revestimiento y el vidrio 
empleado en la construcción del frente cuestan $ 5 5  

por pie cuadrado. Si el edificio debe tener un volu
men de 16 0 0 0  pies cúbicos, ¿qué dimensiones mi
nimizan el costo total de construcción?

3 5 . CONSTRUCCIÓN Se va a construir un coberti
zo para bodega con material que cuesta $15 por pie 
cuadrado para el techo, $ 1 2  por pie cuadrado para 
los dos costados y la parte trasera, y $ 2 0  por pie 
cuadrado para el frente. ¿Cuáles son las dimensio
nes del cobertizo más grande (en volumen) que pue
de construirse con $ 8  0 0 0 ?

36. ASIGNACIÓN DE FONDOS Un fabricante está 
planeando vender un nuevo producto al precio de 
$150 por unidad, y estima que si jc miles de dólares se 
gastan en desarrollo y y  miles de dólares en promo
ción, se venderán aproximadamente
320y  160x---------1--------- unidades del producto. El costo

y  4- 2 x  ■+■ 4
de manufacturar el producto es $50 por unidad. Si el 
fabricante tiene un total de $ 8  0 0 0  para gastar en de
sarrollo y promoción, ¿cómo debe asignarse este di
nero para generar la máxima utilidad posible? 
[Sugerencia: Utilidad = (número de unidades)(Pre
cio por unidad — costo por unidad) — cantidad gas
tada en desarrollo y producción.]

37. ANÁLISIS MARGINAL Suponga que el fabri
cante del problema 36 decide gastar $ 8  100 en lugar 
de $ 8  0 0 0  en el desarrollo y promoción del nuevo 
producto. Use el multiplicador de Lagrange, X, para 
estimar la forma en que este cambio afectará la má
xima utilidad jposible.

38. ASIGNACION DE FONDOS NO 
RESTRINGIDOS
a) Si el fabricante del problema 36 dispone de fon

dos ilimitados, ¿cuánto debe gastar en desarrollo 
y cuánto en promoción para generar la máxima 
utilidad posible?
[Sugerencia: Use los métodos de la sección 7.3.]

b) Suponga que el problema de asignación de fon
dos del inciso a) se resuelve por el método de 
los multiplicadores de Lagrange. ¿Cuál es el va
lor de 1 que corresponde al presupuesto óptimo? 
Interprete su respuesta en términos de dM Idk.

c) Su respuesta al inciso b) debe sugerir otro méto
do para resolver el problema del inciso a). Re
suelva el problema con el uso de este nuevo 
método.

39. UTILIDAD Un consumidor tiene $280 para gas
tar en dos mercancías, la primera de las cuales cues
ta $2 por unidad y la segunda $5 por unidad. 
Suponga que la utilidad obtenida por el consumidor 
por x  unidades de la primera mercancía, y y  unida
des de la segunda, está dada por
U (x, y ) =  lOOx0-25/ - 75.
a) ¿Cuántas unidades de cada mercancía debe com

prar el consumidor para maximizar la utilidad?
b) Calcule el multiplicador de Lagrange, X, e in

terprételo en términos económicos. (En el con
texto de maximizar la utilidad, X se llama 
utilidad marginal del dinero.)

40. U I ILÍDAD Un consumidor tiene k dólares para 
gastar en dos mercancías, la primera de las cuales 
cuesta a dólares por unidad y la segunda cuesta b 
dólares por unidad. Suponga que la utilidad obteni
da por el consumidor por unidades de la primera 
mercancía, y y  unidades de la segunda mercancía, 
está dada por la función de utilidad de Cobb-Dou- 
glas UQc, y) = x ay ^ , donde 0 < a < l y a  + p =  1. 
Demuestre que la utilidad se maximiza cuando

ka  k/3
x  = —  y y = — .

a b

41. En el problema 40, ¿cómo cambia la utilidad máxi
ma si k se aumenta en 1 dólar?

En los problem as del 42 a l 44, sea Q{x, y) una func ión  
de producción, donde x  y y  representan unidades de 
mano de obra y  cap ita l, respectivamente. Si los costos 
un ita rios  de mano de obra y  cap ita l están dados p o r p  
y q, respectivamente, entonces px  + qy representa el 
costo to ta l de producción.

42. COSTO M ÍNIM O  Use los multiplicadores de 
Lagrange para demostrar que, sujeto a un nivel fijo 
de producción c\ el costo total se minimiza cuando

0 *  -  O í  y

p  q

siempre que Qx y Qy no sean cero simultáneamente y 
p  t* 0 y q #  0. (Con frecuencia, esto se conoce como 
el problema del costo mínimo, y su solución se lla
ma costo mínimo de la combinación de insumos.)

Q(x, y) = c

  www.FreeLibros.com



558 CAPÍTULO 7 Calculo de varias variables 7-64

con p x  + qy = k

43. PRESUPUESTO FIJO Demuestre que las entradas 
x  y y , que maximizan el nivel de producción Q(x, y), su
jetas a un costo fijo k satisfacen

Q x = Qy

p  q
(Suponga que ni p  ni q son 0.) Esto se llama proble
ma con presupuesto fijo.

44. COSTO MÍNIMO Demuestre que, sujeto al ni
vel fijo de producción A xay ¡3 =  k, donde k es una 
constante y a  y /3 son positivas con a  + ¡3 = 1, la 
función de costo conjunto C(x, y) = px  +  qy se mini
miza cuando

k (
x  =  - ‘

aq
, y  =

k_((3¿

45.

1

46.

47. ANÁLISIS MARGINAL Sea P(K, L ) una fun
ción de producción, donde K  y L  representan el ca
pital y la fuerza laboral requeridos para cierto 
procedimiento de manufactura. Suponga que se de
sea maximizar P (K , L ), sujeta a una restricción de 
costo, C(K, L ) =  A , para A  constante. Use el método 
de los multiplicadores de Lagrange para demostrar 
que la producción óptima se logra cuando 

dP dP

A \P p  j  A \a q  )

Use los multiplicadores de Lagrange para hallar los 
posibles puntos máximo o mínimo en la parte de la 
superficie z = x  — y  para la cual y  = x5 + x  — 2. A 
continuación utilice su calculadora para trazar la cur- 
va y = x5 + x  — 2 y las curvas de nivel a la superfi
cie/(x, y )=  x  — y, y demuestre que los puntos que 
acaba de hallar no representan máximos o mínimos 
relativos. ¿Qué concluye de esta observación? 
MANEJO DE DESECHOS PELIGROSOS Un 
estudio realizado en un sitio para tirar desechos deja 
ver la contaminación del suelo en una región que se 
puede describir, aproximadamente, como el interior 
de la elipse

2 2

^  + ^ = i
4 9

donde x y  y  están en millas. El administrador del si
tio planea colocar una cerca circular que contenga 
todo el territorio contaminado.
a) Si la oficina en el sitio está en el punto S( 1,1), 

¿cuál es el radio del círculo más pequeño con 
centro en S que contiene toda la región contami- 
nada? [Sugerencia: La función/(x, y) = (x — l) -

■o

+ (y — 1) mide el cuadrado de la distancia des
de 5(1, 1) al punto P{x, y). El radio requerido se 
puede hallar maximizando/(x, y), sujeta a cierta 
restricción.]

b) Lea un artículo sobre el manejo de desechos y 
escriba un párrafo sobre la forma en que las ad
ministraciones toman decisiones con respecto a 
rellenos y otros basureros. 12

BK

d C

8K

dL

d C

dL

esto es, cuando la razón entre la producción margi
nal del capital y el costo marginal del capital es 
igual a la razón entre la producción marginal del tra
bajo y el costo marginal del trabajo.

48. Sea F {x , y) =  x2 + 2xy — y 2.

a) Si F(x, y) = k para constante k, use el método de 
derivación implícita desarrollado en el capítulo 2

dy
para hallar —.

dx

b) Encuentre las derivadas parciales Fx y Fy y veri
fique que

dy = _ F ¿  
dx Fy

49. Repita el problema 48 para la función

F(x, y) =  xexy + -  + x ln (x + y) 
x

n los problemas del 50 a l 53 use el método de los 
m ultip licadores de Lagrange pa ra  h a lla r el máximo o 
el m ínimo indicado. Necesitará usar la instrucción de 
graficación o la  func ión  resolver de su calculadora.

50. Maximice/(x, y) =  ex+y — x  ln í -  ) sujeta a 
x + y = 4.

51. Minimice/(x, y) = ln (x + 2y) sujeta axy + y  = 5.

1 3  1 .52. Minimice/(x, y) = — H------ 1— r sujeta a
, o  n  x ~ ^  r  x + 2y = 7.

2_ o
53. Maximice/(x, y) = xe' y sujeta a x" + 2y =1.

12 Un excelente caso práctico se puede hallar en M. D. LaGrega, P. L. 
Buckingham y J. C. Evans, H aza rd o u s W aste M a n a g em en t, McGraw- 
H ill, Inc., Nueva York, 1994, pp. 946-955.
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Esta sección trata sobre integrales definidas de funciones de dos variables, que se co
nocen como integrales dobles. Recuerde que la integral de una función f ( x )  sobre un

rhintervalo a ^  a* ^  b es denotada por I f ( x ) dx, y la notación análoga para la integral
Ja

doble de f { x ,  y) sobre la región R es J J  f ( x ,  y) dA.

En ios capítulos 5 y 6 , se integró una función de una variable inviniendo el pro
ceso de derivación. Aquí se usará un proceso semejante para evaluar integrales do
bles. Sin embargo, como en la integración de f ( x ,  y ) intervienen dos variables, esta 
integración se realizará manteniendo fija una variable e integrando con respecto a la 
otra.

Por ejemplo, para calcular la integral parcial J xy dx se. integra con respecto a 

jc, usando el teorema fundamental de cálculo, manteniendo y  constante:

J ^ x y 2dx =  j x 2y 2
x =  2

x — 1

2,.2(2 Yy
2,.2

Análogamente, para evaluar J xy2dy, se integra con respecto a y, mantenien
do x  constante:

x y 2dy =  x \ p -
1

l

y=l

y = -  1
2
—x
3

En general, la integración parcial de una función f ( x ,  >>) con respecto a x  da 
como resultado una función sólo de y, que se puede integrar entonces como fun
ción de una sola variable, produciendo así lo que llamamos una integral iterada/ f ( x ,  y )d x dy. Del mismo modo, la integral iterada f ( x ,  y )d y dx se obtie

ne integrando primero con respecto a y, manteniendo x  constante, y luego con res 
pecto a x. Regresando a nuestro ejemplo, se tiene

y= i

y= — 1
= 1

«/>d y )  ¿v = f  ¡ x d x  = i , 2

.v=  2

= 1

,t= 1

En este ejemplo, las dos integrales iteradas tienen el mismo valor. Se puede su
poner que esto será verdadero para todas las integrales iteradas consideradas en este 
texto. La integral doble de f (x ,  y) sobre una región rectangular en el plano xy tiene la 
siguiente definición, en términos de integrales iteradas.
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La integral doble sobre una región rectangular e La integral doble 

J  j  f { x , y) ¿¿A sobre la región rectangular mostrada en esta gráfica

R: a <  x  <  b, c <  y  <  d

ik

• l7 J

“  A

i

está dada por el valor común de las dos integrales iteradas

r a
/ 0 \  y)dy dx y 

y)dA

ÍTÍf ( x , y )d x dy; esto es, 

b

J J  f(x*y)dA  = J  f ( x ,y )d y  dx =  J  J  /(-X, ¿y

El ejemplo 7.6.1 ilustra el cálculo de esta clase de integrales dobles.

EJEMPLO 7.6.1

Evalúe la integral doble

Í L
xe -y dA

donde R es la región rectangular —2 < x < 1, 0 <  y < 5 usando:

a) primero integración respecto a x

b) primero integración respecto a y

Solución

a) Integrando primero respecto a x:

j í — - r ( M *

í.

A = 1

v =  - 2

-rn ¿fy

=  - 5 ( - o
> = 5

>• = 0
=  | ( e - ,  _  1}
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b) Integrando primero con respecto a y, resulta

IR
xe yd y ^d x

= J  x ( - e  y)
y=5 n

dx = [—.
y = 0 J ~2

x(e 5 -  e °)]d x

1
- { e ~ 5 - l ) l j x 2

x =  1

x =  —2

1 . - 5  1 \ r / i \ 2  _  / n\2i  _  ^  , - 5= -  i ) [ d r  -  ( - 2 ) 1  = -(« ->  - 1)

En el ejemplo 7.6.1, no hubo diferencia en el orden de integración. Los cálculos no só
lo dan el mismo resultado, sino que las integraciones son en esencia del mismo nivel 
de dificultad. Sin embargo, a veces el orden sí es importante, como se ilustra en el 
ejemplo 7.6.2.

EJEMPLO 7 .6.2

Evalúe la integral doble

xexydA
Ir

donde R es la región rectangular 0 < x < 2 ,  0 ^ _ y ^  1.

Solución

Si se evalúa la integral en el orden

será necesario usar integración por partes para la integración interior:

u — x  dv =  exydx

du = dx
1

y
v =  -e**

xexy dx = ~exy
lo y

x  = 2
1

X 1

=  ( y - ? ' e

-  - e ^ 'd x  
x=o Jo y

x  — 2 / « - 1

,r = 0

Entonces la integración exterior se convierte en
•i

l  \y  y ) y j
dy

¿Ahora qué? ¿Tiene alguna idea?
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Por otra parte, si se integra primero respecto a y, ambos cálculos son fáciles:

2X<?̂
Í U ^ r ' j o  *

y=l

dx
y =  0

= l (ex -  1 )d x  = (ex -  x) 
Jo

x = 2

x = 0

=  (e2 -  2) -  eu = -  3

integrales dobles En cada uno de los ejemplos precedentes, la región de integración es un rectángulo, pe
sebre” regiones no r0  también se pueden definir integrales dobles sobre regiones no rectangulares. Sin em

bargo, antes de hacerlo, vamos a introducir un procedimiento eficiente para describir re
giones como ésta en términos de desigualdades.

rectangulares

Secciones transversales 
verticales

La región R que se ilustra en la figura 7.26 está limitada abajo por la curva y = gi(x), 
arriba por la curva y =  g2(x), y en los costados por las rectas verticales x  =  a y x  =  b. 
Esta región se puede describir con las desigualdades

R: a <  x <  b, g 1 (x) <  y  <  g2(x)

La primera desigualdad especifica el intervalo en el que se debe encontrar x, mientras 
que la segunda indica los límites inferior y superior de la sección transversal vertical de 
R para cada una de las x  de este intervalo. En palabras:

R es la  región ta l que pa ra  cada x  entre a y  b, y  varía de a gaCO-

Este método para describir una región se ilustra en el ejemplo 7.6.3.

RGlJiRA 7 .2 6  Secciones transversales verticales. La región

R\ a <  x  <  b, g x {x) <  y  <  g 2 (x)

EJEMPLO- 7 ^ 3
Sea R la región limitada por la curva y  =  x 2 y la recta y  = 2x. Use desigualdades para 
describir R en términos de sus secciones transversales verticales.
Solución

Comience dibujando la curva y la recta, como se muestra en la figura 7.27. Identifique 
la región R , y para tener una referencia, trace una sección transversal vertical. Resuelva 
las ecuaciones y  = x2 y y  = 2x simultáneamente para hallar los puntos de intersección, 
(0,0) y (2,4). Observe que en la región R , la variable x toma todos los valores desde x = 
0  hasta x = 2 y que para cada uno de estos valores de x, la sección transversal vertical 
está limitada abajo por y =  x2 y arriba por y = 2x. Por tanto, R puede ser descrita por las 
desigualdades
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EXPLORE!
Grafique la región sobre la cual 
la integral doble del ejemplo 
7.6.3 está siendo evaluada. In
troduzca y = x2 e n Y1 y y = 2x 
en Y2 del editor de ecuaciones 
y grafique usando la pantalla 
[-0.15,2.211 por [-0.5,4.5]1. 
Use la función TRACE o la fun
ción de cálculo de interseccio
nes de su calculadora para lo
calizar los puntos de intersec
ción de Y1 y Y2. Use la función 
de recta vertical de su calcula
dora para exhibir las secciones 
transversales verticales sobre las 
que se realizará la integración.

Secciones transversales 
horizontales

FfU’íJRÁ f  Región R entre y = x2, y y =  2x descrita por las secciones transversales 
verticales como R: 0 ^  * :< 2, x ^  y <  2x.

La región R de la figura 7.28 está limitada a la izquierda por la curva jc = h x(y), a la de
recha por x  = h2(y ), abajo por la recta horizontal y =  c, y arriba porjy = d. Esta región 
puede ser descrita por el par de desigualdades

R: c <  y  <  d, h x(y ) < x <  h2(y )

La primera desigualdad especifica el intervalo en el que se halla y , y la segunda indica 
los límites izquierdo (“ trasero”) y derecho (“delantero”) de una sección transversal ho
rizontal. En palabras:

R es la  región ta l que p a ra  cada y  entre c y  d, 
x  varía  de h \(y ) a h2(y).

Este método de descripción está ilustrado en el ejemplo 7.6.4 para la misma región des
crita en el ejemplo 7.6.3 usando secciones transversales verticales.

y

FfGURA 7.28 Secciones transversales horizontales: La región

R: c <  y < d t hi(y) <  a <  h2(y)

EJEMPLO 7.6.4

Describa la región R limitada por la curva y =  x 2 y la recta y =  2x en términos de des
igualdades usando secciones transversales horizontales.
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Solución
Igual que en el ejemplo 7.6.3, dibuje la región y encuentre los puntos de intersección de 
la recta y la curva, pero esta vez trace una sección transversal horizontal (Figura 7.29).

En la región R , la variable y  toma todos los valores desde y =  0 hasta y =  4. Para cada 
uno de estos valores de y , la sección transversal horizontal se extiende de la recta y =  2x, 
a la izquierda, a la curva y  = x2, a la derecha. Como la ecuación de la recta se puede

rescribir como jc = —y  y la ecuación de la curva como jc = Vy, las desigualdades que
2

describen R en términos de sus secciones transversales horizontales son

0 <  y < 4 y iy  < x <  Vy

X

FIGURA 7.29 Región R  entre y  =  jc2 y y  =  2x descrita mediante secciones transversales 
horizontales como R : 0  ^  y  ^  4 ,  \ y  <  x  ^  V y .

Para evaluar una integral doble sobre una región R descrita mediante secciones 
ya sean verticales u horizontales, se usa una integral iterada cuyos límites de integra
ción provienen de las desigualdades que describen la región. A continuación se da una 
descripción precisa de cómo se determinan los límites de integración.

Límites de integración para integrales dobles a Si i? puede ser des
crita por las desigualdades

a < x < b  y § i (jc) < y < g2(x)

entonces
fb  r g2(x)

/ ( jc, y) dA = /(* , y) dy dx

R
la J g  |(.v)

Si R puede ser descrita por las desigualdades

c < y  < d y h i(y )  <  x <  h2(y)

entonces

f d  Ch2{y)

f ( x ,  y) dA = / ( x ,  y) dx dy

R
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EJEM PLO  7 .6 .5

Sea / la integral doble

/  = í  [  y 2exyd x d y  
Jo Jo

a) Dibuje la región de integración y rescriba la integral con el orden de integración 
invertido.

b) Evalúe /  usando cualquiera de los órdenes de integración.

Solución

a) Al comparar /  con la forma general para el orden dx dy, se ve que la región de 
integración es

R: 0 <  >> <  1 , 0 <  x <  ;y
límites exteriores límites interiores 

de integración de integración

Por tanto, si y  es un número en el intervalo 0 ^  y  ^  1, la sección transversal horizontal 
de R en y  va de x  = 0, a la izquierda, hasta x  = y  a la derecha. La región es el triángulo 
que se muestra en la figura 1.30a. Como se ve en la figura 1.30b, la misma región R pue
de ser descrita tomando secciones transversales verticales para cada número x  en el in
tervalo 0 ^  y  ^  1. Éstas quedarán limitadas abajo por y =  x , y  arriba por y  = 1. Expre
sado en términos de desigualdades, esto significa que

R: 0 <  *  <  1 , * < ) > <  1

de modo que la integral también se puede escribir como

I ~  J  J  y 2eXy dy dx

O)

y)

Secciones transversales horizontales b) Secciones transversales verticales
R : 0 ^ y < l t 0 ^ x < y  /?: 0 < x < 1, .v < >- < 1

FIGURA 7.30 Región de integración para / = í  f  y 2exy dxdy.
Jo Jo

b) A continuación se muestra la evaluación de /  usando el orden de integración da
do. Para practicar, calcule /  invirtiendo el orden de integración.
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Aplicaciones

El área de una  
región del plano

y
i

y = giW

y = 8iW
H------------ 1—► a
a  b

FIGURA 7.31 Área de

R

1 fy
y~e'xy dx dy =  I I yexy

x=y>

x = 0J f
1

dy desde | exy dx — -  exy

= Cy*? -  y) dy
Jo

A continuación, se verán unas cuantas aplicaciones de las integrales dobles, todas las 
cuales son generalizaciones de aplicaciones conocidas de integrales definidas de funcio
nes de una variable. Específicamente, se muestra la forma en que la integración doble se 
puede usar para calcular área, volumen y valor promedio.

El área de la región R del plano xy  se puede calcular como la integral doble sobre R de 
la función constantef íx ,  y ) =  1.

Fórmula de área e3 El área de una región R en el plano xy está dada por la fór-
; muía

Área de R = I 1 1 dA 
J J

R

Para tener idea de por qué se cumple la fórmula del área, considere la región ele
mental R que se ve en la figura 7.31, que está limitada arriba por la curva y =  g2(x) 
y abajo por la curva y  =  g \(x ), y que se extiende de x  =  a hasta x  = b.

De acuerdo con la fórmula de integral doble para área,

Área de R = f  f  1 dA

R
n g2(x)

1 dy dx

j. iW

=_[ [y \y, Z ^ ] d x

= lg i(x )  -  g i( x ) ]d x  
Ja

que es precisamente la fórmula para el área entre dos curvas que se vio en la sección
5.4. A continuación se muestra un ejemplo que ilustra el uso de la fórmula del área.

EJEMPLO 7.6.6

Encuentre el área de la región R limitada por las curvas y  = x3 y y =  x1.
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EXPLORE!
Encuentre el área de la región 
R usando la función de integra
ción numérica de su calculado
ra para evaluar

i :
(x2 -  x3) dx. Explique por

qué esto da la misma respues
ta que el método empleado en 
la solución del ejemplo 7.6.6.

S o lu c ió n

La región se muestra en la figura 7.32. Usando la fórmula del área, se obtiene

Área de R = J  J 1 dA = J  J  1 dy dx

R
■i y = x z

>=x>
dx

= (x2 — x3) dx
Jo

3 1 4

3 *  ~ 4 X

12

FBGURA 7.32 Región limitada por y =  x2 y y =  x3.

Volumen como una Recuerde de la sección 5.3 que la región bajo la curva y  =/(x) sobre un intervalo
integral doble a ^  x < b, donde f ( x )  es continua y /(x) ^  0, tiene área dada por la integral definida

[ b^  ~  f (x) dx. Un argumento análogo para una función continua, no negativa, de dos 

variables/(x, y), da la fórmula para volumen como una integral doble.

V olum en corno una in te g ra l d o b le  a Si f i x ,  y ) es continua y/(x, y) >  0 
en la región rectangular R , entonces la región sólida bajo la superficie z = f ( x ,  y ) y 
sobre la región R tiene volumen dado por

V = J J /(x , y) dA

R
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Valor promedio de una 
función f ( x ,  y )

EJEMPLO 7,6.7
Una biomasa cubre el fondo triangular de un recipiente con vértices (0,0), (6 ,0) y (3, 3)

a una profundidad h {x , y) =  -— en cada punto (x, y) de la región, donde todas las 

dimensiones son en centímetros. ¿Cuál es el volumen total de la biomasa?

Solución r  -

El volumen está dado por la integral doble V =  K x > y) dA, donde R es la región

triangular R mostrada en la figura 7.33. Nótese que esta región está limitada por el 
eje x (y = 0 ), y por las rectas x  =  y  y x  + y  = 6 , de modo que se puede describir 
como

R : 0 < y < 3 , y < x < 6 - y  

Por tanto, el volumen de la biomasa está dado por

V = f  f  y - ^ — d x d y
10 Jy y  + 2

'3 1 ( x 2

lo y +  2 \  2

6- y
dy

— í -----------[(6 — v)2 — y 2] dy =  f ------------[36 — 12 ]̂ dy
Jo 2 (y  + 2) ^  y y  Jo 2(y + 2) ^  ^

f 3 / 60 \
— I — 6 + ------- 7 dy dividiendo —I2v + 36 entre 2v + 4Jo \2̂  + 4;
= — 63  ̂+ 30 ln |2y  + 4| Q

= [-6(3) + 30 ln(2(3) + 4)] -  [-6(0) + 30 ln(0 + 4)]

*  9.489
o

Se concluye que el volumen de la biomasa es aproximadamente 9.5 cm .

FÍGURA 7.33 Volumen de una biomasa

En la sección 5.4 vimos que el valor promedio de una función/(.r) sobre un intervalo 
a <  x < b está dado por la fórmula integral

VP =
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Esto es, para hallar el valor promedio de una función de una variable sobre un interva
lo, se integra la función sobre el intervalo y se divide entre la longitud del intervalo. El 
procedimiento para dos variables es semejante. En particular, para hallar el valor prome
dio de una función de dos variables/(x, y) sobre una región rectangular/?, se integra la 
función sobre R y se divide entre el área de R.

F órm u la  d©f v a lo r p ro m e d io  □ El valor promedio de la función f ( x ,  y) so
bre la región rectangular R está dado por la fórmula

VP = Z---- \ f t x , y ) d Aarea de R L  ■

EJEM PLO  7 .6 .8

En cierta fábrica, la producción la proporciona la función de producción de Cobb-Dou- 
glas

Q (K, L ) = 50K 3/5L 2/s

donde K  es la inversión de capital en unidades de $ 1 000 y L  es el tamaño de la fuerza 
laboral medida en horas-trabajador. Suponga que la inversión mensual de capital varía 
entre $10 000 y $12 000, mientras que la fuerza laboral mensual varía entre 2 800 y
3 200 horas-trabajador. Encuentre la producción promedio mensual para la fábrica.

Solución
Es razonable estimar la producción promedio mensual a través del valor promedio de 
Q (K , L ) sobre la región rectangular R\ 10 ^  ^  12, 2 800 < L < 3 200. La región tie
ne área

A = área de R =  (12 -  10) X (3 200 -  2 800)
= 800

de modo que la producción promedio es 

VP = —  f  f  5 0 K 3/sL 2/5dA800 J Jk
! r 3 ,2 0 0  /  r  12 \

= ----  50K 3/5L 2/5d K }  dL
800 j 2>8oo \ J i o  /

1 f 3 ,200  / r

50 L 2,5\ - K * /5
800 J2,800

K = 1 2

dL
K =  10

L  =  3 200

L  =  2  800

= J _  (50)/lV .-V l2 8/5 -  108/5)[(3 200)7/s -  (2 800)7/5]
800 \8 /\7 /

=  5 181.23

Por lo tanto, la producción promedio mensual es aproximadamente de 5 181 unidades.
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Evalúe estas integrales dobles.

1 /  /i x 2 y d x d y 2* /, /  x 2 y d y d x

r in  2 ro p  r i

3. J J 2xey dxdy  4. J J (* + 2y) ¿fy dx

s -  6 ’ í í x2e" d y d x

7. a:
'3 f2

x2y dydx  8. J f y V T ^ f d x d y

9‘ IJ, 10‘ I L  { l  +  y ) d y d x

'4 fVx f l f5
11. x 2y d y d x  12. y V 1 -  y 2 d x d y

Jo Jo Jo Ji

13. Í  [  (2 x  +  y) dx dy 14. í  í  2xy úfy ¿íx
lo Jy-1 Jo J.x2

‘ 1 r2.v
15. í  í  ¿fy dx 16.

Jo Jo

v—.rc
10 Jx

ey x dy dx

n ln.x r3 rV io-v2
xy dy dx 1 8 . xy dx dy

) Jo Jy2/4

En los problemas del 19 a l 24 use desigualdades pa ra  describ ir R en térm inos de sus secciones transversales ve rti
cales y  horizontales.

1 9 . R es la región limitada por y = x 2 y y  =  3x.

2 0 . R es la región limitada por y  = Vjc y y =  x 2.

2 1 . R es el rectángulo con vértices (—1, 1), (2, 1), (2, 2) y (— 1, 2).
2 2 . R es el triángulo con vértices (1, 0), (1 , 1), y (2, 0).
2 3 . R es la región limitada por y = ln x, y  =  0, y x  — e.

2 4 . R es la región limitada por y — e*, y =  2, y x  =  0.

En los problemas del 25 a l 36 evalúe la  in tegra l doble dada pa ra  la  región R indicada.

2 5 . J  j 3xy2 dA, donde R es el rectángulo limitado por las rectas x  =  —\ , x  =  2 , y =  — 1, y y  = 0 .

R

2 6 . J  J ( x  + 2y) dA, donde R es el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 2).
R

2 7 . J  J x e y dA, donde R es el triángulo con vértices (0 , 0), (1 , 0) y (1 , 1).

R
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28. J  J  48xy  dA, donde R es la región limitada por y  = x3 y y  =  V x.

/?

29. J J (2}’ — x) ¿M, donde /? es la región limitada por y  — x  y y  =  2x.

R

30. J  J I2 x  dA, donde R es la región limitada por y  = x 2 y y = 6 — x.

R

31. j J(2 x  + 1) dA, donde R es el triángulo con vértices (-1 , 0), (1, 0), y (0, 1).
R

32. J  J 2a dA, donde R es la región limitada por y  = \ ,  y  = x, y x  = 2.

R

33. J J  2 ̂  donde R es el triángulo limitado por las rectas y  = ^x, y  = —x, y y = 2.
R

34. J  J ey dA, donde R es la región limitada por y  = Vx, y  = 1, y x = 0.
R

35. J  J 12xV ¿/A, donde /? es la región del primer cuadrante limitada por y  =  x3 y y  =  x.
/?

36. J J  y JA, donde es la región limitada por y  = ln x, y =  0, y x = e.

R

En los problem as del 37  a l 44, d ibu je  la  región de in tegración  pa ra  la  in teg ra l dada y plantee una in tegra l equi
valente con el orden de in tegrac ión  invertido .

nt - x 2- n  Í2y
/(x , y) dy dx 38. /(x , y) dx dy

> Jo Jo

n Vx r 4 rV y
/(x , y) dy dx 40. /(x , y) dx dy

* Jo Jy/2

n2 f in  3 r3

/(x , y) dy dx 42. /(x, y) dy dx

n x JO Je*

1 f2 n Vy + í
f { x r  y) dx dy

-VVTT

En los problem as del 45 a l 54 use una in te g ra l doble p a ra  h a lla r  el área de R.

45. R es el triángulo con vértices (—4, 0), (2, 0), y (2, 6).

46. R es el triángulo con vértices (0, — 1), (—2, 1), y (2, 1).

47. R es la región limitada por y = - x 2 y y  =  2x.
jLé

48. R es la región limitada por y  = V x  y y  = x 2.
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49. R es  la  r e g ió n  l im i ta d a  p o r  y  =  a 2 — 4 x  +  3 y e l  e je  a .

50. R es  la  r e g ió n  l im i ta d a  p o r  y  = a 2 + 6a  + 5 y e l  e je  a .

51. R es  la  r e g ió n  l im i ta d a  p o r  y =  ln  a ,  y  = 0 y a  = e.

52. R es  la  r e g ió n  l im i ta d a  p o r  y =  a ,  y =  ln  a ,  y  =  0  y y  =  1.

53. R e s  la  r e g ió n  d e l  p r im e r  c u a d r a n te  l im i ta d a  p o r  y =  4 — a 2 , y = 3a  y y  = 0.

1654. R e s  la  r e g ió n  l im i ta d a  p o r  y =  —, y =  x, y a  = 8 .

En los problemas del 55 a l 64 encuentre el volumen del sólido bajo la supeificie z =  / ( a , y) y sobre la  región R dada.

55. / ( a , y) = 6 — 2 a  — 2y ;
R: 0  <  a  <  1 , 0  <  y  <  2

57. / ( a , y) = — ;
xy

f l : l < A < 2 , l < y < 3

59. f ( x , y )  =  xe~ y ;
0 <  a  <  1 , 0  <  y  <  2

61. / ( a , y )  =  2 x  +  ; R e s tá  l im i ta d a

p o r y — x, y  =  2, a , y y = 0.

63. / ( a , y )  =  a  +  1 ; R e s tá  l im i ta d a  

p o r  y = 8 — a 2 y y  = a 2.

56. / ( a ,  y)  = 9 -  a 2 -  y2;
/? :  — 1 <  a  <  1 , — 2  <  y  <  2

58. f ( x , y )  =  ex+y;
/? : 0  ^  a  ^  1 , 0  ^  y  <  ln  2

60. / ( a ,  y )  = (1 -  a ) (4 -  y) ; 

t f :0 < A <  1 , 0 <  >> <  4

62. / ( a ,  y )  =  e y 2 ; R e s tá  l im i ta d a  

p o r  a  =  2 y , x  =  0 ,  y y  — 1.

64. / ( a ,  y )  =  4a<?>’ ; #  e s t á  l im i ta d a  

p o r  y  =  2 a ,  y  =  2 ,  y  a  =  0 .

En los problemas del 65 a l 72 encuentre el va lo r prom edio de la fun c ión  f(x , y) sobre la  región R dada.

65. /(a, y) =  xy(x -  2y ) ;
R: — 2  <  a <  3  , — 1 <  2

67. / ( a, y) = Ay£^ ;
7 ? : 0 < a <  1 , 0 <  y <  2

69. /(a, y )  =  6ay ; /? e s  e l t r i á n g u lo  

c o n  v é r t ic e s  (0, 0), (0, 1), (3 , 1).

6 6 .  / ( a , ? )  =  -  +  - ;
a  y

t f : l < A < 4 , l < y < 3

6 8 .  / ( a , y )  =  —  ;
xy

^ : l < A < 2 , 2 < y < 3
o

70. / ( a ,  y )  =  e ^  \ R e s  e l  t r i á n g u lo  

c o n  v é r t ic e s  (0 , 0 ) ,  (1 ,  0 ) ,  (1 , 1).

7 1 .  / ( a ,  y) =  x ; R e s  la  r e g ió n

l im i ta d a  p o r  y  =  4 — a 2 y y  =  0.
72. / ( a ,  y )  =  1 /2 ; /? e s  la  r e g ió n

l im i ta d a  p o r  a  =  \ / y , y  =  0 , y a  =  1.

En los problemas del 73 a l 76 evalúe la  in tegra l doble sobre la  región R indicada. Escoja cuidadosamente el o r
den de integración.

73. I | d A ;R - . l  < x < 2 , 2 £ y s  5 74. | j ye** dA ; R: -  1 <  ,v == 1 , 1 < y £  2

75. I | x i e;cyd A \ R : Q ^ x S  1 ,0 < y <  1 76. I | íM ; /?: V y S j S l . O á j S l
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77. PRODUCCIÓN En cierta fábrica, la producción 
Q está relacionada con las entradas a* y  y  por la ex
presión Q(x, y) = 2jc3 + 3x2y  4- y 3
Si 0 ^  a <  5 y 0 <  y <  7, ¿cuál es el promedio de 
producción de la fábrica?

78. PRODUCCIÓN Un vendedor de bicicletas ha 
encontrado que si las bicicletas de 10 velocidades se 
venden en x  dólares cada una, y el precio de la gaso
lina es y  centavos por galón, entonces se venderán 
aproximadamente

Q (x ,y )  = 200 -  24V* + 4(0.1? + 5)3/2

bicicletas por mes. Si el precio de las bicicletas va
ría entre $287 y $312 durante un mes típico, y el 
precio de la gasolina varía entre $1.70 y $1.82, 
¿aproximadamente cuántas bicicletas se venderán 
cada mes?

79. PROMEDIO DE UTILIDAD Un fabricante es
tima que cuando se venden x  unidades de cierta 
mercancía en el país, y y  unidades en mercados ex
tranjeros, la utilidad está dada por

P (x , y ) =  ( x -  30)(70 +  5x — 4y)

+ (y -  40)(80 -  6 x  + 7y)

cientos de dólares. Si las ventas nacionales varían 
entre 100 y 125 unidades y las ventas en el extranje
ro entre 70 y 89 unidades, ¿cuál es la utilidad men
sual promedio ?

80. PROMEDIO DE RESPUESTA A ESTÍMULOS 
En un experimento psicológico se aplican jc unida
des de estímulo A y  y  unidades del estímulo B a un 
sujeto cuyo rendimiento en cierto trabajo es medido 
a continuación por la función

P (x , y) = 10 +  x y e ' - * 1- y*

Suponga que x  varía entre 0 y 1 mientras que y  varía 
entre 0 y 3. ¿Cuál es la respuesta promedio del suje
to a los estímulos?

81. PROMEDIO DE ELEVACIÓN Un mapa de un 
pequeño parque regional es un rectángulo cuadricu
lado, limitado por las rectas a  =  0, a  =  4, y = 0yy  
= 3, donde las unidades están en millas. Se encuen
tra que la elevación sobre el nivel del mar en cada 
punto (jc, y) del parque está dada por

E(x, y) = 90(2x + y 2) pies

Encuentre la elevación promedio del parque. (Re
cuerde, 1 milla = 5 280 pies.)

82. JLCL U: • £.. ■•_. /V Una comuni
dad está trazada como un rectángulo cuadriculado 
respecto a dos calles principales que se cruzan en el

centro de la ciudad. Cada punto de la comunidad 
tiene coordenadas (a , y) en esta cuadrícula, para
— 10 < a  < 10, -8  < y  < 8 con x y  y  medidas en 
millas. Suponga que el valor del terreno situado en 
el punto (a , y) es V  mil dólares, donde

V(x,y)  =  (250 4- \7x)e~00U~ 0 05y

Estime el valor de la manzana de terrenos que ocu
pa la región rectangular 1 < jc < 3, 0 < y < 2.

83. V A L O R  D t UNA PROPIEDAD Repita el pro
blema 82 para

V(jc,y) = (300 + *  + y)<r°-OLr 
y la región — 1 < jc< 1, -  1 <  y <  1.

84. VALOR DE UNA PROPIEDAD Repita el pro
blema 82 para

V (x ,y ) = 400xe~y 

y la región /?: 0 < y <  a , 0 < a  < 1.
85. PROMEDIO DE ÁREA SUPERFICIAL DEL 

CUERPO HUMANO Recuerde, del problema 
35 de la sección 7.1, que el área de la superficie cor
poral de una persona puede estimarse a través de la 
fórmula empírica

S(W, H ) = 0.0072 W 0A25H 0725 
Donde W  es el peso de la persona en kilogramos, H  
es la estatura de la persona en centímetros, y el área 
de la superficie corporal S se mide en metros cua
drados.
a) Encuentre el valor promedio de la función S(W, H ) 

sobre la región
tf:3 .2 <  80,38 180

b) Un niño pesa 3.2 kg y mide 38 cm de estatura 
al nacer y, como adulto, tiene un peso estable 
de 80 kg y estatura de 180 cm. ¿Puede el valor 
promedio del inciso a) interpretarse como
el promedio del área de la superficie corporal 
de la persona para toda la vida? Explique.

86. DISEÑO ARQUITECTÓNICO Un edificio 
tendrá un techo curvo sobre una base rectangular.
En un rectángulo cuadriculado, la base es la región 
rectangular — 30 ^  a* < 30, — 20 ^  y ^  20, donde 
a  y y se miden en metros. La altura del techo sobre 
cada punto (a , y) de la base está dada por

h (x ,y ) = 12 -  0.003x2 -  0.005>>2
a) Encuentre el volumen del edificio.
b) Encuentre la altura promedio del techo.

87. EXPOSICIÓN A UNA ENFERMEDAD La 
probabilidad de que una persona con una enferme
dad contagiosa infecte a otros, en situación social, 
se puede suponer que es una func ión  J{s) de la dis
tancia s entre los individuos. Suponga que los indi
viduos contagiosos están uniformemente
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distribuidos en una región rectangular R del plano 
xy. Entonces la probabilidad de infección para 
alguien en el origen (0, 0) es proporcional al índice 
de exposición E , dado por la integral doble

E  =  J f/(s ) dA

donde s = V x2 + y 2 es la distancia entre (0, 0) y 
(x, y). Encuentre E  para el caso donde

m  =  1 -  S2¡9
y R es el cuadrado

R: —2 < x < 2 , ~ 2 < y  < 2

^  En los problem as 88 y 89 use la  in tegración  doble pa- 
ra  ca lcu la r la  cantidad requerida. Escoja cuidadosa
mente su orden de integración.

88. Encuentre el volumen del sólido limitado arriba por 
la gráfica de/(x, y ) =  )?e~xy y abajo por la región 
rectangular R: 0 ^  x ^  2, 0 ^  y  ^  3.

89. Encuentre el valor promedio de /(x , y) =  xy ln j

sobre la región rectangular limitada por las rectas 
x = l,x  = 2, y  = ly y  =3.
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erminos importantes, símbolos y fórmulas

Función de dos variables: z = / ( x, y) (496)
Convención de dominio (496)
Función de producción de Cobb-Douglas (498)
Sistema tridimensional de coordenadas (499)
Curva de nivel:/(x, y) =  C  (499)
Mapa topográfico (501)
Utilidad (502)
Curva de indiferencia (5()2)
Derivadas parciales de z = f ( x ,  y): (510)

dz dz
f x  =  “  f y  =  —

dx dy

Productividad marginal (513)
Artículos complementarios y sustitutos (5 14) 
Derivadas parciales de segundo orden: (515)

fxx =
d 2z 

d x 2
fxy  =

d2z

dydx fy x  =
d 2Z

dxdy f yy Í L
dy2

Igualdad de derivadas parciales mixtas de segundo orden:
U = f y *  <5 I 6 >

Máximo relativo; mínimo relativo; punto de silla (521)
y (523)

Punto crítico: f x —f y — 0 (522)
Prueba de las segundas derivadas parciales en un punto 
crítico (a, b):

Sea D {a , b) = f xxfyy ~  (f^)2 .
Si D  <  0 , / tiene un punto de silla en (a, b)
Si D  >  0, y fxx  <  0, /tiene un máximo relativo en (a, b) 
Si D  >  0, y f ^  >  0,/tiene un mínimo relativo en (a, b) 
Si D  = 0, la prueba es no concluyente

Diagrama de dispersión (533)
Criterio de mínimos cuadrados (534)
Recta de mínimos cuadrados: y  =  mx +  b, donde

m  —
ii2,xy — XxXy  

n Z x 2 — (£ x )2
b =

_  —'ZxÜxy

nX x2 -  (Xa)2
(536)

Regresión log-lineal (540)
Método de los multiplicadores de Lagrange: (547)

Para hallar valores extremos de f ( x ,  y) sujeto a 
g(x> y) ~  K  resuelva las ecuaciones

fx  =  hgx fy  = A gy y g =  k

El multiplicador de Lagrange: (553)
dM

\  = ——, donde M  es el valor óptimo de f ( x ,  y) 
dk

sujeto a g(x, y) =  k.

Integral doble (562) 
sobre la región R: a <  x  ^  b, g i(x ) <  y <  g2(x)

fb  fg 2(x)
f ( x , y ) d A =  [ f ( x ,  y )d y ]d x

IR Ja Jg\(x)
sobre la región R\ c ^  y ^  d, h {{y ) h2(y )

íd r/i2(y)
f ( x , y ) d A  =  [ f ( x ,  y) dx] dy

)R Jc J/i¡(y)

El área de la región R del plano xy  es

A  = 1 dA (566)

El volumen bajo z = /( x, y) sobre un rectángulo R 
donde/ ( a\ y) > 0 es V  = í f Rf ( x ,  y) dA (567)
Valor promedio de f ( x ,  y) sobre el rectángulo R: (569)

VP = . 1:—  I I f ( x , y ) d Aárea de R IR

Revisión cíe! capítulo 7

1. En cada caso, primero describa el dominio de la 
función dada y luego encuentre las derivadas par
ciales fx i f y i f x x i  y fyx-

tf) /(*> y) = JC3 + 2xy2 -  3 /
2 x  +  y

b) y) = x -  y

c) f ( x , y )  = y + ln (>>2 -  2x)

2. Describa las curvas de nivel de cada una de estas 
funciones:
a) f ( x ,  y) =  x 2 +  y2

b) f ( x ,  y) =  x  + y 2

3. En cada caso, encuentre todos los puntos críticos de 
la función dada/(x, y ), y use la prueba de las según-
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a .
<
u

z
ÚJ

das derivadas parciales para clasificar cada punto 
crítico como máximo relativo, mínimo relativo o 
punto de silla.
a) /(x, y) = 4a3 +  y 3 — 6a2 — 6y2 + 5

b ) / ( a ,  y)  =  a 2 — 4x>> +  3y 1 +  2a -  4y

c) / ( a ,  y)  = xy  -  -  -  -
y x

4. Use el método de multiplicadores de Lagrange para 
hallar estos extremos restringidos:
a) El mínimo valor de / ( a ,  y ) =  a 2 + y 2 sujeto a a  

+2y =  4.

b) Los valores máximo y  mínimo de la función / ( a ,  

y ) =  xy2 sujeto a 2x2 + y 2 =6.
5. Evalúe cada una de estas integrales dobles:

6.

7.

a)

c)

a  3ydxdy

dxdy

b)

d)

x  2exydxdy

'ydydx

PRODUCTIVIDAD MARGINAL Una compa
ñía producirá Q (K , L ) = 120K 3/4L ]/4 cientos de 
unidades de cierta mercancía cuando el gasto de 
capital es K  miles de dólares y la fuerza laboral es 
L horas-trabajador. Encuentre la productividad 
marginal del capital QK y la productividad margi
nal del trabajo QL cuando el capital es $1 296 000 
dólares y el nivel de la fuerza laboral es 20 736 
horas-trabajador.
UTILIDAD Everett acaba de recibir $300 como 
regalo de cumpleaños y ha decidido gastarlos en 
discos DVD y juegos de video de computadora. Él 
ha determinado que la utilidad (satisfacción) obteni
da por la compra de a  discos DVD y y juegos de vi
deo es

U (x ,y )  =  ln (x 2V j )

Si cada DVD cuesta $20 y cada juego de video 
cuesta $30, ¿cuántos DVD y juegos de video debe 
comprar para maximizar la utilidad?

8. MEDICINA Cierta enfermedad puede ser tratada 
administrando al menos 7 0  unidades del medica
mento C, pero ese nivel de medicación a veces pro
voca graves efectos colaterales. En busca de un 
método más seguro y en lugar de C, un médico de
cide usar los medicamentos A y  B, que no tienen 
efectos colaterales mientras su dosis combinada sea 
menor de 6 0  unidades. Además, el médico determi
na que cuando a  unidades del medicamento A y  y  
unidades del B  se administran a un paciente, el efec
to es equivalente a administrar E  unidades del medi
camento C, donde

E  — 0 .0 5 ( a>> — 2 a2 — y 2 + 9 5 a  +  2 0 y )

¿Qué dosis de los medicamentos A  y B maximizan 
el nivel equivalente a E  del medicamento C? Si el 
médico administra las dosis óptimas de A y B, ¿el 
efecto combinado será suficiente para ayudar al 
paciente sin correr el riesgo de sufrir efectos colate
rales?

9. PROMEDIO DE TEMPERATURA Una placa 
metálica plana que se encuentra en el plano xy se 
calienta de tal forma que la temperatura en el punto 
(a , y) es T  °C, donde

T (x ,y ) = 10ye_xy 

Encuentre la temperatura promedio sobre la parte de 
la placa para la que 1 < y < 2 y O < A <  l/y .

10. APROXIMACIÓN POR MÍNIMOS
CUADRADOS DE DATOS DE UTILIDAD 
La utilidad anual de una compañía (en millones de 
dólares) para los primeros 5 años de operación se 
muestra en esta tabla:

Año 1 2 3 4 5

Utilidad (millones 
de dólares)

1.03 1.52 2.03 2.41 2.84

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la ecuación de la recta de mínimos 

cuadrados para estos datos.
c) Use la recta de mínimos cuadrados para pronos

ticar la utilidad de la compañía en el sexto año.

Problemas de repaso

1. f ( x ,  y) =  2 x  y  +  3xy +  -
A

— /  _ , 2

En los problemas del 1 a l 5 encuentre las derivadas 3. / ( a , y) = xyexy
parc ia les f x  y fy . 2 _ 2

4. /(-v, y) = - L
Zí + ^

5. / ( a , y) =  ln Ay
2. / ( a ,  y) =  (xy + 1 )  \ a  +  3y
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6. Para cada una de estas funciones, calcule las deriva
das parciales de segundo orden f xy, f yy, f xy y f yx.

a) /(-v, y) = x 2 + y 3 -  2xy2

b) / ( a - ,  y) =  é**?
c) f ( x ,  y ) =  X ln y

7. En cierta fábrica, la producción diaria es aproxima
damente 4 0 K l/' L 1/2 unidades, donde K  denota la in
versión de capital, medida en unidades de $1 000, y 
L  denota la fuerza laboral medida en horas-trabaja
dor. Suponga que la inversión actual de capital es 
$125 000 y que a diario se emplean 900 horas-tra
bajador. Use el análisis marginal para estimar el 
efecto que tendrá sobre la producción diaria una in
versión de capital adicional de $1 000, si la fuerza 
laboral permanece constante.

8. En economía, el producto  m arg ina l de l traba jo  es la 
razón de cambio de la producción Q, con respecto a 
la fuerza laboral L, para un nivel fijo de inversión de 
capital K. Una ley económica expresa que, bajo de
terminadas circunstancias, el producto marginal del 
trabajo aumenta cuando aumenta el nivel de inver
sión de capital. Traduzca esta ley a una expresión 
matemática que contenga una derivada parcial de 
segundo orden.

9. Para cada una de estas funciones, dibuje las curvas 
de nivel/(a, y) = c:

a) /(a , y) =  x2 -  y; c =  2, c =  - 2

b) f ( x ,  y ) = 6a + 2y; c = 0, c = 1, c = 2
10. Para cada una de estas funciones, encuentre la pen

diente de la curva de nivel indicada para el valor es
pecífico de x :

a) /(a, y) = x2 -  y 3; c =  2; x  = 1
b) /O , y) = xe y\ c -  2; a = 2

11. ANÁLISIS MARGINAL Empleando a a traba
jadores calificados y a y  no calificados, un fabrican
te produce Q(x, y) = 60a1/3)>2/3 unidades por día. 
Actualmente el fabricante emplea 10 trabajadores 
calificados y 40 no calificados y está planeando con
tratar 1 trabajador calificado más. Use el cálculo pa
ra estimar el cambio correspondiente que el 
fabricante debe hacer en el nivel de la fuerza laboral 
no calificada, de modo que la producción total no 
cambie.

17.

18.

19.

20.

f ( x ,  y ) =  3 a 2y  + 2 x y 2 -  lOxy -  8 y 2 

/ ( a , y) =  xez>r+5xy+2y~

Use el método de los multiplicadores de Lagrange 
para hallar los valores máximo y mínimo de la 
función

f ( x ,  y) =  a 2 +  2 y 2  -1- 2 a  +  3 sujeta a la restricción 
a 2 + y 2 = 4.

Use el método de los multiplicadores de Lagrange 
para demostrar que de todos los rectángulos con un 
perímetro dado, el cuadrado tiene el área máxima.
ASIGNACIÓN DE FONDOS Un fabricante es
tá planeando vender un nuevo producto a un precio 
de $350 por unidad, y estima que si se gastan en de
sarrollo a  miles de dólares y se gastan en promoción 
y  miles de dólares los consumidores comprarán

aproximadamente 250_y 1 0 0 a+ unidades del
y +  2 a  + 5 

producto. Si los costos de fabricación para el pro
ducto son $ 1 5 0  por unidad, ¿cuánto debe gastar el 
fabricante en desarrollo y cuánto en promoción para 
generar la máxima utilidad posible, si dispone de 
fondos ilimitados?
ASIGNACIÓN DE FONDOS Suponga que el 
fabricante del problema 18 tiene sólo $ 1 1  0 0 0  para 
gastar en desarrollo y promoción del nuevo produc
to. ¿Cómo debe asignarse este dinero para generar 
la máxima utilidad posible?
ASIGNACIÓN DE FONDOS Suponga que el 
fabricante del problema 19 decide gastar $12 000 en 
lugar de $11 000 en desarrollo y promoción del 
nuevo producto. Use el multiplicador 1 de Lagrange 
para estimar la forma en que este cambio afectará la 
máxima utilidad posible.

12 18
Sea/ ( a , y) = -------1-------+  xy, donde a  >  0 , y  >  0 .

a  y
¿Por qué se sabe que/debe tener un mínimo en la 
región x  >  0 ,  y  >  0 ?  Encuentre el mínimo.

En los problem as del 22 a l 29 evalúe la  in tegra l do
ble. Quizá sea necesario in te rcam biar el orden de in te
gración.

21.

En los problem as del 12 a l 15 encuentre todos los 
puntos críticos de la  fu n c ió n  dada y use la  prueba de 
las segundas derivadas parc ia les  p a ra  c las ifica r cada 
punto c rítico  como un máxim o re la tivo , un m ínim o re
la tivo  o un punto  de s illa .

12. f ( x ,  y) = X 3 + y3 + 3X2 -  1 8 / + 81y + 5
13. f ( x ,  y) =  x 2 + y " +  6xy  — I x  — 6y

(2x + 3 y) dydx

a  v i  — y dxdy

6Ay
L  i a "  +  1

dydx

e x ydydx

xe~ydydx

ln (ay )d y d x
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28. í  [  x (y  -  i f d y  dx 29. í  f  ey/xd y d x  
Jo Jo J i Jo

En los problemas 30 y  31 evalúe la  in tegra l doble pa ra  
la región R indicada.

30. J  J  6x2ydA , donde R es el rectángulo con vértices 

(-1 ,0 ), (2, 0), (2, 3), y (-1 ,3 ).

31. J J  (x + 2y)dA , donde R es la región rectangular

limitada porx = 0, x  = 1, y  = — 2 y y  = 2.

32. Encuentre el volumen bajo la superficie z = 2xy y 
sobre el rectángulo con vértices (0, 0), (2, 0), (0, 3)
y (2,3).

33. Encuentre el volumen bajo la superficie z = xe~y y 
sobre el rectángulo limitado por las rectas
x  = 1, x = 2, y  = 2 y y  = 3.

o
34. Encuentre el valor promedio de/(x, y) = xy sobre 

la región rectangular con vértices en (—1, 3), (—1, 
5), (2, 3) y (2, 5).

35. Encuentre tres números positivosx , y y z  tales que 
x  +  y  +  z =  20 y el producto P  = xyz sea máximo. 
[Sugerencia: Use el hecho de que z =20 — x — y  
para expresar P como función de sólo dos varia
bles.]

36. Encuentre tres números positivos x ,y  y z tales que 
2x + 3y + z = 60 y la suma S = x2 + y2 + z2 sea 
mínima. (Vea la sugerencia al problema 35.)

37. Encuentre la distancia más corta del origen a la su
perficie y2 — z2 = 10. [Sugerencia: Exprese la

distancia V x 2 +  y 2 +  z2 del origen al punto 
(x, y, z) de la superficie en términos de las dos varia
bles x y  y, y minimice el cuadrado de la función de 
distancia que resulte.]

38. Trace los puntos (1, 1), (1, 2), (3,2) y (4, 3) y use las 
derivadas parciales para hallar la correspondiente 
recta de mínimos cuadrados.

39. VEN i AS El gerente de ventas de cierta compañía 
ha recolectado estos datos que relacionan el gasto 
mensual en publicidad y las ventas mensuales (am
bos medidos en unidades de $1 000):

a) Trace estos datos en una gráfica.
b) Encuentre la recta de mínimos cuadrados.
c) Use la recta de mínimos cuadrados para pronos

ticar las ventas mensuales si el gasto mensual en 
publicidad es de $5 000.

40. Amold, el mejillón buscador de calor, es el molusco 
más inteligente del mundo. A Amold le gusta estar 
caliente, y usando el sistema de coordenadas de los 
crustáceos, que aprendió de un cangrejo que por ahí 
pasaba, ha determinado que, en cada punto cercano 
(x, y) del lecho marino, la temperatura (°C) es

T(x, y) = 2x2 — xy + y 2 — 2y + 1 
El mundo de Amold está formado por una parte rec
tangular de lecho marino con vértices 
(-1 , -1 ), (-1,1), (1, -  1) y (1, 1) y como le es 
muy difícil moverse, piensa estar en donde está 
mientras la temperatura promedio de esta región sea 
al menos 5°C. ¿ Amold se moverá o se quedará 
donde está?

(-1 , i) (i. O

Publicidad 3 4 7 9 10

Ventas 78 86 138 145 156

PROBLEMA 40

41. INVESTIGACIÓN SOBRE EL CÁNCER En 
el problema 53 de la sección 4.4, se consideró un 
modelo dinámico para enfermedades en el que la 
producción de células está dada por una función de
la forma p(x) = Axse~sx/r, donde x es el número de
células sanguíneas presentes, y r  y s son parámetros 
que dependen de la enfermedad. Se encontró que 
p(x) se maximiza cuando x = r ,  y que la producción 
máxima está dada por

M {r, s) = A rse~s 

Los parámetros r  y s pueden variar mientras se 
cumpla que r  > 0 y s ^  0.

bM  dM
a )  Encuentre —  y — .

dr ds
[Nota: Usted necesitará usar la técnica de deriva
ción logarítmica desarrollada en la sección 4.3.]

b) La función M {r, s) tiene un punto crítico. En
cuéntrelo y clasifíquelo como un máximo relati
vo, un mínimo relativo o un punto de silla.
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42.

43.

44.

c) Lea el artículo ' citado con este problema y lue
go escriba un párrafo que interprete el resultado 
del inciso /?). En particular, ¿tiene sentido dejar 
que r  y s varíen?

CÓMO ENFRIAR EL CUERPO DE UN 
ANIMAL La diferencia entre la temperatura su
perficial de un animal y la del aire circundante oca
siona una transferencia de energía por convección. 
El coeficiente de convección h está dado por

k v m
h = D  2/3

donde V  (cm/s) es la velocidad del viento, D  (cm) es 
el diámetro del cuerpo del animal, y k es una cons
tante. Encuentre la relación entre la razón de cam
bio del coeficiente de convección, con respecto al 
viento, y la razón de cambio del coeficiente de con
vección con respecto al diámetro del cuerpo del

hyanimal; esto es, encuentre — .
hD

PRODUCCIÓN Para la función de producción 
dada por Q = x ay h, donde a >  0 y b >  0, demuestre 
que

d<2 +  dQ , . u \r \X—-  +  y —  =  (a +  b)Q
dx dy

En particular, si = 1 — a y 0 <  a <  1, entonces
30 SQ

x—  + y —  = Q
dx dy

ELIMINACIÓN DE DESECHOS NUCLEARES 
Es frecuente que los desechos nucleares se eliminen 
introduciéndolos en recipientes que después se depo
sitan en el mar. Es importante descargar los recipien
tes en aguas suficientemente poco profundas para 
asegurar que no se rompan cuando lleguen al fondo. 
Suponga que cuando un recipiente cae en el agua, hay 
una fuerza de retardo que es proporcional a la veloci
dad del recipiente. Entonces, se puede demostrar que 
la profundidad s(W, í) de un recipiente de peso W  
newtons en t segundos está dada por la fórmula

( t í ) ,  + „

donde B es una fuerza de flotabilidad (constante), k 
es la constante de retardo y g = 9.8 m/s2 es la acele
ración constante debida a la gravedad.

ds ds
a) Encuentre —— y —. Interprete estas derivadas

dW dt
como razones de cambio. ¿Piensa usted que es 
posible que cualquiera de estas derivadas parcia
les sea cero alguna vez?

b) Para un peso fijo, la velocidad del recipiente es 
ds

Suponga que el recipiente se rompe si su
dt
velocidad en el momento del impacto con el le
cho marino es mayor a 10 m/s. Si B = 1 983 
newtons, k = 0.597 kg/s, ¿cuál es la máxima 
profundidad para descargar con seguridad un re
cipiente de peso W  =  2 417 newtons?

c) Investigue el tema de la eliminación de desechos 
nucleares y escriba un párrafo sobre si usted pien
sa que se hace mejor en tierra o en el mar.

Superficie

Recipiente

o-.Lecho marino

PROBLEMA 44

13 W. B. Gearhart y M. Martelli, “A Blood Cell Population Model, 
Dynamical Deseases, and Chaos”, UMAP Modules, 1990: Tools for  
Teaching, Consorlium for Mathematics and Its Applications, Inc., 
Lexington, MA, 1991.
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Solución  al ¡Explore! 
de la  p á g in a  497

W-

Las soluciones completas de todas las secciones ¡Explore! del texto están disponibles en 
el sitio específico del libro web www.mhlie.com/hoffmann

\ V \

Introduzca/(A, y) = x3 — x*y2 — .xy3 — y4 en Y 1 como XA3 — XA2*L1A2 — X*L1A3 -  
L1A4, donde L1 es la lista de valores {O, 1.5, 2.0, 2.25, 2.5}. Grafique usando la panta
lla [—9.4, 9.4] 1 por [—150, 100]20. Presione la tecla TRACE y la flecha derecha hasta 
x  — 2 para observar los diferentes valores de Y = /(* , L l) que se presentan para valores 
variables de L l. Para valores mayores de L l las curvas toman inclinaciones cúbicas 
mayores en el dominio de las a  positivas.

P1 vtl FVA2 P1
\ViBXA3-X A2 * U A2
-X *L i‘A3 -L rM
\V c = M  
\ \ f l  =  
VvS = 
sVs= 
\Vb=

UINDQIJ 
X n in = ~ 9 .4 
Xr-3X=9 .4  
X s c l= l  
Vn i  n = "150 
V nax=i00  
V scl= 2 0  
X res= l

.rz-ii+Lr?.! 
/  ■' /< / • /[ /' j j

. . .  r

—— -  • i ) /^ 1 *
y /

: V  iv=-

Solución  al ¡Explore! Usando los datos del ejemplo 7.4.2, introduzca los valores a en L l y los valores y en L2.
de la  p á g in a  536 Puede escribir L3 =L1*L2 y L4 = L l2 si desea duplicar la lista de valores. Para obte

ner todas las sumas necesarias para calcular manualmente fórmulas para la pendiente m 
y la intersección en el eje y, presione la tecla STAT, flecha derecha a CALC, seleccio
ne la opción 2:2-Var Stats, e inserte los símbolos para lista L l y L2, mostrados a con
tinuación en la pantalla de en medio. Presionando ENTER y con flecha arriba o abajo 
esta pantalla da todas las expresiones de de sumas, como se ve en la pantalla de la extre
ma derecha.

Ll' un 4
1 1 ic b H-s 12 16

LH =L 1

\¿—11 -'a  r  b  t .  5 t .  s  ^  
fy—. 333333333 
Iy=7 
Iy*=i9
by= i.Í547uu53o 
ay=.94280904i ó 

•l-Ixy= 19

No obstante, un método más simbólico y cómodo en su calculadora es usar los símbo
los estadísticos disponibles por medio de la tecla VARS, 5:Statistics, usando los menús 
XY y X , mostrados a continuación en las pantallas de la izquierda y en medio. Las fór
mulas para la pendiente m y para la intersección b con el eje y  se calculan en la panta
lla siguiente a la derecha, y son m =  0.5714 = 4/7 y b = 1.

m  I EQ TEST PTS XV fe EQ TEST PTS (n 1 x y -1 x I y > / (n I x
00 n UBI*
¿3x í'-TT-r. .^ • ¿LA .57142:35714
3 3 bX 33 ly (Ix£ Iy-Ixlxy ;• / C n
4 - ax 43 ly- Ix--CIx>'0
53 y 5 3 Ix'd 1
6 3 b'd □
7-la y
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Solución a! ¡Explore! Siguiendo el ejemplo 7.4.4, guarde los datos de producción y precio de demanda en las
de la  pckúna  538 listas L l y L2, respectivamente. Usando el procedimiento STAT PLOT explicado en la

Introducción a la calculadora, obtenga el diagrama de dispersión (siguiente pantalla de 
en medio), que muestra una curva decreciente de precio en una forma no lineal. Esto su
giere una curva exponencial con exponente negativo. Presione STAT, flecha derecha a 
CALC, y flecha abajo a 0:ExpReg, asegurándose de indicar las listas deseadas y la ubi
cación de la función; esto es, escribiendo ExpReg L l, L2, Y l antes de completar el te
cleo final. Recuerde que el símbolo Y l se encuentra con la secuencia de tecleo VARS, 
Y-VARS, l:Function, 1:Y1.

1 1 L l L - :  £

6

1 0

1 ?
“v
lili

c B

3 5

3 l1 B

s o r

I c B

L  £ ( ? : ■  =

P  i  * L 1 .• L  Z; 

□

□

W

a
a

□
• i — JL i V = : : ( i B

EDIT H¡1B TESTS
7tUuar£Re9
tí ¡ L i nReg <. a+bx ?
9 • LnReg 
£BExpReg 
H í PwrReg 
B:Logisiic 
u !binReg

La forma de la ecuación exponencial es Y = a *b x, y se encuentra que a = 1 200, con 
base, b = 0.92315. Si escribimos bx = e se encontraría que m = —0.079961; esto es,
0.92315 = g-0 079961̂ Presionando ZOOM, 9:ZoomStat, da la siguiente pantalla dere
cha, que muestra un ajuste casi perfecto a los datos para una curva exponencial, con una 
ecuación Y = 1 200(0.92315)* = 1 200e(~O O79961);i. Esta ecuación coincide con la solu
ción mostrada en la página 539. Al seleccionar directamente el modelo de Regresión 
Exponencial, se ha calculado una regresión log-lineal sin tener que tomar logaritmos de 
las variables producción y precio de demanda.

ExpReg.
'd-a*b"'x 
a=1200.132084 
b= . 9!¿315x3!¿í 1 ‘2 r £=.9999904447 
r = 9999992223

M = l i . F B 0 B F - i  x V = 2 C i b . F ? C i í i  *

Solución Cil ¡Explore! Consulte el ejemplo 7.6.3. Guarde y  =  x 2 en Y l y y =  2x en Y2 del editor de ecuacio-
de la  o a g in o  563 nes y grafique usando la pantalla [—0.15, 2.2] 1 por [—0.5, 4.5] 1. Los puntos de inter

sección de Y l y Y2 se localizan fácilmente por rastreo. La función de recta vertical se 
puede hallar usando la tecla DRAW (2nd PRGM), 4:Vertical. Con flechas a izquierda
o derecha se pueden construir secciones transversales Y l y Y2, sobre las cuales se rea
liza la integración.

PGINTS STO 
íuTrDraw 

2:Line<
3:Horizontal
W J e r t i c a l
o:Tangent(
6 ¡DrawF
7iShade(

i E
X
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En 1905 accidentalmente se escaparon cinco ratas almizcleras cerca de Praga en la 
actual República Checa. Después de 1905, la zona de distribución de la población de 
ratas almizcleras se expandió y el frente (límite exterior de la población) se movió 
como se indica en la figura 7.34. En la figura, las curvas cerradas marcadas con fe
chas son contornos de igual población; esto es, curvas constantes de población míni
ma detectable. Por ejemplo, la curva marcada 1920 indica que la población de ratas 
almizcleras se había expandido de Praga a las puertas de Viena 15 años después de 
que se escaparon. Una dispersión de población como ésta se puede estudiar usando 
modelos matemáticos con base en ecuaciones diferenciales parc ia les ; esto es, ecua
ciones que contienen funciones de dos o más variables así como sus derivadas par
ciales. Primero se examinará este modelo y luego se regresará a la ilustración para 
ver qué tan bien se puede usar el modelo para describir la dispersión de las ratas al
mizcleras.

T
1927

^192p.,915^i9U«. \ ¡
l \

i; i  PraguS;.

\\ ■v.»

} \
•V

•
{ \
• 'V W <f

/•

^Viena
:

'kL'

1-t -Si1

FIGURA 7.34 Curvas de igual población para una población de ratas almizcleras en Eu
ropa.

FUENTE: Mathematical Models in Biology por Leah Edelstein-Keshet, McGraw-Hill, Boston, 1988, p. 439.

El modelo que se estudia está basado en la ecuación de difusión, que es una ecua
ción diferencial parcial extremadamente versátil con aplicaciones importantes en cien
cias físicas y biológicas así como en economía. D ifusión  es el nombre empleado para 
el proceso en el que las partículas se dispersan al chocar continua y aleatoriamente 
cambiando de dirección, después de salir de una fuente. Suponga que las partículas 
pueden moverse sólo en una dirección espacial (por ejemplo, a lo largo de una varilla 
delgada o un tubo). Entonces C(x, /), la concentración de partículas situadas a a* uni
dades de la fuente (punto de inserción) en el momento /, satisface la ecuación de difu
sión unidimensional

dC d2C—  = a—r
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donde a es una constante positiva llamada coeficiente de d ifusión. Del mismo modo, la 
ecuación bidimensional de difusión

se utiliza para modelar la dispersión de partículas que se mueven al azar en un plano, 
donde C(x, y, /) es la concentración de partículas en el punto {x, y ) en el momento t.

Biólogos matemáticos han adaptado la ecuación de difusión para modelar la dis
persión de organismos vivos, incluyendo plantas y animales. Vamos a examinar un 
modelo de este tipo, debido a J. G. Skellam. Primero, suponga que en un momento 
particular (t = 0), se introduce un organismo en un punto (llamado “fuente” ), donde 
éste organismo no había estado presente previamente. Skellam supuso que la pobla
ción del organismo se dispersa desde la fuente en dos formas:

a) Al crecer exponencialmente a un ritmo de reproducción continuo r.

b) Al moverse al azar en un plano de coordenadas xy, con la fuente en el origen.
Con base en estas suposiciones, Skellam modeló la dispersión de la población con la 
ecuación de difusión bidimensional modificada

dN J d 2N  d2N \
( l ) —— — D  -T ---2 }'N

dt \ d x 2 dy2 )
expansión por crecimiento por

movimiento reproducción
al azar exponencial

donde N (x, y, t) es la densidad de población en el punto (.x, y) en el momento t, y D  es 
una constante positiva, llamada coeficiente de dispersión, que es análoga al coeficiente 
de difusión.

Se puede demostrar que una solución a la ecuación de Skellam es

(2) N ( x , y , t ) = - ^ -  4 n D í

donde M  es el número de individuos inicialmente introducidos en la fuente (vea la Pre
gunta 5). El ritm o  asin tó tico  de expansión pob lac iona l, V, es la distancia entre lugares 
con iguales densidades de población en años sucesivos, y el modelo de Skellam se pue
de usar para demostrar que

(3) V  =  V 4 ríD

(véase la pregunta 4). Del mismo modo, el r itm o  intrínseco de crecim iento, r, se puede 
estimar usando datos del crecimiento de poblaciones existentes, y el coeficiente de dis
persión, D , se puede estimar usando la fórmula

2A \ t )
(4) D = — y -

1Tt

donde A {t) es la distancia promedio que los organismos han recorrido en el tiempo t.
El modelo de Skellam se ha empleado para estudiar la dispersión de varios or

ganismos, incluyendo robles, escarabajos de hojas de cereal, mariposas de repollos, y 
otros. Como ilustración de la forma en que se puede aplicar el modelo, se regresará 
a la población de ratas almizcleras de Europa Central, introducida en el párrafo ini
cial, y a la figura 7.34. Estudios de población indican que r, el ritmo intrínseco de 
aumento de la población de ratas almizcleras, no era de más de 1.1 por año, y que 
D , el coeficiente de dispersión, no era mayor a 230 km2/año. En consecuencia, la so
lución al modelo de Skellam expresado en la ecuación (2) pronostica que la distribu-

RE
FL

EX
IO

NE
 

AC
ER

CA
 

DE

  www.FreeLibros.com



584 C A P ÍT U L O  7 ! Cálculo de varias variables ¡ 7-90

LU
Q
<
U

UJ
u
<
LU
Z
O
X
UJ 
—i 
LL 
UJ

ción de ratas almizcleras, bajo las mejores circunstancias para la especie, está dada 
por

( V  N (X  y  t) =  ------ ^------- l . l r - ( .^ + / ) / (9 2 0 , )(5) " (X , y , I) 4^(230)/

donde (a*, >») es el punto x  km al este y y  km al norte del punto en que se escaparon las 
ratas, cerca de Praga, y t es el tiempo en años (después de 1905). La fórmula (3) pronos
tica que el máximo ritmo de expansión poblacional es

V = V 4 rD  =  V4( 1.1)(230) «  31.8 km/año

que es un poco mayor que el ritmo observado de 25.4 km/año.
La deducción de la ecuación de difusión se puede hallar en numerosos textos de 

ecuaciones diferenciales, o vea la In iroduc tion  to M athem atics p o r  L ife  Scientists, 3rd 
ed., de Edward Batschelet, Springer-Verlag, New York, páginas 392-395. El modelo 
de Skellam y diversas variaciones se estudian en M athem atica l M odels in B io logy  de 
Leah Edelstein-Keshet, McGraw-Hill, Boston, 1988, páginas 436-441. Es importante 
resaltar que la ecuación modificada de difusión de Skellam, dada en la fórmula (1), 
tiene soluciones diferentes a la fórmula (2). En general, la resolución de ecuaciones 
diferenciales parciales es muy difícil, y a veces la mejor opción es concentrarse en 
hallar soluciones con ciertas características específicas. Estas soluciones se pueden 
usar entonces para analizar situaciones prácticas, como hicimos con el problema de 
las ratas almizcleras.

P r e q u o t  a s

i.
MVerifique que C(jc, t) = e ) satisfaga la ecuación de difusión

. d C d 2C
=  a

dt dx"

Haga esto calculando las derivadas parciales e insertándolas en la ecuación.

2.

3.

¿Qué relación debe cumplirse entre los coeficientes a y b para que C(x, t) = 
eax+bt sea una solución de la ecuación de difusión

dC d2C—  = a — -
dt dx

Suponga que una población de organismos se dispersa a lo largo de una recta 
unidimensional según la ecuación diferencial parcial

d N  d 2N
—  = D — 2 + rN  
dt d x 2

• M - (  ¿ \
Demuestre que la función N(x, t) = ^  ' es una s0̂ uc^ n esta
ecuación diferencial parcial, donde M  es la población inicial de organismos 
localizada en el punto x = 0 cuando t =0.

4. Demuestre que en los contornos de igual densidad de población, es decir, en las cur
vas de la forma N(x, t )=  A, donde A es una constante, el cociente x / t  es igual a

x

t
2 D  4 D  , 7-----4r D ------ ln t -------- ln (V 2 r í ) A / M )

t t

1/2
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7-91 Reflexione acerca de... I 585

Con el uso de esta fórmula, se puede demostrar que el cociente x lt se puede
aproximar con -  ~  ± 2 V r D ,  que da una fórmula para el ritmo de expansión de 
población.

5. Verifique que N (x, y , t) =  es una soIuc¡ón de k  ecuación

diferencial parcial

6. Use la ecuación (5), que obtuvimos usando el modelo de Skellam, para hallar la 
densidad de población para ratas almizcleras en 1925 en el lugar 500 km al nor
te y 500 km al oeste del punto en que se escaparon, cerca de Praga.

7. Use el modelo de Skellam para construir una función que estime la densidad de 
población de la pequeña mariposa blanca del repollo, si el máximo coeficiente 
de difusión observado es 129 km2/año y el máximo ritmo intrínseco de aumen
to observado es 31.5/año. ¿Cuál es el máximo ritmo pronosticado de expansión 
de población? ¿Cómo se compara esto con el máximo ritmo de expansión po- 
blacional observado de 170 km/año?

8. En esta pregunta, se pide explorar un método alternativo para analizar el pro
blema de ratas almizcleras usando el modelo de Skellam. Recuerde que el ritmo 
intrínseco de crecimiento de la población de ratas almizcleras fue r  = 1.1 y que 
el máximo ritmo de dispersión observado fue V  = 25.4.
a) Use estos valores para r y  Ven la fórmula (3) para estimar el coeficiente 

de dispersión D .

b) Sustituyendo /* = 1.1 en la fórmula (2) junto con el valor obtenido para D  
en el inciso a), encuentre la densidad de población en 1925 para las ratas 
almizcleras en el lugar a 500 km al norte y 500 km al oeste del punto en 
que se soltaron (la fuente), cerca de Praga. Compare su respuesta con la 
respuesta a la pregunta 6.

c) Use la fórmula (4) para estimar la distancia promedio, A, de la población 
de ratas almizcleras en 1925 desde su fuente cerca de Praga.
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588 C A P ÍT U L O S  i Ecuaciones diferenciales 8-2

En la sección 1.4, se introdujo la modelación matemática como un proceso dinámico 
que comprende tres etapas:

1. A un problema real se le da una formulación matemática llamada modelo mate
mático. Con frecuencia, esto comprende hacer suposiciones de simplificación 
acerca del problema para que sea más accesible.

2. El modelo matemático es analizado o resuelto con el uso de herramientas de áreas 
como el álgebra, el cálculo y la estadística, entre otros, o mediante métodos numé
ricos, usando calculadoras graficadoras o computadoras.

3. La solución del modelo matemático es interpretada en términos del problema real 
original. Esto a veces lleva a ajustes en las suposiciones del modelo.

El proceso puede entonces repetirse, con un modelo cada vez más refinado, hasta que se 
logra una comprensión satisfactoria del problema real.

En todo este libro se ha empleado el cálculo para analizar modelos matemáticos, y 
muchos de estos modelos involucran razones de cambio. A veces la formulación 
matemática de un problema contiene una ecuación en la que están relacionadas una 
cantidad y su razón de cambio. Como las razones de cambio se expresan en términos de 
derivadas o diferenciales, tal ecuación recibe el nombre de ecuación diferencial. Por 
ejemplo,

son todas ellas ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones diferenciales están entre las 
herramientas más útiles para modelar fenómenos continuos, incluyendo situaciones 
importantes que se presentan en finanzas y economía, así como en ciencias sociales y 
biológicas. En esta sección, se introducen técnicas para resolver ecuaciones diferen
ciales básicas, y se estudian algunas aplicaciones prácticas.

El tipo más sencillo de ecuación diferencial tiene la forma

en la que la derivada de la magnitud y se da explícitamente como función de la variable 
independiente x. Esta ecuación se puede resolver con sólo hallar la integral indefinida 
de g(x). La expresión de todas las posibles soluciones de la ecuación se denomina 
solución general. Una ecuación diferencial asociada con una condición inicial se 
llama solución particular del problema de valor inicial. En los ejemplos 8.1.1 al 8.1.3 
se ilustra dicha terminología y se demuestra la forma en que se pueden emplear las 
ecuaciones diferenciales para construir modelos matemáticos.

y

EJEMPLO I 8.1.1

Encuentre la solución general de la ecuación diferencial

y la solución particular que satisfaga y = 2 cuando x  = 1.
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Integrando, se obtiene

Solución

y = ¡  l ) A= f (*2 + 3*)d*
1 3 3 2

= r r  4- - x 2 +  C3 2
✓

Esta es la sólucion general puesto que todas las soluciones se pueden expresar en dicha 
forma. Para la solución particular, sustituya x = 1 y y  = 2 en la solución general:

2 = ~ (1)3 + ~ (1)2 + C 

3 2 “  6

1 3  1Por tanto, la solución particular requerida es 3? = — x3 H— x2 H— .
3 2 6

EJEMPLO I 8 .1 .2

El valor de reventa de cierta máquina industrial disminuye durante 10 años a una tasa 
que depende de la antigüedad de la máquina. Cuando la máquina tiene x años de 
fabricada, la razón a la que su valor está cambiando es 2 2 0 (x — 1 0 ) dólares por año. 
Exprese el valor de la máquina como función de su edad y de su valor inicial. Si la 
máquina valía originalmente $ 1 2  0 0 0 , ¿cuánto valdrá a los 1 0  años?

Solución
dV

Denote por V(x) el valor de la máquina cuando tenga x años de edad. La derivada —
dx

es igual a la razón 2 2 0 (x — 1 0) a la que el valor de la máquina está cambiando. 
Por tanto, para modelar este problema, se puede usar la ecuación diferencial

—  = 220(x -  1 0 ) = 220x -  2200  
dx

Para hallar V, resuelva esta ecuación diferencial integrando:

V(x) = J (220x -  2200) dx =  1 lO.v2 -  2200.x + C

Nótese que C es igual a K(0), el valor inicial de la máquina. Un símbolo más descriptivo 
para esta constante es V0. Con el uso de esta notación, se puede escribir la solución 
general como

V(x) =  110x2 -  2 200x + Vo 

Si Vq = 1 2 0 0 0 , entonces la solución particular correspondiente es

V(x) =  110x2 -  2200x + 12000 

Por tanto, cuando la máquina tenga x = 10 años de antigüedad, su valor es 

V (\0 ) = 110(10)2 -  2 200(10) + 12000 = $1000
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V(x) R{x)
i í i i

12 000- 2 200-

\

1 000-
\

S  W T
10 10

d) Valor de la máquina b) Tasa de depreciación
V(x) = 1 IOjc2 -  2 200a- + 12 000 R(x) = -220(jc- 10)

FIG URA 8.1  El valor de la máquina y su tasa de depreciación.

El negativo de la razón de cambio del valor de reventa de la máquina

dV
R = — -  = -220(;t -  10) 

dx

se denomina tasa de depreciación. En la figura 8.1 se muestran las gráficas del valor de 
reventa V  de la máquina y de la tasa de depreciación R.

EJEMPLO I 8 .1 .3

Se espera que un pozo petrolero que acaba de abrirse produzca 300 barriles de petróleo 
crudo por mes, y se espera que a ese ritmo se agote en 3 años. Se estima que dentro de t 
meses, el precio del petróleo crudo sea p (t) = 28 + 0.3Ví dólares por barril. Si el 
petróleo se vende tan pronto como es extraído del pozo, ¿cuál será el ingreso total 
generado por el pozo durante su operación?

Solución

Sea R (t) el ingreso generado durante los primeros t meses después de abrirse el pozo, de 
modo que R (0) = 0. Para construir la ecuación diferencial, use la relación de la razón

razón de cambio del ingreso con _ / dólares por V  barriles 
respecto al tiempo (dólares/mes) \ barril /\por mes

Se deduce que se puede modelar este problema usando la ecuación diferencial

- r  = (28 + 0.3VÍ) (300)
dt

n ilón  de cambín dólares barriles 
de ingreso por barril por mes

y se deduce que

dR
—  = p(í)(300) = 300(28 + 0.3Vi)

= 8400 + 90/1/2
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Ecuaciones de 
variables separables

¡EXPLORE!
¿g* Consulte el ejemplo 8.1.4.

Introduzca la familia de curvas 
solución y = (3X2 + L1)A(1/3) en 
Y1 del editor de ecuaciones, 
donde la lista L1 = {-16, -12 , 
-8 , -4 , 0, 4, 8,12,16}. Use la 
pantalla [-4 .7 ,4.7]1 por [ - 3 , 4]1 
para graficar esta familia de 
curvas y describa lo que 
observe. ¿Cuál de estas curvas 
pasa por el punto (0, 2)?

Integrando, se obtiene que la solución general de esta ecuación diferencial es

R (l) =  J (8400 + 90t m )d í = 8400< + + C

=  8400í + 60 t m  +  C

Como R (0) = 0, se tiene que

R (0) = 0 = 8400(0) + 60(0)3/2 + C

de modo que C = 0, y la solución particular buscada es

R (t) =  8400? + 60 t ‘a

Por tanto, como el pozo se agotará en 36 meses, el ingreso total generado por el pozo 
durante su operación es

R(36) =  8400(36) + 60(36)3/2 
___________________________ = $315360

Numerosas ecuaciones diferenciales útiles se pueden rescribir formalmente de modo 
que todos los términos que contengan la variable independiente aparezcan en un 
miembro de la ecuación, y todos los términos que contengan la variable dependiente 
aparezcan en el otro. Las ecuaciones diferenciales con esta propiedad especial se llaman 
ecuaciones de variables separables y se pueden resolver por medio del siguiente 
procedimiento, que comprende dos integraciones.

Ecuaciones d ife re n c ia le s  de  va riab les  separab les aa una ecuación 
diferencial que se puede escribir en la forma

dy _  h(x) 

dx g (y )

se llama ecuación de variables separables. La solución general de esta ecuación se 
puede obtener separando las variables e integrando ambos miembros; esto es,

g (y )d y  =  h {x)dx

EJEMPLO I 8.1.4
dy 2x

Encuentre la solución general de la ecuación diferencial — = —ñ.
dx y

Solución

dy
Para separar las variables, suponga que la derivada — es en realidad un cociente y

Cwv

escriba
y 1 dy — Ix d x

Ahora integre ambos lados de esta ecuación para obtener

Ix d xj y 2dy = J  

^  +  C ¡ = x 2 +  C 2
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donde Ci y C2 son constantes arbitrarias. Al despejar y, resulta

1

y 3 = 3x2 + 3 C 3 = 3x 2 +  C  lll" lik ' c  = 3C' 
y  =  d x 2 + C) 1/3

- y 3 = x2 + (C2 -  Cj) = x 2 + C3 donde C\ = C2 -  C,

EJEMPLO I 8.1.5
Un cuerpo se mueve a lo largo del eje x  en forma tal que en cada momento t, su 
velocidad está dada por la ecuación diferencial

dx 2 ,— = x ln t 
d t

Si el cuerpo está en x  =  —2 cuando t  — 1, ¿dónde está cuando t = 3?

S o lución

Separando las variables en la ecuación diferencial dada e integrando, se tiene

¡ 7 2 d x = j
ln td t

— 1 f  1 integración por partes con
—  +  C i =  t \ n t - \ - ( t ) d t  „ = hl, dv = d¡

— t ln t  — t + Cn dlt = ~ dt r = t
Z I

de modo que la solución general es

----=  t \ n  t  — t  +  C  donde C = -  C
x

Como x  =  — 2 cuando t = 1, se tiene

-1
(- 2)

(l)ln (l) -  (1) + C puesto que in I = 0

de modo que

1 = 0 - 1 +C 

C = i + 1 =§
2 2

3----=  t \ n  t — t —
x  2

En particular, cuando t  =  3, se tiene

—  = (3)ln(3) -  (3) + | «  1.80
x  • 2

Al despejar x  de esta ecuación, se obtiene

x  ~  — -7 ~  —0.56
1.8

que significa que el objeto está en;c= -0.56 cuando t = 3 .
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C rec im ien to  y 
d e c a im ie n to  

e x p o n en c ia le s

M odelos de 
a p re n d iz a je

En la sección 4.1, se obtuvo la fórmula Q — Q0ekr para el crecimiento exponencial, y
Q =  Q0e r para decaimiento exponencial; luego, en la sección 4.3 se demostró que la
razón de cambio de una magnitud que experimenta uno de estos dos tipos de cambio
exponencial (crecimiento o decaimiento) es proporcional a su tamaño; esto es 
dQ  _
—  = mQ  para alguna constante m. El ejemplo 8.1.6 muestra que lo inverso de este 
resultado también es verdadero.

EJEMPLO I 8 .1 .ó
Demuestre que una magnitud Q que cambia a una razón proporcional a su tamaño 
satisface Q (t) = Q0emr, donde Q0 = 0(0).

Solución

Como Q cambia a una razón proporcional a su tamaño, se tiene

dQ
—  =  mQ  
dt

para una constante m. Separando las variables e integrando, obtiene

ln Q — m t + C\ 

y al aplicar exponenciales en ambos miembros
Q (t) =  e'"Q =

=  Cemt donde C =  cc '

Como <2(0) = Q q, se deduce que

Qo =  2(0) = Ce0 = C porque eu = l 

Por tanto, Q (t) = Qoem\  como se pide. _____

En el capítulo 4, se hizo referencia a las gráficas de funciones de la forma <2(0 — B — 
A e ~ kt como curvas de aprend iza je , porque funciones de esta forma describen con 
frecuencia la relación entre la eficiencia con la que un individuo realiza un trabajo 
determinado, y la cantidad de capacitación o experiencia que el “alumno” ha tenido. En 
general, cualquier magnitud que crezca a una razón proporcional a la diferencia entre su 
tamaño y un límite superior fijo está representada por una función de esta forma. A 
continuación se muestra un ejemplo de modelo de aprendizaje de este tipo.

EJEMPLO I 8.1.7
La razón a la que crece el número de personas enteradas de un nuevo aumento en las
tarifas postales es proporcional al número de personas en el país que todavía no están
enteradas. Exprese el número de personas enteradas del aumento como función del 
tiempo.

Solución
Denote por Q (t) el número de personas enteradas del aumento en el momento t y sea B 
la población total del país. Entonces

Razón a la que crece el número de _  dQ
personas enteradas del aumento fa
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FIGURA S.2 curva de 
aprendizaje <2(0 — B — Ae~kt.

C r ecim ie uto 1 o g ístico

Número de personas que 
todavía no saben del aumento B - Q

Como la razón a la que crece el número de personas enteradas del aumento es 
proporcional al número de personas que no se han enterado del aumento, se deduce que

^  =  k{B -  Q) 
dt

donde k es la constante de proporcionalidad. Note que la constante k debe ser positiva
dQporque —  >  0 (pues Q es una función creciente de /) y B — Q >  0 (porque B >  Q). 
dt

Separe las variables escribiendo

1
B - Q

dQ  = k d t

e integre, para obtener

1
dQ =  k d t

J B - Q  

- ln  \B -  Q\ =  kt  + C

(Asegúrese de revisar que aparezca el signo menos.) Esta vez se puede cancelar de
inmediato el signo de valor absoluto porque B — Q >  0. Por tanto,

- ln  (B -  Q)  =  kt + C 

ln (B -  Q)  =  - k t  -  C

= e

Q =  B -  e

Denotando la constante e por A y usando notación funcional, se puede concluir que

B -  Q = e~ kt~ c  ~  - ~ kt- ~ c  
.~ ce ~kt

Q {t) =  B -  Ae —kt

que es precisamente la ecuación general de una curva de aprendizaje. Para referencia, la 
gráfica de Q aparece en la figura 8.2. ________ ________________

Recuerde, del capítulo 3, que la razón relativa de crecimiento de una magnitud Q(t) está 
dada por el cociente Q '(t)/Q (t). En crecimiento y decaimiento exponenciales, donde 
Q '(t)  =  kQ (t), la razón relativa de crecimiento es constante; es decir,

Q '( t)  

Q it)
=  k

Una población sin restricciones de espacio o de recursos se puede modelar 
frecuentemente como que tiene crecimiento exponencial. No obstante, cuando existen 
esas restricciones, es razonable suponer que hay una población máxima, B, sustentable 
por el entorno (llamada capacidad máxima) y que en cualquier momento f, la razón 
relativa de crecimiento de la población es proporcional a la población potencia l 
B ~  <2(0; esto es,

Q '( t)  

Q it)
= k(B -  Q {t))
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donde k es una constante positiva. Esta relación de la razón lleva a la ecuación 
diferencial

dQ
= KQiB -  Q)

Lo anterior se llama ecuación logística, y el correspondiente modelo de crecimiento 
restringido de la población se conoce como modelo logístico.

La ecuación diferencial logística es de variables separables, pero antes de resol
verla analíticamente, veamos lo que podemos deducir usando métodos cualitativos.

Primero, note que la ecuación logística se puede escribir como —  = R(Q), donde
dt

la razón de cambio de la población R(Q) =  kQ(B -  Q) es una función cuadrática en 
Q. Como k >  0, la gráfica de R (Q ) es una parábola que abre hacia abajo (véase la 
figura 8.3), y como R (0) = R(B) =  0, la gráfica corta el eje Q en 0 y en B. El punto 
más alto (vértice) de la gráfica está en B ¡2.

S E C C IÓ N  8.1 Introducción a las ecuaciones diferenciales 595

R

rfiGUi; .A S.3 Gráfica de la función de razón de cambio de la población 
R(Q) = kQ(B -  Q).

Si la población inicial (2(0) es entonces Q (t) = 0 para toda t  >  0 y, del 
mismo modo, si la población inicial es £)(0) = B , entonces la población permanece 
al nivel de la capacidad máxima para toda t >  0. Las dos soluciones constantes 
Q — 0 y Q =  B , llamadas soluciones de e q u ilib r io  de la ecuación logística, se mues
tran en la figura 8.4a.

Si la población inicial Q (0) satisface 0 <  Q (0) <  B, entonces

R (Q ) = kQ(B -  Q) >  0

porque k, Q, y B — Q son todas positivas. Como la razón de crecimiento es positiva, 
la propia población Q (t) es creciente. Cuando Q {t) se aproxima a B, la razón de

crecimiento de la población —̂  se aproxima a 0, lo cual sugiere que la gráfica de
d t

la función de población Q {t) “ se aplane” , aproximándose a la capacidad máxima en 
forma asintótica. Si la población inicial satisface (2(0) >  B t se tiene

R (Q ) = kQ(B -  Q) <  0

porque k y Q son positivas y B  -  Q es negativa. En este caso, la población decrece 
desde su valor inicial, aproximándose una vez más a la capacidad máxima, en forma 
asintótica cuando Q se aproxima a B. En la figura 8.4¿> se muestran las soluciones no 
constantes de la ecuación logística.

Además de su papel para modelar crecimiento restringido de población, la ecua
ción logística también se puede usar para describir algunos comportamientos eco-
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Q
i

B

0

Q = B

i2 = 0 1

a) Soluciones de equilibrio 
Q = 0 y Q  = B

FIGURA 8.4 Soluciones típicas de la ecuación logística clQ/dt =  kQ{B — Q).

nómicos así como interacciones dentro de un grupo social, como es la propagación 
de rumores (vea el problema 40). En el ejemplo 8.1.8, se usa un modelo logístico 
para describir la propagación de una epidemia.

S

REPASO
Para decir que la cantidad 
z es conjuntamente 
proporcional a las cantidades 
x y y significa que hay una 
constante k tal que z = kxy.

EJEM PLO I 8 .1 .8

La razón a la que se propaga una epidemia en una comunidad es conjuntamente 
proporcional al número de residentes que han sido infectados y al número de residentes 
susceptibles que no se han infectado. Exprese el número de residentes que han sido 
infectados como función del tiempo.

Solución

Denote por Q {t) el número de residentes susceptibles infectados en el momento t, y 
denote por B el número total de residentes susceptibles. Entonces

Razón a la que residentes susceptibles _  dQ  
se infectan en el momento t dt

Número de residentes susceptibles 
no infectados todavía =  B - Q

“Conjuntamente proporcional” significa “proporcional al producto” , de modo que la 
ecuación diferencial que describe la propagación de la epidemia es

dQ
~ft = kQ(B -  Q)

donde k >  0 es la constante de proporcionalidad. (¿Ve usted por qué k debe ser positiva?)
y

Esta es una ecuación diferencial de variables separables cuya solución es

dQ 

Q(B -  Q)

_Q _
B - Q

=  k d t

— kt + C
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EXPLORE!
Suponga que en una pequeña 
comunidad de 1 000 
residentes, el número de ellos 
que contraen gripe en un 
periodo de 7 semanas está 
dado en la tabla siguiente:

Semanas Número de infectados
45
75

200
450
595
700
760

Use la función de modelación 
estadística de su calculadora 
graficadora para ajustar una 
curva logística a los datos, y 
determine el nivel proyectado 
de residentes susceptibles que 
finalmente se infectarán con 
base en el modelo logístico.

donde la integración de la izquierda se realizó usando la fórmula integral 6 en la tabla 
de integrales que aparece en la página 458 de la sección 6.1; específicamente,

du = — ln
u(a + bu) a a + bu

+ C

con u =  Q, a =  B ,y  b =  — 1.
Como Q >  0 y B >  Q, podemos eliminar las barras de valor absoluto de la solu

ción y escribir

B - Q
-  e B kt + B C  =  £ B kte BC

=  A xeBkt donde A \ = eBC

Multiplicando ambos lados de la última ecuación por B -  Q y despejando Q, se obtiene

Q =  (B -  Q )A¡ eBk'  = (B A ¡ -  Q A ,) eBk‘

Q e ~ BlA =  BA¡ -  QA¡

Q(A¡ + e ~ Bk,) =  B A x

B A ,

multiplique ambos latios por c l,u 

sume QA ¡ a ambos latios

Q =
A i +  e ~ Bkt 

B

- B k t

di vi tía todos los términos 
de la derecha cutre A ¡

1Por último, haciendo A  = — , vemos que Q tiene la forma logística

<2(0 =
B

1 + Ae - B k t

La gráfica de Q(0> el número de residentes infectados, se muestra en la figura
8.5. Note que esta gráfica tiene la forma característica de “S” de una curva logística

B
con capacidad máxima B. Al principio de la epidemia, sólo (2(0) = residentes

están infectados. El número de residentes infectados aumenta rápidamente al princi
pio y se propaga con la mayor rapidez en el punto de inflexión de la gráfica. No es 
difícil demostrar que esto ocurre cuando la mitad de la población susceptible está 
infectada (véase el problema 50). La rapidez a la que se infecta la población empieza 
a disminuir cuando el número total de residentes infectados se aproxima de forma 
asintótica al nivel B, donde todos los residentes susceptibles estarían infectados.
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BFIGURA 8.5 Curva logística y = -----  _ Bkt que muestra el número de residentes Q{t)
1 + Ae

infectados en el momento t durante una epidemia.

Por qué funciono Considere la ecuación diferencial separable
el método de , ̂

separación — ~ ——
de variables

o bien, lo que es equivalente,

dx g (y)

§(y)~~ ~  K x )  = 0
dx

El lado izquierdo de esta ecuación se puede rescribir en términos de las antiderivadas de 
g y h. En particular, si G es una antiderivada de g y H  una antiderivada de h, de la regla 
de la cadena se deduce que

^ - {G (y )  -  H (x )] = G '(y)y- -  H '(x )  =  g i y ) ~  -  h(x) 
dx dx dx

dyPor tanto, la ecuación diferencial g (y )------h{x) = 0 dice que
dx

— [iG(y) -  H (x)) =  0 
dx

Pero las únicas funciones cuyas derivadas son idénticamente cero son las constantes, y 
entonces

para alguna constante C. Esto es,

G0>) -  H (x) = C

G(y) = H (x) + C

o, lo que es equivalente,

g(y)dy =  h(x)dx +  C

y la demostración está completa.
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P R O B L E M A S  I 8.1
En los problem as de l 1 a I 20 encuentre la  so lución genera l de la  ecuación d ife renc ia l dada Deberá in tegra r p o r  
partes en los problem as del IV  a l 20.

1. — = 3x2 +  5x -  6  
dx

dy

3• í ' 3’

5. *  -
dx

dy x
7 * 7 T  =  _dx y

- dP r  
2 . —  = w t +  e 

dt

* dy _ 2
4 ‘

6. £  = ^  
dx

é/jc JC

9. ?  =

dy _  y

10. dy y + 4

13.

dx x  -  1

dy J + 3
dx (2x — 5)6
dx x t

dx xy

12. ^  = «¿V* + 1
dx  

dy  

dx

tey

14. — =  e ~ 2y( x - 2 f

dy
dt 2 t + 1 

dy 

dx

19. — = y  InVr 
dt

20.

dt 21 -  1

dw „ 2wse

ds w

dx ln t
ln jc

En los problem as del 21 a l 28 encuentre la  so lución p a rtic u la r  de la  ecuación d ife rencia l que satisfaga la  
condición ind icada.

—  = 5x4 — 3x2 — 2 ; y  = 4 cuando x  =  1
dx

dy 3 9— = 4jc v ; y  = 2  cuando jc = 1
¿LY

rfy v _ v 2— = xe ‘, y  =  0 cuando jc = 1
dx

—  = x t V T T T  ; jc = 1 cuando í = 0  
dt

2 1 . ÉL =
dx

e5x; y  = 1 cuando jc =  0 2 2 .

23. II
■§1 *3 - j  ; y  =  3 cuando jc = 2

y
24.

25. d i  = 
dx

y 2 v  4 — x  ; y  =  2 cuando jc = 4 26.

27. dy = y + l_ ; y = 2  cuando t =  1 28.
d t t(y -  1)

Sugerencia: —---- - = 1 —
y + 1 y + l

En los problem as del 29 a l 40 escriba una ecuación  
dife rencia l que describa la  s ituación dada. D efina  
todas las variab les que introduzca. (Esta vez no trate  
de resolver la  ecuación d ife renc ia l.)

29. CRECIMIENTO DE BACTERIAS El numero 
de bacterias en un cultivo crece a una razón que es 
proporcional al número de bacterias presente.

30. DECAIMIENTO RADIACTIVO Una muestra 
de radio se desintegra a una razón que es proporcio
nal a su tamaño.

31. CRECIMIENTO DE INVERSIÓN Una inver
sión crece a una razón igual al 7% de su tamaño.

32. CONCENTRACIÓN DE MEDICAMENTOS 
La razón a la que disminuye la concentración de un 
medicamento en el torrente sanguíneo es proporcio
nal a la concentración.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

\

i
y

CRECIMIENTO DE POBLACION La pobla
ción de cierta villa aumenta a una tasa constante de 
500 personas por año.
COSTO MARGINAL El costo marginal de un 
fabricante es $60 por unidad.
CAMBIO DE TEMPERATURA La razón a la 
que cambia la temperatura de un cuerpo es propor
cional a la diferencia entre su propia temperatura y 
la temperatura del medio ambiente.
DISOLUCIÓN DE AZÚCAR Al ser puesta en 
un recipiente con agua, el azúcar se disuelve a una 
razón que es proporcional a la cantidad de azúcar no 
disuelta que queda en el recipiente.
RECORDAR Cuando se pide a una persona que 
recuerde un conjunto de datos, la razón a la que 
los datos son recordados es proporcional al número 
de datos en la memoria de la persona que todavía no 
han sido recordados.
PARTICIPACIÓN EN EL MERCADO La ra
zón a la que un nuevo producto sustituye a otro, 
viejo y obsoleto, es conjuntamente proporcional a 
las participaciones en el mercado de los productos 
nuevo y viejo. [Sugerencia: Exprese la participación 
en el mercado como un porcentaje.]
CORRUPCIÓN EN EL GOBIERNO La razón 
a la que las personas se ven implicadas en un escán
dalo del gobierno es conjuntamente proporcional al 
número de personas ya implicadas, y al número de 
personas involucradas que todavía no han estado 
implicadas.
PROPAGACIÓN DE UN RUMOR La razón a 
la que un rumor se propaga en una comunidad es 
conjuntamente proporcional al número de personas 
de la comunicad que ya conocen del rumor y al nú
mero de personas que aun no lo conocen.
Verifique que la función y  = CeLx es una solución

dyde la ecuación diferencial — = ky.
dx

42. Verifique que la función Q = B — Ce~kt es una

solución de la ecuación diferencial —  = k(B — Q ).
dt

43. Verifique que la función y  = C \ex + C2xex es una

solución de la ecuación diferencial
d 2y dy 
— 2 “  2— + y = 0.

39.

40.

41.

dx dx

1 C44. Verifique que la función y =  — x 4 ----- - + C-> es
20 x

una solución de la ecuación diferencial 
d i2y dy

45. PRODUCCION DE PETROLEO Cierto pozo 
de petróleo que produce 400 barriles de crudo por 
mes se agotará en 2 años. El precio del petróleo 
crudo es en ese momento de $30 por barril, y se es
pera que aumente a una razón constante de 4 centa
vos por barril al mes. Si el petróleo se vende tan 
pronto como es extraído del pozo, ¿cuál será el in
greso total futuro del pozo?

46. PRODUCCIÓN AGRÍCOLA El modelo Mits- 
cherlich para la producción agrícola especifica que 
el tamaño Q (t) de una cosecha cambia a una tasa 
que es proporcional a la diferencia entre el tamaño 
máximo de la cosecha B y  Q\ esto es,

dQ
- j -  =  k{B -  Q) 
d t

a) De esta ecuación despeje Q {t). Exprese su res
puesta en términos de k y del tamaño inicial de 
cosecha Q0 = <2(0).

b) Una cosecha particular tiene un tamaño máximo 
de 200 bushels por acre. Al principio de la tempo
rada de cosecha ( t =  0), la cosecha es 50 de bus
hels y 1 mes después es de 60 bushels. ¿Cuál es la 
magnitud de la cosecha 3 meses después (/ = 3)?

c) Nótese que este modelo es semejante al modelo 
de aprendizaje estudiado en el ejemplo 8.1.7.
¿Es esto sólo coincidencia o hay alguna analo
gía significativa que enlaza estas dos situacio
nes? Explique.

47. DILUCIÓN Un tanque contiene 200 galones de 
agua salada que contiene 2 libras de sal por galón. 
Entra agua limpia al tanque a razón de 5 galones por 
minuto, y la mezcla, que se mantiene uniforme al 
ser agitada, sale a la misma razón.
a) Si S{t) es la cantidad de sal en la solución en el 

momento t, entonces la cantidad de sal en un 
galón de solución está dada por

Cantidad de sal 5(0

dx.2 + 2— = r 3. 
dx

Cantidad de fluido 200
¿A qué razón sale la sal del tanque en el mo
mento /?

b) Escriba una ecuación diferencial para hallar la 
razón de cambio de S(t), usando el hecho de que

dS _ / razón a la que \ /razón a la que sale j
dt \entra sal al tanque) \ del tanque la sal /

c) Resuelva la ecuación diferencial del inciso b) 
para obtener 5(0- [Sugerencia: ¿Cuál es 5(0)?]

48. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA La ra
zón a la que se propaga una epidemia, en una comu
nidad con 2 000 residentes susceptibles, es 
conjuntamente proporcional al número de residentes 
que han sido infectados y al número de residentes
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susceptibles que no han sido infectados. Exprese el 
número de residentes que han sido infectados como 
función del tiempo (en semanas), si 500 residentes 
tenían inicialmente la enfermedad y 855 residentes 
habían sido infectados al final de la primera semana.

49. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA La ra
zón a la que se propaga una epidemia en una comu
nidad es conjuntamente proporcional al número de 
residentes que han sido infectados y al número de 
residentes susceptibles que no se han infectado. De
muestre que el momento en el que la epidemia se 
propaga más rápidamente es cuando la mitad de los 
residentes susceptibles han sido infectados. [Suge
rencia: No tiene que resolver una ecuación diferen
cial para hacer esto. Sólo empiece con una fórmula 
para la razón a la que la epidemia se propaga y use 
cálculo para maximizar esta razón.]

50. CURVAS LOGISTICAS Demuestre que si una 
magnitud Q satisface la ecuación diferencial
dQ
—  =  kO(B — Q), donde k y B son constantes

positivas, entonces la razón de cambio —  es
dt

B
máxima cuando Q (t) = —. ¿Qué indica este

resultado acerca del punto de inflexión de una curva 
logística? Explique. [Sugerencia: véase la sugeren
cia para el problema 49.]

51. EFICIENCIA DE UN TRABAJADOR Para
0 < p  <  1, sea p (t) la probabilidad de que un trabaja
dor en una línea de producción cometa un error t horas 
después de iniciar su tumo de 8 horas. Un trabajador 
en particular, Tom, nunca comete un error al princi
piar su tumo y tiene sólo 5%  de probabilidad de error 
al final de su tumo. Plantee y resuelva una ecuación 
diferencial que suponga que, en cada momento t, la 
probabilidad de que Tom cometa un error aumenta a 
una razón que es proporcional a la probabilidad
1 — p(t), de que aun no se haya cometido un error.

52. EFICIENCIA DE UN TRABAJADOR Sue, 
compañera de trabajo de Tom en el problema 51, 
tiene 1% de probabilidad de cometer un error al 
principio de su turno, pero sólo 3% de probabilidad 
de cometer un error al final de su turno. Plantee y 
resuelva una ecuación diferencial que suponga que, 56. 
en cada momento /, la probabilidad p {t) de que Sue 
cometa un error aumenta a una razón conjuntamente 
proporcional a p {t) y la probabilidad 1 — p (t), de
que aun no se haya cometido un error .

53. CORRUPCIÓN EN EL GOBIERNO El nú
mero de personas implicadas en cierto escándalo 
gubernamental importante aumenta a una razón que

es conjuntamente proporcional al número de perso
nas ya implicadas y al número de involucrados que 
todavía no están implicados. Suponga que 7 perso
nas estaban implicadas cuando por primera vez un 
periódico de Washington hizo público el escándalo, 
y que 9 más estuvieron implicados en los siguientes 
tres meses, y que otros 12 estuvieron implicados du
rante los siguientes 3 meses. ¿Aproximadamente, 
cuántas personas están involucradas en el escán
dalo? [Advertencia: ¡Este problema probará el inge
nio del estudiante en álgebra!]

54. ALOME! RÍA Los diferentes miembros u órganos 
de una persona crecen a veces a ritmos diferentes, y 
una parte importante de la alometría comprende el 
estudio de las relaciones entre estos porcentajes de 
crecimiento (recuerde el ensayo Reflexione acerca 
de... al final del capítulo 1). Suponga que x{t) es el 
tamaño (longitud, volumen o peso) de un órgano o 
miembro de un organismo individual en el momento 
t, y que y(r) es el tamaño de otro órgano o miembro de 
la misma persona. Entonces la ley de alometría in
dica que los porcentajes relativos de crecimiento de x  
y y  son proporcionales; esto es,
y '( t )  x '( t )
----- = k ------  para alguna constante k > 0
y(t) x (t)

Primero demuestre que la ley de alometría se puede
escribir como

dy ,y  
dx x

y  a continuación despeje y de esta ecuación en tér
minos de x.

55. RESPUESTA A UN ESTÍMULO La ley Weber- 
Fechner en psicología experimental especifica que 
la razón de cambio de una respuesta R, con respecto 
al nivel del estímulo S, es inversamente proporcio
nal al estímulo; esto es,

d R _ k  

d S ~  S
Sea S0 el umbral del estímulo; es decir, el nivel más 
alto de estímulo para el cual no hay respuesta, de 
modo que R =  0 cuando S = S0.
a) De esta ecuación diferencial despeje R(S). Ex

prese su respuesta en términos de k y S0.
b) Dibuje la gráfica de la función de respuesta R{S) 

encontrada en el inciso a).
LEY DE FICK Cuando una célula se coloca en 
un líquido que contiene un soluto, éste atraviesa la 
pared de la célula por difusión. En consecuencia, 
cambia la concentración del soluto dentro de la cé
lula, aumentando, si la concentración del soluto 
fuera de la célula es mayor que la concentración en 
el interior y disminuyendo si ocurre lo contrario. En 
biología, la ley de Fick expresa que la concentra-
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ción del soluto dentro de la célula cambia a una ra
zón que es conjuntamente proporcional al área de la 
pared de la célula y a la diferencia entre las concen
traciones del soluto dentro y fuera de la célula. Su
poniendo que la concentración del soluto fuera de la 
célula sea constante y mayor que la concentración 
en el interior, deduzca una fórmula para hallar la 
concentración del soluto dentro de la célula.

57. ELIMINACIÓN DE DESECHOS PELIGROSOS 
Para estudiar la degradación de ciertos desechos pe
ligrosos con alto contenido tóxico, investigadores 
biológicos a veces usan la ecuación de Haldane

dS _  aS

d t b + cS + S2 
donde a, b y c son constantes positivas y S(t) es la
concentración de substrato (la sustancia sobre la que 
actúan bacteria en el material de desecho).1 Encuen
tre la solución general de la ecuación de Haldane. 
Exprese su respuesta en forma implícita (como una 
ecuación que contiene S y T).

58. DEMOGRAFÍA La ecuación diferencial

^  = Q(a -  b ln Q) 
dt

1 Michael D. LaGrega, Philip L. Buckingham y Jeffery C. Evans, 
Haiardous Waste Management, McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994, 
p. 578.

donde a y  b son constantes, se denomina ecuación 
de Gompertz, y una solución de la ecuación recibe 
el nombre de función de Gompertz. Estas funciones 
se emplean para describir el crecimiento restringido 
en poblaciones, así como aspectos del aprendizaje y 
el crecimiento dentro de una organización.
a )  Use la ecuación de Gompertz para demostrar 

que una función de Gompertz crece con su ma
yor rapidez cuando ln Q = {a — b)/b. [Sugeren
c ia : ¿Cuál derivada mide la razón con que está 
cambiando la razón de crecimiento d Q /á tl\

b) Resuelva la ecuación de Gompertz. [Sugeren
c ia : Sustituya u =  ln Q.\

c) Calcule lím Q(t).
r —> oo

d) Dibuje la gráfica de una función típica de 
Gompertz.

59. LEY DE PARETO La ley de Pareto en econo
mía dice que la razón de cambio (el decrecimiento) 
del número de personas, P, que tienen un ingreso de 
al menos x  dólares, en una economía estable, es di
rectamente proporcional al número de esas personas 
e inversamente proporcional a su ingreso. Exprese 
esta ley como ecuación diferencial y despeje P en 
términos de x.

S E C C IO N 8 .2 Ecuaciones:s d ife renc ia les  linea les
de p rim e r orden
Una ecuación diferencial lineal de primer orden tiene forma general.

dy
Por ejemplo, ~  + p(x)y  = q(x)

dy y _ v-— + ¿ = e
dx x

(para x  >  0)

1
Es una ecuación diferencial lineal de primer orden con p(x) = -  y q(x) = e A. En

x
esa forma esta ecuación no puede ser resuelta por simple integración o por separa
ción de variables. Pero, si se multiplican por x  ambos lados de la ecuación, ella se 
convierte en

dy _ r
x —  + y = xe x 

dx

Note que el lado izquierdo de esta ecuación es la derivada (con respecto a x) del 
producto xy porque

d  dy dx dy
— (xy) — x —  +  y —  =  x —  + y
dx dx dx dx

Por tanto, la ecuación diferencial dada queda ahora como

— (xy) = xe x 
dx
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que se puede iesolvei integrando ambos miembros con respecto a jci

j£ (* y )d x = Jxe~xdx

xy =  J xe Xdx =  ~ ( x  +  l)e  rX +  C usando integración par partes

Al despejar y, se concluye que la ecuación diferencial lineal de primer orden dada tiene 
la solución general

y = - [e~x( - x -  1 ) + C]

En este ejemplo, al multiplicar ambos miembros de la ecuación por la función 
x y la ecuación diferencial lineal de primer orden dada se convirtió en otra que puede 
resolverse por integración simple. Esa función, x, se denomina factor integrante de 
la ecuación diferencial. En textos más avanzados, se demuestra que toda ecuación

dy
diferencial lineal de primer orden — + p(x)y  =  q(x) tiene un factor integrante igual

dx

a I{x ) = eÍPMdX' Por ejemplo, en el ejemplo de la introducción, donde p(x) = el 
factor integrante es A

/( jc )  =  e^l/xdx =  e lnx =  x  como .v >  0

Para resumir:

Solucsón de una ecuación d ife rencia l lineal de p rim e r orden si La
dy

ecuación diferencial lineal de primer orden-----V p(x)y  = q(x) tiene solución general
dx

1
y I(x )q (x ) dx +  C

I(x )

donde C es una constante arbitraria e I ( x ) es el factor integrante

l( x )  =  efp(x:idx

EJEM PLO I 8.2.1

Encuentre la solución general de la ecuación diferencial

dy— + 2v = 2x 
dx

Solución

Ésta es una ecuación diferencial lineal de primer orden con p(x) = 2 y q(x) =  2x. El 
factor integrante es

/(x ) =  eS2dx =  e2* 

y la solución general de la ecuación lineal de primer orden es
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1

La integral de la derecha se puede calcular integrando por partes:

2x eZxdx — A' — — \eZx =  xeZx — — e2x

(Verifique los detalles.) Por tanto, la solución general es

1
y = 7¿

xe — — e + C 
2

EJEM PLO I 8 .2 .2

Encuentre la solución general de la ecuación diferencial

dy _  2x + y  

dx x

y la solución particular que satisface y =  —2 cuando x  — 1. 

Solución

La ecuación diferencial dada se puede escribir como

dy 2x +  y  y
— = --------- = 2 H—  divida _'\ -f v erare v
dx x x

d- l - l  =  2
dx x

reste v/.v de ambos Unios

Ésta es una ecuación diferencial lineal de primer orden con p(x) =  — 1/a  y q{a) = 2 . El 
factor integrante es

I{x) = eH ~ Ux)lL'' =  f _lnA'

1— eInA- ' _  I
A

y la solución general de la ecuación es

1
1 / a  

a [2  ln a  + C]

^  (2)d x  + C
~ [2  1

- d x  + C

Para hallar la solución particular, sustituya a  = 1 y y  = —2 en la solución gene
ral para obtener

- 2  = (1 ) [2  ln(l) + C] = 2 (0 )  + C = C 

En consecuencia, la solución particular es

y  — a [2  ln a  — 2 ] = 2 a  [ I n A  -  1]

En la sección 4.1, se utiliza un límite para calcular la cantidad de dinero en una 
cuenta en la que el interés se capitaliza continuamente. El ejemplo 8.2.3 ilustra la 
forma en que estos cálculos se pueden realizar usando una ecuación diferencial lineal 
de primer orden.
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¡EXPLORE!

t
. Consulte el ejemplo 8.2.3.
|  Introduzca Q{t) = 60 000 -  

40 000eA(.05í) en Y1 del editor 
de ecuaciones de su 
calculadora graficadora. Use la 
pantalla [ -1 0 ,10]1 por 
[-5  000, 40 000]1 000 y 
determine gráficamente 
cuándo:
a) quedarán $5 000 en la 

cuenta
b) La cuenta quedará en cero 
Ahora en su calculadora use 
la función TRACE, o la de 
hallar intersecciones, para 
encontrar con precisión esos 
valores.

EJEM PLO  I 8 .2 .3

David deposita $20 000 en una cuenta en la que el interés se acumula a una tasa de 5% 
anual, capitalizado continuamente. Él planea retirar $3 000 por año.

a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para determinar el saldo <2(0 de su 
cuenta t años después del depósito inicial.

b) ¿Cuánto tardará su cuenta en agotarse?

Solución

a) Si no se hicieran retiros, el valor de la cuenta cambiaría a una tasa igual a la tasa 
de interés anual, es decir,

IQOg'ffl _

<2(0

o bien, Q '( t)=  0.05(2(0* Ésta es la tasa a la que se suma interés a la cuenta, y al 
restar cantidades monto del retiro anual de $3 000, se obtiene la razón de cam
bio del saldo, o sea .

dQ
= 0.050 -  3 000

dt

[lasa neta de -i r  tasa a la que sen reanudad quen
cambio de Q j  L suma interés J L se retira J

Al rescribir esta ecuación como

—  -  0.052 = -3000 
dt

se reconoce como una ecuación diferencial lineal de primer orden con p (t) =
— 0.05 y q(t) = —3 000, que se desea resolver sujeta a la condición inicial de que 
<2(0) = 20000. El factor integrante para esta ecuación es

/ ( , )  =  ^ - 0 . 0 5 *  =  ¿-0.05,

de modo que la solución general es

e-O'O5'(-3  000)d t 4- C1
2 ( 0  — —0.05 í

= É>0-05'
/  - 0 . 0 5 / \

-3 000 -------- + C
[ - 0 . 0 5

=  60000 + Ce°-05t

Como Q (0) = 20000, se tiene

g(0) = 20000 = 60000 + Ce0 =  60000 -I- C

de modo que

C  = -  40000

y por tanto,

0(t) = 60000 -  40000<?° 05'
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M odelos de d ilu ción

b) La cuenta se agota cuando Q {t) = 0. Si se resuelve la ecuación

Q {f) = 0 = 60000 -  40000(?-005'

se obtiene
40 000í? °-05/ = 60000 sume 40 0 0 0 c 'n “ a ambos lacios

60000 
40000

^0.05/ _  _______ = 1 5  divida ambos lados entre 40 000

0 05/ = ln 1 5 aplique logaritmos de ambos lados

1*5 divida ambos lados entre 0.05t =
0.05
8.11

Por tanto, la cuenta se agota en aproximadamente 8 años. __________________

Es posible usar ecuaciones diferenciales lineales de primer orden para modelar situa
ciones en las que una cantidad está “ diluida” . Estos modelos aparecen en numerosos 
campos de acción como son finanzas, ecología, medicina, química, etcétera. El pro
cedimiento general para modelar una dilución se ilustra en el ejemplo 8.2.4.

EJEM PLO I 8 ,2 .4

Un tanque de 70 galones contiene inicialmente 20 libras de sal disueltas en 50 galones 
de agua. Suponga que cada minuto entran al tanque 3 galones de agua salada, que 
contienen 2 libras de sal disuelta por galón, y que la mezcla (que se mantiene uniforme 
agitándola) sale del tanque a razón de 2 galones por minuto.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para hallar la expresión de la canti

dad de sal en el tanque después de t minutos.
b) ¿Cuánta sal habrá en el tanque en el instante en que empiece a derramarse? 
Solución

a) Sea S(t) la cantidad de sal en el tanque en el momento t. Como cada minuto 
entran al tanque 3 galones de agua salada, y cada galón contiene 2 libras de 
sal, entonces cada minuto entran al tanque (3)(2) = 6 libras de sal. Para hallar 
el número de libras de sal que salen del tanque cada minuto, observe que en el 
momento t hay S(t) libras de sal y 50 + (3 — 2)t =  50 +  t galones de solución 
en el tanque (porque hay un aumento neto de 3 — 2 = 1 galón de solución por 
minuto).

S(t)
Por tanto, la concentración de sal en la solución en el momento t es
libras por galón, y la sal sale del tanque a razón de

50 + t
2 S(t)[2 galones/minuto] = ^  ^  - libras/minuto

clSSe deduce que la razón de cambio neta — de sal en el tanque está dada por
dt

dS _  2 S

d t 50 + t

razón ele cambio neta entra
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El tanque contiene

———  libras 
50 + /
por galón en
el momento t

Cantidad que sale:
2S

50 + /
libras/minuto

Cantidad que entra: 
(2)(3) = 6 libras/minuto

FKaUbvA 3.6 La razón de cambio neta de sal en la solución es igual a la cantidad que 
entra menos la cantidad que sale.

(véase la figura 8.6). Esta ecuación se puede escribir como

dS 2 S-----1----------— 6
d t 50 +  t

que es una ecuación diferencial lineal de primer orden con p (t) = 
q (0 = 6. El factor integrante es

/(¿) =  e ÍP(Odt _  ef2/(50 + r)dt 

_  ^ 2 1 n l5 0  +  rl _  ^InlSO  +  fl2

= (50 + t f  

Por tanto, la solución general es

1

50 + t

S(t) = (50 + t f  

1
(50 + t f

j (6)(50 + t f d t  + C 

[2(50 + t f  + C]

= 2(50 + t) +
C

(50 + t y

Para hallar C, nótese que inicialmente hay 20 libras de sal en el tanque. 
En consecuencia,

20 = S(0) = 2(50 + 0) + (50 + 0)'

de modo que C = -80(50)2. Se ahí se deduce que la cantidad de sal en el 
momento t es

80(50)2
S(t) = 2(50 + t) - (50 + ty

b) Después de / minutos, el tanque contiene 50 + t galones de solución, y empieza 
a derramarse cuando la cantidad de solución llegue a su capacidad de 70 galones.
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Resolviendo la ecuación 50 + t =  70, se ve que esto ocurre cuando t =  20 minu
tos. Al sustituir t = 20 en la fórmula obtenida en el inciso a), se llega a que

80(50)25(20) = 2(50 + 20) - (50 + 20)
*  99.18

Entonces, cuando empieza a derramarse, el tanque contiene aproximadamente 99 
libras de sal.

Se pueden usar ecuaciones diferenciales lineales de primer orden para modelar 
varias situaciones en ciencias biológicas. El ejemplo 8.2.5 ilustra la forma en que este 
modelo se puede usar para ayudar a un médico a tomar una decisión con respecto al 
medicamento administrado a un paciente.

EJEM PLO I 8 .2 .5

Se inyecta un medicamento en el torrente sanguíneo de un paciente a una razón constante 
/• (la razón de inyección) y es eliminada del torrente sanguíneo a una razón proporcional 
a la cantidad de medicamento presente en el momento t. Inicialmente (cuando t = 0), la 
sangre del paciente no contiene medicamento.

a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para la cantidad de medicamento, 
A (t), presente en el torrente sanguíneo del paciente en el momento t.

✓

b) Demuestre que A (t) tiende a un valor constante cuando t —> oo. Este es el nivel 
de medicación en estado estable.

c) Suponga que médico fija la razón de inyección a un paciente particular en 2 mg 
por hora, y que, después de 1 hora, se toma una muestra que indica que hay 1.69 
mg del medicamento en la sangre del paciente. ¿Cuánto medicamento estará pre
sente después de 6 horas? ¿Cuál es el nivel de medicación en estado estable?

d) Suponga que el médico del inciso c) desea que el nivel de medicación en el 
torrente sanguíneo del paciente en estado estable sea 8 mg. ¿Cómo debe ajustarse 
la razón de infusión para lograr este objetivo?

Solución

a) La cantidad de medicamento A {t) en el torrente sanguíneo en el momento t cam
bia a una razón de

dA
—  = r  ~  kA
dt

i  i i v a  •c ió  n c l in i i th n  ’iú i i

donde k es una constante (el coeficiente de e lim inación). Rescribiendo esta ecua
ción como

dA
----- f- kA — r
dt

se ve que es una ecuación diferencial lineal de primer orden, con p (t) =  k y 
q(t) =  r. El factor integrante es

/(/) =  eSkd' =  ekl
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de modo que la solución general es

M O  =  ~ t rek'd t + C
e I

Como no hay medicamento en la sangre inicialmente, se tiene ,4(0) = 0 y

A(0) = 0  = 7  +  Ce0 
k

Por tanto, C = — y
k

b ) Como

lím A (t) = lím ~[1 — e kt] =  -(1 — 0) = -

el nivel de medicación en estado estable es
k

c) En este caso particular, se tiene r  = 2 y A (l) = 1.69. Sustituyendo esta informa
ción en la fórmula de A (t) obtenida en el inciso a), se tiene

Usando una calculadora graficadora, se resuelve esta ecuación, obteniendo k =  0.35. 
En consecuencia, después de 6 horas, la cantidad de medicamento en el torrente 
sanguíneo del paciente es

El nivel de medicación en estado estable es

d) Se supone que el coeficiente de eliminación k depende del metabolismo del 
paciente y no de la razón de inyección, r. (¿Le parece a usted razonable esta 
suposición?) Por lo tanto, con k fija, igual a 0.35, un nivel en estado estable de 
8 mg se logra ajustando la razón de inyección, r, para que satisfaga

de modo que

i4(l) = 1.69 = 7[1 -  íT *(1):
k

r  =  2.8 mg/h
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En los problemas de l 1 a l 14 encuentre la  solución general de la  ecuación d ife renc ia l linea l de p rim e r orden.

dy 3y _
I r  ~ ~

5. f  +  i - V i e '  
dx 2x

? dy5. x ~ - r -  +  xy =  2 
dx

2x + 1
—  +
dx \  -v
dy _ 1 + xy
dx 1 +  X

dx 1 X
dt 1 +  t

dJL + ty

V = e

dt t + 1
= t + 1

2. ^  +  2Z  =  V Í + 1
dx x

4. x 4 —  + 2 x 3y  = 5 
dx

¿ dy  m  o 6. x — + 2y =  xe
dx

dx x  + 1 

10. £  = *  + y

=  X

dx 2x + 1

12. % - l - t e -  
dt  t

dx x  14. — + -------- = 5
dt  1 + 2 1

En los problemas del 15 a l 20 encuentre la  solución p a rtic u la r de la  ecuación d ife rencia l, que satisfaga la condi
ción dada.

15. x —  — 2y  = 2x3; y  = 2 cuando x  = 1 
dx

1 7 . f- x y  =  x  + e~x , y =  — 1 cuando x = 0
dx

dy y 119. — + -  = —; y  =  — 2 cuando x  = 1
dx x  x

dy 71 6 .  \ - y = x \ y  =  2 cuando x  = 0
dx

dy
1 8 .-----H y  = x \  y  = 4 cuando .r = 0

dx

dy y
20. —-------= ln x; y  = 3 cuando x  = 1

dx x

Las ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas de varias fo rm as diferentes. En los problemas del 21 a l 24 
resuelva la  ecuación d ife rencia l dada considerándola como a) de variab les separables, y b) linea l de p rim e r orden.

dy21. -7 - + 3? = 5 
dx

23. ^  +
dx x  4- 1 x + l

25. GEOMETRÍA Encuentre una función f ( x )  cuya 
gráfica pase por el punto (— 1, 2) y tenga la propie
dad de que en cada punto (x, y) sobre la gráfica, la 
pendiente de la recta tangente sea igual a la suma x  
+ y de sus coordenadas.

26. GEOMETRÍA Encuentre la función f (x )  cuya 
gráfica pase por el punto (1, 1) y tenga la propiedad 
de que en cada punto (x, y) sobre la gráfica, la pen
diente de la recta tangente sea igual a x2 + 2y.

27. Bí  ENES RAÍCES El precio de cierta casa es ac
tualmente de $200 000. Suponga que se estima que

dy y  22. — + ¿ = 0
dx x

dy
24. — = 1 + x + y + av.

dx
(Sugerencia: factorice)

después de t meses, el precio p (t) aumentará a razón 
de 0.01/?(0 + 1 OOOí dólares por mes. ¿Cuánto cos
tará la casa dentro de 9 meses?

28. PRECIOS AL MENUDEO El precio de cierta 
mercancía es actualmente de $3 por unidad. Se es
tima que dentro de t semanas, el precio p ( t) estará 
aumentando a razón de 0.02 p (t) + e0At centavos 
por semana. ¿Cuánto costará la mercancía en 10 
semanas?

29. PLAN DE INVERSIÓN Un inversor hace depó
sitos regulares que totalizan D  dólares cada año en
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una cuenta que gana interés a una tasa r  anual, capi
talizada continuamente.
a) Explique por qué la cuenta crece a una razón de

donde V(t) es el valor de la cuenta t años después 
del depósito inicial. Resuelva esta ecuación dife
rencial para expresar V{t) en términos de r  y D.

b) Amanda desea retirarse en 20 años. Para acumu
lar un fondo de retiro, ella hace depósitos regu
lares anuales de $8 000. Si la tasa prevaleciente 
de interés permanece constante a 4% capitali
zado continuamente, ¿cuánto tendrá ella en su 
cuenta al final del periodo de 20 años?

c) Ray estima que necesitará $800 000 para reti
rarse. Si la tasa prevaleciente de interés es 5% 
capitalizado continuamente, ¿de qué monto de
ben ser sus depósitos regulares anuales para que 
pueda retirarse en 30 años?

30. AHORROS Chris tiene un salario inicial de 
$47 000 por año y piensa que, con aumentos de sa
lario y bonos, su compensación aumentará a una 
tasa anual promedio de 9%. Ella regularmente depo
sita 5% de su salario en una cuenta de ahorros que 
gana interés a una tasa anual de 8%, capitalizado 
continuamente. ¿Cuánto habrá en su cuenta en 20 
años? (Véase el problema 29.)

31. AHORROS Chuck está ahorrando para hacer un 
viaje de $8 000 a Europa dentro de 4 años. Sus pa
dres desean ayudar haciendo un depósito total de A  
dólares en una cuenta de ahorros que gana 4% de 
interés anual, capitalizado continuamente. Chuck 
planea sumar a esta cantidad haciendo depósitos 
frecuentes en la cuenta que totalicen $800 por año. 
¿Cuál debe ser A  para que él cumpla su objetivo? 
(Véase el problema 29.)

32. DILUCIÓN Un tanque contiene 10 Ib de sal di
suelta en 30 galones de agua. Suponga que cada mi
nuto entran al tanque 2 galones de agua salada que 
contienen 1 Ib de sal disuelta por galón , y que la 
mezcla, que se mantiene uniforme por agitación, 
sale a una razón de 1 gal/min.
a) Plantee y resuelva un problema de valor inicial 

para la cantidad de sal S(t) en el tanque en el 
momento t.

b) Suponga que el tanque tiene una capacidad de
50 galones. ¿Cuánta sal hay en el tanque cuando 
está lleno?

33. DILUCIÓN Un tanque contiene 5 libras de sal 
disuelta en 40 galones de agua. Entra agua pura en 
el tanque a razón de 1 gal/min, y la mezcla, que se

mantiene uniforme por agitación, sale a razón de
3 gal/min.

a) Plantee y resuelva un problema de valor inicial 
para la cantidad de sal S(t) en el tanque en el 
momento t.

b) ¿Cuánto tarda la cantidad de sal de la solución 
en llegar a 4 libras?

c) ¿Cuánta sal hay en solución cuando el tanque se 
vacía?

34. PURIFICACIÓN DE AIRE Un cuarto de 2 400 
pies cúbicos contiene un filtro de aire de carbón ac
tivado a través del cual pasa aire a razón de 400 pies 
cúbicos por minuto. El ozono del aire es absorbido 
por el carbón cuando el aire circula por el filtro, y el 
aire purificado se hace recircular en el cuarto. Supo
niendo que el ozono restante está distribuido unifor
memente en el cuarto en todo momento, determine 
cuánto tarda el filtro en remover 50% del ozono del 
cuarto.

35. RELATO DE ESPÍAS Cuando el espía emerge 
de la sala del asadero de Scélérat (problema 32, sec
ción 7.5), es capturado por los peligrosos amigos 
del desalmado francés. Después es amaneado a una 
silla y metido en un armario en el que lentamente se 
hace entrar gas venenoso. El armario tiene un volu
men de 128 ft3. El gas venenoso entra a razón de 0.2 
ft3/min, y el aire mezclado (gas y aire freso) escapa 
a la misma razón por una grieta bajo la puerta. El 
gas se hace mortal cuando el aire dentro del armario 
contiene 1% de gas venenoso. Si el espía tarda 3 
minutos en desamarrarse y otros 45 segundos para 
abrir la puerta de una patada, ¿sobrevivirá?

36. AHORROS Ella deposita $10 000 en una cuenta 
en la que se acumula interés a una tasa de 4% anual, 
capitalizado continuamente. Ella planea retirar
$2 000 por año.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

determinar el saldo Q(t) de la cuenta t años des
pués del depósito inicial.

b) ¿Cuánto tardará la cuenta en agotarse?
37. AHORROS Alonzo planea hacer un depósito ini

cial en una cuenta que gana 5% de interés anual, ca
pitalizado continuamente, y luego hacer retiros de 
$5 000 por año. ¿Cuánto debe depositar si su cuenta 
tarda 10 años en agotarse?

38. AHORROS Janine tiene un salario inicial de 
$40 000 y piensa que con aumentos de salario y 
bonos, su compensación aumentará a una razón 
anual promedio de 5%. Ella regularmente deposita 
10% de su salario en una cuenta de ahorros que
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gana interés a una tasa de 4%  anual capitalizado 
continuamente, y retira $3 000 por año para gastos.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

la cantidad de dinero A (t) en la cuenta después 
de t años.

b) ¿Cuánto tendrá Janine en su cuenta cuando se 
retire dentro de 40 años?

39. MEDICACIÓN Un medicamento inyectado en 
el torrente sanguíneo de un paciente, a una razón 
constante de 3 mg por hora, es eliminado de la san
gre a una razón proporcional a la cantidad de medi
camento presente en cada momento. Al principio 
(cuando / = 0), la sangre del paciente no contiene 
medicamento.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

la cantidad de medicamento A (t) presente en el 
torrente sanguíneo del paciente en el momento t.

b) Suponga que se toma una muestra que indica 
que hay 2.3 mg del medicamento en la sangre 
del paciente después de 1 hora. ¿Cuánto medica
mento estará presente después de 8 horas? 
¿Cuánto medicamento estará presente cuando
t —» oo (el nivel en estado estable)?

c) Suponga que el médico del paciente desea que 
el nivel de medicamento en el torrente sanguí

neo del paciente en estado estable sea de 9 mg. 
¿Cómo debe ajustarse la razón de inyección 
para lograr este objetivo?

40. MEDICACIÓN Un medicamento inyectado en 
el torrente sanguíneo de un paciente, a una razón 
constante de 2.2 mg por hora, es eliminado de la 
sangre a una razón proporcional a la cantidad de 
medicamento presente en cada momento. Al princi
pio (cuando t =  0), la sangre del paciente contiene 
0.5 mg del medicamento.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

la cantidad de medicamento A (t) presente en el 
torrente sanguíneo del paciente en el momento t.

b) Suponga que se toma una muestra que indica 
que hay 2 mg del medicamento en la sangre del 
paciente después de 1 hora. ¿Cuánto medicamento 
estará presente después de 6 horas? ¿Cuánto me
dicamento está presente cuando t —»co (el nivel en 
estado estable)?

c) Suponga que el médico del paciente desea que 
el nivel del medicamento en el torrente sanguí
neo del paciente en estado estable sea de 8 mg. 
¿Cómo debe ajustarse la razón de infusión para 
lograr este objetivo?

En las primeras dos secciones de este capítulo, se han visto aplicaciones de las 
ecuaciones diferenciales a las finanzas, la enseñanza, el crecimiento poblacional, la 
propagación de una epidemia y la cantidad de medicamento en el torrente sanguíneo de 
un paciente. En todos estos modelos, una razón de cambio específica es interpretada 
como una derivada, que luego está relacionada con otras características del modelo 
mediante una ecuación diferencial. En esta sección, se examinan varios modelos 
adicionales que contienen ecuaciones diferenciales de variables separables y lineales de 
primer orden. Se comienza con un modelo aplicado a la salud pública.

Un m od elo  
de d ilu ción  en  
sa lu d  p ú b lica

EJEMPLO I 3.3.1
Los residentes de cierta comunidad han votado para descontinuar la fluorización de su 
reserva de agua. El depósito local contiene actualmente 200 millones de galonés de agua 
fluorada que contiene 1 600 libras de flúor. El agua fluorada sale del depósito a razón de
4 millones de galones por día y es sustituida a esa misma razón por agua sin fluorar. En 
todo momento el flúor restante se distribuye uniformemente en el depósito. Exprese la 
cantidad de flúor en el depósito como función del tiempo.
Solución
Sea <2(r) la cantidad de flúor (en libras) en el depósito / días después de cesar la 
fluorización. Para modelar el flujo de flúor, comience con la relación de razón

razón de cambio neta del cantidad de flúor que cantidad de flúor
flúor con respecto al tiempo entra diariamente que sale diariamente
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La razón neta de cambio del flúor con respecto al tiempo es — , y como la fluorización
dt

ha cesado, la cantidad de flúor que entra es 0. Como el volumen de agua fluorada del 
deposito permanece fijo en 200 millones de galones, y el flúor está siempre unifor
memente distribuido en el depósito, la concentración de flúor en el depósito en el 
momento t está dada por la relación

_________ 8(0 libras de flúor_________
200 millones de galones de agua fluorada

Por tanto, como 4 millones de galones de agua fluorada salen cada día, la cantidad de 
flúor que sale diariamente está dada por el producto

_____8(0 Ib_____V 4 millones de gal.\ 4Q
200 millones de gal. A  día / ~~ 200

En este diagrama se resumen las relaciones de gasto:

cantidad de flúor que 
sale diariamente

Entrada de 
flúor 
+0

Depósito
Salida de 

flúor

-  —  (4) 200

Como la razón de cambio de la cantidad de flúor en el depósito es igual a la can
tidad que entra menos la cantidad que sale, se deduce que

^Z  = o _ = _ iL
d t 200 50

Cantidad Cantidad 
que entra que sale

Si se resuelve esta ecuación diferencial por separación de variables, resulta

m e = - ¿ + c

q  =  =  ec e - '/5°

= Q 0e ~ t/50 donde Q 0 = ec

Inicialmente, el depósito contenía 1 600 libras de flúor, de modo que

1 600 = (2(0) = Q 0e° = 8o

por tanto

<2(0 =  1 600í " '/5°

y la cantidad de flúor disminuye exponencialmente, como se ilustra en la figura 8.7.
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M odelo de ajuste  
de precios

Sea S(p) el número de unidades de una mercancía particular suministrada al mercado, a 
un precio de p  dólares por unidad, y sea D {p ) el número correspondiente de unidades 
demandadas en el mercado al mismo precio. En circunstancias estáticas, hay equilibrio 
de mercado al precio en que la demanda es igual a la oferta (recuerde el análisis de la 
sección 1.4.) No obstante, ciertos modelos económicos consideran una clase más 
dinámica de economía en la que se supone que el precio, la oferta y la demanda varían 
con el tiempo. Uno de éstos, el modelo de ajuste de p rec io  de Evans, supone que la 
razón de cambio del precio con respecto al tiempo t es proporcional a la escasez D  — S, 
de modo que

^  = k(D  -  S)
dt

donde k es una constante positiva. A continuación se muestra un ejemplo donde aparece 
este modelo.

ftcs».
k í'te--

¡EXPLORE!
Considere el ejemplo 8.3.2. 
Introduzca p(f) = 1 + 
20eA(-0.01f) -  16eA(-0.02f) 
en Y1 del editor de ecuaciones 
de su calculadora graficadora. 
Use la pantalla [0, 200]10 por 
[0,12]1 y determine 
gráficamente el valor máximo 
dep(f).

EJEMPLO I 8-3 .2
Una mercancía se introduce a un precio inicial de $5 por unidad, y t meses después el 
precio es p (t) dólares por unidad. Un estudio indica que, en el momento r, la demanda 
de la mercancía será D (t) = 3 + lOe-001' miles de unidades y que serán suministradas 
5(0 = 2 +  p  miles de unidades. Suponga que en cada momento t, el precio está 
cambiando a una razón igual al 2% de la escasez D (t) — S(t).

a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para el precio unitario p(t).

b) ¿Cuál es el precio unitario de la mercancía 6 meses después?
c) ¿En qué momento es máximo el precio unitario? ¿Cuál es el precio unitario 

máximo y la correspondiente oferta y demanda?
d) ¿Qué ocurre al precio “a largo plazo” (cuando t -» <»)?

Solución

a) De acuerdo con la información dada, el precio unitario p {t) satisface la ecuación
siguiente

^  =  0 .0 2 [D ( Í )  -  S ( 0 ]  =  0 .0 2 [ ( 3  +  1 0 < r 0 0 1 ')  -  (2  +  p)]  
dt 

=  0.02 + 0.2e-0 01' -  0.02p  

o, lo que es equivalente,

dp——h 0.02p  — 0.02 + 0.2e 
dt

-0.01/
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que es una ecuación diferencial lineal de primer orden con P {t) — 0.02 y Q(t) = 
0.02 + 0.2<?-0,01'. El factor integrante es

I( t)  =  <J0-02í/' = ^0.02/ 

de modo que la solución general es

1
p {t) = ~a021 e°'02r (0.02 + 0.2e -0.01/)d t +  C

=  e -0.021 0.02e 0 .021
0.2eool/

+ — ---- + C0.02 0.01 
= 1 + 20éTaoi/ + Ce-002'

Como el precio inicial es p {0) = 5, se tiene

p(0 ) = 5 = 1 +  20e° + Ce0 = 1 + 20 + C

de modo que C = 5 — 21 = -16 y

p {t)  =  1 + 20e-0'01' — 16e-0'02'

b) Después de 6 meses (t = 6), el precio es

p (6) = 1 + 20e_OOK6) -  16e_002(6) =  5.6446

que es aproximadamente $5.64 por unidad.
c) Para maximizar el precio, primero se calcula la derivada

p '( t )  = 20(—O.Ole-001') -  16(-0.02<r°°2') 
= —0.2e~oou  + 0.32e-0 02'

y luego se calcula que p '( t )  — 0 cuando

+ 0.32e-0'02' = 0 /) -) — 0.0 1 f sume 0.2c a
0.32e-0 02' = 0.2e"001' ambos miembros

e -o.on  Q32

e ~ 0 02' “  0.2
-0.0I t - (-0.02/) _  J ^

vqr—HIIoo

tome logaritmos e/i

O.Olí = ln 1.6 ambos miembros

r-ll

Este número crítico corresponde a un máximo (verifique que p "{4 1 ) < 0), de 
modo que el precio máximo se presenta después de casi 47 meses. Dado que

p(47) = i + 20c_o'oi<47) -  16<T002(47) “  7.25

el precio unitario máximo es aproximadamente $7.25. Como

£>(47) = 3 + 10f?~ool<47) ~  9.25

S(47) = 2 + p(47) =  2 +  7.25 = 9.25

se deduce que aproximadamente 9 250 unidades serán demandadas y ofertadas 
al precio máximo de $7.25 por unidad.
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Ley de en fr iam ien to  
de N ew ton: Un 
m odelo  forense

d) Como

lím p (t) = lím (l + 20e-001' -  16e-002')
t—>°o r—»»

= 1 + 20(0) -  16(0) = 1

“a largo plazo” el precio tiende a $1 por unidad. La gráfica de la función de pre
cio unitario, p (t), se muestra en la figura 8.8.

La ley de enfriamiento de Newton dice que la razón de cambio de la temperatura T(t) 

de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre T {t) y la temperatura Tm del medio 
circundante; esto es

dT

dt
= K T  -  T J

La ley de enfriamiento se puede usar para modelar varias situaciones donde hay cambio 
de temperatura. Por ejemplo, cuando un cadáver es descubierto con relativa rapidez 
(dentro de los 2 días posteriores a la muerte) y la temperatura del aire circundante es 
esencialmente constante, con frecuencia la hora del fallecimiento se puede determinar 
usando la ley de enfriamiento, como se ilustra en el ejemplo 8.3.3.

EJEMPLO I 8 .3 .3

Se descubre un cuerpo al mediodía de un viernes en un cuarto donde la temperatura del 
aire es de 70°F. La temperatura del cuerpo en el momento de su descubrimiento es de 
76°F y una hora después es de 75.3°. Use esta información para determinar la hora de 
su fallecimiento.

Solución

Como la temperatura del medio que rodea al cuerpo es Tm = 70, la ley de enfriamiento 
de Newton dice que
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donde t es el número de horas transcurridas desde el momento del fallecimiento. 
Separando las variables e integrando, se tiene que

clT
=  \ k d t

J T  -  70 

ln \T  701 — kt 4- C\

Aplicando exponenciales en ambos miembros, se obtiene

T  - 1 0  =  ek t+ c ' =  ek tec'

de modo que

T  =  70 + Cekt donde C = e 1

Suponga que el cuerpo tenía la temperatura normal de 98.6°F al momento de su 
fallecimiento. Entonces

98.6 = 70 + Cem  =  70 + C 
C = 98.6 -  70 = 28.6

T  =  70 + 28.6 ekt

Sea t0 el número de horas desde el momento del fallecimiento hasta la hora en 
que se descubrió el cadaver. Entonces la información dada indica que T (t0) = 76 y 
T {t0 + 1) = 75.3. Puesto que

ktn

se tiene

También se tiene

de modo que

T (t0) =  16 =  10 +  28.6 e*'0

28.6 = 76 -  70 = 6

T (t0 + 1) = 75.3 = 70 + 28.6 ek ih + n  

=  10 +  28.6 ek,° ek

(28.6 ek,°)ek

(6)ek

ek =
5.3—  = 0.8833
6

k =  ln(0.8833) «  -0.1241

Como 28.6 ekt° =  6, se deduce que

porque 28,6 kl" = 6

aplique logaritmos a 
ambos miembros

ekt° =

— 0.124 W0 ~

28.6

0.2098

0.2098

ln 0.2098 *  -1.5616 
-1.5616
— 0.1241 » 12.58 aplique logaritmos a 

ambos miembros
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Por tanto, hasta momento en que fue descubierto al mediodía del viernes, el cuerpo 
había estado muerto durante aproximadamente 12.58 horas (12 horas y 35 minutos). 
Esto pone la hora del fallecimiento a las 11:25 p.m. del jueves._______________ ____

Trayectorias Una curva que corta en ángulo recto a todas las curvas de una familia de curvas dada
ortogonales: recibe el nombre de trayectoria ortogonal de esa familia (vea la figura 8.9). Las
Q u im io tax ia  trayectorias ortogonales aparecen en diversas aplicaciones. En aerodinámica, por

Familia de 
curvas dada

Trayectoria

Curvas de

ortogonal 

\

Familia
dada

FIGURA 8.9 Trayectorias ortogonales de una familia de curvas.

ejemplo, las trayectorias ortogonales de las líneas aerodinámicas (curvas en la dirección 
de una corriente de aire) son líneas equipotenciales y, en termodinámica, las trayectorias 
ortogonales de las líneas de flujo térmico son líneas isotermas (curvas de temperatura 
constante).
El procedimiento general para hallar las trayectorias ortogonales de una familia de 
curvas dada consiste en resolver una ecuación diferencial. Este procedimiento se ilustra 
en el ejemplo 8.3.4, donde se aborda un problema aplicado de biología.

EJEMPLO I 8 .3 .4

En biología, un organismo que se mueve sobre una superficie plana en una cama 
nutriente idealmente sigue una trayectoria a lo largo de la cual aumenta el nivel de 
concentración de nutrientes. El organismo recibe indicaciones para su avance al cruzar 
continuamente curvas de concentración constante de nutrientes; esto es, curvas a lo 
largo de las cuales la concentración permanece igual. Este tipo de movimiento, llamado 
qu im io tax ia , se realiza en forma más eficiente siguiendo una trayectoria que es 
ortogonal a las curvas de concentración constante de nutrientes. En otras palabras, en su 
búsqueda de niveles mayores y mayores de nutrientes, el organismo avanzará a lo largo 
de una trayectoria ortogonal a la familia de curvas de concentración constante de 
nutrientes.

Suponga que una cama particular de nutrientes está distribuida en el plano xy, en 
forma tal que la concentración de nutrientes es siempre la misma a lo largo de cual
quier curva de la forma x2 + 2y 2 = C. Si un organismo quimiotáctico se introduce a 
la cama de nutrientes en el punto (1, 2), ¿qué trayectoria sigue?
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Solución

Es necesario hallar una trayectoria ortogonal a la familia de curvas x2 + 2y 2 = C  
que pase por el punto (1,2). Vamos a usar las letras mayúsculas X  y Y al referimos a 
las curvas de trayectoria ortogonal, para distinguirlas de las curvas de la familia dada 
x  + 2y =  C.

Al derivar implícitamente con respecto a x  en la ecuación x 2 +  2y2 =  C, se tiene
que

dy
2x +  2(2y ) ~  = 0 

dx

de modo que

REPASO
Cuando dos curvas se cruzan 
formando un ángulo recto en 
un punto donde las respectivas 
rectas tangentes tienen 
pendientes m-, y m2, se cumple 
que

- 1
m2 = m i

dy _  —2x _  —x  

dx 4y 2y

Esta ecuación recibe el nombre de ecuación d ife renc ia l de la  fa m ilia  x 1 + 2y2 =  C, 

lo que indica que en cada punto (x, y) sobre cualquier curva de la forma X2 + 2 ^  = C, 
i dy —xla pendiente es — = . Como una curva de trayectoria ortogonal corta a esta curva
formando un ángulo recto, la pendiente de la trayectoria ortogonal debe satisfacer

dY

dX

-1
dy/dx

2Y 

X

-1_______

—x/2y x

porque x  — X  y y  = Y en el punto de intersección. Si se separan las variables de esta 
ecuación diferencial y se integra, se obtiene

Í 2 d X= J X

l n r  =  21nX  +  /¡r, =  l n X 2 +  /C,

para cierta constante K }. Aplicando exponenciales en cada miembro de esta ecuación, se 
llega a que

Y =  K X 2 donde K  =  eK'

Ésta es la fórmula para la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada 
x 2 +  2y 2 =  C. Para hallar el miembro particular de la familia de trayectoria ortogonal 
que pasa por el punto (1,2), donde el organismo empieza su búsqueda de alimento, se 
sustituye X  = 1 y Y =  2 en la fórmula Y =  K X 2 y se obtiene que

2 = K ( IY

de modo que

K  =  2

Por tanto, el organismo se desplaza a lo largo de la curva de trayectoria ortogonal Y = 
2X2. En la figura 8.10 se ilustran miembros de la familia de curvas dada (elipses), junto 
con la curva de trayectoria ortogonal Y =  2X 2 (una parábola).
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M odelo financiero: 
E cuaciones  

diferencia les  
acop lad as

En ciertas aplicaciones aparecen variables cuyas razones de cambio están relacionadas 
por un sistema de ecuaciones diferenciales. En el ejemplo 8.3.5, se examina un modelo 
en el que el flujo de dinero entre dos componentes de un portafolio financiero está 
determinado por sistema de este tipo.

EJEMPLO I 8 .3 .5

Jessica tiene actualmente $15 000 invertidos en un fondo de mercado de dinero que 
gana 3% anual, capitalizado continuamente. Las condiciones del mercado están 
mejorando y ella decide transferir continuamente 20% de su cuenta a un fondo 
accionario que gana 8% anual. ¿Cuánto habrá en cada cuenta en 4 años a partir de 
ahora?

Solución

Sea M (t) el valor de la cuenta del mercado de dinero después de t años, y sea S(t) el valor 
correspondiente de la cuenta de acciones. De acuerdo con la información dada, la cuenta 
del mercado de dinero cambia a una razón de

d M
—  =  0.03 M  -  0.20M = — 0.17M
dt

rasa purcenm al rasa Jc
ilc crcciinicnl'i Iriinsfercncia a S

mientras que la razón de cambio de la cuenta de acciones es

=  0.08 S +  0.20M
dt

la Sil porcentual tasa de
ilc crecimiento transferencia a M

La ecuación diferencial —— = — 0.17M es una ecuación de crecimiento exponen-
dt

cial. En el ejemplo 8.1.6 de la sección 8.1 se demuestra que esta ecuación tiene la 
solución
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donde M0 = M(0) = 15 000 es el valor inicial de la cuenta del mercado de dinero. 
Sustituyendo M {t) = 15 OOOe-017' en la ecuación diferencial para 5(0, se obtiene

J O

— = 0.08S + 0.20 [15 000e_o l7'l = 0.08S + 3 OOOe-017'dt

o, lo que es equivalente,

— -  0.08S = 3 000e~°17'dt

Ésta es una ecuación diferencial lineal de primer orden con p (t) = —0.08 y q(t) =
3 OOOe_017r. El factor integrante es

J(t) — ef~0.08c/r _  -̂0.08/

y la solución general es

1
'(3 OOOéT0-17') ^  + C

= e0-08' 3 000e~°-25td t + C

3 OOOe -0.25/

Oy

---- h C
-0.25

= —12 OOOe-0-17' + Ce008'

Como la cuenta de acciones no contiene dinero inicialmente, se tiene que 5(0) =

S(0) = 0 = —12 OOOe0 + Ce0 =  -12  000 + C  

de modo que C = 12,000 y

5(0 = 12 000 (—e-017' + e0 08')

Por tanto, cuando t =  4, se tiene

M (4) = 15 OOOe " 0 I7(4) = 7  599.25

y
S(4) = 12 000 (—g_al7(4) + gOGSW)

=  10 446.13

Esto es, después de 4 años, la cuenta del mercado de dinero contiene aproximadamente 
$7 599, mientras que la cuenta de acciones contiene alrededor de $10 446.

P R O B L E M A S o  o

TRAYECTORIAS ORTO GONALES En los problem as 1. xy2 = C 2. x 2 + y 2 -  C
del 1 a l 4 encuentre una ecuación pa ra  las trayectorias 3. y  = Cx2 4. y =  Ce
ortogonales de la  fa m ilia  de cumas dada. En cada 
caso, d ibu je  algunos m iembros de la  fa m ilia  dada y  de 
la fa m ilia  de trayecto rias ortogonales.
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AJUSTE DE PRECIOS PARA OFERTA/DEMANDA 
En los problem as del 5 a l 8 las funciones de oferta  
S(t) v demanda D(t) de una mercancía están dadas en 
térm inos del p rec io  un ita rio  p(t) en el momento t. 
Suponga que el p recio  cambia a una razón p ropo rc io 
na l a la  escasez D(t) -  S(t), con la  constante de p ro 
po rc iona lidad  k ind icada , y precio  in ic ia l p0. En cada 
problem a:

a) Plantee y  resuelva una ecuación diferencial para  p(t).
b) Encuentre el p rec io  un ita rio  de la  mercancía 

cuando t = 4.
c) Determ ine lo  que ocurre a l p recio  cuando t —> <».

5. S(t) = 2 + 3p ( t ) ;D ( t )  =  10 - p ( t) ;  k = 0.02; p 0 =  1
6. S(t) = 1 + 4p(t) ; D (t) = 15 -  3p (t) ; k = 0.015;p 0 =  3
7. 5(/) = 2 + p(f); D {t) =  3 + le ~ ' \  k = 0.02;p 0 =  4

8. S(t) =  1 + p(r); D (t) = 2 + 8 í_,/2; k  = 0.03; p 0 =  2
9. DISOLUCIÓN DE AZÚCAR Cuando se pone 

azúcar en un recipiente con agua, ésta se disuelve a 
una razón que es proporcional a la cantidad <2(0 de 
azúcar no disuelta que queda en el recipiente en ese 
momento (véase el problema 36, sección 8.1). Si la 
mitad del azúcar se ha disuelto después de 3 minu
tos, ¿cuánto tardará en disolverse 3/4 del azúcar?

10. LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON 
Cuando una bebida fría se saca de un refrigerador, 
su temperatura es de 40°F. Se pone en el exterior, 
donde la temperatura del aire es de 70°F y, 20 minu
tos más tarde, su temperatura es de 50°F.
a) ¿Cuál será la temperatura 30 minutos después 

de sacarla del refrigerador?
b) ¿Cuánto tiempo transcurre para que la tempera

tura de la bebida sea de 60°F?
11. LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON En 

un frío día de invierno, una taza de chocolate ca
liente se saca al exterior, donde la temperatura es
—5°C. Pasados 10 minutos, su temperatura es de 
70°C y, 10 minutos después de eso, su temperatura es 
de 50°C. ¿Cuál era la temperatura original de la be
bida?

12. LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON A1 
mediodía, un asado se saca del homo donde su tem
peratura era de 170°F y se coloca en un cuarto 
donde tarda 1 hora para enfriarse a 125°F. Si el 
asado está listo para servirse a las 2:00 p.m. cuando 
su temperatura llega a 100°F, ¿cuál es la tempera
tura del aire en el cuarto?

13. FORENSE Un cadáver es descubierto a las 3:00 
p.m. de un lunes en un almacén, donde la tempera
tura del aire es de 50°F. La temperatura del cuerpo 
en ese momento es de 80°F y 20 minutos más tarde 
es de 78°F. ¿Cuál fue la hora del fallecimiento?

14. PRESIÓN ATMOSFÉRICA Suponiendo tempe
ratura constante, la presión atmosférica P disminuye 
respecto a la altitud h sobre el nivel del mar a una 
razón proporcional a P  . Suponga que a nivel del 
mar la presión es de 30 pulgadas de mercurio, y 
que, a una altitud de 1 milla, es de 24.6 pulgadas de 
mercurio.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

expresar P como función de h.
b) ¿Cuál es la presión en la cima del Monte Eve

rest, a una altitud aproximada de 29 000 pies?
c) Un humano adulto saludable tendrá problemas 

cuando la presión atmosférica se reduzca a la 
mitad de su valor a nivel del mar. ¿A qué altitud 
ocurre esto?

15. CANTIDAD DE MEDICAMENTO EN UN 
ORGANO Un medicamento con concentración 
de 0.16 g/cc se introduce en un órgano a razón de 6 
cc/s y se dispersa a esa misma razón. Suponga que 
el órgano tiene un volumen de 200 cc, y que inicial
mente no contiene nada del medicamento. Plantee y 
resuelva una ecuación diferencial para la cantidad 
de medicamento A (t) en el órgano en el momento t.

16. ABSORCIÓN DE LUZ La intensidad de luz, 
I(d ) a una profundidad d  debajo de la superficie de 
un cuerpo de agua cambia a una razón que es pro
porcional a /. Si la intensidad a una profundidad de 
d = 0.5 metros es la mitad de la intensidad /0 en la 
superficie, ¿a qué profundidad es que la intensidad 
es 5% de /0?

17. CONSERVACIÓN DE UN RESTAURANTE 
Como parte de su decoración, un restaurante de ma
riscos cuenta con un acuario de 3 000 galones lleno 
de peces exóticos; para mantenerlos sanos y activos, 
en el tanque se bombea una solución que contiene 
0.2te ~ t/A0 onzas de un nutriente soluble, y que se 
hace circular a una razón de 75 galones por minuto.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

hallar la cantidad de nutriente N (t) en la solu
ción en el momento t.

b) ¿Cuál es la máxima concentración de nutriente 
en el tanque y cuándo se presenta?

18. DIFUSIÓN POR UNA MEMBRANA Una 
sustancia química en una solución se difunde, desde 
un compartimiento con concentración C,(r), a través 
de una membrana a un segundo compartimiento 
donde la concentración es C2(t). Experimentos reali
zados sugieren que la razón de cambio de C2(t) con 
respecto al tiempo es proporcional a la diferencia de 
las concentraciones C\ — C 2. Plantee y resuelva una 
ecuación diferencial para hallar C2(t) para el caso en 
que C2(0) = 0, C|(0 = 100t,_', y k =  1.5 es la 
constante de proporcionalidad.
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21.

22.

EMIGRACIÓN DESDE UNA rO sü.A C íó lJ 
Suponga que una pob lac ión  P(t) crece 
exponencialmente a una razón n a tu ra l r y que E(t) 
individuos están em igrando desde la  pob lac ión  en el 
momento t de modo que

dP
—  = rP  -  E  
dt

Resuelva esta ecuación p a ra  de te rm inar la  pob lac ión  
en el momento t p a ra  cada uno de los casos de los 
problemas 19 y  20.

19. r  = 0.03, E (t) = 10/, y P (0) =  100 000.
20. r  =  0.015, E (t) =  200*"', y P (0) = 250 000. 

ÉMíGRAClÓT J A I ! 1iA  PC B 1IÓl  I Su
ponga que una población P (t) crece exponencial
mente a una razón r  y que I( t)  individuos están 
inmigrando a esa población en el momento t. Plan
tee y resuelva una ecuación diferencial para hallar 
P (t) en el caso donde t está en años,
/* = 0.02,1(t) = 100<T', y P(Q) =  300 000.
At)MH l 5̂ TI Cl 3 1 1 O Í FNÜ 5 ’■ UERÍA 
Suponga que una población de peces en un criadero 
crece exponencialmente con una razón de creci
miento natural k, y que se permite cosechar (pescar
los) a una razón constante y continua h.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

la población P (t) en el momento t. [En su res
puesta aparecerán k, h y la población inicial

= p m
b) Encuentre P {t) para el caso donde t es en años, 

k = 0.2, la población inicial es P {0) = 2 000, y 
la razón de cosecha es h =  300 peces por año.

c) Suponga que en el criadero del inciso b) se de
cide la política de cosechar sólo peces suficien
tes para que la población permanezca constante 
en 2 000 individuos. ¿Qué razón de cosecha h 
garantizará el objetivo?

23. CREO MI ENTO í'NCOM i’ROLA*3O Para 
cierta especie prolífica, la población P {t) crece a una 
razón proporcional a P i+C, para c >  0; esto es,

—  =  k P i+ c  
dt

a) Resuelva esta ecuación diferencial en términos 
de k, c y la población inicial P 0 = P {0).

b) Demuestre que hay un tiempo finito ta tal que
lím P (t) = oo. 

f —> ta
c) Suponga c = 0.02 para cierta población de roe

dores. Encuentre P {t) si la población empieza 
con una pareja y dos meses después se ha dupli
cado (esto es, P {0) = 2 y P (2 ) = 4).

d) ¿Cuánto tarda la población de la parte del inciso
c) en hacerse esencialmente infinita?

24.

m

25.

CONTAMIi .(ACIÓN DL AGUA Un lago con
tiene 4 mil millones de ft3 de agua e inicialmente 
su contenido de contaminantes es 0.19%. Un río 
cuyas aguas contienen 0.04% de contaminantes 
entra al lago a razón de 250 millones de ft3/día y 
luego sale del lago a esa misma razón. Suponiendo 
que el agua del lago y los dos ríos está siempre bien 
mezclada, ¿cuánto tarda el contenido de contami
nante del lago en reducirse al 0.1%?
vX)N í AM ÍNALiO N DE AGUA Dos lagos es
tán comunicados por un río, como se muestra en la 
siguiente figura. Los lagos contienen agua pura 
hasta que 2 000 lbs de contaminante se descargan 
en el lago superior. Suponga que el lago superior 
contiene 700 000 galones de agua, el lago inferior 
contiene 400 000 galones, y el río circula a razón de
1 500 galones por hora. Suponga que el contami
nante se dispersa con rapidez suficiente para que la 
mezcla de contaminante y agua sea homogénea en 
todo momento.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

la cantidad de contaminante P \(t) en el lago su
perior en el momento t.

b) Si P 2Íf) es la cantidad de contaminante en el 
lago inferior en el momento t, entonces existen 
constantes a y  b, tales que

dP9
= OP, -  bP2

dt

Use la información dada para determinar a y  b, 
y  luego resuelvaesta ecuación para P2{t).

c) ¿Cuál es la cantidad máxima de contaminante 
contenida en el lago inferior? ¿Cuándo se pre
senta esta cantidad máxima?

d) ¿Cuánto tarda la concentración combinada de 
contaminante

P Á t) + P i( t)
1 100 000

en reducirse a 1 libra por 1 000 000 de galones?
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MODELO DE DEUDA DE DOMAR Sean D  
e 1 la deuda nacional y el ingreso nacional, y su
ponga que ambos son funciones del tiempo t. Uno 
de varios modelos de deuda de Domar supone que 
las razones de cambio de D e /  son ambos propor
cionales a /, de modo que

dD j d I u—  = a l y — = b l
dt dt

Suponga 1(0) = /0 y D (0) = D 0.
a) Resuelva estas dos ecuaciones diferenciales y 

exprese D (t) e /(/) en términos de a, b, í 0 y D 0.
b) El economista Evsey Domar, quien primero es

tudió este modelo, estaba interesado en hallar la 
razón entre la deuda nacional y el ingreso nacio
nal. Determine lo que ocurre a esta razón a largo 
plazo calculando el límite

r  D(t) hm ——
I ( t)

AJUSTES TEMPORAL DE LA OFERTA Y LA
DEMANDA La oferta S(t) y demanda D (t) de
cierta mercancía varían con el tiempo t (meses) en
forma tal que

dD  _  dS
—  = —kD  y  — = 2 kS
dt dt

para cierta constante k >  0. Se sabe que D (0) = 50 
unidades y 5(0) = 5 unidades y que se presenta un 
equilibrio cuando t = 10 meses, es decir,
Z)(10) = 5(10).
a) Use esta información para hallar k.
b) Encuentre D (t) y S(t).
c) ¿Cuántas unidades se ofrecen y demandan en el 

equilibrio?
RENOVACIÓN DE MONEDA Una nación 
tiene 5 mil millones de dólares en moneda. Todos 
los días entran a los bancos unos 18 millones de dó
lares y sale la misma cantidad. Suponga que el país 
decide que siempre que un billete de 1 dólar entre a 
un banco, se le destruya y se sustituya por un nuevo 
estilo de moneda. ¿Qué tiempo debe transcurrir para 
que el 90% de la moneda en circulación sea del 
nuevo estilo? [Sugerencia: Considere esta situación 
como si fuera un problema de dilución.]
QUIMIOTAXIA Suponga que una cama particu
lar de nutrientes está distribuida en el plano xy en 
forma tal que la concentración de nutrientes siempre 
es la misma a lo largo de cualquier curva de la 
forma 3x2 + y 2 = C. Si un organismo quimiotáctico 
se introduce en la cama de nutrientes en el punto (1, 
1), ¿qué trayectoria sigue?
QUIMIOTAXIA Suponga que una cama particu
lar de nutrientes está distribuida en el plano xy en 
forma tal que la concentración de nutrientes siempre 
es la misma a lo largo de cualquier curva de la

forma x 2 — y2 =  C. Si un organismo quimiotáctico 
se introducen en la cama de nutrientes en el punto 
(3, 1), ¿qué trayectoria sigue?

31. AHORROS Marcia tiene invertidos actualmente 
$30 000 en un fondo de mercado de dinero, que 
gana 2% anual capitalizado continuamente. Las 
condiciones del mercado están mejorando y ella de
cide transferir continuamente 25% de su cuenta a un 
fondo de acciones que gana 10% anual. ¿Cuánto ha
brá en cada cuenta dentro de 5 años?

32. AHORROS Elvin tiene actualmente $40 000 in
vertidos en una cuenta de ahorros que gana 3% 
anual capitalizado continuamente. Las condiciones 
de mercado están mejorando y él decide transferir 
continuamente 15% de su cuenta a un fondo de ac
ciones que gana 12% anual. Él también retira
$5 000 al año de su cuenta de ahorros para gastos.
a) Plantee y resuelva una pareja de ecuaciones 

diferenciales acopladas para determinar la can
tidad de dinero en cada cuenta dentro de t años.

b) ¿Cuánto tardará la cuenta de ahorros en ago
tarse? ¿Cuánto dinero habrá en la cuenta de ac
ciones en ese momento?

33. PROPAGACIÓN DE UNA EPIDEMIA Sea 
N (t) el número de personas de una población sus
ceptible N s que están infectados por cierta enferme
dad t días después de iniciarse una epidemia. Unos 
investigadores modelan la epidemia usando la ecua
ción diferencial

dN
—  =  k(Ns -  N )(N  -  m) 
dt

donde k >  0 y m son constantes, con 0 < m <  N s. 
Sea m el um bra l epidémico de la enfermedad.

Suponga que k =  0.04, que N s =  250 000 perso
nas son susceptibles a la enfermedad, y que el um
bral epidémico mes 1% de la población susceptible.
a) Resuelva la ecuación diferencial para esta epide

mia en términos de N 0 =  N (0), que es el número 
de personas que inicialmente están infectadas. 
(Sugerencia: La fórmula de integración 6 de la 
página 458 puede ayudar.)

b) Demuestre que si N 0 =  5 000, entonces N(t) 
tiende a N s a largo plazo. Esto es, toda la pobla
ción susceptible se infecta finalmente.

c) Demuestre que si N 0 =  1 000, entonces hay un 
tiempo finito T  tal que N (T ) = 0. Esto es, la epi
demia finalmente desaparece.

d) En general, ¿qué relación entre N0 y m deter
mina si una epidemia modelada por una ecua
ción diferencial de la forma dada desaparece en 
un tiempo finito? ¿Qué efecto (si lo hay) tiene 
que cambiar el valor de k en esta relación ?
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SECCSOM 8.4 Soluciones aproxim adas de ecuaciones
diferenciales
Ciei tas ecuaciones diferenciales, incluyendo muchas que aparecen en aplicaciones 
prácticas, no pueden ser resueltas por ningún método conocido. Sin embargo, a veces es 
posible obtener soluciones aproximadas de estas ecuaciones. En esta sección, 
estudiamos varios procedimientos para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones 
diferenciales.

Compos de pendiente Suponga que se desea resolver el problema de valor inicial

dy
;y(*o)=;yo

Es posible que no se pueda hallar la solución exacta, pero sí se puede obtener un dibujo 
aproximado si se explota el hecho de que como y ' = f ( x ,  y) en cada punto (x, y) sobre 
una curva de solución y = y(x), la pendiente de la recta tangente a la curva en (x , y) está 
dada por f ( x ,  y). A continuación veamos una descripción del procedimiento que 
seguiremos.

¡EXPLORE!
Es posible construir un 

' programa relativamente 
sencillo en su calculadora 
graficadora para mostrar el 
campo de pendientes de una 
ecuación diferencial de primer 

dy
orden, —  = f(x, y). Para este dx
programa, vea la sección 
jExplore! Actualización al final 
de este capítulo. Use este 
programa para construir el 
campo de pendientes y la 
curva solución destacada en 
el ejemplo 8.4.1.

Procedimiento de campo de pendientes para d ib u ja r una curva 
solución de y ' = f(x, y) que contiene ai p u n to  (x0, yo)-
Psso 1. En cada punto (x, y) de una cuadrícula en el plano xy> dibuje un segmento de 
recta corto con pendiente igual a f ( x ,  y). El conjunto de todos estos puntos y 
segmentos se llama campo de pendientes de la ecuación diferencial y ' = f ( x ,  y).

Paso 2. Empezando con el punto (jc0, yo), se usan las pendientes indicadas por el 
campo de pendiente para trazar la solución pedida como se demuestra en esta figura:

J
■J

\  \  - 
I \  \

1 \
1 \  

1

f  J
i /  j 

-  '  '  - 
-  y  1 1 \ x  

^  '  1 1 
\  _  /  1 1 \  

\  \  ^  7 1 

1 \  \  ^  1
1 \ V /  /  v-

i /
/  /

/  /

i \  \  _  * '
1 \   ̂ x  x

! \  \  _  /  1 

1 \  x  _  /

Campo de pendiente Tra
que

' 1 
1 \  \  _  /  1

1 \  \  ^ 
zo aproximado de la curva solución 
pasa por (.v0, v0)

En el ejemplo 8.4.1 se ilustra el procedimiento de campo de pendiente para tener 
una idea gráfica de la solución de una ecuación diferencial.

EJEMPLO I 8.4.1
Use un campo de pendientes para dibujar varias soluciones de la ecuación diferencial

En particular, dibuje la solución que pasa por el punto (0, 1).
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Solución

Note que si (a*, y )  es un punto sobre la recta x — 2y — m , entonces cualquier curva 
solución y = y{x) de la ecuación diferencial y' =  x -  2y que pasa por (x, y) tendrá 
pendiente y' = m. Por tanto, se puede construir el campo de pendientes para esta 
ecuación diferencial dibujando la familia de rectas paralelas x — 2y =  m y  trazando un 
pequeño segmento de recta, de pendiente m , en los puntos seleccionados a lo largo de 
cada una de estas rectas. Esto se hace en la figura 8.1 la .

x -  2 y -

Pendiente -1  
.X" ..-Pendiente 0 

vr ^ ' y 'j,o Pendiente 1

77^ --------- -V

x -  2y = 0
jc -  2y = 1

a) Campo de pendientes. A cada punto (x, y) 
sobre la recta x — 2y = m se le asigna un 
segmento de recta con pendiente m.

b) Varias curvas solución 
de la ecuación 
diferencial, (0, 1).

> -  A'

itíU U ú íA  8 . í 1 Uso de un campo pendiente para construir soluciones para y' =  x — 2y.

s .

En la figura 8.11¿?, se usa el campo de pendientes de la figura 8.11a para dibu
jar varias soluciones de la ecuación diferencial y ' =  x  — 2y. Como prueba, note que 
la ecuación diferencial dada se puede rescribir en la forma lineal de primer orden

/  + 2y =  x

y luego resolver analíticamente usando el método desarrollado en la sección 8.2. El 
factor integrante es

/(x) = eS2dx =  eZx 

de modo que la solución general es

dx +  C

-2 r I I X 1 1 ? r .
\2 4 J

uiiciii ación  ¡u>r ¡ \o  t<_ .\

= - - 7  + Ce_Zv 2 4

? = 1 cuando x  = 0, se tiene

1 = 0 -  -  + Ce0 =  - -  + C 
4 4
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El procedimiento de campo de pendientes no era realmente necesario en el ejem
plo 8.4.1 porque era bastante fácil resolver la ecuación diferencial usando los méto
dos de la sección 8.2. No obstante, en el ejemplo 8.4.2, se usa el procedimiento para 
obtener soluciones aproximadas de una ecuación diferencial que no se puede resol
ver directamente.

EJEM PLO I 8 .4 .2
Use un campo de pendientes para dibujar soluciones de la ecuación diferencial

Solución

Si (x, y ) es un punto sobre la recta x  + y — m para m ^  0, entonces cualquier curva 
y  = y(x ) solución de la ecuación diferencial y ' = V *  + y  que pasa por (x, y) tendrá una 
pendiente y ' =  Vm. Construya el campo de pendientes para esta ecuación dibujando la 
familia de rectas paralelas x  + y  = m y asignando un pequeño segmento de recta, de 
pendiente en puntos seleccionados a lo largo de cada una de esta rectas. La figura 8.12a 
muestra el campo de pendientes. Note que, como V x + y  no está definido para* 4- y  <  0, 
todo el campo de pendientes se encuentra sobre o arriba de la recta jc  + y  = 0. En la 
figura 8.12¿> se ilustran varias curvas solución. Nótese que cada curva solución es 
“plana” (tiene pendiente 0) sobre la recta x  + y = 0 y luego crece rápidamente hacia la 
derecha.

x  +  y

a ) El campo de pendientes: A cada punto (,v, y)  
sobre la recta x  +  y  =  m  para 0 se 
asigna un segmento de recta con pendiente V rñ .

b ) Varias curvas solución de la 
ecuación diferencial.

HGURÁ 8 .12  Construcción del campo de pendientes para las soluciones de y ‘ =  V.v +  y .

M é to d o  de E u le r  El procedimiento de campo de pendientes que se acaba de mostrar permite obtener un
dibujo aproximado de la solución a un problema de valor inicial, y el siguiente objetivo 
es demostrar la forma en que esta solución puede ser generada numéricamente. La gran 
ventaja de un procedimiento numérico de aproximación es que se puede programar en 
una computadora de alta velocidad. De hecho, usando computadoras y esquemas 
numéricos de aproximación, ahora es posible analizar modelos de situaciones complejas 
como son configuraciones meteorológicas, ecosistemas e interacciones económicas 
entre naciones.

El procedimiento numérico de aproximación que se estudiará ahora se llama 
método de Euler, en honor a su creador, el gran matemático suizo Leonhard Euler 
(1707-1783). Aun cuando el método de Euler es mucho menos preciso que los pro
cedimientos numéricos empleados en aplicaciones prácticas, éste se ocupa de los 
mismos problemas que los procedimientos más refinados y su estructura relativamente 
sencilla lo hace más fácil de demostrar.
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Para ilustrar las ideas que hay detrás del método de Euler, suponga que se desea 
aproximar la solución al problema de valor inicial

dy
—  = / ( a ,  y) para y (x 0) =  y0 
dx

La clave del método de Euler es que una vez que se conoce el valor de la solución y(c) 
para algún número c, entonces se puede calcular /(c, y(c)) que es igual a y'(c), la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de la solución en (c, y(c)). Usando este dato, 
es posible aproximar valores de la solución y =  y(x) en puntos sucesivos igualmente 
espaciados.

Para iniciar el proceso de aproximación, se selecciona el tamaño de paso h. Ésta 
es la distancia entre puntos sucesivos a lo largo del eje x  para la curva de la solución 
aproximada. Esto es, se obtendrán valores aproximados de la solución en los puntos

A'o, X\ =  xQ + h, x2 =  x 0 +  2/? ,..., x n = Xq + nh

Partiendo de ( a 0 ,  y o ) »  se calcula/ ( a 0 ,  y o )  y  se traza la recta que pasa por ( a 0 ,  y o )  

con pendiente / ( a 0 ,  y0). Se sabe que esta recta es tangente a la curva solución y = y(x) 
en (a'o, yo)» Y se continúa a lo largo de esta recta hasta el punto (xb yO, donde

JVi =  y o  +  f ( x o, y 0)(* i -  *o) =  +  f ( x 0 , y 0) h

es el valor y del punto sobre la recta tangente que corresponde a X\. A continuación, se 
calcula/^, y^, que es la pendiente de la recta tangente a la curva solución que pasa por 
(xj, y i ) .  Se dibuja la recta que pasa por (xb yj) con pendiente/ ( a 1? y x) y se continúa al 
punto (x2, y2), donde y2 = y \ + f ( x {, y{)h . Estos dos pasos se muestran en la figura 
8.13a. Se continúa de este modo y en el paso k + 1 se dibuja la recta que pasa por el punto 
(xk, yk) con pendiente/(**, y,) para localizar el punto (xk+u yk + l), donde yk+ l =  yk +  
/(xk, yk)h. La solución aproximada completa es la trayectoria poligonal que se ilustra en 
la figura 8.13¿>.

3f J

/  1 /
/

U l^ l )  /

^ p e n d i e n t e 3’j) 
pendiente f ( x 0, y¿)

I I I  k r

1 y  =  y A)

(A0’
(Al, Vi)

1 1 1 1 1 w V

a)

I I I  f  X 
Xq X { X2

Construcción de los primeros dos puntos 
en la aproximación de Euler.

1 1 1 1 1 x
Xq .Vj X2 -V3 .V4

b) Relación de la aproximación 
de Euler y la solución real

FIGURA 8 .13  Método de Euler para aproximar la solución al problema de valor inicial 
y \x )  -  f ix ,  y) con y(x0) = y0.

A continuación veamos un resumen, paso a paso, de cómo usar el método de 
Euler para obtener la solución aproximada de un problema de valor inicial. El método 
está ilustrado en el ejemplo 8.4.3.
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M é to d o  de  E u ler para a p ro x im a r la so lución al p rob lem a  de va lo r 
in ic ia! y '(x ) — f(x, y) con y ( x 0) = y 0.
Paso 1. Seleccione el tamaño de paso h.
Paso 2. Para k =  l, 2, . . .  , /?, calcule los puntos sucesivos (xk, y k), donde
xk =  xk— j + h y yk = y k- x +  f ( x k- u yk- {)h
Paso 3. Construya la aproximación de Euler localizando los puntos (xk, yk) para
k =  0, 1, 2, . . .  , /? en el plano xy y uniendo los pares sucesivos de puntos con 
segmentos de recta.

EXPLORE!
Vea el ejemplo 8.4.3. Cree el 
campo de pendientes para la 
ecuación diferencial
dy—  = x -
dx

y, usando el

programa que aparece en la 
sección ¡Explore! Actualización 
de este capítulo. Gráficamente 
muestre la solución 
g{x) =  x  -  1 +  2eA(~x), que 
pasa por el punto (0, 1).

EJEM PLO I 8 .4 .3
Use el método de Euler, con tamaño de paso /? = 0.1 para aproximar la solución del 
problema de valor inicial

dy
- = x  -  y  con y(0) = 1 

Compare la aproximación con la solución real.

Solución
La ecuación diferencial dada se puede escribir en forma de ecuación lineal de primer 
orden

dy
—  +  y  =  x  
d x

Usando los métodos de la sección 8.2, se puede demostrar que la solución general es 
y  =  x  — 1 + Ce~x y  la solución particular con y(0) = 1 es

g(X) = x  — 1 + 2e~ 'x

A continuación se compara esta solución con la solución aproximada obtenida al 
aplicar el método de Euler con h = 0.1,/(x, y) = x  — y , x0 = 0, = 1» Y 10 pasos.
El primer paso da

y i =  yo + f(x o > y o )h  = i + (0  -  i)(0 .i) = 0 .9

y comparando esto con el valor real de la solución y  = g(x) e n it = 0.1, obtenemos 
y \ ~  g(*i) = 0.9 — 0.90967 = —0.00967. El resto de los cálculos se muestra en la 
siguiente tabla:

k xk Yk
Pendiente 
f(Xk, Yk) y*+i

Solución real 
9(Xk)

Diferencia 
Y k  ~  9 Í x k )

0 0 1 -1 0.9 1 0
1 0.1 0.9 -0.8 0.820 0.910 -0.010
2 0.2 0.82 -0.62 0.758 0.837 -0.017
3 0.3 0.758 -0.458 0.712 0.782 -0.024
4 0.4 0.712 -0.312 0.681 0.741 -0.029
5 0.5 0.681 -0.181 0.663 0.713 -0.032
6 0.6 0.663 -0.063 0.657 0.698 -0.035
7 0.7 0.657 0.043 0.661 0.693 -0.036
8 0.8 0.661 0.139 0.675 0.699 -0.038
9 0.9 0.675 0.225 0.698 0.713 -0.038

10 1.0 0.698 0.302 0.728 0.736 -0.038
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En la figura 8.14, se compara la aproximación de Euler (trayectoria poligonal) con la 
curva solución real

¡k
1.0 <

0.9- _ x

0.8-

0 .7-

0 .6 -

0 .5 -

0 .4-

0 .3 -

0 .2 -

0.1 -

----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1------- 1------- 1------- 1------- 1------- 1-----
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

¡:r :.-G .■ i: Comparación de la curva solución para el problema de va lo r in ic ia l y ' = 
x — y con >’(0) = 1, y la aproxim ación de Euler.

Es frecuente que en algunos modelos aplicados aparezcan problemas de valor inicial 
cuya solución exacta es difícil o imposible de obtener. En el ejemplo 8.4.4, se aproxima 
la solución de un modelo de población usando el método de Euler.

ET {ChAO* 1 o' v ; 1 4.4

Después de t meses de observación, se encuentra que la población P (t) de una especie 
animal aislada en una isla está cambiando a razón de

—  = 0.03 VP -  0.005/ 
dt

Suponga que la población era de 1 000 cuando empezaron las observaciones (t = 0). 
Utilice el método de Euler para estimar la población después de 1 año.

Solución i

La función pendiente es f { t ,  P ) = 0.03 V ?  — 0.005/,, con P = 1 000 cuando t = 0. 
Como el tiempo se mide en meses, deseamos estimar/^ 12). Suponga un paso de tamaño 
h = 2. Entonces la población P k+ j en el paso k + 1 está relacionada con la población en 
el Pésimo paso por la fórmula

p k-m =  p k + m , p k)h i
= Pk + [0 .03V ñ -  0.005r*](2)|

donde tk =  0 + 2k = 2k. La tabla siguiente resume los cálculos para la aproximación.
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k tk Pk
Pendiente 

f(tk, Pk) P/r+1
0 0 1 000.00 0.9487 1 001.90
1 2 1 000.90 0.9391 1 002.78
2 4 1 002.78 0.9300 1 004.64
3 6 1 004.64 0.9209 1 006.48
4 8 1 006.48 0.9118 1 008.30
5 10 1 008.30 0.9026 1 010.11
6 12 1 010.11 0.8935 1 011.90

Por tanto, con base en esta aproximación de Euler, se estima que la población, al 
término de 1 año, es aproximadamente de 1 012 animales.

P R O BLE M A S í 8,4

En los problem as del 1 a l 12 trace e l campo de pendientes p a ra  la  ecuación d ife renc ia l dada y  úselo pa ra  traza r 
la gráfica de la  so lución que pasa p o r  e l punto  especificado.

1. y ' = x  +  y ; (  1,1) 2. / =  x - y ; ( l , l )

3. y 1 = / ; ( 0 , 1) 4. /  = v * ; ( 4,0)

5. y' = y ( 2  ~ y ) ; ( 0 ,  - 1 )  6. y' = —^— ; (0, 0)
y  + 1

7. y ' = x 2 + y 2-,( 1 ,-1 ) 8. y ' = x - y 2; (  1,1)
2  

9- y ' = ~ r y - . ( 0 A )  10. y '  = 2 - X - y ;  (0 ,0 )

11. y '  =  exy; (0, 0) 12. y '  =  ex/y-, (1, 1)

En los problem as de l 13 a l 20  use e l método de E u le r con e l tamaño de paso h y  e l número de incrementos n ind i- 
cados pa ra  obtener una so lución aproxim ada del problem a de va lo r in ic ia l dado.

13. y ' = 2x + y ; j(0) = 1; h = 0.2; n =  5 14. y '  =  x  — 3y ; j>(0) = 0; h = 0.4; n = 5

15. y ’ = -  4- x ; y (l) = 0 ; h = 0.2; n = 5 16. y ' = xy  + y \ ;y(0) = 1; h = 0.5; n = 6
x

ex17. y 1 = V x -)> ;;y (l) = 1; h = 0.5;/i = 8 18. /  = — ;y(0) = -1 ; h = 0.5; n = 8
2 _  2

19. y ' = - ----- — ;y( l )  =  1; A =  0.4; n =  5 20. y' =  , *  _ ;y(0) =  1; A =  0.2; n =  5
xy V x  +  >>“

En los problem as del 21 a l 26, use e l método de E u le r con e l tamaño de paso h ind icado pa ra  estim ar la  solución  
requerida de l p rob lem a de va lo r in ic ia l.

21. y ' = x  + 2y ; y (0) = 1; h = 0.2; y(l) estime 22. _y' = - ;  y (l) = 1; /? = 0.2; ><2) estime

23* y ' = y(O) = 1 ;h =  0.2; y ( 1) estime 24. /  = x V  1 + y 2; ;y(0) = 0; /* = 0.5; ;y(4) estime
I x  + y

25. y '  =  x 2 +  2y2; y(0) =  0; A = 0.4; y (2 ) estime 26‘ /  = N *  + y); y(0) = 1; A = 0.5; ><4) estime
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L( 1) = 0

27. La longitud L (t) de la curva y  = ln* sobre el inter
valo 1 <  *  ^  í satisface

dL _  v T T T 2 
d t ~  t

Estime la longitud L(4) usando el método de Euler, 
con paso de tamaño h = 0.5.

28. CRECIMIENTO DE UNA ESPECIE La pobla
ción de zorros F (t) en una isla grande satisface el 
problema de valor inicial logístico modificado

31.

—  = 0.01(80 -  F )(F  -  76) 
dt

F ( 0) = 70

Use el método de Euler con h = 1 para estimar 
F(10), la población de zorros 10 años después.

29. CRECIMIENTO DE UNA ESPECIE La longi
tud L (t) de una especie de peces a la edad t se mo
dela por medio del problema de valor inicial de von 
Bertalanffy

dL
—  = 1.03(5.3 -  L )  
dt

L {  0) = 0.2

donde L  se mide en pulgadas y t en meses. 
á) Use el método de Euler con h = 0.4 para estimar 

la longitud de los peces en el momento, t =  2. 
b) Resuelva el problema de valor inicial y evalúe 

L(2). Compare este valor exacto con la estima
ción obtenida en el inciso a).

30. OFERTA Suponga que el número de unidades 
S(t) de una mercancía particular que será suminis
trada por productores en el momento t, aumenta a 
razón de

- i -  = 0.3 Se-0'1' 
d t

i

Si 5(0) ='3, use el método de Euler con h = 0.5 
para estimar 5(4).

32.

PRODUCCIÓN La producción Q en cierta fá
brica cambia a razón de

dQ
dK

=  0.2Q  + K 1/2

donde K  es el gasto de capital (en unidades de 
$1 000). Suponga que cuando el gasto de capital es 
de $2 000, habrá Q {2) = 500 unidades producidas. 
Use el método de Euler con h = 1 para estimar el 
número de unidades producidas cuando el gasto de 
capital sea de $5 000.
EXTINCIÓN DE POBLACIÓN Cuando la 
densidad de población de una especie que se repro
duce sexualmente cae por debajo de cierto umbral, 
los individuos de la especie tienen dificultades para 
hallar una pareja apropiada, y esto tiene el efecto de 
reducir la población todavía más, lo que en última 
instancia lleva a la extinción. En biología, esto re
cibe el nombre de efecto de A llee, por W. C. Allee, 
quien fue el primero en estudiar el efecto en 1931.
Si la población en el momento t es P (t), este efecto 
se puede modelar mediante la ecuación logística 
modificada

dP (  P \
-  =  kP(P -  ¿ )(l -  - )

donde k es la tasa de crecimiento natural de la espe
cie, K  es la capacidad máxima y A es el umbral de 
la población. Suponga que k > 0 y 0 < A < K .

Para una especie en particular, suponga que P se 
mide en miles, t en años, y que 0.2, K  = 20, y A =  2. 
Suponga, además, que la población inicial es 
P(0) = 1. Use el método de Euler con h =  0.25 
para estimar P(l), la población después de 1 año.

SECCION 8.5 I Ecuaciones en diferencias
Ya se ha visto la forma en que se pueden usar ecuaciones diferenciales para modelar una 
amplia variedad de situaciones dinámicas que comprenden un comportamiento 
continuo. No obstante, casi siempre resulta más natural o conveniente describir ciertas 
situaciones en términos del comportamiento medido en un conjunto de puntos discretos, 
en lugar de continuamente. Por ejemplo, la población de Estados Unidos se mide por 
medio de un censo que se hace cada 10 años, un biólogo interesado en saber la 
población de una colonia de bacteria podría tomar mediciones cada año, o un 
economista que elabore una gráfica de la oferta y la demanda de cierta mercancía podría 
reunir los datos pertinentes una vez por semana.

Las ecuaciones en diferencias desempeñan el mismo papel en el estudio de situa
ciones dinámicas discretas, que las ecuaciones diferenciales en la modelación de fenó-
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¡EXPLORE!
Algunos modelos de 
calculadora graficadora 
pueden manejar ecuaciones en 
diferencias por medio de la 
función de relaciones 
recursivas dadas por el modo 
de secuencia. Busque en la 
sección de Introducción a la 
Calculadora cómo mostrar en 
pantalla estas funciones y sus 
gráficas. Siguiendo el ejemplo 
de esta página respecto a una 
colonia de bacterias, construya 
la función
u{n) = 0.03u(n -  1) + 1 000, 

con valor inicial
u(1) = 100 000, en el editor de 
ecuaciones de su calculadora 
graficadora. Muestre los valo
res para al menos siete gene
raciones usando el editor de 
lista, así como las funciones 
de gráficas de su calculadora. 
¿Parece que la población de 
bacterias se aproxima a un 
valor límite?

menos continuos. El objetivo en esta sección es examinar unas cuantas propiedades 
y aplicaciones de las ecuaciones en diferencias y luego comparar estas ecuaciones con 
las ecuaciones difeienciales análogas. Se comienza con la terminología y la notación.

Una fu n c ió n  d iscre ta  f ( k )  es una función cuyo dominio es una secuencia de 
enteros representada por el índice k. Para mayor sencillez, escribimos y  = f { k )  
como f k o como y k. Una ecuación en diferencias relaciona cada término de la 
secuencia y ¡, y2,. .. , y „ ,. . . con uno o más términos previos. Por ejemplo,

= 2yfi - i

es una ecuación en diferencia, al igual que

yn ~  yn- \  + yn - 2
( la  c c n a c ió u  d e  F ih o n a c c i)

y

yn ~  y n - \  — kyn- 1( i — ~ y n- \ ) . . . . . .
\  K  )  ( la  e c u a c ió n  lo g í s t i c a )

Una solución de una ecuación en diferencias dada es una secuencia cuyos tér
minos satisfacen la ecuación, y una solución general es una fórmula que caracteriza 
todas las posibles soluciones. Un problema de valor inicial es aquél en el que se 
busca la solución particular de una ecuación en diferencias dada, que satisfaga las 
condiciones iniciales especificadas.

Por ejemplo, suponga que cada hora se observa una colonia de bacterias que ini
cialmente contiene 100 000 individuos. Si se encuentra que la población P ^+ i en el 
momento k + 1 es siempre 1 000 más que 3% de la población en el momento k, Pk, 
esta información se puede expresar como el problema de valor inicial

P k+ i = 0.03P k + 1 000 con P0 = 100 000

Los ejemplos 8.5.1 y 8.5.2 ilustran más esta notación y terminología.

EJEMPLO I STSTÍ

Escriba los primeros cinco términos de la secuenciay lf y2 l. . .  que satisface el problema 
de valor inicial

y n = ~ 3 y n- i  + 1 conjVo = 2
Solución

El término inicial es y0 =  2, y se genera cada término sucesivo sustituyendo en la 
ecuación en diferencias. Así se calcula

yo =  2
y i = - 3 ^ +  1 = -3 (2 )+  1 = -5
y 2 =  - 3 *  + 1 = —3(—5) + 1 = 16
^3 = -3>>2 + 1 = -3(16) + 1 = -47
?4 = — 3v3 + 1 = —3(—47) + 1 = 142

Entonces, los primeros cinco términos de la secuencia son 2, —5, 16, —47, y 142.

Las ecuaciones en diferencias desempeñan un importante papel en la modelación 
matemática. Por ejemplo, estas ecuaciones se pueden usar para relacionar los valores 
de una cantidad particular en momentos o periodos discretos diferentes, como por 
ejemplo generaciones. Esto se ilustra en el ejemplo 8.5.2 para una aplicación a la 
genética.
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EJEMPLO I 3 .5 .2
La genética poblacional está interesada en conocer la forma en que la distribución de 
genotipos de una población cambia de una generación a otra. Suponga que ocurre un 
apareamiento aleatorio en una población, y que los individuos que heredan un gene 
recesivo particular de ambos padres no tendrán descendencia. Bajo estas condiciones, 
la frecuencia/,, del gene recurrente en la «-ésima generación puede ser modelada por la 
ecuación en diferencias

r _ fn
Jn+ 1 ~

1 +/n

Verifique que

r _  fo
Jn 1 + nf0

satisfaga esta ecuación en diferencias, donde/0 es la frecuencia inicial.

Solución

Para verificar que fn = ———  satisface la ecuación en diferencias dada, nótese que
1 +  nf0

r  _  ÍO
Jn 4-1 1 + (/z + l)/o

mientras que

fo  fo

L  1 + ”fo  1 + rifo

1 + /„  , / fo  \  1 + nfQ + /0
\ \  +  n fo ) l  +  n f0

fo  fo

Por tanto,
1 +/o + nfo  1 + (« + l)/o

r _  fo  _  fn
Jn + 1 !+ ( ;? +  l) /0 1 + /„

como se pidió.

Solución de una 
ecuación en 

diferencias

Siempre se pueden hallar soluciones de un problema de valor inicial dado comenzando 
con la condición inicial y usando la ecuación en diferencias para generar un valor tras 
otro, como se hizo en el ejemplo 8.5.1. No obstante, lo que realmente se desea es una 
fórmula para hallar y „  en términos de n , que haga posible hallar cualquier término 
particular yk en la sucesión de la solución, con sólo sustituir k por n en la fórmula, sin 
tener que hallar primero y ly y 2, . . . ,  yk- 1- P°r ejemplo, el resultado del ejemplo 8.5.2 
indica que el 20avo término en la sucesión de la solución para la ecuación en diferencias

fn

1 + fn

se puede hallar sustituyendo n = 20 en la fórmula

fo
fn

1 +  nfo
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Esto es,

iE X P L

Consulte el problema 
explorado en la caja ¡Explore! 
de la página 633. Regrese el 
menú MODE al modo Func y 
escriba
Y1 = 100 000(0.03)AX +
1 000(1 -  0.03AX)/(1 -  0.03), 
y grafique usando la pantalla 
[0, 7]1 por [0, 100,000]1 000. 
¿Cómo difiere esta gráfica de 
la gráfica de puntos individua
les de la caja ¡Explore! de la 
página 633? ¿Cuál represen
tación de la situación del 
problema es mejor?

; f  _  /o
'• 1 + 20/0

Una ecuación en diferencias lineal de primer orden es una ecuación de la forma 
general

yn = ayn- \ + b

donde a y b son constantes. El objetivo es demostrar como es que el término general y n, 
de la sucesión de la solución de esa ecuación, se puede expresar en función del término 
inicial yo. Se usará un procedimiento iterativo en el que yn se expresa en función de 
y,i- b luego y n- ! en función de y n- 2 y así sucesivamente hasta tener una fórmula para yn 
en función de ;y0. A continuación se muestran los pasos específicos:

Jo
y i =  ay0 +  b

y 2 =  a y Y +  b =  a(ay0 +  b) +  b =  a2y0 + ab + b

y 3 =  ay2 +  b =  a(a2y0 +  ab +  b) +  b =  a3y0 +  a2b +  ab +  b

y  a = ay3 + b =  a4y0 4- a3b + a2b + ab +  b

y, en general,

yn =  ay,7 -1 +  b =  any0 + an l b + an 2b + • 
= Qnyo i a '7 1 d* “ + ••• + a + 1 )b

+ a~b +  ab +  b

Para ¿7=1, todas las potencias de a también son iguales a 1, y se tiene y n =
y0 + nb. Si a #  1, la expresión an 1 + an z + • - • + a + 1 puede ser sumada por 
la fórmula de las series geométricas

n-2

n — 1 i n — 2 ia + a -r
1 -  a" 
1 -  a

(vea el problema 40, o el estudio general de series geométricas de la sección 1 del 
capítulo 9). En este caso, la fórmula para yn se puede escribir como

yn = ° nyo + 1 - a "

11 — a

Resumiendo:

Je  ‘J yua ecuación en d ife renc ias  Sineal de p r im e r o rden
con jv.i'j co n c ic ió n  in ic ia l

Para a y  b constantes, considere el problema de valor inicial

yn = ayn- i  + b con valor inicial >>0 

Si a =  1, la solución general es

yn = yo + nb

Si a 7^ 1, la solución general es

*  -  «>•+ ( £ í >

  www.FreeLibros.com



636 CAPÍTULOS ¡ Ecuaciones diferenciales 8-50

EJEMPLO I 8.5.3
Resuelva el problema de valor inicial lineal de primer orden

yn = —-y,, - , + 5 'con valor inicial y0 = 3

¡EXPLORE!
Consulte el ejemplo 8.5.4. 
Introduzca la función Pn en Y1 
del editor de funciones de su 
calculadora graficadora, 
usando la variable x en lugar 
de n. Grafique usando la 
ventana [0, 300]10 por [10 000, 
25 000]1 000. ¿Cómo ilustra 
esto la situación del problema 
para este ejemplo? Explique 
también por qué la función 
continua no representa 
verdaderamente la situación 
del problema? Use funciones 
de gráficación de su 
calculadora para demostrar 
que la población tiende hacia 
24 000 a largo plazo.

Solución

Comparando la ecuación en diferencias dada con la forma lineal de primer orden yn = 

ayn- x + b, se observa que a =  y b =  5. Como a #  1, la solución general es

Por ejemplo, el quinto término de la sucesión de la solución es

10 _ I (z l)5 107
>'5 = 32

EJEMPLO I 8 .5 .4

Hay 12 000 personas en Styxville. Cada año, mueren 3% de las personas de la ciudad y 
nacen 720 bebés.
a) ¿Cuál será la población dentro de 5 años?
b) ¿Cuál será la población a largo plazo?

Solución

a) Sea P n la población después de n años. Como 0.03P,,-! personas mueren durante 
el /2-ésimo año, se deduce que 0.97/>„_ i siguen viviendo, y que el número se 
suma a los 720 nacimientos, de modo que

Pn = 0.97-P,,-] + 720
polfUlciñl l  /■»(>/>/<A'/< 'II íiCH'illlii llfi >\

tn liifil StthiVYivieji/i'

Sustituyendo a =  0.97, b = 720, y P0 =  12 000 en nuestra fórmula para la solu
ción general de la ecuación y n = ayn- \ +  b se obtiene

[1 -  (0.97)"](720)
P „ =  (0.97)"(12 000) + 

Por tanto, cuando n = 5, la población es

1 -  0.97

, [1 -  (0.97)5](720)
P$ =  (0.97) (12 000) 1 -  0.97

= 13 695
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b) Para hallar la población a largo plazo, se calcula el límite

lím P „ =  lím ( (0.97)"(12 000) + — — ^ 720)
.....1 1 -  0.97n — n —>r-o

„  [1 -  0] (720)
- °  +  — 03 -  24 0 ° °

En consecuencia, en un tiempo muy largo, la población tiende hacia 24 000 per
sonas.

Aplicaciones de Se usan ecuaciones en diferencias en modelos para negocios y economía, psicología, 
ecuaciones en sociología, biología, teoría de la información, y una variedad de otros campos de 

diferencias acción. En los ejemplos 8.5.5 y 8.5.6 se examinan dos de estas aplicaciones.

EJEMPLO I 8.5.5 (Am ortización de deuda)

Cuando se pide dinero prestado a una tasa de interés r, el total de la deuda aumenta igual 
que una cuenta bancaria que paga la misma tasa de interés. La amortización es un 
procedimiento para pagar la deuda, incluyendo intereses, haciendo una secuencia de 
pagos. Por lo general los pagos son de igual monto y se hacen a intervalos iguales 
(anualmente, trimestralmente o mensualmente).

Suponga que una deuda de D  dólares, a una tasa de interés anual r  se amortiza 
en un periodo de n años, haciendo pagos anuales de A  dólares. Plantee y resuelva una 
ecuación en diferencias para demostrar que

A  = rD

1 -  (1 + r)\ n

Solución
Sea y„ la deuda total después de n años. Entonces yn — yn- \  es el cambio de la deuda 
durante el /?-ésimo año, que es igual al interés ryn-y  cargado durante el rc-ésimo año, 
menos el pago anual A. Esto es,

y„ -  yn-\  = ry n- i  -  A
cambio ele interés pago
la lleuda cobrado anual

Combinando los términos _ i , y usando el hecho de que yo =  D  es la deuda inicial, se
obtiene el problema de valor inicial

y„ =  (1 + r )y n- i  - A  cony0 =  D

Esta ecuación en diferencias tiene forma lineal de primer orden, con a = \ + r y b  =  —A , 
de modo que la solución general es

y„ = a"yo + 1 — a

= (1 + r )n D  + 

= (1 + r )n D  +

1 -  (1 + r )n

L 1 -  (1 + r) J
—A

(-A )

r
[1 -  O + r )n]

= (1 + r )n D  + -  [1 — (1 + /-)”] /*
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Como la deuda debe ser pagada en n años, se desea hallar A para que yn =  0; 
esto es,

>>, = (1 +/•)"£>+ ^ [  1 - ( 1  +/•)"] = 0

A
Al restar —[1 — (1 + r)"] en ambos miembros de esta ecuación, se obtiene 

r

(1 +  r ) " D  =  —  [1 -  (1 +  r f ]  =  - [ ( 1  +  r f  -  1] 
r r

de modo que

(1 + r )n
A =  rD

L(1 + r f  -  1J

Por último, multiplicando numerador y denominador por (1 + r) ", se obtiene la 
fórmula de amortización

rD
A  =

1 -  (1 + r ) '

EJEM PLO ! 8 .5 .6  {Adm inis trac ión  d e  b io lo g ía 'p e sq u e ra )

Un biólogo está empleado para regular la población de truchas en un lago. El biólogo
estima que el lago inicialmente contiene 150 000 truchas, y que la población de truchas
está creciendo a una tasa de 15% al año. Actualmente, la pesquería cosecha truchas a
una tasa de 30 000 peces por año.

a) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias para hallar la población de peces 
después de n años.

b) ¿Cuánto tiempo transcurre antes de que el lago se quede sin truchas?

c) Suponga que la pesquería decide cambiar la política de cosecha de modo que en 
el lago aun queden truchas dentro de 20 años. ¿Cuál es la máxima tasa de cose
cha que permitirá que esto ocurra?

d) ¿Cuál es la máxima tasa de cosecha que se puede permitir si la pesquería desea 
que el lago siempre contenga truchas?

Solución

a) Denote por p n la población de truchas al final del «-ésimo año. Entonces el cam
bio de la población p n — p n-  j durante el «-ésimo año satisface

p n — p „ - \  -  0.15/?„_, -  30 000 donde p0 = 150 000
c a m b io  i le  c r e c im ie n to  p e c e s

la  p o b la c ió n  n a  tu  r a l  c o s e c h a d o s

Al combinar los p n- x términos de la derecha, vemos que esta ecuación en dife
rencias tiene forma lineal de primer orden

pn = ( l + 0.15)pn- \  -  30000 = 1.15p„_, -  30000
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donde a — 1.15 y b — -30 000. La solución de esta ecuación es

1 -  (1.15)#rp „  = (1.15)" (150 000) +
1 -  1.15 (-30 000)

= (1.15)" (150 000) + [1 -  (1.15)"]

= (1.15)" (150 000) + 200 000 [1 -  (1.15)"]
= (1.15)" [150000)-200 000] +200 000 
= -5 0  000(1.15)" + 200 000

b ) No quedan truchas en el lago cuando p „  =  0; es decir, cuando

-50  000(1.15)" + 200 000 = 0 
200000 

V ’  50 000

Aplicando logaritmos en ambos miembros de esta ecuación, se obtiene que

ln (1.15)" = ln4

de modo que

n ln(1.15) = ln 4 
ln 4

n = =  9.92
ln (l. 15)

Por tanto, no quedarán peces en el lago después de aproximadamente 10 años.
Suponga que la tasa de cosecha es h. Entonces la ecuación en diferencias se con
vierte en p n =  (1.15)pn- i  — h , y su solución es

1 -  (1.15)""
p„ =  (1.15)" (150 000) + 

= (1.15)" (150 000) + 

= (1.15)" (150 000 -

1 -  1.15

h

{ - h )

,-0.15, 

h

0.15,
+

[1 -  (1.15)"]

h

015

Se quiere hallar h para que el lago se quede sin peces cuando n = 20. Haciendo 
P20 ~  0 y despejando /i, se halla que

[1 -  (1.15)20] = —(1.15)^(150 000)20

0.15
-0.15(1.15)2O(150 000)

h = = 23 964
1 -  (1.15)*

Por tanto, se pueden cosechar aproximadamente 24 000 truchas por año.
d ) Si el lago debe tener truchas siempre, el «-ésimo año en el que todas las truchas 

desaparecen debe satisfacer n — Según el cálculo del inciso c), la población 
de peces será 0 en el /z-ésimo año si

-  ( I . i s r  ( .50000  -  + 5 ^ - 0
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_  -0.15(1.15)" (150 000) 
k _  1 -  (1.15)"

_  0.15(1.15)”(150 000) multiplique numerador v
(1.15)" -  1 denominador por — /

0.15 150 0000 multiplique numerador y
~~ 1 — (1 15)- ” denominador por (J.J5) "

Para hallar la tasa de pesca para el caso donde el lago siempre debe tener peces, 
calculamos h cuando n — es decir,

0.15(150 000) 0.15(150 000) , _  „
li =  lím ------------------- = ----------- ------  porque Itm (l .?/5) — 0

„->«> 1 -  (1.15) " 1 - 0  1
= 22 500

Por tanto, si la tasa de pesca se establece en no más de 22 500 truchas por año, 
el lago siempre tendrá peces.

Al despejar h de esta ecuación se encuentra que

m
t e .

El modelo de 
la telaraña

¡EXPLORE!
Suponga que las ecuaciones 
de oferta y demanda para una 
mercancía particular están 
dadas por S(p) = 2p + 20 y 
D(p) = -3 p + 30, donde el 
precio p de la mercancía está 
en cientos de dólares. 
Introduzca estas dos funciones 
en el editor de ecuaciones, 
sustituyendo la variable p por 
x. Grafique, usando la pantalla 
[0, 4.7]1 por [15, 35]5. Use 
TRACE u otra función de 
gráficación para localizar el 
precio de equilibrio. Verifique, 

a -  c

En el capítulo 1 introdujimos los conceptos económicos de oferta y demanda, y defi
nimos el equilibrio de mercado como la situación en que la oferta es igual a la 
demanda. En la sección 3 de este capítulo, estudiamos un modelo de ajuste de pre
cios en el que la oferta y la demanda se consideran como funciones del precio, que 
cambia continuamente con el tiempo a medida que se ajustan las condiciones del mer
cado. Sin embargo, el equilibrio no se presenta instantáneamente por mutuo acuerdo 
entre productores y consumidores, si no que llega por una secuencia de ajustes dis
cretos, y nuestra siguiente meta es describir un modelo con ecuaciones en diferencias 
para describir los ajustes discretos de oferta-demanda en un mercado dinámico.

A continuación se considera una sola mercancía cuyas demanda, D , y oferta, S, 
son funciones lineales del precio p. Como la demanda generalmente disminuye al 
aumentar el precio, mientras que la oferta aumenta, se puede escribir

D (p )  =  a -  bp S (p ) = c + dp

donde a, b, c y d  son constantes {a, b y d  son positivas, mientras que c suele ser 
negativa.) El equilibrio en el mercado se alcanza cuando la oferta es igual a la demanda, 
es decir, para un precio p c cuando

a — bpe =  c +  dpe 

a — c
Pe =

b +  d

evaluando, que pe = b + d'

A  continuación, suponga que el precio de nuestra mercancía y por tanto su oferta 
y demanda se ajustan en periodos discretos de tiempo. Denote por p n- { el precio pre
valeciente de la mercancía durante el periodo n — 1, y denote por D„_i y S„-i Ia 
demanda y la oferta correspondientes. Para ilustrar la situación, suponga que nuestra 
mercancía es una cosecha, por ejemplo de trigo o maíz. El productor basa el nivel de 
producción para el período n — 1 en el precio p „ - \ ,  pero la cosecha toma tiempo, 
digamos un periodo , y cuando la oferta (cosecha recogida) está lista para el mercado 
el precio se ha ajustado a p n para que la oferta Sn =  c + dpn- 1  satisfaga la actual 
demanda D n =  a — bp„. Los productores entonces usan este nuevo precio p n como
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indicador para determinar el nivel de producción para el /2-ésimo periodo, y así, el 
proceso continúa.

Durante cada ciclo, la oferta debe ser igual a la demanda, de modo que se debe
tener

c + dpn..,
o fe r ta  S„

a -  bp„

d e  m a n  d a  D„

que es una ecuación en diferencias que puede rescribirse en forma lineal de primer 
orden como sigue:

c + rfp„_ i = a -  bp„ 

bpn =  a -  (c +

Pn = { ~ r \ p „ - \  +

¡EXPLORE!
Vea el modelo de la telaraña en 
las páginas 640 y 641. Ponga 
su calculadora graficadora en 
MODE de sucesión y escriba 
u(n) = (-2/3)u(n -  1) + (10/3) 
en el editor de ecuaciones, con 
Po = u(0) = 3 ($300), que 
representa la función recursiva 
pn. Calcule los valores de pn = 
u[n) para n = 1 a 6, así como 
los correspondientes valores 
para S(p) = 2p + 20 y D(p) = 
-3 p + 30. Examine los valores 
de pn para determinar si la 
espiral de la telaraña converge 
o diverge. Verifique, 
comparando los valores d y b. 
Repita con el precio inicial de 
$100 (p0 = 1).

Sustituyendo en nuestra fórmula para la solución general de una ecuación en 
diferencias, lineal, de primer orden, se tiene que

- d \
Pn ~  —  PO +

Po +

1 -  (~ d /b )n a — c

d \ " a — c
Po ,b 4- dj

1 -

+ a — c

,b + d j

donde p0es el precio inicial de la mercancía.
Si d  <  b, entonces (—d/b)n tiende a 0 cuando n —> °o y, sin importar cuál sea el 

precio inicial p0, el precio p n se aproximará al precio de equilibrio p e ~  {a — c)l(b + d), 
cuando n —> oo. Sin embargo, si d  >  b, el término ( —d/b )n crecerá más y más en 
valor absoluto, mientras que si d =  b, entonces ( —d/b)n = (—l)" oscilará entre 1 y — 1. 
En ambos casos, la sucesión de precios p 0, p u p 2, . . . no convergerá. Como d  es la 
pendiente de la recta de oferta, ella mide la tasa de aumento de la oferta y, del mismo 
modo, b mide la tasa de disminución de la demanda. Por tanto, el resultado que se 
acaba de obtener se puede interpretar como que la sucesión de precios p0> P u  Pi> • • • 
converge al precio de equilibrio si y sólo si la tasa de disminución de la demanda 
excede a la tasa de aumento de la oferta. En otras palabras, para que haya conver
gencia, los proveedores deben ser menos sensibles a los cambios de precio  que los 
consumidores.

El modelo que se acaba de describir se denomina modelo de la telaraña. Para 
ver por qué, observe las dos figuras de la figura 8.15. Las rectas de oferta y demanda 
se muestran en ambas figuras. El punto de equilibrio del mercado ocurre donde las 
rectas se cruzan, y el precio de equilibrio p e es el precio que corresponde al punto de 
intersección. En la figura 8.15tf, se ve la trayectoria de oferta y demanda sobre varios 
periodos en el caso donde d <  b. Nótese que el precio inicial p 0 determina la oferta 
S i en el primer periodo, que a su vez determina la demanda Z), en ese periodo y el 
precio p 2t tal que S\ = D \. Entonces p 2 determina la oferta S2 en el segundo periodo, 
y así sucesivamente. La trayectoria seguida de este modo se parece a una telaraña que 
converge hacia dentro, hacia el punto de equilibrio. La figura 8.15/; muestra el caso 
donde d >  b. Observe que el espiral de la “ telaraña” se mueve hacia afuera, es decir, 
diverge del punto de equilibrio.
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Ecuaciones en 
diferencias y 

ecuaciones 
diferenciales

a) Caso donde d <  b: la
trayectoria de telaraña de oferta/demanda 
converge al equilibrio.

b) Caso donde d >  b: el
espiral de la trayectoria de telaraña 
se mueve hacia afuera.

FIGURA 8.15 Progresión de oferta y demanda en el modelo de la telaraña.

Cuando se modela con ecuaciones en diferencias, la diferencia yn — yn~ \  entre 
términos consecutivos se emplea en forma muy semejante a como se usa la 

dyderivada — cuando se modela con una ecuación diferencial. Continuando con la ana- 
dx

logia, el cociente
yn ~ yn-i 

>«—i
se utiliza para representar la tasa de cambio relativa o porcentual en un modelo discreto.

Por ejemplo, suponga que se observa que una especie de peces se reproduce a 
una tasa de 15% al año. Entonces la población de peces F n después de n años puede 
ser modelada por la ecuación en diferencias

= o ,i5
F „-1

o, de manera equivalente, por
F n ~  F n- \  = 0 A 5 F n- i

Por otra parte, si deseamos modelar la población de peces como una función continua, 
F(f), del tiempo t, podríamos representar este crecimiento por la ecuación diferencial 
análoga

dF  „—  = 0.15F 
dt

Los resultados obtenidos con las ecuaciones en diferencias pueden ser algo dis
tintos de los obtenidos usando las ecuaciones diferenciales análogas. Por ejemplo, en 
el ejemplo 8.5.5, se empleó la ecuación en diferencias

yn -  yn - 1  = ryn-i ~ A
para modelar la deuda total y „ acumulada después de n años, cuando el interés se 
capitaliza continuamente a una tasa anual r, y se pagan A dólares anualmente para 
reducir la deuda. Un modelo análogo en el que la deuda Q {t) es considerada como una 
función continua del tiempo t plantea la ecuación diferencial

dQ
i  =  r Q ~ A
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Si se usan los métodos estudiados en la sección 8.2 para resolver esta ecuación, sujeta a 
la condición inicial <2(0) = D  (la deuda inicial), encontramos que

Q (t) = | D -  ^ J e "  +  j

(como practica, el estudiante debe verificar este resultado). Si la deuda debe amortizarse 
en un termino de n años, entonces se desea que Q(n) = 0, de modo que

o = Q{n) = \D  - - V '  + ~
r  r

Despejando A  en esta ecuación, se tiene

^  A  \  r t  '4D -----e — ------  r e s te  — e n  a m b o s  m ie m b r o s
k r )  r  r

A - A  , .
D -------= --------g rt m itlti]> /u /u e  a m b o s  m ie m b r o s  p o r  e —  rt

r r

£> =  ( ! -  e~n)~
A

^  s u m e  — e n  a m b o s  m ie m b r o s  v s a q u e

r f a c to r  c o m ú n

r £ )  m u l t ip l iq u e  a m b o s  m ie m b r o s  p o r
A = -------—  >'

1 — e — r t
/ -  e

Note las semejanzas y diferencias entre esta fórmula de amortización continua y 
la fórmula discreta hallada en el ejemplo 8.5.5. Por ejemplo, si la deuda inicial es 
D  =  10 000 dólares y la tasa de interés anual es de 8% (r = 0.08), entonces el mo
delo discreto nos dice que la deuda se amortizará en un término de n =  10 años, ha
ciendo pagos de

0.08(10 000) 
1 -  (1 + 0.08)'

A =  -— = 1 490.29

mientras que el modelo continuo da pagos anuales de

0.08 (10 000) 
j _  £—0.08(10) 1

La diferencia es que, en el caso discreto, el pago se hace una vez al año como suma total, 
mientras que en el caso continuo el pago anual se supone que se reparte continuamente 
durante todo el año.

PROBLEMAS 18.5
En los problem as del 1 a l 8 escriba los cinco p rim eros térm inos de l problem a de va lo r in ic ia l dado.

y„ = ,; y0 = 1 2. yn =  yn- { +  2 ;y0 =  0

3* yn — yn — i \ yo = 1 4. yn yn — j + (1 yn — \)yn— i >yo 1
5- yn+\ = yn + yn-\>yo = í.^ i = 1 6* JWi = yn ~ tyn- \ \yo  = - U y i  = o

7- = - ^ r ; y o =  1 8. y „+1 = — Z2- ; y o  = 0,j-1 = 1
y„ + 2 ^n-l + 1
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En los problemas 9 y  10 encuentre las constantes A y  B de modo que la  expresión dada yn satisfaga la ecuación 
en diferencias especificada.

B
9. nyn + (/? -  1 )yn- ]  =  2n -  3 ; yn = A + -

n
10. y n + 1 =  yn + n ; yn =  A n 2 + Bn

En los problemas del 11 a l 17 resuelva el problem a de va lo r in ic ia l linea l de p r im e r orden dado.

11. y n = ~ y n -- i ; )’o = i
13. y n

1
= P ’„ - i + i; yo

i
15. yn -  y „ - 1 lI CO

II

17.
1

yn -  yn - \
"  io } " ‘

\

4

12. yn = 2y„.- 1 +  3 ; y0 - 0
- 1 114. yn 2 yn- \  -  -^',yo = 10

16. - i i
yn “  ?/!- 1 — 0 y n - 1 + r ; ^0 = 1

18. CUENTA DE AHORROS Tom deposita $1 000 
en una cuenta que paga 5% de interés, capitalizado 
anualmente. Plantee y resuelva un problema de va
lor inicial para hallar la cantidad de dinero A n en la 
cuenta después de n años.

19. CUENTA DE AHORROS Al igual que Tom en 
el Problema 18, Sally invierte $1 000 en una cuenta 
que paga 5% de interés capitalizado anualmente. 
Pero ella también hace depósitos adicionales de $50 
al término de cada año. Plantee y resuelva un pro
blema de valor inicial para hallar la cantidad de di
nero A n en la cuenta después de n años.

20. ESPECULACIÓN EN EL MERCADO DE AC
CIONES Jake invierte en una acción especulativa 
cuyo precio p n al término de cada mes satisface el 
problema de valor inicial

p n =  —0.1 p n- ]  + 300 donde p 0 =  100
¿Cuánto valdrá su inversión después de n meses?

21. POBLACIÓN ANIMAL CON CACERÍA La 
población de zorros en cierta región es 
inicialmente de 50 000 y se encuentra que crece a 
razón de 8% al año. A los cazadores se les permite 
“cosechar” h zorros por año.

a) Si h =  2 000, ¿cuál es la población de zorros 
después de n años?

b) ¿Cuál debe ser h para que la población de zorros 
permanezca igual de un año a otro?

22. PROPAGACIÓN DE UNA ENFERMEDAD 
Una enfermedad se propaga, en forma tal, que el 
número de personas expuestas durante el mes n es 
proporcional al número de personas susceptibles de 
la población que todavía no se infectan. Esto es, si 
Sn es el número de personas enfermas en una pobla
ción susceptible P, entonces

S„+1 -  Sn = k(P -  S„)

Suponga que 10 000 personas de una comunidad 
son susceptibles a una nueva variedad de gripe. Si 
500 personas tienen inicialmente la enfermedad y 
700 están recién infectados durante el primer mes, 
¿cuántos tendrán la enfermedad n meses después 
del brote? ¿Qué ocurre a Sn “ a largo plazo” (cuando
n  —> oo)?

23. P R O P A G A C IÓ N  D E  U N A  E N F E R M E D A D  

C O N  C U R A  En el problema 22, suponga que 
20% de las personas que tienen la enfermedad al 
término del mes n — 1 se curan durante el n mes.
a) Rescriba la ecuación en diferencias del Pro

blema 22 para tomar en cuenta esta nueva carac
terística.

b) Ahora, ¿cuántas personas tendrán la enfermedad 
n meses después del brote? ¿Qué ocurre a Sn 
cuando n —> 00 en este caso?

24. RECICLADO Allison tiene una biblioteca de
1 200 libros en rústica. Cada año, ella dona 15% de 
los libros que tiene y compra 135 libros nuevos. 
Plantee y resuelva una ecuación en diferencias para 
el número de libros Bn de la biblioteca al término 
del /z-ésimo año. ¿Cuántos libros tendrá al término 
del décimo año? ¿Cuántos tendrá “ a largo plazo”?

25. A D M I N I S T R A C I Ó N  D E  E M P R E S A S  Una 
empresa de renta de autos posee actualmente 300 
autos. Cada año, la compañía planea deshacerse de 
25% de su flota de autos y sumar 50 autos nuevos.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

hallar el número de autos Cn de la flota al tér
mino del n-ésimo año.

b) ¿Cuántos autos habrá en la flota después de 10 
años? ¿Qué tan grande será la flota “ a largo 
plazo”?

26. PAGOS DE HIPOTECA Una persona hace un 
pago inicial de $35 000 por una casa de $350 000 y
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toma una hipoteca a 30 años por el saldo. Si la tasa 
de interés es de 6% al año, capitalizado anualmente, 
¿cuáles son los pagos mensuales de la hipoteca?

27. PAGOS A PLAZOS Martín hace un pago inicial 
de $3 000 por un auto nuevo de $25 000 y pagará el 
saldo con pagos parciales mensuales en los siguien
tes 5 años. ¿Cuáles son sus pagos mensuales si la ta
sa de interés es 8% anual, capitalizado 
mensualmente?

28. PAGOS A PLAZOS Joan solicita un préstamo 
de $5 000 a 24 meses y 9%  de interés, capitalizado 
mensualmente. Si el préstamo debe pagarse en pa
gos parciales de $200 con un pago final global de A  

dólares al final del plazo de 24 meses, ¿cuál es A l

29. FONDO DE AMORTIZACIÓN Evelyn tiene 
un plan de ahorros en nómina, en el que cierta canti
dad fija A  se toma de su cheque mensual y se pone 
en una cuenta que gana 5% de interés anual capitali
zado mensualmente. ¿Cuál debe ser A  para que 
Evelyn ahorre $7 000 para viajar a China dentro de
3 años?

30. POBLACION Suponga que el número de hem
bras en la /2-ésima generación de la población de 
cierta especia está dada por P n. Suponga además 
que, en promedio, cada hembra de la generación
n — 1 procrea b hijas y que, en cada generación, se 
espera que fallezcan d  hembras, donde b y  d  son 
constantes positivas.
a) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias 

para hallar Pn en términos de b, d  y la población 
inicial de hembras P 0 =  P {0).

b) Suponga que P 0 =  100, b  =  0.2, y d  = 15.
¿Cuál será la población de hembras de la décima 
generación? ¿Qué ocurre a la población de hem
bras a largo plazo (cuando n —> oo)?

31. INGRESO NACIONAL En el modelo clásico 
de Harrod-Hicks2 de una economía nacional en ex
pansión, se supone que si I n denota el ingreso nacio
nal al término del /2-ésimo año, entonces el cambio 
del ingreso nacional durante ese año está dado por 
la ecuación en diferencias

I n í  n — 1 d n — 1 ^
donde c y h son constantes positivas (c es la propen
sión m arg ina l a consum ir). Resuelva esta ecuación

2 J- R. Hicks, “ Mr. Harrod’s Dynamic Theory” , E co n o m ic a , New Series, 
Vol. 16, pp. 106-121. En este texto se puede hallar una exposición que 
merece la pena de leerse respecto a aplicaciones de ecuaciones de dife
rencia a la economía, In tro d u c tio n  lo  D iffe re n ce  E q u a tio n s , por Samuel 
Goldberg, Wiley, Nueva York, 1958; pp. 93-96.

para hallar I n en términos de c, h y del ingreso na
cional inicial I 0 =  1(0).

/  _
32. GENETICA Ciertas enfermedades genéticas pue

den ser modeladas por una ecuación en diferencias 
de la forma

fn +  1 —
fn

1 + f n

donde fn es la frecuencia relativa de un gene rece
sivo y productor de una enfermedad, en la /2-ésima 
generación, suponiendo que los individuos portado
res del gene recesivo no se reproducen (recuerde el 
ejemplo 8.5.2). Esta ecuación en diferencias no es 
lineal de primer orden, pero es posible resolverla si 
se procede como sigue:
á) Demuestre que si gn =  1 /fm entonces gn satisface 

la ecuación en diferencias lineal de primer orden 
gn = Agn-  j + B para ciertas constantes A y  B.

b) Despeje gn de la diferencia en el inciso a) y luego 
use este resultado para hallar una fórmula para/„.

c) Lea un artículo sobre genética de población y 
escriba un párrafo sobre métodos matemáticos 
de modelación de enfermedades genéticas.3

33. CRECIMIENTO LOGÍSTICO Una forma al
ternativa de la ecuación diferencial logística anali
zada en la sección 8.1 es

dP (  P \  

d t ~ kP \  K j  

Estas ecuaciones se emplean con frecuencia en mo
delos continuos para poblaciones P (t) que crecen rá
pidamente al principio, pero que luego lo hacen 
lentamente y por último se aproximan a la capaci
dad máxima K  cuando t -» oo. La ecuación.en dife
rencias análoga

1
P n - P „ - 1 = k P n- 1\ l - - P n- l J

recibe el nombre de ecuación logística discreta y  es 
una herramienta útil en la modelación discreta, en 
especial en biología.
á) Suponga que una población particular es mode

lada por una ecuación logística discreta. Se dice 
que la población alcanza un nivel L  de equilib rio  
si P m =  Pm+ i = L  para alguna m. Demuestre 
que una población a un nivel de equilibrio se 
queda ahí, es decir, Pn = L  para toda n > m.

b) La población de cierta colonia de bacteria se re
gistra a intervalos discretos. Sea P n la población 
(en miles) en la /?-ésima observación, y suponga 
que P0 =  50 (es decir, 50 000), P { = 55, y

3 Un buen lugar para empezar es el texto “ In tro d u c tio n  to  D yn a m ic  S y s 
te m s ” , de David G. Luenberger, Wiley, Nueva York, 1979, pp. 382-389.
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P2 =  60. Si la población se modela con una 
ecuación logística discreta, use esta información 
para hallar K  y k y el nivel L  de equilibrio. 

c) Plantee y resuelva una ecuación diferencial lo
gística análoga para la población de bacteria del 
inciso b), considerada como una función conti
nua P (t) del tiempo t, donde P(0) = 50, P ( l )  = 
55, y P(2) = 60. Compare con los resultados 
obtenidos para el modelo discreto del inciso b).

34. APRENDIZAJE Considere un experimento en el 
que un sujeto recibe un estímulo repetidas veces, el 
cual puede ser considerado como “prueba” . Cada 
vez que se presenta la prueba, se pide al sujeto que 
conteste, y si la respuesta es “positiva,” se da una 
recompensa. Por ejemplo, una rata se puede colocar 
en un laberinto (el estímulo). Si responde eligiendo 
el camino “correcto” , es recompensada con ali
mento, mientras que un camino “ incorrecto” la lleva 
a no recibir alimento, o a recibir una pequeña des
carga eléctrica.4

Suponga que, en nuestro experimento, p n (para 
0 < p n <  1) es la probabilidad de que el sujeto 
“ tenga éxito” en la prueba en el /?-ésimo intento. Su
ponga que el cambio del rendimiento p n — p n- \  en
tre los intentos n — 1 y n satisface la ecuación en 
diferencias

Pn -  Pn- 1 =  ¿(1 -  P n -1) “  BP n -\ 
donde A y  B son parámetros que satisfacen 
0 < A < l y 0 < £ <  1. El parámetro A  puede ser 
considerado como una medida del valor de una re
compensa para el sujeto, mientras que — B mide el 
impacto negativo de un castigo.
a) De la ecuación en diferencias despeje p n en tér

minos de A, B y la probabilidad p 0 de que el su
jeto tenga éxito inmediato.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el sujeto tenga 
éxito en la prueba a largo plazo (cuando el nú
mero de intentos aumente indefinidamente)?

c) Suponga que la probabilidad p (t) varía continua
mente con el tiempo t. Plantee y resuelva una 
ecuación diferencial análoga para hallar p(t). 
Compare esta solución con la solución al pro
blema discreto hallado en el inciso a). En parti
cular, estos dos modelos ¿dan la misma 
probabilidad de éxito?

d) Escriba un párrafo sobre cuál modelo (discreto o 
continuo) piensa usted que es más apropiado 
para este experimento.

4 El modelo de aprendizaje del problema 34 se adaptó de un modelo 
clisico desarrollado por R. R. Bush y F. Mosteller, descrito en In tro d u c - 
¡ion ío  D iffe ren ce  E q u a tio n s, por Samuel Goldberg, Wiley, Nueva York, 
1958; pp. 103-107.

35. RENOVACION DE MONEDA Una nación 
tiene $5 mil millones de moneda. Todos los días, unos 
$18 millones entran a los bancos de la nación y sale la 
misma cantidad. Suponga que el país decide que cada 
billete de dólar que entre a un banco sea destruido y 
sustituido por un nuevo estilo de moneda.
a) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias 

para la cantidad de moneda nueva Cn en circula
ción al principio del n-ésimo día después de em
pezar la renovación de moneda. Puede usted 
suponer que Co = 0

b) ¿Cuánto tiempo transcurre antes que el 90% de 
la moneda en circulación sea nueva?

c) Compare los resultados que acaba de obtener, 
para su modelo discreto de moneda, con el mo
delo continuo análogo analizado en el problema 
28 del conjunto de problemas 8.3. En particular, 
¿los dos modelos dan el mismo periodo para la 
renovación del 90% de la moneda?

d) Escriba un párrafo sobre cuál de los dos mode- 
los (discreto o continuo) piensa usted que es 
más apropiado para describir el proceso de reno
vación.

MODELO DE LA TELARAÑA En los problemas 
del 36 a l 39 p es el p rec io  de una mercancía p a rticu 
la r  y  S(p) y  D(p) son las funciones correspondientes de 
oferta  y  demanda. Suponga que estas cantidades se 
reg istran en una sucesión de periodos regulares, y  sean 
pn, Sn, y  Dn el p recio , la  oferta, y  la  demanda, respec
tivamente, durante el n-ésimo periodo. En cada caso:

á) Encuentre el p recio  de e q u ilib r io  pe.
b) Plantee y  resuelva una ecuación en diferencias 

pa ra  h a lla r  una fó rm u la  p a ra  pn.
c) Encuentre pn, Sn y  Dn pa ra  n -  1,2 y  3, y  luego 

trace la  correspondiente g rá fica  de te laraña  
pa ra  los p rim eros tres periodos.

36. Sn = l.5 p n- i  ~  2 ; D n =  - 2 p n + 3 ;p0 = 2
37. Sn = 3pn- i  — 2 \ D n =  —p n + 1.3 ; po = 1
38. Sn = 5pn- i  -  1 ;£>,,= -O . lpn  + 3.5 ;p0 = 1
39. Sn = 2p„_ , -  1 ; D n =  - 2 p n + 7; p 0 =  3

40. a) Demuestre que para a =£ 1,
—  1Sn = a + a' + + a + 1 —

1 -  a"

1 -  a
[Sugerencia: ¿A qué es igual Sn -  £7S„_ i?] 

b) Demuestre que
'  1
1 — a 
oo si a = 1 

¿Qué pasa cuando a — — 1?

1 + a + ¿7“ + a ' 4~
si Itfl < l
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Términos importantes, símbolos y fórmulas

Ecuación diferencial (588)
Solución general (588)
Solución particular (588)
Ecuación diferencial de variables separables: 
Forma: (591)

dy h(x)

dx g(y)

Solución: (591)

J g(y) dy =  j  h(x) dx

Modelos de crecimiento y decaimiento exponenciales: 
Ecuación: (593)

dQ
dt

=  mQ con <2(0) =  Q 0

Solución: (593)
<2(0 = Qoemr

Modelos de aprendizaje:
Ecuación: (594)

dQ
- f  =  k(B -  Q) 
d t

Solución: (594)
Q (t) =  B -  A e ~ k‘ 

Modelos logísticos de crecimiento: 
Ecuación: (595)

dQ
dt

=  kQ {B  -  Q)

Solución: (597)

Q( 0  =
B

1 + A e ~ Bkt 

Ecuación diferencial lineal de primer orden: 
Forma: (602)

dy
-  +  p (x )y  = q(x)

Factor integrante: (603) 

Solución: (603)
/ ( jc )  =  eípix)dx

1
J I ( x ) q ( x )  dx + C

donde B es la capacidad máxima

/ to
Modelos de dilución (606)
Modelo de ajuste de precios (614)
Ley de enfriamiento de Newton (616) 
Trayectorias ortogonales (618)
Ecuaciones diferenciales acopladas (620 
Campos de pendientes (625)
Método de Euler (627)
Ecuaciones en diferencias (632)
Ecuación en diferencias lineal de primer orden: 
Forma: (635)

y n = ayn _ x +  b con valor inicial y0 
Solución: (636)

y „ =  yo + l 1— }

Amortización de una deuda (637)
El modelo de la telaraña (640)

Revisión del capítulo 8
1. Encuentre la solución general para cada una de la 

siguientes ecuaciones diferenciales:

dx x 2 +  1

2. En cada caso, encuentre la solución particular de la 
ecuación diferencial dada que satisfaga la condición 
indicada.

j _2
a )  — = ~ r ~  donde y  =  1 cuando j c  = —  1

dx x~y

b) ^  = ^  + 
dx x

b) — + -  = 5 donde y  = 0 cuando* = 1
dx x

c) ^  = xe y~x 
dx

dy xyc) — + -ñ------= x  donde y  =  0 cuando* = 0
; dx x2 + 1 7
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648 i CAPÍTULO 8 I Ecuaciones diferenciales ¡ 8-62

3. Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones en 
diferencias sujetas a la condición inicial indicada.

a) yn =  " Y ’ J 'n - l  =  - 1

b) y „ - y „ - 1  = p ’„-i;yo = 2
i i

c) y„ -  y„-\ = - y n - 1  -  z ;?o = o
4. Trace un campo de pendientes para cada una de las

siguientes ecuaciones diferenciales, y use el campo 
para trazar la gráfica de la solución que pasa por el 
punto especificado.
a) y' =  2 x  — y ,  (0, 0)
b) y ' = x 1 -  y 1- (1, 1)

En los problem as 5 y  6 plantee una ecuación 
diferencia l que describa la  s ituación dada. (No 
trate de resolver la  ecuación.)

5. CONTAMINACIÓN DEL AGUA La cantidad 
P {t) de contaminación en un arroyo t días después 
de un derrame industrial, disminuye con respecto al 
tiempo a una razón igual al 11 % de la cantidad pre
sente en ese momento.

6. AJUSTE DE PRECIO El precio p {t) de una mer
cancía cambia con respecto al tiempo con una razón 
que es proporcional al excedente S(p) — D {p ), donde 
S y D  son la oferta y demanda, respectivamente.

7. MEDICACIÓN A un niño se le aplica una in
yección con A q mg de un anestésico y, t horas des
pués, la cantidad A (t) del medicamento todavía 
presente en el torrente sanguíneo del niño está dis
minuyendo con respecto al tiempo a una razón pro

porcional a A (t). Transcurren 4 horas para eliminar 
la mitad de la dosis original de medicamento, y el 
anestésico pierde efecto cuando la sangre contiene 
menos de 1 800 mg. ¿Qué dosis A 0 debe adminis
trarse para garantizar que el niño permanecerá anes
tesiado durante una operación de 2 horas?

8. CRECIMIENTO DE UNA INVERSIÓN Un 
gerente de inversiones determina que el valor V{t) 
de cierta inversión está creciendo con respecto al 
tiempo a una razón proporcional a V2. El valor ini
cial de la inversión fue de $10 000 y tardó 10 años 
en duplicarse. ¿Cuánto tardará para que la inversión 
valga $50 000?

9. DILUCION Un tanque de 500 galones contiene 
inicialmente 200 galones de agua salada que contie
nen 75 libras de sal disuelta. En el tanque entra agua 
salada que contiene 2 libras de sal por galón, a ra
zón de 4 galones por minuto, y la mezcla bien agi
tada sale a razón de 1 galón por minuto. Plantee y 
resuelva una ecuación diferencial para hallar la can
tidad de sal A (t) del tanque en el momento t.
¿Cuánta sal habrá en el tanque cuando esté lleno?

10. OFERTA Y DEM ANDA La oferta y la de
manda D n de cierta mercancía durante el /2-ésimo 
periodo para n =  1 ,2 ,... están dadas por 
S„ = 20 + 1 y D n =  50 -  2p „

donde p n es el precio de la mercancía durante el 
/2-ésimo periodo. El precio inicial de la mercancía es 
Po = 20.
a) Encuentre el precio de equilibrio p e.
b) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias 

para hallar una fórmula para p n.
c) Trace una gráfica de telaraña para los primeros 

tres periodos.

Problemas de repaso

En los problemas 1 a l 12 encuentre la  solución general de la ecuación d ife renc ia l dada.

1. - y  = x 3 — 3x2 + 5 
dx

dy3. - f  =  m - y )
dx

0.02y

*1  -  y)

5. —  = ex+y [iSugerencia: ex+y =  exey.]
dx

(  dy 
6* 7x

=  ye
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dy 4y 
7 . — + — = e

dx x

dy 2y
9. - r  +dx x  +1  x  4" 2

dy ln x
1 L t  = -------dx xy

8 . d- i  + y = ^
dx x x +  1

3 ¿y
1 0 . x — + xy  = 5

dx

12. ±  = «2*-» 
dx

Sugerencia: e• -

,2 - r

«J

En los p i oblemos 13 a l 24 encuenti e la  solucion p a i t ic u la r de la  ecuación d ife renc ia l dada que satisfaga la condi
ción indicada.

13. — 5x'4 — 3x2 — 2; y  =  4 cuando x  =  1
dx

dy15. — = 0 .06y ; y = 100 cuando x  = 0
dx

dy 5y 9
17.  -------- = x ; y = 4 cuando *  = — 1

¿ l y  x

¿/y
19. ——  xy = eA ; y = 4 cuandox = 0

¿ 7 X

¿/y / -
21. —  — y  ln V x ; 3; = — 4 cuando x  = 1

dx

dy xy23. — = —7= ^ ~ 2 cuandox = 0
¿¿v V i -  x

dy
14. — = 3 —y;y = 2  cuandox = 0

dy y  __ 2
lo. 3  — y — — 1 cuandox = 1

dx x  x

dy y
18. — H —  = x; y = 0  cuandox = 3

dx x + 1

20. -y- + 3x2y  =  x 2; y  =  2 cuando x = 0
dx

dy ln x
2 2 . — —---- ; y  = 1 0 0 cuandox = 1

dx y

d  y dy

maza

UJ

24. — 2 — 2 \y  — 5 y — = 3 cuando x  = 0
dx dx

En los problem as 25 a l 30 encuentre la so lución de la  ecuación en diferencias linea l de p rim e r orden dada, que 
satisfaga la  condición in ic ia l ind icada.

25. yn = y n - 1 + 2 ;y0 = 1

27. y„ -  y n~ \  = 3;y0 = 1 

29. y„ -  5yrt_! =  2 ; y 0 =  2

26. y„ = - 8yn_ !;y 0 = 1

28. :y„ -  y „ - i  =  - l ; y 0 =  “ 2

30. yn -  2yn- l = 8; y0 = - 1

En los problem as 31 a l 36 trace un campo de pendiente p a ra  la  ecuación d ife rencia l dada y use el campo pa ra  
trazar la grá fica  de la  so lución p a rtic u la r  que pase p o r  e l punto  indicado.

31. y' = 3x — y; (1,0) 

33. y '  = x  +  y 2; (1 , 1)

32. y ' = 3 — x + y ; (0, 0)

34. y '  =  ~ ~ ~ \  (1. 1) 
x  + y

36. y ' = —xy
x~ + y 4

; (0, 1)

En los problem as 37  a l 40 use e l método de Euler, con e l tamaño de paso h, y el número de incrementos n, ind ica 
dos para  obtener una so lución aproxim ada del problem a de va lo r in ic ia l dado.

37. y ' = 3x — y ; y(0) = 0; h = 0.1; n = 5

39. y / = -  + y ;y ( l)  = l ; / i  = 0.2; n — 4 
x

38. y '  =  x  + xy ; y(0) = 1; h -  0.1; n = 4

40. y ' = V x + V y ; y(0) = 0; h = 0.2; n = 5
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En los problemas del 41 a l 44 use el método de E u le r con el tamaño de paso ind icado h pa ra  estim ar la  solución  
del problem a de va lo r in ic ia l dado.

y41. y '  = x  + 4y; y(0 ) =  1; estime y ( i )  usando /? = 0.2 42. y '  = ;y(l) = 0; estime y (2) usando h =  0.2

43. y '  =  exy\ >'(0) — 0; estime }>(2) usando h =  0.4 44. y ' = ln(xy); y( 1) = 1; estime >>(3) usando h = 0.4

y

48.

49.

RECORDAR Algunos sicólogos piensan que 
cuando a una persona se le pide que recuerde un con
junto de datos, la razón con la que los datos son recor
dados es proporcional al número de datos en la 
memoria del sujeto que todavía no han sido recorda
dos. Suponga que a un sujeto se le presenta una lista 
de A datos, y que en el momento t =  0, el sujeto no 
sabe ninguno de estos datos. Plantee y resuelva una 
ecuación diferencial para hallar el número de datos 
N (t) que han sido recordados como función del 
tiempo t.
DECAIMIENTO DE UNA BIOMASA Un in
vestigador determina que cierta proteína con masa 
m{t) gramos, en el momento t (horas), se desintegra 
en aminoácidos a una razón conjuntamente propor
cional a m {t) y t. Experimentos realizados indican 
que la mitad de cualquier muestra dada se desinte
grará en 12 horas.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

m(t).
b) ¿Qué fracción de una muestra dada estará pre

sente después de 9 horas?
_ /

DILUCION Un tanque tiene actualmente 200 ga
lones de agua salada con 3 libras de sal por galón.Al 
tanque entra agua limpia a razón de 4 galones por 
minuto, mientras que la mezcla, que se mantiene 
homogénea por agitación, sale del tanque con la 
misma razón. ¿Cuánta sal habrá en el tanque des
pués de 100 minutos?
DILUCIÓN Un tanque de 200 galones tiene ac
tualmente 30 libras de sal disuelta en 50 galones de 
agua. Agua salada que contiene 2 libras de sal por ga
lón entra al tanque a razón de 2 galones por minuto, y 
la mezcla, que se mantiene homogénea por agitación, 
sale del tanque a razón de 1 galón por minuto.
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

hallar la cantidad de sal S{t) en la solución en el 
momento t.

b) ¿Cuántos galones de solución hay en el tanque 
cuando hay 40 libras de sal en la solución?

c) ¿Cuánta sal habrá en el tanque cuando se derrame?
CRECIMIENTO DE POBLACIÓN Un demó
grafo estima que factores ambientales ponen un lí
mite superior de 10 millones de personas a la

población de cierto país. En cada momento t, la po
blación P (t) está creciendo a una razón que es con
juntamente proporcional a la población actual P ya 
la diferencia entre el límite superior y P. Suponga 
que la población de este país era de 4 millones en 
2000 y 7.4 millones en 2004. Plantee y resuelva una 
ecuación diferencial para hallar P (t). ¿Cuál será la 
población en 2010?

50. INGRESO PARA EL RETIRO Un jubilado de
posita S dólares en una cuenta que gana intereses a 
una tasa anual r, capitalizada continuamente, y cada 
año retira W  dólares.
a) Explique por qué la cuenta cambia a razón de

—  = r V - W
dt

donde V(t) es el valor de la cuenta t años después 
de iniciada. Resuelva esta ecuación diferencial 
para expresar V(t) en términos de r, W  y S.

b) Frank y Jessie Jones depositan $500 000 en una 
cuenta que paga 5% de interés capitalizado con
tinuamente. Si retiran $50 000 al año, ¿cuánto 
habrá en su cuenta al término de 10 años?

c) ¿Qué cantidad anual W pueden retirar Frank y 
Jessie anualmente, si su objetivo es mantener su 
cuenta sin cambio en $500 000?

d ) Si Frank y Jessie deciden retirar $80 000 anual
mente, ¿cuánto tiempo tardan en agotar su 
cuenta? [Es decir, cuando V(t) sea 0?]

51. CONCENTRACIÓN DE GLUCOSA EN LA 
SANGRE Se inyecta glucosa en el torrente san
guíneo de un paciente a una razón R y, a cada mo
mento t, se convierte y secreta a una razón 
proporcional a la concentración presente de glucosa
C(0-
a) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

hallar C(t). Exprese su respuesta en términos de 
R, la constante de proporcionalidad k (la cons
tante de eliminación) y la concentración inicial 
de glucosa C0 = C(0).

b) Demuestre que a largo plazo (cuando t —> °°) la 
concentración de glucosa se aproxima a un nivel 
que depende sólo de r y k y  no de la concentra
ción inicial C0.
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c) Encuentre una expresión para el tiempo T  nece
sario para que la mitad de la concentración ini
cial C0 sea eliminada. (Nótese que esta “vida 
media” depende de C0 a menos que Cq = 0.)

52. REDUCCIÓN DE CONTAMINANTE DEL 
AÍRE En un cuarto con volumen de 3 000 ft3el 
aire inicialmente contiene 0.21% de dióxido de car
bono. Suponga que el cuarto recibe aire fresco que 
contiene 0.04% de dióxido de carbono a razón de 
800 ft3 por minuto. Todo el aire del cuarto se hace 
circular con un ventilador, y la mezcla sale a la 
misma razón (800 ft3/min).
á) Plantee y resuelva una ecuación diferencial para 

hallar el porcentaje de dióxido de carbono en el 
cuarto después de t minutos.

b) ¿Cuánto tiempo transcurre antes que el cuarto 
contenga sólo 0.1% de dióxido de carbono?

c) ¿Qué porcentaje de dióxido de carbono queda 
en el cuarto a largo plazo (cuando t —» oo)?

53. ADMINISTRACIÓN DE PERSONAL Cierta 
compañía inicia operaciones con 100 empleados y, 
en los años siguientes, el número de empleados E n¡ 
durante el /?-ésimo año, siempre excede en 5% al 
número de empleados E n-y  durante el año anterior. 
Exprese esta relación como una ecuación en dife
rencias lineal de primer orden y resuelva la ecua
ción para hallar E n.

54. MEDICACIÓN Un medicamento administrado 
por vía intravenosa a un paciente es eliminado del to
rrente sanguíneo del paciente a razón de 14% por 
hora. Plantee y resuelva una ecuación en diferencias 
para hallar la cantidad D n de una dosis de D 0 miligra
mos de medicamento que queda después de n horas. 
¿Cuánto de la dosis permanece después de 10 horas?
En los problemas 55 y 56, el estudiante necesitará 
la fórmula

para \a\ <  11 + a +  a2 + a3 +
1 — a

obtenida en el problema 40 del conjunto de 
problemas 8.5.

55. CONTROL DE CALIDAD Suponga que en una 
línea de producción industrial particular, la probabi
lidad p n de que una unidad defectuosa reciba su im
perfección, durante la /7-ésima etapa de producción, 
es el 30% de la probabilidadp n- x de que la imper
fección sea introducida durante la etapa n — 1.
a) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias para 

hallar p n en términos de la probabilidad p 0 de que 
la materia prima de la unidad ya sea defectuosa.

b) ¿Por qué es cierto que p 0 + p { + p 2 + ' * ' = 1 ? 
Use este dato para hallar una fórmula para p n. 
¿Cuál es la probabilidad de que la imperfección 
ocurra durante la tercera etapa?

56. INFLUENCIA POLÍTICA Suponga que la pro
babilidad p n de que un político particular influya en 
/? colegas, es 60% de la probabilidad p n_ { de que el 
mismo político influya sólo en /?. -  1 colegas.
a) Plantee y resuelva una ecuación en diferencias 

para p n en términos de la probabilidad p 0 de que 
el político no influya en ningún colega.

b) ¿Por qué es cierto que/?0 + /?, + p2 + • • • = 1? 
Use este hecho para hallar una fórmula para p n.

c) ¿Cuál es la probabilidad de que el político in
fluya hasta en cinco colegas?

57. CRECIMIENTO DE POBLACIÓN Una colo
nia de bacteria comienza con una población P0 >  0 
y crece en forma tal que la población Pn, después de 
n hora, está relacionada con la población P n_ x des
pués de n — 1 horas por la ecuación en diferencias

"  a  +  P n - I  

donde a y b son constantes positivas.
a) Demuestre que Pn <  (b/d)Pn- x, y por tanto 

P n <  (b/a)n P0-
b) Si a >  b , demuestre que la población finalmente 

se extingue, es decir, lím Pn =  0.
n—»co

c) Si a <  b , ¿qué ocurre a la población a largo 
plazo? Se puede suponer que lím P n existe y

n  —> c o

que lím Pn =  lím P n~ \ .
n —> co n—»oo

58. Resuelva la ecuación en diferencias
b p n^

" a +  Pn- 1
del problema 57 siguiendo estos pasos:
a) Demuestre que al sustituir Q „ = l /P „  la ecuación 

en diferencias dada se convierte en la ecuación 
lineal

Qn = t  <2/1-1 + 7 b b

b) Resuelva la ecuación lineal en Qn obtenida en el 
paso a) y luego use su solución para resolver la 
ecuación en diferencias dada en términos de a, b

y Po-

59. LA ECUACIÓN DE FIBONACCí Fibonacci 
(1170-1250), matemático del siglo xm, también co
nocido como Leonardo de Pisa, planteó este pro
blema en su libro L íb e r A bac i:

Considere una isla donde por siempre habitan cone
jos. Cada mes, cada par de conejos adultos produce 
un par de hijos que a su vez son adultos reproducti
vos dos meses después. Si la colonia de conejos em
pieza con un par de recién nacidos, ¿cuántas parejas 
habrá después de n meses?
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Sea Rn el número total de parejas de conejos 
(adulto, recién nacido y adolescente) en la colo
nia después de n meses. Explique por qué 

= 1,R2 = 1, R3 = 2, R4 = 3, y en general
Rn -  R n - 1 + R n - 2 

Esta ecuación en diferencias es la ecuación de 
F ibonacc i.
Encuentre todos los números X tales que R n = \ n 
satisface la ecuación de Fibonacci.
Si Xj y X2 son l° s números hallados en el inciso
b), se puede demostrar que la solución general 
de la ecuación de Fibonacci tiene la forma 

R n = A k 'l + B \ n2 

para las constantes A y  B. Encuentre A y B de 
modo que las condiciones iniciales 
R Y =  1 y R2 =  1 se satisfagan.

P d) Los números 1, 1, 2, 3, 5, 8 , 13,... generados por 
la ecuación de Fibonacci se llaman números de 
F ibonacci. Estos números se presentan en una 
sorprendente variedad de aplicaciones, que van 
desde genética de población hasta análisis de 
mercado de acciones. Por ejemplo, en botánica, 
los números aparecen en el estudio de filotaxia, 
que es la disposición de las hojas en los tallos de 
plantas. Escriba un párrafo sobre aplicaciones 
de los números de Fibonacci, usando el Internet 
como fuente de investigación.
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EXPLORE! ACTUALIZAC1Ó ¡M

 ̂ En el sitio web especificado en el libro, www.mhhe.com/hoffmann, es posible tener
acceso a las soluciones completas para todas las cajas ¡EXPLORE! de este libro.

— *
\ \1 \

Solucioio p oro  el  ̂ Introduzca los datos en el editor STAT, como se ve en la pantalla izquierda. En el menú 
¡Explore! d e j a  \ CALC, seleccione la opción B: Logistic y escriba el comando Logistic L l, L2, Y l para 

~ 597 obtener los parámetros de la ecuación logística, mostrados en la pantalla de en medio.
Eos puntos de los datos y las gráfica logística se pueden presentar usando el comando 
STAT PLOT (como en la pantalla derecha). Después de un largo periodo (cuando x  se 
aproxima a un número relativamente grande), el denominador de la fórmula logística se 
hace arbitrariamente cercano a 1, indicando que la población de residentes susceptibles 
se estabilizará en unos y =  766. Aproximadamente, ¿cuándo se infectó la mitad de la 
comunidad susceptible?

p a g in a

S olu ción  p ara  si
plore!
pagina

de la 
614

L1 L¿ L2 £
i
2 75
5 ¿00
H H50
r 595
b 700
7 760

L£C1)=4?

L o g is t ic  
y = c / ( l+ a e A<“bx# 
-3=82.20691202 
b = l . 156465454 
0=766.1257929

Consulte el ejemplo 8.3.2. Introduzcap (t) = 1 + 20eA(—0.01?) — 16¿A(—0.02¿) en Y l 
del editor de ecuaciones de su calculadora graficadora y trace usando la pantalla [0, 
200] 10 por [0, 12] 1. Al seguir la curva, podemos determinar gráficamente que p (t)  
alcanza un valor máximo de unos 7.25 cuando x = 47. Más precisamente podemos 
confirmar esto con el uso de la función de búsqueda de máximo de CALC (2ND 
TRACE) para determinar estos valores, una vez especificados los límites izquierdo y 
derecho y un estimado.

o

<

m a l

O

w
OH

UJ

Solución para el 
¡Explore! de la 

página 625

1:valué  
2szero  
3 :n in in u n  
EJJmaxinun 
ds in t e r s e c t  
6 :dy/dx 
7: J'f <x>dx N=H7.0003:fi —Y=7.25

Un programa relativamente sencillo (llamado SLPFIELD) aparece en la tabla en la 
página 654, para construir un campo de pendientes para una ecuación diferencial de primer

dyorden, y )• Éste requiere que la función f ( x ,  y) se escriba como Y l en el editor

de ecuaciones de su calculadora. Busque, en la Introducción a la Calculadora, en el 
Prefacio de este texto, las instrucciones para construir programas en su calculadora 
graficadora. Los números de las líneas están incluidos para facilitar el trabajo al lector. 
La línea 1 despeja la pantalla de comandos, gráficas y dibujos no deseados. Las líneas 2 
y 3 piden el número de segmentos deseados de pendiente en las direcciones *  y y, 
respectivamente, mientras que las líneas 4 y 5 calculan la longitud y ancho del 
subrectángulo que contiene el segmento de pendiente. Imagine que la pantalla de la 
calculadora graficadora se divide en una malla de rectángulos más pequeños R por L. 
Las líneas 6 y 8 localizan las coordenadas del punto del centro del primer subrectángulo
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Solución para el 
¡Explore! de la 

página 629

y punto medio del segmento de recta inicial. Dos lazos (líneas 7 a 20 y 9 a 18) repiten el 
cálculo de segmentos de pendiente dentro de los subrectángulos, indicando primero en la 
dirección x  y luego en la dirección y. El segmento de pendiente tiene pendiente/(X, Y) = S

(línea 10) y longitud y  de la diagonal del subrectángulo (línea 11). Las líneas de la 12 a la 15
localizan las coordenadas de los puntos de extremo, (E, G) y (F, H), del segmento de 
pendiente y la línea 16 traza el segmento de pendiente.

Línea PROGRAMA: SLPFIELD Línea (continúa de la primera columna)

1 ClrHome: ClrDraw: FnOff 11 V (A 2 + B2)/2 -> C
2 Input “No. X Valúes” , R 12 X -  C/2*cos(tan_1(S)) -> E
3 Input “No. Y Valúes” , L 13 X + C/2*cos(tan-1(S)) -» F
4 (Xmax ~ Xmin)/R —> A 14 Y -  C/2*sin(tan- I (S)) -> G
5 (Ymax — Ymin)/L —> B 15 Y + C/2*sin(tan- l (S)) -> H
6 Xmin + A/2 —> X 16 Line (E, G, F, H)
7 For (I, 1, R) 17 Y + B -> Y
8 Ymin + B/2 —> Y 18 End
9 For (J, 1, L) 19 X + A —> X
10 Y l -» S 20 End

Ahora vea el ejemplo 8.4.1 y la figura 8.11. Escriba Y l = X — 2Y en el editor de ecuaciones 
de su calculadora. Como finalmente deseamos ver la curva de solución que pasa por el punto 
(0, 1), ponemos la pantalla con dimensiones [—2, 7.4J1 por [—1, 5.2] 1 y ejecutamos el 
programa SLPFIELD con 12 elementos en la dirección x  y 8 en la dirección y, como se 
muestra a la izquierda. En el editor de ecuaciones, escriba Y2 = (X + 2)/2, Y3 = X/2, y Y4 
= (X — 2)/2 y luego presione GRAPH. Verá líneas rectas, llamadas isoclinas, sobre las que 
todos los segmentos de las pendientes tienen la misma pendiente, es decir, S =  —2, 0 y 2, 
respectivamente. Vea la pantalla de en medio. Por último, escriba Y 5 =  ,5X — 0.25 + 
1.25eA(—2X) y grafique en negritas, como se ve en la pantalla abajo a la derecha, para ver la 
curva de solución que pasa por el punto (0, 1).

1 1

i

-.£5+i.25cAí-2X)\ V. 
• i i i i i i 
. M  \  \  X 'V a sS *  

'i \

C x j& P & 'S  t <’ t- W / J  ' j. |_

X=i '
• f 1 1 1 1 1 1 r- /  t i  Y=.Hi3i65i i

i

M H  i \ \ i \ >
■ \ U  H  
. \  \

: t ! í 
í. i .i i

ll S¡\ / Ysi.fi' ! l l¡1
n m n w

■ N U  U  \  \  \  
. '■ \ \  \  \  \

\ \  \  \  f  / 
• \  \  w  /  /  /  /
: \ - W  i ? i t f 

s . r  j  y  j  i

H=0 ' /  /  /  Y=i í í  M

Vea el Ejemplo 8.4.3. Utilizando el programa SLPFIELD indicado líneas antes, el campo de
dypendientes para la ecuación diferencial — = x  — y  se construye usando una pantalla con
dx

dimensiones decimales modificadas [ — 2, 7.4] 1 por [ — 1, 5.2] 1. La solución particular 
g(jc) = x  — 1 + 2eA(— x) que pasa por el punto (0, 1) también se muestra.

Y2=K-

i
l+2íAC-K5 \  /wM\m i

x=o - /  i Y=i } i i
J J |

[J \  \  \  \  ■- /  /

U W Í  í  

r p A Ú  ? i
y.=o - V 'í  v * • i í 1V /  /  Y=i \ i i
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Solución para el 
¡Explore! de la 

página 633

Solución al ¡Explore! 
de la página 641

En la Introducción a la Calculadora vea las instrucciones para mostrar funciones 
recursivas, como son las ecuaciones en diferencias. Asegúrese que los ajustes MODE 
sean semejantes a los de la pantalla izquierda mostrada abajo. Siguiendo el ejemplo de 
la página 633 referente a una colonia de bacterias, construya la función u(n)=0.03u 
(n —1) +  1 000, con valor inicial u(l) =  100 000, en el editor de ecuaciones de su 
calculadora graficadora (vea la pantalla de en medio). El símbolo u se encuentra con la 
tecla de 2nd función arriba de “el número 7.” La secuencia u(ri) empieza con la condición 
inicial w(l)= 100 000. En el editor de listas, escriba L2 = u(Ll), donde L1 es la 
secuencia de números naturales de 1 a 7. Vea la pantalla derecha, que exhibe siete 
generaciones de poblaciones de bacterias.

Sei Eng 
0123456789 

Degree 
une Kar Pol 0=1! 

Comected lilp
flSEU S iv\u 1
a+bi, re'"'Si 
Horiz G-T

r ~ ~ 1 n*rs
j?Min=l
u<n)B.03uíft-l) + 

1000
ufw M in) S í 10000... 
u<wMin)=

L1 L2 L3 l
1 ftHiI'HI']
2. 4000
3 1120
H 1033.b
S 1031
6 1030.9
7 1030.9

L2C13=10 0 0 0 0

¿La población de bacterias se aproxima a un valor límite? Esta pregunta se contesta en 
forma gráfica. Asegúrese que FORMAT (2nd ZOOM) está en gráficas Time, como se 
ve en la pantalla izquierda. Use una WINDOW con el mismo ajuste de tiempo que 
nMin = 1 y dimensiones nMax =  10 y XY de [0, 10] 1 por[-200, 5000] 100, como se 
ve en la pantalla de en medio. Presione GRAPH para obtener la secuencia de puntos 
que se ve a la derecha.

UV VW UW
PolarGC 

CoordOff 
GridOn 

f lxesüff  
LabelOn 

xprOf f

UINDOW 
tP lo tS iep = l  

Xnin=0 
Xmax=10 
Xscl=l  
Vnin= "200 
Vmax=5000 
VSGl=100l

u=.03uítt-lJ+1000

............... V=1030.9302 -

Los valores de población bajan rápidamente de 100 000 a un valor que se aproxima a 
1 000 bacterias.

Vea el modelo de la telaraña (páginas 640 y 641). En la secuencia MODE, escriba u(n) 
= (—2/3)u(n —1) +  (10/3) en el editor de ecuaciones, con p 0 =  u(0) =  3 ($300), como 
en la pantalla de abajo a la izquierda. En el editor de listas, guarde los números 0 a 6 en 
L l, y escriba L2 = u(Ll), L3 = 2L2 + 20 y L4 = -3 L 2  + 30 para obtener u (n ), 
S =  2p + 20 y D  =  - 3 p  + 30, para n de 0 a 6. Vea la pantalla de en medio. Graficando 
u(n) con la pantalla [0, 6] 1 por [-3 , 4] 1, note que u(n) parece converger, lo que indica 
la espiral convergente de la telaraña. Esto está confirmado por d = 2 < 3 = b. 
Repitiendo con el precio inicial de $100 (p0 = 1) también da una espiral convergente de 
la telaraña pero con un lugar de inicio diferente.

N o ti FlotS: MotS
y>Min=0

-2/3u(rc-l)
+10/3

u(rcMin)B3l
v(ftMin)=

l l L3 V \ 4
3
1.3333
2.4444
1.P03?
2.1975
1.B6B3
2.0B7B

2G
22.ÉEP
24.BB9
23.40?
24.395
23.737
24.176

21
26
22.667
24.BB9
23.407
24.395
23.737

L 4 = { 2 L? 2 6 ?  2 2 . 6 6 . . .

u=*2í'3uCw-1)+1Ci/3

X=E Y=l.BbB312B
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El brote de una enfermedad que afecta a un gran número de personas se denomina epidemia 
(del griego epi “sobre” y demos “el pueblo”). Las matemáticas desempeñan un importante 
papel en el estudio de las epidemias, disciplina conocida como epidemiología. Se han 
desarrollado modelos matemáticos para epidemias de gripe, peste bubónica, HIV, SIDA, 
viruela, gonorrea y otras enfermedades. Haciendo unas cuantas suposiciones para 
simplificar, podemos construir un modelo basado en ecuaciones diferenciales, llamado 
modelo S-I-R, que es útil para hacer predicciones acerca del curso de una epidemia. 
Nuestro modelo será más bien sencillo, con suficientes suposiciones de simplificación 
para hacer accesibles las matemáticas. Más adelante, se examinarán las suposiciones, para 
mejorar el modelo y hacerlo más realista.

Para construir nuestro modelo, considere una epidemia que afecta a una pobla
ción de N  personas, cada una de las cuales cae en exactamente uno de los siguientes 
grupos en el momento t:

Susceptibles, S(t), son personas que todavía no se enferman, pero que se pue
den enfermar después. Cuando una persona susceptible enferma, se supone que 
no es con retraso.

Infecciosos, I( t) , son personas que tienen la enfermedad y pueden infectar a 
otros. Los infecciosos no se hospitalizan y continúan interactuando de forma nor
mal con otras personas.

Removidos, R (t), son personas que ya no pueden infectar a otros. En particular, 
una persona removida no puede contraer la enfermedad otra vez ni infectar a 
otros.

Se supone que ninguna persona entra ni sale de la población (incluyendo nacimientos y 
fallecimientos) y que, en el momento / = 0, hay algunos susceptibles e infecciosos pero 
no removidos, es decir

N  = S(t) + /(/) + R (t) para toda t ^  0
donde

S{0) > 0 /(O) > 0 R(0) =  0
de modo que 5(0) + 7(0) = N.
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La clave para modelar una epidemia u otra situación dinámica se encuentra en 
las suposiciones hechas sobre las razones de cambio. En nuestro modelo, suponemos 
que la razón a la que las personas susceptibles se están infectando en cualquier 
momento es proporcional al número de contactos entre susceptibles e infecciosos, es 
decir, al producto SI. Por tanto, la población susceptible S(t) es decreciente (se infecta) 
con una razón dada por

(1)
dS
— = -aSI 
dt

También se supone que la razón con la que las personas están siendo removidas de la 
población infectada es proporcional al número de personas que son infecciosas, de 
modo que

dR

para algún número b >  0. Por último, suponemos que la razón a la que cambia el 
número de infecciosos es la razón a la que los susceptibles se infectan menos la razón a 
la que los infecciosos son removidos de la población de infecciosos. Esto significa que

d i(3) — = aSI — b l =  aI(S  — b/a) =  aI(S — c)
a t

con c =  b/a. [En la Pregunta 1, se pide al estudiante obtenga esta última razón 
derivando ambos miembros de la ecuación I( t)  — N  — S(t) — R(t) con respecto a t y 
sustituyendo las razones en las ecuaciones (1) y (2).]

El modelo S-I-R está formado por las tres ecuaciones diferenciales simultáneas 
que hemos construido, es decir,

dS cr —  =  —aSI
dt

d i
-  =  a I ( S - c ) 
at

donde S{t) + I{ t) + R{t) = N  para toda t, con R(0) = 0 y S(0) > 0,7(0) >  0. Aun cuando 
este sistema no puede ser resuelto explícitamente para obtener fórmulas sencillas para las 
funciones S(t), I( t)  y R (t), estas ecuaciones diferenciales pueden ser usadas para ayudamos 
a entender el avance de las epidemias. Esto se ilustra al aplicar nuestro modelo S-I-R a un 
caso histórico, una epidemia de peste bubónica en Eyam, población cercana a Sheffield, 
Inglaterra, durante 1665-1666. Este análisis es posible porque esa ciudad se puso en 
cuarentena durante la epidemia y conservó registros suficientemente detallados. Se usarán 
estos registros para estimar las constantes a y b en las ecuaciones (1) y (2).

Primero, observe que la constante b de la ecuación (2) se puede interpretar como 
la razón a la que las personas son removidas de la población de infecciosos. El periodo 
infeccioso de la peste bubónica en Eyam duró 11 días, o sea 0.367 meses. Por tanto, 
si se mide el tiempo t en meses y se supone, para mayor sencillez, que las personas 
infectadas se remueven de esta población a una razón constante, se puede estimar b 
como el cociente

b =
1

0.367
2.72

A continuación, los registros conservados durante la epidemia muestran que el 19 de julio 
de 1666, había 201 susceptibles y 22 infecciosos, mientras que el 19 de agosto de ese 
mismo año había 121 susceptibles y 21 infecciosos. Por tanto, el número de 
susceptibles cambió en 121 -  201 = -80 durante ese periodo de un mes de largo, y este

dScambio se puede usar para estimar —— el día que empezó el periodo. En otras pala-
dt

bras, el 19 de julio de 1666,

S = 201 1 = 22 — « -80
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Sustituyendo en la ecuación (1) y despejando la constante a, se calcula que

a =
-d S /d t -(80)

SI (201)(22)
= 0.018

Resulta que el modelo, con las estimaciones que acabamos de obtener para los valo
res de a y b, funciona bien para estimar los datos reales. La figura 1 muestra los valores 
pronosticados por el modelo y los datos reales. [Esta información está adaptada de 
Raggett (1982) y del análisis de Brauer y Castillo-Chávez (2001.]

FIGURA 1 Comparación de datos de la peste de Eyam con valores pronosticados por el 
modelo S-I-R.

El modelo S-I-R se puede usar para hacer algunas observaciones generales acerca 
del curso de las epidemias. Por ejemplo, a menos que el número de infecciosos 
aumente inicialmente, la epidemia nunca se iniciará (puesto que el número de infec
ciosos no crece a más del número inicial). En el lenguaje de cálculo, una epidemia

se inicia sólo si —- > 0 en t = 0. Examinando la ecuación (3) del modelo S-I-R, se 
dt

5ve que esto ocurre sólo si 5(0) >  c. Por esta razón, c se denomina número um bral 
de susceptibles. Cuando el número inicial de susceptibles excede a c, la epidemia se 
propaga; de otro modo, desaparece. Por ejemplo, los registros de la peste bubónica 
de 1666 en Eyam indican que hubo inicialmente 5(0) = 254 susceptibles. Usando 
nuestras estimaciones de a ~ 0.018 y b «  2.72, se puede estimar que el número 
umbral para este modelo es

_ b _  2.72 
C ~  a ~  0.018

151

Como 5(0) = 254 > 151, el modelo pronostica que la epidemia debe propagarse, que es 
exactamente lo que ocurrió en la historia.

Es probable que haya observado que al construir nuestro modelo S-I-R y apli
carlo a la epidemia de Eyam, se han hecho varias suposiciones más bien fuertes, nin
guna de las cuales es que S(t) +  I( t )  + R (t) es una constante. ¿Es realista suponer que
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el tamaño de la población sujeta a una epidemia nunca debe cambiar? ¿Es más rea
lista suponer que las personas se hacen infecciosas inmediatamente, sin intervalos de 
tiempo? Seguro que no, puesto que por lo general las enfermedades tienen periodos 
de incubación, pero al insertar un intervalo para tomar en cuenta el periodo de incu
bación el modelo resultana demasiado complicado para ser analizado sin herramien
tas matemáticas más refinadas. Esto ilustra el problema central al que se enfrenta cual
quiera que use la modelación matemática: Es frecuente que un modelo completamente 
rea lista  sea d if íc il de analizar, cuando no imposible, m ientras que hacer suposicio
nes pa ra  s im p lifica r el aná lis is  puede lle va r a resultados que no son del todo rea lis
tas. El modelo S-I-R está de hecho basado en varias suposiciones de simplificación 
que son un tanto irreales, pero también hemos visto que el modelo se puede usar de 
manera efectiva para explorar la dinámica de una epidemia. ¿Cómo piensa usted que 
el modelo podría ser más realista sin sacrificar demasiado su sencillez?

P r e g u n t a s

1. Use la ecuación N  = S(t) + I{ t)  + R(t) y las razones de las ecuaciones (1) y (2) 
del modelo S-I-R para verificar la razón de la ecuación (3).

2. a) Use la regla de la cadena para demostrar que, en el modelo S-I-R, la razón 
de cambio del número de infecciosos con respecto al número de susceptibles 
es el cociente de la razón de cambio de infecciosos dividida entre la razón 
de cambio de susceptibles, es decir,

cU_ _  d lld í  

dS ~ dS/dt

b)
d i

Encuentre una fórmula para — usando las ecuaciones (1) y (3) del modelo.
dS

d iUse esto para hallar — para la epidemia de peste bubónica de Eyam, en
dS

1666.

c) Use su respuesta del inciso b) para hallar el número de susceptibles cuando 
el número de infectados es máximo

3. Una epidemia de gripe brotó en un internado de Inglaterra en 1978. Al iniciarse 
la epidemia, hubo 762 niños susceptibles y 1 niño infeccioso y, un día después, 
enfermaron dos niños más. Suponga que cualquier persona enferma de gripe tam
bién es infecciosa.
a) Use los datos suministrados para estimar la constante a en la ecuación (1) 

del modelo S-I-R para esta epidemia con t que representa el tiempo en días.
b) Suponga que la mitad de los niños enfermos fueron llevados al hospital de 

la escuela y por ello se removieron de la población infecciosa el primer día 
en que enfermaron, y que la otra mitad fueron removidos al día siguiente. 
Use esta información para estimar la constante b de la ecuación (2) del 
modelo S-I-R para esta epidemia.

c) Use los valores de a y b calculados en los incisos a) y b) para hallar el 
número umbral de susceptibles necesario para que esta epidemia se iniciara.

d) Use los resultados de la pregunta 2 para hallar el número de susceptibles 
cuando el número de estudiantes infectados con gripe fue máximo.
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e) Dibuje las gráficas de S(t) e I( t)  suponiendo que después de un mes, ligera
mente menos de la mitad habían enfermado de gripe, y después de 2 meses, 
más del 90% de los estudiantes habían enfermado.

4. Modifique el modelo de epidemias S-I-R para tomar en cuenta la vacunación de 
personas a un ritmo constante d, suponiendo que alguien vacunado deja de ser

d i
susceptible de inmediato. Encuentre una fórmula para — para el modelo resulto
tan te.

5. Es posible usar un modelo S-I para modelar una epidemia donde aquel que 
enferme permanece infeccioso. (Un modelo S-I es realmente el caso especial del 
modelo S-I-R en el que b = 0.) Conteste las siguientes preguntas acerca de este 
tipo de epidemia.

dS
a) Demuestre que — = —aS(N — S) donde N  es el tamaño de la población (que

suponemos es constante).
N (N  -  1)

b) Verifique que S(t) = --------------- ^  es una solución de esta ecuación dife-
(N  — 1) + e

NeaN'
rencial y concluya que I( í)  = —---- -- aNr(/V — 1) + e

c) Demuestre que lím S(t) = 0 y lím I( t)  =  N. Dibuje una gráfica que mues-r—> + oo /—»+ oo
tre las curvas de susceptibles y de infecciosos, y =  S(t) y y — 7(0, suponiendo 
que en el momento t = 0 hay 70 personas infectadas, donde 0 <  I 0 <  N.

W. O. Kermack y A. G. McKendrick, “A contribution to the mathematical theory of 
epidemics,” Proc. R oyal Soc. London, Volumen 115 (1927), pp. 700-721.

G. F. Raggett, “Modeling the Eyam plague,” 1MA Jou rna l, Volumen 18 (1982), 
pp. 221-226.

Fred Brauer y Carlos Castillo-Chavez, M athem atica l M odels in Popula tion B io logy  
and Epidem iology, Springer-Verlag, New York, 2001.

Leah Edelstein-Keshet, M athem atica l M odels in B io logy, Birkhauser Mathematics 
Series, McGraw-Hill, Boston, 1988, pp. 243-256.
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La acumulación de medicamentos en el torrente sanguíneo de un paciente puede 
determinarse con el uso de series infinitas.
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662 CAPÍTULO 9 i Aproximaciones por series infinitas y series de Taylor I 9-2

Convergencia 
y divergencia de 

series inñnitas

La suma de una cantidad infinitamente grande de números puede ser finita. Este 
enunciado, que puede parecer paradójico, desempeña un papel muy importante en las 
matemáticas y tiene una amplia variedad de aplicaciones. El propósito de este capítulo 
es explorar su significado y algunas de sus consecuencias.

Usted ya está familiarizado con el fenómeno de una suma finita de infinitos valo
res. Usted, por ejemplo, sabe que el decimal periódico 0.333 .. .  representa la suma

3 3 3 1infinita-----1-------- 1-----------h • • • y que su valor es el número finito -. Sin embargo,
10 100 1000 y 4 3 6

lo que puede no ser familiar para usted, es decirle el significado exacto de que esta 

suma infinita “ totaliza” Esta situación será explicada en esta sección introductoria.

Una expresión de la forma

a i + ai  + ' '  ‘ + an + ’ • ■

recibe el nombre de serie infinita. Es costumbre usar notación de suma para escribir las 
series en forma compacta como sigue:

co

d { +  Cl2 + ' * * + + • * * = 2  a n
* = 1

El uso de esta notación se ilustra en el ejemplo 9.1.1.

EJEM PLO I 9.1.1

. v  1a) Escriba algunos términos representativos de la serie
n= i 2 

1 1 1b) Use notación de suma para escribir la sene 1 — - + — — — + • • • en forma com-4 9 16pacta.

Solución

^  1 1 1 1  1
a) „ ? 1r “ 2 + í + 8 + ' "  + r  + " '
b) El n-ésimo término de esta serie es

( ~ l ) " +l

n~

donde el factor (—1)"+ 1 genera signos altemos, que empiezan con un signo po
sitivo cuando n — 1. Por tanto,

( _ i r  + i

4 9 16 " ,  n2

En términos generales, se dice que una serie infinita
00

«1 + a 2 + a 7> + * * ‘ = 2  ü k
k= 1

converge si “ su suma” es un número finito y se dice que diverge si no lo es.
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Un enunciado más preciso del criterio de convergencia se da a través de la suma
n

Sn = a 1 + a 2 + * * • + a n = 2  a k
k— 1

de los primeros n términos de la serie infinita. Esta suma finita se llama n-ésima suma 
p a ic ia l de la serie infinita, y su comportamiento cuando n tiende a infinito determina la 
convergencia o divergencia de la serie. A continuación se da un resumen del criterio.

EXPLORE!
Calcule

n -  2n
n = 1 n + 1

con una precisión de al 
menos tres lugares decimales. 
Para hacerlo en su calcu
ladora graficadora, escriba

Y1 = (XA3 -  2X)/(X + 1) 
en el editor de ecuaciones y 
utilice las funciones de suce
sión y sucesión acumulada de 
la clave LIST, como se mues
tra en la Introducción a la 
calculadora, del prefacio de 
este texto. Explique el com
portamiento de la sucesión de 
sumas parciales.

C onvergenc ia  o d ive rg e n c ia  de una serie in fin ita  ■ Se dice que una
oo

serie infinita 2  a k con «-ésima suma parcial
k= i

n
Sn =  a } + a 2 + • • * + a n = ^  <*k

k= i

converge a S si S es un número finito tal que
lím Sn = S

n—>a¡
y en este caso se escribe

2 X - = s
k = l

Se dice que la serie diverge si lím Sn no es un número finito.
n —

Según este criterio, para determinar la convergencia o divergencia de una serie 
infinita, se empieza por hallar una expresión para la suma de los primeros n térmi
nos de la serie y luego se calcula el límite de su suma finita cuando n tiende a 
infinito. Este procedimiento es parecido al empleado en la sección 6.2 para deter
minar la convergencia o divergencia de una integral impropia. A continuación se 
muestra un ejemplo.

¡EXPLORE!
Calcule las primeras siete 
sumas parciales de la serie 

" 3
2  usando las funcionesn = 11 w

de sucesión y sucesión acu
mulada de su calculadora 
graficadora. Haga conjeturas 
acerca del valor de la suma 
infinita S y compárelo con los 
cálculos mostrados en el 
ejemplo 9.1.2.

EJEM PLO  I 9 .1 ,2

• v »  3Investigue la posible convergencia de la serie T̂ i"*
n = i

Solución

Nótese que cada término de la serie

y  —  = — + —  + —  + 
“ i 10" 10 102 103

1
eS To veces e* t^rm n̂0 precedente. Esto lleva al siguiente truco para hallar una fórmula
compacta para Sn.

Comience con la /?-ésima suma parcial de la forma
3 3 3

Sn =  —  + “ Tñ + ---T +10 10" 10:
+

10”

y multiplique ambos miembros de esta ecuación por — para obtener
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Ahora reste la expresión para de la expresión para Sn. Casi todos los términos se

cancelan y sólo queda el primer término de Sn y el último término de ^S/i» es decir,

1 _ 9 _ 3 3 3 / _  1 \
10 " 10 " 10 10""1 10 V 10"

3 3
10

io1

?(

1
i—

* o 
>—

a 
^

O,

Entonces lím Sn = lím — (1 —

y por lo tanto 

como se esperaba.

V JL = I
" ilO "  3

Series geom étricos Note que la serie presentada en el ejemplo 9.1.2 tiene la propiedad de que el cociente

de términos sucesivos es una constante |es decir,— j.  Cualquier serie con esta 

propiedad recibe el nombre de serie geométrica y tiene la forma general
oo

2  car" = a + a r  + a r 2 + • • •
n = 0

donde a es una constante y r  es la razón entre términos sucesivos. Por ejemplo,

2 2 2 2 2 / 1 1 1  \-----------1----------------b ' * ’ — — 1 ------- 1--- 9 ---- 7 + * ’ •
9 27 81 243 9 V 3 32 33 j

2 1 es una sene geométrica con a = — y razón r  =  — —.
oo

Una serie geométrica ^  a r k converge si |r| <  1 y diverge si |r| ^  1. Para
k=o

demostrar esto, se procede como en el ejemplo 9.1.2. Se comienza con la /?-ésima 
suma parcial

S„ =  a + a r + a r 2 + • • • + a rn~1 (r =£ 0)

(Obsérvese que la potencia de r  en el n-ésimo término es sólo n — 1 porque el primer 
término en la suma es a =  a r°.) Ahora se multiplican ambos miembros de esta ecuación 
por r  para obtener

rSn =  ar + ar2 + ■ • • +  arn~ 1 + ar'1

y se resta la expresión de rSn de la expresión de Sn para obtener

Sn — r  Sn =  a — a r "  unios los otros temimos se eotieelitn

(1 -  r)S n =  #(1 -  r")
„  fl(l -  r")

l  — r
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Si |r| < 1, se tiene lím r "  — O, y se deduce que
/ ; —>00

a(l — r n)lím S„ =  lím a
n—>°o 1 -  r

a
sí M >  i,En otras palabras, la serie geométrica dada converge a la suma

i  /

entonces lím |7*| = oo, y lím Sn no puede existir. La serie también diverge cuando
n — u —>co o

M = 1 (véase el problema 47). Para resumir:

GO

C onvergenc ia  de una serie  g e o m é trica  n La serie geométrica ^  <*rnt 
de razón común r, converge si \r\ <  1 y su suma es n = o

I
¡EXPLORE!
Dada la serie geométrica con 
a = 2 y r = 0.85, calcule S15 y 
S50 con una precisión de 
cinco lugares decimales. 
Compare S15 y S50 con Sm. 
¿Cuál es el error en cada 
caso?

5 =  S o r"  = - 2 -
n = O 1 -  r

En otro caso (es decir, si |r| >  1), la serie diverge.

Por ejemplo, las siguientes dos series divergen porque M > 1:

2 + 2(1.5) + 2(1.5)2 +

I _ i®  + i ( i f _ <(£)’ +
2 2 \7 / 2 \ l )  2 \ 1

( r  =  1.5)

9N
/  “  7,

Los ejemplos 9.1.3, 9.1.4 y 9.1.5 ilustran el caso donde |r| <  1.

EJEM PLO  I 9 .1 .3

“  i 2\nEncuentre la suma de la serie / .  — — .
n=o\  3 /

Solución

Ésta es una serie geométrica con r  =  Como |r| < 1, converge a la suma

„?o\ 3 ) "  1 -  (-1 ) ■ I  5
1 I  3

5
V  3

EJEM PLO I 9 .1 .4

. ^  3
Encuentre la suma de la sene ¿ j  TJv

n  — O 2

Solución

¿ ¿  = ¿ 3^  =  3
1 - l 3 7 =  6
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A p licacion es de 
series geom étricas

Decimales periódicos

El efecto multiplicador 
en econom ía

EJEMPLO I 9 .1 .5
. ^  (—2)"

Encuentre la suma de la serie ^n+ 1  •
n = l  3

Solución

(-2 )" _  - 2  ( - 2 ?  ^
2 /, 3 « + 1  3 2 33 34i2

- 2
1 +  ( - 5 ) +  ( “ f í +

■ IB) -!)'
1

9\1 + 3 , a

2_

15

Las series geométricas aparecen en numerosas ramas de matemáticas y en una amplia 
variedad de aplicaciones. Cuatro de estas aplicaciones se consideran en los ejemplos 
9.1.6 al 9.1.9.

Resulta que cualquier número N  cuya forma decimal contiene un patrón que se repite
p

infinitamente es racional, es decir, N  =  -  para enteros p  y q. El ejemplo 9.1.6 ilustra
<7

un procedimiento donde se usan las series geométricas para hallar p  y q.

EJEM PLO 9 .1 .6

Exprese el decimal periódico 0.232323 . . . como una fracción. 
Solución

Escriba el decimal en forma de serie geométrica como sigue:

0.232323
23
100

23

+
23

+
23

10 000 1000 000 

1 ( 1 Y
1 + 100 + \ io o j  + '

l V

+

100

23 y  ___
1 0 0  ¿o v 1 0 0  y
23 / 1 \  _  2 3 _ ( W 0 \  23
100 VI -  Too/  ~ 100 \ 99 99

Si una suma de dinero A se inyecta en la economía, digamos por una reducción de 
impuestos, el efecto total sobre esa economía es la inducción de un nivel de gasto 
mucho mayor que A. La causa de esto es que la parte de S gastada por un individuo 
se convierte en ingreso para uno o más individuos, que, a su vez, gastan de nuevo 
parte de su ingreso, generando así ingreso para que otras personas gasten. Los eco
nomistas llaman efecto multiplicador a este tipo de gasto en etapas múltiples. Si la 
fracción del ingreso que se gasta en cada etapa de este proceso permanece constante,
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¡EXPLORE!
Siguiendo el ejemplo 9.1.7, 
introduzca la función 40(0.9) AX 
en Y1 del editor de ecuaciones. 
Use las funciones de sucesión 
y sucesión acumulada de su 
calculadora graficadora para 
determinar cuántos términos 
de X40(0.9)" es necesario 
sumar para que la suma llegue 
al millar de millones más 
cercano.

Valor presente de una  
anualidad

entonces la cantidad total de gasto es la suma-de una serie geométrica, como se ilus
tra en el ejemplo 9.1.7.

EJEM PLO I 9 .1 .7

Suponga que a nivel nacional se gasta aproximadamente el 90% de todo el ingreso y se 
ahorra el 10%. ¿Cuál es la cantidad total de gasto generado por una reducción de 
impuesto de $40 mil millones si los hábitos de ahorro no cambian?

Solución

El gobierno empieza por gastar $40 mil millones, y luego los receptores originales de la 
reducción gastan 0.9(40) mil millones de dólares. Esto se convierte en nuevo ingreso, 
del cual

0.9[0.9(40)] = 40(0.9)2

miles de millones de dólares se gastan. Esto, a su vez, genera un ingreso adicional de

0.9[40(0.9)2] = 40(0.9)3

y así sucesivamente. Si este proceso continúa indefinidamente, la cantidad total 
gastada es

oo

T  = 40 + 40(0.9) + 40(0.9)2 + 40(0.9)3 + • • • = 2  40(0.9)"
n=0

que se reconoce como una serie geométrica con a =  40 y /* = 0.9. Como \r\ <  1, la 
serie geométrica converge a la suma

40
T  =  1 = 4001 -  0.9

Así, la cantidad total de gasto generado es de $400 mil millones.

En general, suponga que originalmente se inyectan A dólares en la economía y 
que cada vez que una persona reciba un dólar, esa persona gastará una fracción fija 
c del dólar. Por ejemplo, c =  en el ejemplo 9.1.7. Entonces c se llama propensión 
marginal al consumo y, al proceder como en el ejemplo 9.1.7, se puede demostrar 
que la cantidad total gastada será

A A
T  = -------= — = mA1 — c s

donde s = 1 — c es la propensión marginal al ahorro y m =  -  es el multiplicador
para el proceso de gasto.

EJEM PLO I 9 .1 .3

Encuentre la cantidad de dinero que se debe invertir hoy a una tasa de interés anual de 
10% capitalizado continuamente para que, iniciando el año siguiente, se puedan hacer 
retiros anuales de $400 a perpetuidad.

Solución

La cantidad que se debe invertir hoy para generar la sucesión deseada de retiros es la 
suma de los valores presentes de los retiros individuales. Se puede calcular el valor
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presente de cada retiro usando la fórmula P =  Be n de la sección 4.1, donde B = 400, 
= o.l, y t es el tiempo (en años) en que se hace el retiro. Entonces,

P) = valor presente del primer retiro = 400e 01(1) = 400e 01

P 2 — valor presente del segundo retiro = 400<? 01(2) = 400e_o'2

P „ = valor presente del /7-ésimo retiro = 400e-o,l(/7)

y así sucesivamente. La situación se ilustra en la figura 9.1.

¡EXPLORE!

\1

Siguiendo el ejemplo 9.1.8, 
introduzca la función 
400eA(-0.1X) en Y1 del editor 
de ecuaciones. Usando las 
funciones de sucesión y 
sucesión acumulada de su 
calculadora graficadora, como 
se mostró en la sección 
¡Explore! Actualización de este 
capítulo, determine cuántos 
términos de la serie infinita se 
necesitan para estar a menos 
de un centavo del total real.

Acumulación de 
medicamento 

en el cuerpo

FIGURA 9.1 Valor presente del n-ésimo retiro.

La cantidad que se debe invertir hoy es la suma de este número infinito de va
lores presentes. Esto es,

Cantidad a _  v  o -  V  /inn„-o.i(*) 
ser invertidaL  = = 2 40O(?-a i

n = 1 n= 1
= 400 [e~0A + e ~ 0'2 + e ~ 03 + •••]
= 400e“ o l[ l + e ~ °A + + • • •]

Ésta es una serie geométrica con a = 400e~°'1 y r  = e~ =  0.9048. Como |/'| < 1, 
la serie converge a la suma

400e-<u 803.33

Por tanto, se deben invertir $3 803.33 para lograr el objetivo indicado.

En el ejemplo 6.2.5 de la sección 6.2, se consideró una planta de energía nuclear que 
generaba desechos radiactivos, los cuales se desintegraban exponencialmente. El proble
ma era determinar la acumulación de los desechos provenientes de la planta a largo plazo. 
Como los desechos eran generados continuamente, el modelo empleado para analizar 
esta situación contenía una integral (impropia). La situación del ejemplo 9.1.9 es simi
lar. Un paciente recibe un medicamento que es eliminado del cuerpo exponencialmente, 
y el objetivo es determinar la acumulación del medicamento en el cuerpo del paciente a 
largo plazo. En este caso, no obstante, el medicamento se administra en dosis discretas, 
y en el modelo aparece una serie infinita en lugar de una integral.1

EJEM PLO ¡ 9 .1 .9
Un paciente recibe una inyección de 10 unidades de cierto medicamento cada 24 horas. 
El medicamento se elimina exponencialmente, de modo que la fracción que queda en el 
cuerpo del paciente después de t días es /(/) = e~'^5. Si el tratamiento continúa

1 Una fuente que contiene varios modelos matemáticos para dosis de medicamento es el módulo de
Brindell Horelick y Sinan Koont, “ Prescribing Safe and Effective Dosage,”  U M A P  M o d u les  1977: Tools
f o r  T eaching , Consortium for Mathematics and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1978.
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indefinidamente, ¿aproximadamente cuántas unidades del medicamento habrá en el 
cuerpo del paciente justo antes de una inyección?
Solución

De la dosis original de 10 unidades, sólo 10e"1/5 unidades quedan en el cuerpo del 
paciente después de 1 día (justo antes de la segunda inyección). Esto es,

Cantidad en el cuerpo después de 1 día = Si = 10e-1/5

El medicamento en el cuerpo del paciente después de 2 días es lo que queda de las 
primeras dos dosis. De la dosis original, sólo quedan 10é? 2/̂5 (ya que han transcurrido 
dos días), y de la segunda dosis quedan I0 e ~ 1/5 unidades (vea la figura 9.2). Por tanto,

Cantidad en el cuerpo después de 2 días = S2 = 10e-1/5 + 10<?-2/5
Del mismo modo,

Cantidad de medicamento en 
el cuerpo después de n días = S„ =  I0 e ~ l/5 +  10e~2/5 +  ■■■ +  \0 e ~ n,s

2 días

1 r\  ------
1 día

t . ----- I r t . — 1/S1U

I I 1  ̂ tI I 
0 1

| -► í
2

HGURA 9,2 Cantidad de medicamento en el cuerpo después de 2 días.

La cantidad S de medicamento en el cuerpo del paciente, a largo plazo, es el límite de Sn 
cuando n tiende a infinito. Es decir,

00

S = lím S„ = y  \0 e ~ " ls 
/»-*« n= i

=  2  10(e"1/5f  = 10éT1/5 2  (e ~ l/5)n 

1 \
n= 1

= io « -1/5 1 — e -1 /5

n = 0

45.17 unidades

PROBLEMAS
En los problem as del 1 a l 6, use notación de suma p a ra  esc rib ir la  serie dada en fo rm a  compacta.
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En los problem as del 7 a l 10, encuentre la  cuarta suma p a rc ia l S4 de la  serie dada.

~  oo

8- E - t tn +  1
1

7 - 2 ^
n= 1 Z

(-ir
» = 1 n

io. 2 ( - D «+i

n(n + 1)

En los problem as del 11 a l 24, determ ine s i la  serie geom étrica dada converge; si es así, encuentre su suma.

n - m
00 r \

13. 2  y
n = 0

-  If
17. 2

12- Í í - í f
n — 0

14. 2
«t!o (-3)"

00 Q

16- 2 ^ rn = l z

„ = 2 (-4)"
oo

i9. 2  5(°-9r

‘ i
4 \"

20. 2  e ~ °'2"
n = 1
00 0/7

21- 2  ¿n+2
n= 1 ^
-  4"+i

23- 2 ^ 7n = 0

22. 2 ( - 2)« - 1

>/í+ 1
n — 2

)/7 +  l

2 4 . 2  ( - i r ^ 3
n — 2

En los problem as del 25 a l 28, exprese el decim al dado como una fra cc ió n .

25. 0.3333...
27. 0.252525...

29. EL EFECTO MULTIPLICADOR Suponga que, 
a nivel nacional, se gasta aproximadamente 92% de 
todo el ingreso y se ahorra 8 %. ¿Cuál es la cantidad 
total de gasto generado por una reducción de im
puestos de $50 mil millones si no cambian los 
hábitos de ahorro?

30. EL EFECTO MULTIPLICADOR Suponga que, 
a nivel nacional, se gasta aproximadamente nueve 
veces más de lo que se ahorra, y que planificadores 
económicos desean generar un gasto total de 270 
mil millones de dólares efectuando una reducción 
de impuestos de N  dólares. ¿Cuánto vale N?

31. VALOR PRESENTE Una inversión garantiza 
pagos anuales de $ 1 0 0 0  a perpetuidad, iniciando los 
pagos de inmediato. Encuentre el valor presente de 
esta inversión, si la tasa de interés predominante 
permanece fija al 4% anual, capitalizada continua
mente. [Sugerencia: El valor presente de la inver-

26. 0.5555...
28. 1.405405405...

sión es la suma de los valores presentes de los pagos 
individuales.]

32. VALOR PRESENTE ¿Cuánto se debe invertir a 
una tasa de interés de 5% anual, capitalizada conti
nuamente, para que empezando el año próximo se 
puedan hacer retiros anuales de $ 2  0 0 0  a perpetui
dad?

3 3 . VALOR PRESENIE  Una inversión garantiza 
pagos anuales de A dólares al término de cada año a 
perpetuidad, en una cuenta que gana una tasa de in
terés anual fija r, capitalizada anualmente. De
muestre que el valor presente de la inversión

Aes —. 
r

3 4 . VALOR PRESEN! E Suponga que en el proble
ma 33, se hacen pagos de A dólares k veces por año 
(al término de cada periodo) en una cuenta que gana 
interés a una tasa anual r, capitalizada k veces
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por año. Demuestre que el valor presente de la 
kAinversión es — .
r

35. ACUMULACIÓN DE MEDICAMENTO Un 
paciente recibe una inyección de 20 unidades de 
cierto medicamento cada 24 horas. El medicamento se 
elimina exponencialmente, de modo que la fracción 
que queda en el cuerpo del paciente después de t días 
es /(O = e ~ ^ 2. Si el tratamiento continúa en forma 
indefinida, ¿aproximadamente cuántas unidades del 
medicamento habrá en el cuerpo del paciente, a largo 
plazo, justo antes de una inyección?

36. ACUMULACIÓN DE MEDICAMENTO Un 
paciente recibe una inyección de A unidades de cier
to medicamento cada h horas. El medicamento se 
elimina exponencialmente, de modo que la fracción 
que queda en el cuerpo del paciente t horas después 
de ser administrada es f { t )  = e~rt, donde r  es una 
constante positiva.
a) Si este tratamiento continúa indefinidamente, 

encuentre una expresión para el número total, T, 
de unidades del medicamento que estarán acu
muladas en el cuerpo del paciente.

b) Suponga que un médico determina que la canti
dad acumulada, T, del medicamento hallada en 
el inciso á) es 20% mayor de lo indicado para la 
seguridad del paciente. Suponiendo que la cons
tante de eliminación r  es una característica fija 
del cuerpo del paciente, ¿cómo debe ajustarse h 
para garantizar que la cantidad de medicamento 
acumulado no sea insegura?

37. SALUD PÚBLICA Un problema de salud, espe
cialmente en países en desarrollo, es que los alimen
tos de que el pueblo puede disponer con frecuencia 
contienen toxinas y venenos. Suponga que una per
sona consume una dosis d de cierta toxina diaria
mente y que la proporción de toxina acumulada 
eliminada por el cuerpo de la persona cada día es q. 
(Por ejemplo, si q — 0.7, entonces cada día se eli
mina el 70% de la toxina acumulada .) Encuentre 
una expresión para la cantidad total de toxina que se 
acumulará en el cuerpo de la persona a largo plazo.

38. DISTANCIA RECORRIDA POR UNA 
PELOTA QUE REBOTA Una pelota tiene la 
propiedad de que, cada vez que cae desde una altura 
h a una superficie rígida, nivelada, rebota a una al
tura rh , donde /* (0 <  r  <  1) es el número llamado 
coeficiente de restitución.
a) Una superpelota con r  = 0.8 se deja caer desde 

una altura de 5 metros. Demuestre que si la 
pelota continúa rebotando indefinidamente, 
recorrerá una distancia total de 45 metros.

b) Encuentre una fórmula para la distancia total 
recorrida por una pelota con coeficiente de resti
tución r  que se deje caer desde una altura H.

42.

b)

c)

c) Cierta pelota que rebota indefinidamente des
pués de caer desde una altura H  recorre una dis
tancia de 2H. ¿Qué valor tiene r?

TIEMPO DE RECORRIDO DE UNA PELOTA 
QUE REBOTA Vea el problema 38. Suponiendo 
que no hay resistencia del aire, un cuerpo cae 
s =  16/2 pies en t segundos.
a) Una pelota de golf con coeficiente de restitución 

r  = 0.36 se deja caer desde una altura de 16 
pies. Demuestre que si la pelota continúa re
botando indefinidamente, su tiempo total de 
recorrido será de 4 segundos.
Encuentre una fórmula para el tiempo total de 
recorrido de una pelota con coeficiente de resti
tución r, que cae desde una altura de H  pies.
Se deja caer cierta pelota desde una altura de 9 
pies y se deja rebotar indefinidamente. Si su 
tiempo total de recorrido es de 2.25 segundos, 
¿cuál es la distancia que recorre?

MEMBRESÍA DE GRUPO Cada día 1 de ene
ro, la administración de cierto colegio privado suma 
seis nuevos miembros a su consejo directivo Si la 
fracción de directivos que permanecen en activo al 
menos t años es f ( t )  =  e~002ty ¿aproximadamente 
cuántos directivos activos tendrá el colegio, a largo 
plazo, el 31 de diciembre?
AGOTAMIENTO DE RESERVAS Cierto gas 
raro que se emplea en procesos industriales tenía

l l  n
reservas conocidas de 3 X  10 m en 2000. En 
2001 se consumieron 1.7 X  109 m3 del gas, y luego 
el consumo se incrementó 7.4% cada año. ¿Cuándo 
se agotarán todas las reservas conocidas del gas?
PARADOJA DE ZENÓN El filósofo griego 
Zenón de Elea (495-435 a.C.) presentó unas parado
jas que dejaron perplejos a muchos matemáticos de 
su tiempo. Quizá la más famosa es la paradoja de la 
carrera, que puede ser planteada como sigue: 

“Cuando un corredor corre en una pista, él debe 
recorrer primero la mitad de la longitud de la 
pista, luego la mitad de la distancia que le falta, 
después nuevamente la mitad de la distancia que 
le falta , y así indefinidamente. Como hay un 
número infinito de estos medios segmentos y el 
corredor requiere de un tiempo finito para com
pletar cada uno de ellos, entonces él nunca podrá 
terminar la carrera” .

Suponga que el corredor avanza a un paso constante 
y que le toma T  minutos salvar la primera mitad de 
la carrera. Plantee una serie infinita que dé el tiempo 
total requerido para terminar la carrera y demuestre 
que ese tiempo total es igual a 2T, tal y como se po
dría intuir.
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RELATO DE ESPÍAS Cuando el espía está 
tratando de liberarse de los amarres en el armario 
envenenado de Scélérat (problema 35, sección 8.2), 
la puerta se abre y el mismísimo Scélérat está ahí. 
“Amigo mío,” dice cruelmente el criminal francés, 
“de seguro no piensa que yo le dejaría morir sin 
tener una pequeña . .. como dice usted . . .  plática” . 
El espía es arrastrado del armario, amarrado a una 
silla y le aplican una inyección de 800 mg de suero 
de la verdad. Cada 4 horas es interrogado y, cuando 
no habla, le administran otra inyección de 400 mg 
de suero. Por fortuna, el espía ha acumulado re
sistencia a este medicamento en particular, y su 
cuerpo elimina 30% de la cantidad presente durante 
cada periodo de 4 horas entre las inyecciones. Pero 
incluso el espía tiene su límite, y él piensa que 
perderá el control cuando en su torrente sanguíneo 
se haya acumulado 1 000 mg de la droga. ¿Cuánto 
tiempo tiene el espía para planear y realizar un es
cape, antes de que hable y se haga prescindible?

5 “3 — 3/2
en su calculadora, con una11

44. Evalúe Y  —__ O

f e

n= l 2/7+1
precisión de tres lugares decimales, siguiendo estos 
pasos:
a) Introduzca la expresión como

(XA3 — 3X)/(2X + 1) en la lista de funciones e 
introduzca el valor 1 para X. Evalúe la expre-

45.
p |\>Vw

sión y guarde el resultado en un lugar temporal, 
por ejemplo en A.

b) Introduzca 2 para X, evalúe la función y sume el 
resultado al valor A de la memoria.

c) Repita el paso (b) con 3 para X; luego 4 y, por 
último, 5.

5
Repita el problema 44 con la suma ^  300e~°'2n.

n = i

46. Calcule la suma S de la serie geométrica

i  2  2 ( 0 .8 5 ) " .  A continuación calcule las sumas
^ n = 0

parciales S5 y S [0 con precisión de 5  lugares deci
males y compare los valores de estas sumas par
ciales con la suma S de la serie.

oo

47. Demuestre que la serie geométrica ^  a,' k diverge
*=o

cuando
a) r  =  1 [Sugerencia: Observe que la /2-ésima 

suma parcial es Sn = na.]
b) r  = — 1 [Sugerencia: Observe que la /2-ésima 

suma parcial es Sn — 0 si n es impar o Sn =  a si 
n es par.]

erqencia____Sseí_________  _______----- ---------------------

En la sección 9.1 se introdujeron las nociones de convergencia y divergencia de series
oo

infinitas, y se obtuvo que una serie geométrica 2  o í*  converge, si \r\ < 1, y diverge
n — b

en otro caso. Éste es un criterio fácil de aplicar, pero ¿qué hacer con series que no 
son geométricas? En esta sección se desarrollarán varios procedimientos, llamados 
“criterios de convergencia” , que hacen posible determinar la convergencia o diver
gencia de una variedad de series. Se comienza por examinar una serie especial que 
será usada en ejemplos y aplicaciones posteriores.

SECCSÓM 9.2 I Criterios de conv

Serie armónica La serie

£  1 1 1 1 1y  — = i h— i— i— i— \-
¿T! k 2 3 4 5

recibe el nombre serie armónica porque aparece en física, en el estudio del sonido. En 
el ejemplo 9.2.1 se determina si esta serie converge o no examinando sus sumas 
parciales.
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¡EXPLORE!
Como se demostró en el 
ejemplo 9.2.1, la serie armónica 
diverge, pero lo hace muy 
lentamente. Un ejercicio en la 
calculadora graficadora 
ilustrará esto. Introduzca la 
función 1/X en Y1 del editor de 
ecuaciones. Use las funciones 
de sucesión y sucesión 
acumulada, como se muestra 
en la sección ¡Explore! 
Actualización de este capítulo, 
para determinar cuántos 
términos son necesarios para 
que la suma parcial de la serie 
armónica llegue al valor 6.

EJEM PLO I 9.2.1 --------------------------------------------------

°° 1Demuestre que la serie armónica ^  — diverge.
k =  i k

Solución

r  1
Sea S„ — ^  — la /2-ésima suma parcial de la serie armónica, y observe que 

= 1 

S2 = 1 + ¿

s4 = ! + I  + (1  + i ]
2 \3 4/

> l + ^ + í ^ -  +  ^' )  =  l +  -  +  - =  l +  -2 \4 4 / 2 2 2

S8 = 1 + r  +  ( -  + - )  + í -  + -  + -  + - 'j2 \3 4 / \5 6 7 8/

> 1+I + (l + l\ + (l + I + I + i) = 1+I + I+ l = 1 + 3
2 \4 4 / \8 8 8 8/ 2 2 2 2

y, en general,

■S2„ > 1 + \
Esto significa que las sumas parciales Sn se pueden hacer tan grandes como se desee si 
se toma n suficientemente grande. Por tanto, lím Sn no existe como número finito, y la 
serie armónica diverge. n—>oo

Se acaba de ver que las sumas parciales de la serie armónica crecen sin límite cuando n 
crece. No obstante, el valor de las sumas parciales crece muy lentamente. Por ejemplo, 
los cálculos demuestran que Sjqo ~  5.19 y S \ooo 555 7.49 y que para obtener una suma 
parcial que exceda de 20 se requieren más de 178 millones de términos. El ejemplo 9.2.2 
presenta una aplicación en la que la estimación del tamaño de una suma parcial de la 
serie armónica desempeña un papel crucial.

EJEM PLO I 9 .2 .2

Suponga que se conservan registros de las nevadas en cierta región para un periodo de 
100 años. ¿Para cuántos años se deben esperar nevadas récord en el sentido de que la 
nevada en ese invierno excede la nevada de todos los años previos del periodo?

Solución

Al modelar esta situación, suponga que la nevada en cualquier año dado del periodo de 
100 años no es afectada por nevadas de años previos y que el clima no cambia en forma 
sistemática. También suponemos que la nevada se mide en forma precisa, de modo que 
no hay empates. Nuestro análisis comprenderá algunas nociones básicas (intuitivas) de 
probabilidad.
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El criterio de 
d ivergen cia

Considere los 100 años como una sucesión de eventos en los que se registran los 
niveles de nevadas. La nevada del primer año es un récord, puesto que los registros 
empiezan en ese momento. En el segundo año, es igualmente probable que la nevada 
sea mayor o menor a la nevada del primer año. Se deduce que hay una probabilidad 
de l¡ de que la nevada del segundo año establezca un récord al exceder la nevada del 
primer año. Por lo tanto, en los primeros dos años del periodo de 100 años, se espera 
tener 1 + \  nevadas récord. Para el tercer año, la probabilidad de que la nevada de 
ese año exceda la nevada de los primeros dos años es de modo que el número 
esperado de nevadas récord en tres años es 1 + \  4- Continuando de este modo 
durante n años, se ve que el número esperado de años con nevadas récord es

1 1 11 + -  +  - + • • • +  -
2 3 n

que es la n-ésima suma parcial de la serie armónica. En particular, el número esperado
de nevadas récord en todo el periodo de 100 años es

1 1  11 + -  + - +  ••• + —  «5.19
2 3 100

Se concluye que, en promedio, se esperarían unos 5 años de nevadas récord durante el
periodo de 100 años.

Si se fuera a probar este resultado al verificar un periodo específico de 100 años, 
puede hallar menos de 5 años récord o más de 5, quizá muchos más. La interpretación 
correcta del resultado es que si observa un conjunto grande (cuanto más grande, 
mejor) de periodos de 100 años, entonces, en promedio, habría unos 5 años de nevadas 
récord para cada periodo de 100 años.

A continuación se desarrollan varios criterios generales para determinar si una serie
oo

2  converge o diverge. El más fácil de estos criterios sólo se puede usar para 
k= i
establecer divergencia y por eso se llama c rite r io  de divergencia.

ES c r ite r io  de d ive rg e n c ia  □ Si lím a n no existe o si lím a n ^  0, entonces
co

2  a k diverge.
n—><» « —>oo

k= 1

El criterio de divergencia queda demostrada al comprobar que si la serie ^  ak
k= i

converge, los términos an deben tender a 0 cuando n tiende a infinito; esto es,

lím an = 0. (¿Ve usted por qué esto es equivalente al enunciado del criterio de diverjo ,
gencia?) Para ver por qué esto es así, sea Sn = ^  a k a «-ésima suma parcial de la

k= i
serie, y observe que an es la diferencia entre Sn y Sn- \ \  es decir,

Qn — (.a 1 + #2 + * "  + a n) ~ (a l + a 2 + * * * + a n - l) = ~  $n-  1
oo

Si 2  a k converge con la suma S, entonces 
k= i

lím Sn = lím Sn- 1  = S
/ i — /?—>CO
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específicô; ¡ 
s más. b i:J 
te (cuanto l J

y se deduce que

lím a „  = lím (Sn -  S„_,) = lím Sn -  lím S„_,
í—VOO >1__._________________________________________ " f i  ¡n —>00 f j —^CG

= s - s = o
n—

como se indicó.
El ejemplo 9.2.3 muestra cómo se puede usar el criterio de divergencia para 

demostrar que una serie dada diverge.

EJEM PLO I 9 .2 .3

Demuestre que cada una de las series siguientes diverge:
CO .  OO .

a> 2 V i b) 2 —
k — 1 k= l k  +  1 

Solución

k=\
a) Como Um v k  = °°, se deduce que Km \ f k  no es O, de modo que ^  diverge 

por el criterio de divergencia.
OO £

b) La serie ^  -——  diverge porque

v  k  v  1 lim ------ - = lim 1
oo k + 1 1 + l / k__ 1 + O

ADVERTENCIA E l c r ite r io  de d ivergencia no se puede usar pa ra  dem ostrar
co

que una serie ^  an converge. Específicamente, no es posible concluir que
n = 1

CO

2  a n converge sólo porque lím a n = 0.
/7= i n—>oo

V» 1Por ejemplo, para la serie armónica j j  7 se tiene
k= i k

lím 7  = 0
k >oo fe

a pesar de que la serie armónica diverge. □

El criterio de El segundo criterio para convergencia, el c r ite r io  de la  in teg ra l, relaciona la

la integral conVergencia de la serie infinita ^  an con Ia convergencia de la integral impropia
n= 1

f ( x ) dx , donde f (n )  =  arr A continuación se muestra un enunciado preciso de este

criterio.

El c r ite r io  de la in te g ra l n Sea ^  Qn una serie con an >  O para toda n.
n= i

Si f ( x )  es una función tal que f ( n )  =  an para toda n y si /  es continua, positivaoo roo
(f ( x ) >  0), y decreciente para *  >  1, entonces 2  an y f ( x )  dx o ambas con-

n= l Jl
vergen o ambas divergen.

(continúa)
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Recuerde que In x >  1 cuando 
x >  e. Asimismo, e* >  0 y 
e~* >  0 para todos los 
números 
reales x.

En particular,

an converge si
n= 1

/(x) dx converge

y

2  diverge si
/?= i J

/(x ) dx diverge.

Se hará una demostración geométrica del criterio de la integral después de ilus
trar su uso en el ejemplo 9.2.4.

EJEMPLO I 9 .2 .4
Determine si cada una de las series siguientes converge o diverge.

OO -| oo

a) I  —  b) 2  n e -
rf=3 n n= i

Solución

a) Sea /(x) = de modo que f ( n ) = Note que/(x) es continua y positiva 
x n

para x  ^  2 , y es decreciente porque su derivada satisface la ecuación

N x(l/x) -  (l)ln x  1 — lnx ^/  (x) = ----------?-------- —------ 5—  < O para x > e >  2
;r

Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral, y como
p o r  s u s t i tu c ió n .  

ln jc , 1 „ 2 . — c,'n 11 — i ’1 v

de ahí se deduce que

dx = -  (ln x) + C
x  2 Ju = -  d\

X

f ”  ln x í r ln x
\  (ln O2

1 ~. 0
dx =  lím

|II -  -  (ln 2) — 00
)2 X /->» J 2 x  r~*°° _2 2

V' 1° nComo la integral impropia diverge, se deduce que la sene ¿ j ----  también
diverge. " = 2

b) Sea /(x) = xe ~ x, de forma que f ( n ) = n e ~ n. Entonces /(x) es continua y posi
tiva para x ^  1, y es decreciente, porque su derivada satisface la ecuación

f ( x )  = x { —e~x) +  (l)e_A = (1 -  x )e ~ x < O parax > 1
Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral, y como

f  ¡nrc^raiul.) por partes ci<n
xe~ xdx = ( - x  ~  \ ) e ~ x + C „ = A ltv = c ' (/v

se deduce que

í  xe ~ xdx =  lím j xe ~ xdx — lím [(—/ — 1)<?_ /  — (— 1 — l ) e - 1 ] = 2<? 1

Como la integral impropia converge, la serie ^  ne n también converge.
n =  1
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Justificación 
geométrica del 

criterio de la  integral

Para ver por qué el criterio de la integral es verdadera, primero observe que, como el
oo

criterio requiere que ak >  O para toda k , la serie ü/c es convergente a menos que
k= 1

se haga infinitamente grande, en particular, la serie no puede “ser divergente por 
oscilación” como la serie geométrica

^  (~1)A — 1 — 1 + 1 — 1 + • • •
k= i

Del mismo modo, como f ( x ) >  O y f { x )  es decreciente para x  > 1, la integral impropia 

f ( x )  dx será convergente, a menos que se haga infinita. Se demostrará que si la
co reo

integral impropia es finita, entonces así lo es la serie ^  ak, Y que si f ( x )  dx es
k= 1 J1

00

infinita, entonces ^  ak también debe ser infinita. 
k= i

Vea las dos partes de la figura 9.3. Ambas muestran la gráfica de/(x) junto con
varios rectángulos de aproximación construidos en los intervalos [1, 2], [2, 3 ],___
En la figura 9 3 a , los rectángulos están inscritos bajo la curva y  = /( x), y la altura 
del rectángulo de aproximación construido en el intervalo [k — 1 ,k ] es f { k )  =  a k, que 
es la altura de la curva y =  f ( x )  sobre el extremo derecho del intervalo. Como este 
rectángulo de aproximación tiene altura ak y ancho 1, su área es ak • 1 = ak, y el área 
total de los primeros n rectángulos es a 2 + a 3 + • • • + a n. Como los rectángulos están 
inscritos bajo la curva y  =  f ( x ) ,  esta área no es mayor que el área bajo la curva sobre 
el intervalo [1, n\, de modo que se tiene

a 2 + a 3 + • • • + a n <  j  f ( x )  dx

oo

lo cual significa que la /?-ésima suma parcial de la serie 2  ak satisface la ecuación
k= i

f"
Sn =  a \ + a2 + <̂3 + * * ‘ + CLn — a \ + f ( X) ¿X

a) Rectángulos inscritos: b) Rectángulos circunscritos:
. n + l

dx
a 2 +  a 2 +  • • • +  a n <  f f ( x ) d x  a¡ +  a 2 +  • • • +  an >  J f ( x )

FíGURA 9.3 Interpretación geométrica del criterio de la integral.

Los rectángulos de la figura 9.3b están circunscritos sobre la curva y  = f ( x )  sobre 
el intervalo [1 ,n  + 1]. Esta vez, la altura del rectángulo con base en el intervalo
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El criterio ele 
la serie p

/

[ k - l , k ]  es f { k  -  1) = a k- u la altura de la curva sobre el extremo izquierdo del 
subintervalo. El área de este rectángulo de aproximación es a k- { • 1 = a k-  b y como 
los rectángulos circunscritos cubren un área no menor que el área bajo la curva en 
[1, n + 1], se tiene

rn+ 1
S„ = a¡ + a 2 + • • • + a n >  I f { x )  dx

Combinando estos resultados, se ve que la n-ésima suma parcial Sn está “ atra
pada” entre dos integrales:

rn-hl Cn
I f ( x )  dx <  Sn < a x +  \ f ( x )  dx  

Si la integral impropia converge, entonces las sumas parciales Sn están limitadas por
r e o  co

arriba por la cantidad (finita) a x + f ( x )  dx, lo cual significa que la serie ^  ak conver-
J 1 k= i

ge a un valor finito. Por otra parte, si la integral impropia diverge, las sumas parciales no
rn+ 1

pueden ser convergentes puesto que son mayores a la cantidad f ( x ) dx que tiende
al infinito. ^1

“  1
Las series infinitas de la forma general \  — , donde p  es constante positiva, se llaman

„=i np
series p. Por ejemplo, la serie armónica es una serie p  con p  — 1. Una aplicación 
importante del criterio de la integral es establecer esta sencilla regla para determinar 
la convergencia o divergencia de una serie p.

Para demostrar el criterio de la serie p, sea f ( x )  =  \ /x p — x ~p, de modo que 
f { n )  = 1 !np. Entonces/(x) es continua y positiva para x  ^  1, y también es decreciente 
porque su derivada satisface la ecuación

/'(* )  =  ~ p x ~ p~ 1 =  -^ ¡ r ¡  <  0 

Si se aplica el criterio de la integral, primero se observa que si p  =  1, entonces

l  P 1j — dx = lím — dx =  lím (ln t — ln 1) = 00
J 1 X  t-¥CO J  i x  r->co

co J
que confirma que la serie armónica -  diverge (recuerde el ejemplo 9.2.1). Para

n= 1 n
el caso donde p  =£ 1, tenemos

i
j —-  dx = lím I x  pdx = lím ' j x  J i

00 si p  <  1 

si p  >  1

{ - p  +  1) ( - p  + 1)_

[ p - 1

Por tanto, la integral impropia y por tanto la serie p  convergen para p  >  1 y divergen 
para p < 1.
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Determine si cada una de las series siguientes converge o diverge: 

* = h) V —- =  a  V —
.999

E J E M P L O  I 9 . 2 . 5

a) 1 , 4
Solución

OO 1  OO

a) 2  7 7 ^ = 2rt = 1 V/? n = i II
x¡2 es una serie p  con /? — 1/2 < 1, de modo que la serie diverge.

I \
k) 2  , 73 = 2  5/2 es una serie /? con /? = 5/2 > 1. Entonces la serie converge.

n =  1 n  V  n  n = \ n
» 1

c) 2  los 999 es una serie /? con p  — 0.999 < 1, por lo que la serie diverge.

C rite r io  de Nuestro siguiente criterio de convergencia compara el comportamiento de una serie
com parac ió n  d ire c ta  dada con el de otra serie cuyas propiedades de convergencia se conocen.

Criterio de comparación dir@ct3 -  Considere dos series
oo oo

2  a n Y 2  donde O <  bn ^  an para toda n. Entonces:
n = 1 n= 1

Si 2  converge, también converge ^
« = 1 n — 1

OO 00

Si 2  bn diverge, también diverge ^  an-
n= 1 rt = 1

Para ver por qué funciona el criterio de comparación directa, observe que una 
serie de términos positivos diverge sólo si se hace infinitamente grande. Si bn ^  a n

para toda n y ^  an converge (existe como número finito), entonces 2  — 2  a n-
n= 1 rt=1 n—\

00

Se deduce que la serie más pequeña 2  bn también debe ser finita, de modo que con-
« = i

verge.
oo oo

Del mismo modo, si 2  b„ diverge, entonces ^  bri es infinitamente grande.
rt = 1 n= 1

OO 00 00

Como 2  b „ — 2  fl/*> la serie 2  ^  también debe ser infinitamente grande y por
« = i » = i

lo tanto diverge.
rt = i

EJEMPLO I 9.2.6
Determine si cada una de las series siguientes converge o diverge:

”  1 n22"
a> 2  z rn  «  2  -3 7 - „= i rt=i -5
Solución

00 1 1 1 1
a) 2  —  es una serie geométrica convergente^ = -  <  1), y como —  < — para 

« = 1  ^ n
toda «, del criterio de comparación directa se deduce que la serie dada también 

converge.
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El criterio de 
la  razón

00 22" °° Í4 \n ( 4 \
b) ^  ~  = 2  / es una ser*e geom^ ca divergente! r  -  -  >  1 ), y como„=i 3 „= I \ 3 /  V 3 /

n l 2n l 2n> —  para toda n >  1, el criterio de la comparación directa nos dice que 

la serie dada también diverge.

La aplicación del criterio de comparación puede ser frustrante porque puede requerir de 
varios pasos de prueba y error para hallar una comparación apropiada. Una alternativa, 
el c rite r io  de la  razón, hace posible una clase de comparación interna de términos de la 
serie dada y tiene la ventaja adicional de ser aplicable a series que contienen términos 
negativos. A continuación se da un enunciado de este criterio.

El c r ite r io  de la razón a Para la serie ^  a n> sea L = lím 
Entonces: n = l n->a

a) Si L  <  1, la serie converge.
b) Si L  >  1, la serie diverge.
c) Si L  =  1, el criterio no es concluyente; es decir, cuando esto ocurre, la

serie puede ser convergente o divergente.

a n + \

a,

El criterio de la razón es especialmente útil cuando se aplica a una serie ^  a n
n= 1

en la que los términos an contienen potencias o factoriales. Esto se ilustra en el ejem
plo 9.2.7.

EJEM PLO I 9 .2 .7

Determine si cada una de las series siguientes converge o diverge:
oo en

a) E  ^2n = \

(-2 )" OO

n = l n + 1,7 = 1  n\

Solución

a) Para aplicar el criterio de la razón, calcule el límite
rfl + 1

L  = lím
H — o

= lím

(n + 1 y

n 2

¡"+ V -

"(n  +  1)' 

= lím 5  ̂ ^/*—><» \ n + 1)

/  1 \ 2= lím 5 1
,j-»oo \ l  +  l//? i \1 +  0 /

Como L  =  5 > 1, la serie diverge.
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b) Al aplicar el criterio de la razón, se encuentra que

(—2)"+ 1

L  = límrt—>«>

= lím
/ í —>03

= lím
/?—>CO

(n +  1)!
(-2 )"

ni

(-2 )"+1 n\

( -2  f ( n  +  1)! 

- 2
11 + 1

como
(n + 1)! o ... /? (/í+1) /?+!

= O

Como L  = O < 1, la serie converge, 
c) Ya se ha demostrado que esta serie diverge en el ejemplo 9 2 3 b . No obstante, si 

se trata de confirmar este resultado usando el criterio de la razón, se obtiene

L  =  lím
,/—> co

= lím
n—>°o

= lím
n —>co

11 + 1
(n + 1) + 1

n

n + 1

(n + 1)0? + 1)
n{n + 2)

1 + 2 ¡n + 1//22

= límrt—>co
11 +2/ 2+1

n 2 + 2/2

1 + 0 + 0 
1 + 0

= 1

de modo que el criterio de la razón no es concluyente.

Se sabe que para saber cuál criterio de convergencia aplicar a una serie dada se 
requiere experiencia, y para adquirir esa experiencia es útil resolver tantos problemas 
de práctica como sea posible. En el siguiente conjunto de problemas, hay un grupo de 
ejercicios enfocados a cada criterio estudiado. Además, hay un conjunto grande de ejer
cicios en los que no se especifica el criterio.

PROBLEMAS O 9  //. ¿i

En los problem as del 1 a l 4, use el c r ite r io  de divergencia pa ra  dem ostrar que la serie dada diverge.

2 k
!• 2

k =  1^  +  5

3- í h  + ( - ! ) * ]

„ ^  ít +  3
2' IvíTT

"  e ~ k + 1

En los problem as del 5 a l 8, use el c r ite r io  de la  in teg ra l p a ra  determ inar si la  serie dada converge o diverge.
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En los problem as del 9 a l 12, use el c r ite r io  de la serie p  pa ra  determ inar si la  serie dada converge o diverge.

9- % ¥ *  10- & T W

l h  12‘ I . * 1® 1

En los problem as del 13 a l 16, use el c r ite r io  de com paración pa ra  determ inar si la  serie dada converge o 
diverge.

CO 0  « >  i k  I 1

,?,?TT 14
00 00 1

1S 1 , ^  16' , 1 r a<c=2 k V k + T

En los problem as del 17 a l 20, use el c r ite r io  de la  razón pa ra  de term inar si la  serie dada converge o diverge. 

30 o* 00 / i  \  k”• .?,? I8' M;)
O O  /  n \ k  0 0 I

En los problem as del 21 a l 36, determ ine si la  serie dada converge o diverge. Puede usted usar cua lqu ie r c rite rio .

2L  2  r r  22- 2  t t t t¿=3 ^  A: *= i 4 + 1

23- X  (? )  24- Í " 3 + 1¿t'i \ 2 / £3 + 2¿=i

*  *  l ó T T T ?

27‘ J 'jfcV lñ T  28' *?3 ¿(ln ¿)3
01 „!/* “  M

»  , ? >  » • ,? ,P

31. 32.
A=2 ¿ k= \ ¿

33' 34' J l  ¿3/4 -  2
»

35. 2 * ' *  36. 2  77
A=1

£/z /as problem as 37  y 38 demuestre que la  serie dada converge, ap licando el c r ite r io  de com paración en dos fo r 
mas diferentes. Esto es, encuentre dos series convergentes diferentes con térm inos mayores a los térm inos de la 
serie dada.
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En los problemas 39  y  40, use e l c r ite r io  de ¡a in teg ra l pa ra  determ inar los valores de p  para  los cuales converse 
la serie dada:

43.

44.

1
¿ t i  ( i + U Y

¿Para qué valores del número positivo c converge 
esta serie?

=  2 i
n= o 2 n  -I- 1

1

k= I
Demuestre que la serie

1 11 H----- 1----- h ••
3 5

diverge.
Demuestre que la serie

1 11 + -  + -  + ■•■
4 7 n=0 3/2+1

diverge.
INGENIERÍA DE TRÁNSITO Suponga que no 
hay paso en una carretera de un solo carril. Usted 
observa que un auto lento es seguido por un grupo 
de autos que desean viajar más rápido pero la circu
lación está obstruida. Explique por qué si n autos se 
desplazan en la misma dirección en esta carretera, 
es de esperarse ver

t 1 1 1
2 3 n

grupos de autos que están más separados. Aproxi
madamente, ¿cuántos grupos de autos se observarán 
si 20 autos se desplazan en la misma dirección? 
¿Qué pasa si hay 100 autos que se desplazan en la 
misma dirección? [Sugerencia: Busque velocidades 
mínimas permitidas.]
PRUEBA DE MATERIALES Suponga que se de
sea estimar la deformación por rotura de 100 vigas de 
madera de aproximadamente las mismas dimensiones, 
usando una máquina que aplica una fuerza gradual
mente creciente al centro de la viga apoyada en sus 
extremos. Aumentando la fuerza hasta que la viga se 
rompe, es posible hallar la deformación por rotura de 
la viga. Demuestre que es posible determinar la míni
ma deformación por rotura de las 100 vigas, de modo 
que, en promedio, es de esperar que se rompan 5.19 
vigas en la prueba. [Sugerencia: Encuentre la defor
mación por rotura de la primera viga. A continuación 
pruebe la segunda viga, aumentando la fuerza hasta 
llegar a la deformación por rotura de la primera viga. 
Entonces pruebe la tercera viga, aumentando la fuerza

47.

1
k=3 *(ln k)p

hasta llegar a la deformación por rotura de la segunda 
viga, cualquiera que sea más pequeña, y así sucesiva
mente.]
GUERRA EN EL DESIERTO En una base en el 
desierto, hay un número ilimitado de “jeeps” para en
trar en acción. Los tanques de gasolina de los jeeps 
están llenos, pero ya no hay más gasolina. Demuestre 
que es posible hacer que uno de los vehículos jeep 
viaje de la base a otro destino situado a una distancia 
arbitraria, pasando gasolina de otros vehículos jeeps 
de modo que todos los otros regresen a la base sin 
agotárseles la gasolina en el desierto. [Sugerencia: 
La idea clave es enviar una sucesión de jeeps, 
pasando gasolina de modo que el primero de ellos 
llegue a su destino, dejando a los otros con sufi
ciente gasolina para regresar a la base. Para desanro- 
llar esta estrategia, nótese que si envía un jeep, éste 
puede transitar sólo hasta donde alcance con un tan
que de gasolina, pero es posible hacer que el primer 
jeep llegue más lejos enviando un segundo jeep. 
Haga que ambos se detengan cuando hayan con
sumido 1/3 de su gasolina. Entonces transfiera 1/3 
de gasolina del segundo jeep al primero, dejando así 
suficiente gasolina al segundo jeep para regresar a la 
base pero dando al primero suficiente para viajar
1 H—  de su autonomía normal, es decir, la

3
distancia que puede recorrer con un tanque de 
gasolina. Continúe considerando cómo usar tres 
jeeps, cuatro, y así sucesivamente. Necesitará el re
sultado del problema 42.]
REPASO DE LA PARADOJA DE ZENÓN 
Ésta es una continuación del problema 42, sección 
9.1. Un partidario de Zenón, llamado Summo (fe
chas desconocidas), no está convencido de que un 
corredor que continúa corriendo siempre terminará 
una carrera de longitud finita. “ ¡Un momento!” di
ce. “ Supongamos que el corredor tarda T  minutos 
para recorrer la primera mitad de la pista y 772 para 
el siguiente cuarto, pero luego se cansa y tarda 773 
minutos para el siguiente octavo, 7/4 para el si
guiente dieciseisavo, y así sucesivamente. Ahora, 
¿cuánto tarda en terminar la carrera?”

E l c rite rio  de com parac ión  de l lím ite  dice que si ^  a k y  2  ^k son series de térm inos positivos (ak >  0 y bk > 0
k= i k = i

para toda k) y  el lím ite  L  = lím  —  es un número rea l f in ito , pos itivo  (0 < L  <  oo), entonces 2  ak V 2  h  ambas
k—>°° bfc k= 1 k = \ 

convergen o ambas divergen. Use este c r ite r io  en los problem as del 48 a l 51 pa ra  determ inar si la  serie dada con
verge o diverge.
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¿:= i k3 + 5k + 71 
3

„  ^  k + 2

00 1 4- 9a'
S0' t? 2  (2* + 5)(ln *)‘ *,
Se puede dem ostrar que ln n <  n y  en > n pa ra  toda n ^  1. Use estos datos ju n to  con el c r ite r io  de com paración directa  
pa ra  determ inar si las series de los problem as 52 y  53 convergen o divergen.

1
rf=3 (ln nY

Funciones como seríes de potencias; 
series de Taylor _____________
Una serie de la forma

co

a0 + a\X  + a 2x 2 + a 3x 3 +  • • • = ^  a nx n
n — 0

recibe el nombre serie de potencias en la variable x. En esta sección mostraremos cómo 
las funciones pueden ser representadas por series de potencias. Estas representaciones 
son útiles en varias formas, principalmente porque las series de potencias pueden ser 
consideradas como polinomios generalizados y los polinomios se pueden manipular 
fácilmente. Por ejemplo, los valores funcionales en calculadoras y computadoras se 
obtienen aproximando las funciones mediante polinomios. También se utiliza un 
procedimiento similar para evaluar integrales definidas y para resolver ciertas 
ecuaciones diferenciales.

Convergencia de una Una serie de potencias es una función de jc y, al igual que con cualquier función, es 
serie de "potencias importante conocer el dominio de esta función. En otras palabras, ¿cuál es el conjunto

de todas las x  para las que converge una serie de potencias dada? A continuación se 
muestra la respuesta a esta pregunta.

Convergencia de una serie de po tenc ias  s Para una serie de potencias
co

a 0 + a xx  + a 2x 2 + a$x3 + • • • = 2  a n *n
n = o

es cierta una y solo una de las siguientes afirmaciones:
a) La serie de potencia converge sólo para x  =  0.
b) La serie converge para toda x.

c) Hay un número R tal que la serie converge para toda |.v| < R y diverge 
para \x\ >  R. En los puntos extremos x  = — R y x  = R la serie puede ser 
convergente o divergente .

El intervalo |x| <  R o, lo que es igual, —R <  x  <  R, recibe el nombre de in te r
valo de convergencia absoluta de la serie de potencia, y R recibe el nombre de radio  
de convergencia. Si la serie de potencia converge sólo para x  =  0, entonces R =  0, 
mientras que R =  co en el caso donde la serie de potencia converge para toda a*. En 
la práctica, el radio de convergencia de una serie de potencia suele determinarse apli
cando el criterio de la razón, como se ilustra en el ejemplo 9.3.1. La convergencia o 
divergencia en los puntos extremos x  = —R y x  =  R del intervalo de convergencia 
absoluta debe ser verificada por otras pruebas, algunas de las cuales están fuera del 
alcance de este texto.
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R epresen tac ión  de 
funciones m e d ia n te  
series de p o ten c ia s

EJEMPLO I 9.3.1 ~  ----------------------------------- —

Para cada una de las siguientes series de potencia, encuentre el radio de convergencia y 
el intervalo de convergencia absoluta.

a) 2  k[xk
k =o

b) 2 "
á o k \

00 JZkX x

k = 0 4

Soiución

a) Al aplicar el criterio de la razón, se encuentra que el límite del valor absoluto de 
la razón de términos consecutivos k \ x k y (k + 1)!jc*+i es

L ~  lím
k—>oo

(k 4- 1)! x k+ 1
= lím |(& + 1)jc|

k—>=o
=  co

k \ x k 
a menos que x  =  O

Por tanto, la serie de potencia converge sólo para x = 0. El radio de conver
gencia es R — O, y el intervalo de convergencia absoluta es el punto individual 
x =  0.

b) Para esta serie, se tiene

L =  lím
k—>0°

= lím
k—>°o

.k+ l

(k  +  1)!

x

kl

= lím
k—>0°

k\ x k+ 1

(k 4- 1)! xA

k  +  1
= O para toda x

Como L = O <  1 para toda x, del criterio de la razón se deduce que la serie de 
potencia converge para toda x. En este caso, el radio de convergencia es R = 
y el intervalo de convergencia absoluta es todo el eje x.
Para esta serie de potencia, se tiene

2(k+ 1)

L = lím
k—>«>

. k+ 1

2 k = lím
k—>»

Akx 2k+2
4k+ lx 2k

x2 v2A' + 2=  —  como ----------
4 x2k

_  ^2k + 2 -2 k _  v2

Según el criterio de la razón, la serie de potencia converge si L <  1 y diverge si 
L > 1. En otras palabras, la serie converge si x2/4 <  1 o, lo que es lo mismo, 
si x2 <  4. Por tanto, el intervalo de convergencia absoluta es — 2 <  x <  2, y el 
radio de convergencia es R = 2. ___________________________ _

A continuación, se muestra cómo usar series geométricas y funciones relacionadas con 
series geométricas como series de potencias. Recuerde que si x es cualquier número tal 

U <  1» se tieneque

1 +  X + x2 + x3 +
1

1 - X

que se puede interpretar como diciendo que la función /(x) — 1/(1—x) puede ser
oo

representada por la serie de potencia 1 + x + x2 + • • ■ = '^Jx k, cuyo intervalo de
k=0
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convergencia es -  1 <  x <  1. Como se ilustra en el ejemplo 9.3.2, la fórmula de la serie 
geométrica se puede modificar por sustitución para hallar la representación en serie de 
potencias de otras funciones.

EJEMPLO I 9.3.2
En cada caso, encuentre una serie de potencia para la función dada y determine su 
intervalo de convergencia absoluta:

1
a) f(x) = b) g(x) =

1 +  3jc2 '  o v ’/ 2  +  3*

Solución
a) Empiece con la serie geométrica de potencia

t ~ —  = ¿  x” para \x\ <  1
i  — X n = o

y sustituya x  por — 3a*2 para obtener

r ^ ? = ¿ ( - 3 ^ r = ¿ ( - 3 r ,
1 ~*X n = 0 n =  0

2/i

El nuevo intervalo de convergencia absoluta es | — 3jc2 | <  1, que se puede
2, 1 . , 1 11 ^  —  1------------------------- ----------------- <  x <  —=. Ahora

V 3 V 3
multiplique por x  (que no afecta el intervalo de convergencia) para obtener

rescribir como 1*1 <  3 o , lo que es equivalente, como

1 + 3x2 n — 0
x2n+' para |x| <  ^

b) La forma de la serie geométrica 1/(1— x) requiere que el término constante en el 
denominador sea 1 y no 2. Por tanto, se comienza por factorizar 2 del denomi
nador de la expresión funcional dada para obtener

1 1 1 1
2 + 3* / 

2(
i +

3x\

2 /

2
1 - —

i 

i

i + í ^ W
— 3 x ^ 2

+ = ^ 2 '
— 3 x \n

n = 0 '

1 oo O/J

= r  S ( - l
¿ n =o z

=  1 ,  i *
n = 0 ¿

La serie converge cuando

— 3x
<  1

, 2 -v|<3
2 2

de modo que el intervalo de convergencia absoluta es — -  <  x <  —.
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Los polinomios son particularmente fáciles de derivar e integrar porque estas 
opei aciones contienen la aplicación término a término de la regla de la potencia, es 
decir,

d  r 2— [a o +  a yx  +  a 2 x  +  ••• +  a nx n] =  a x +  a 2{lx) 4- a3( 3x2) +  ••• +  an(nxn~ l)
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[<30 + a i x 4- a2 x2 4- • • • 4- an xn]dx

/  „n+1l x 3
= . 0.  + a A -  +  a2l - l  +  -  + flJ — + C

A continuación se muestra un planteamiento de este principio y su aplicación a series de 
potencias.

Derivación e integración, término a término, de seríes de potencias
oo

fifi Suponga que la serie de potencias a0 4- a { x 4- a2x2 4- • • • = ^  ¿V*" con-
n = 0

verge para |jc| < R, y s e a / la  función definida por
oo

/(*) = 2  < x < R
n = 0

Entonces /(jc) es derivable para —R <  x <  R, y su derivada está dada por
00

/'(*) =  a y 4- a2(2x) + a3( 3x2) 4- ••• = 2  nanxn
n= i

TLa función /(x) es también integrable para — R < x < R, y su integral está dada 
por

/ 2 \ / y'x \ Ix
\ m  dx =  C +  a0x  +  + a2¡ -  +  -  = I — + c

Se omite la demostración de este resultado. Observe que la constante de inte
gración C está colocada enfrente de la forma expandida de la serie de potencia, para 
distinguirla de los términos de la serie.

Se puede usar la derivación y la integración término a término cuando se nece
sita generar representaciones de funciones en series de potencias, en forma muy seme
jante a como se usa la sustitución en el ejemplo 9.3.2. Este procedimiento está 
ilustrado en los ejemplos 9.3.3 y 9.3.4.

EJEMPLO I 9.3.3
Encuentre una serie de potencia para la función

g(x) =
1

(1 -  *)

Solución

Observe que s í / ( a ' )  = 1/(1 — x) =  (1 — x) \  entonces

/'(*) = - ia  - * r 2(-i) = i

( i  -  x y
= g(x)
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Por tanto, c o m o f ( x ) está representada por la serie geométrica

1 °°
ñx) =  ----- =  1 +  X +  x2 + ••• =  V /

1 - X  n%

se puede hallar su derivada f '{x) = #(•*) derivando la serie geométrica término a término:
co

g(x) =f ' ( x )  = 1 + 2x + 3*2 + ••• = 2  nx"~'
n = 1

Como la serie geométrica converge para \x \ < 1 > se deduce que la serie de potencias que 
se ha obtenido para g(x) por derivación término a término también converge para 
| *|  <  1.

EJEMPLO I 9.3.4
Encuentre una serie de potencia para la función logarítmica L(x) = ln(l + x).

Solución
Primero, observe que

in(i + x) =

lo que sugiere que podemos hallar una serie de potencias para ln( 1 + x) calculando una 
para 1/(1 +  x) e integrando término a término. Sustituyendo -x  por x  en la serie de 
potencias (geométrica) para 1/(1 — x), se obtiene

=  1 +  ( - * )  + (~x)2 +  ( ~ x f  + ■■■
1 +  * 1 — ( —x)

00

=  l- x +  x 2 - x 3 +  --- =  2  ( -  1 )V
n = O

y al integrar término a término, se encuentra que

ln( 1 +  jc) =  d x = J [ l  — x  + x 2 -  x 3 + • • - ] d x

2 3 4X X X
=  C +  x - -  +  - - - + - - -

_ r v  +  c

n = l  n

Para determinar el valor de C, se sustituye *  = O en esta ecuación y se obtiene

ln(1 + o) = 2 Í z ! f f l :  + c = o + c«= t n
O =  C  porque ln I = O

Por tanto, se tiene
^ ( - i ) " + v

ln (l +  x) =  ¿ j ----------------
n =  1 n

Como la serie geométrica modificada para — -—  converge para | — x| <  1, se deduce
1 I A

que la serie de potencias que se acaba de obtener para ln (l +  *) converge en el inter
valo — 1 <  x  <  1.
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Sei ie cíe T o y lo r  Imagine el lector que está dada una función f ( x ) y que se quiere hallar los coeficientes
co

an correspondientes, tales que la serie de potencia ^  a n x n converja a /(jc) en algún
n = o

intervalo. Para descubrir a qué son iguales estos coeficientes, suponga que
co

/ (* )  =  2  a nx " =  ao +  Q\x +  <32a 2 4- a yx3 +  * • • +  a nx n +  • ■ ■
n = Q

Si x  =  0, sólo el primer término en la suma es diferente de cero y así

«o = / ( 0 )

Ahora derive la serie término a término. Se puede demostrar que si la serie de potencias 
original converge a f ( x )  en el intervalo —R <  x  <  R, entonces la serie derivada 
converge a f ' ( x ) en este intervalo. Por tanto,

f'(x) =  a x 4- 2a2x + 3a3x2 + • • • jc"-1 + • • •

y, si *  =  0, se deduce que

« i  = / ' ( 0 )

Se deriva otra vez para obtener

f ' i x )  — 2a2 +  3 • 2¿Z3* +  • • • +  n{n — 1 )anx!1~ 2 +  • • • 

y hacemos x  =  0 para concluir que

/" (O )
/"(O) =  2<z2 o « 2 = ^

Análogamente, la tercera derivada de /  es

/ (3)(X) =  3 • 2<33 4- • • • +  n(n — 1 )(n — 2)anxn~3 4- • • •

n x f i3\ 0 )
y / ( ’(0) =  3 • 2o3 o «3 =  - ^

y así sucesivamente. En general,

fW(0)
f  (0) = n\a„ o a „ = J- ^ r

d o n d e/(A,)(0) denota la n-ésima derivada de/evaluada en x  =  0, y / (0)(0) =  /(O).

El argumento precedente muestra que si hay una serie de potencias que converge 
a /(jc), ésta debe ser aquélla cuyos coeficientes son obtenidos de las derivadas de /  
por la fórmula

/ ('° (0 )
a n =  ----- 7“n\

Esta serie se conoce com o la serie de Taylor de /  (alrededor de x  =  0), y los 
coeficientes correspondientes a„ se llaman coeficientes de Taylor de/.
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Serie de Taylor o La serie de Taylor de/(x) alrededor de x = 0 es la serie de
oo

potencia ^  anXn, donde
n =  0

f {n\ 0)
an =

Cuando se hace el desarrollo de una función en serie de Taylor , se observa que 
si hay una serie de potencias que converge a una función f ( x ) dada, entonces ésta

co

debe ser la serie de Taylor. Por ejemplo, como la serie geométrica ^  x n representa
n — 0

a g(x) = 1/(1 — j c )  para \x\ <  1, entonces se espera que la serie de Taylor para g(x)
oo

sea 2  x"' Este hecho se confirma en el ejemplo 9.3.5.
n — 0

EJEMPLO I 9.3.5
Demuestre que la serie de Taylor alrededor de x = O para la función /(x) = -------es

Solución

Calcule los coeficientes de Taylor como sigue:

/(O ) 1
/ «  =  —  m  =  i

/ '( O )  1
/ ' «  = - — —  / ' ( 0) =  i a , = - f r  = 77 = 1

_ _ /"(O) 2!
/ "  W  = --/"(O) = 2! fl2 = -LXi = -  = 1

fW(x) -  1—1 —L f m (0) ~  31 a ~  ^ <3>̂  -  — =  1
f  W  ~  (1 -  x)4 f  ( 0 )_ 3 !  a 3 _  3! 3! 1

1

1  —  X

1

( 1  - x f
2 • 1

( 1  - x)3
3 • 2 • 1

/ (n)w  =  " ! + , / - ( O )  =  «! =  4 = 1
(1 — JC) /?! /7!

oo
La serie de Taylor correspondiente es ^  A'”’ Que’ como ya sabemos, converge a

| n =  0

f(x) = ------- para |x| <  1. Por tanto,
1 — x

— -—  =  y* x n =  i +  x  +  x 2 +  • • •
1 -  X " o

para |x| <  1

En los ejemplos 9.3.2 al 9.3.4, se demuestra cómo modificar series geométricas 
para obtener la representación en serie de potencias para varias funciones racionales 
y una función logarítmica. Sin embargo, a veces la forma más directa de obtener la
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representación en serie de potencias de una función es hallando su serie de Taylor. 
Por ejemplo, la representación de serie de potencias para la función exponencial 
E{x) -  <? no se puede hallar modificando o manipulando una serie geométrica, pero, 
como se muestra en el ejemplo 9.3.6, la serie de Taylor para E(x) se puede hallar muy 
fácilmente.

EJEMPLO I 9.3.6

Demuestre que la serie de Taylor de la función/(x) = alrededor de x = 0 es
OO n

n = 0 n .

Demuestre también que esta serie de potencia converge para toda x.

Solución

Calcule los coeficientes de Taylor como sigue:

f(x) = ex /(O) = 1 a,

a2 =

m  =  i  
0! 0!

/ '(O )  1
1! 1!

/" (O ) 1

/ (3)«  =  / <3>( 0 ) =  1 a 3 =  ¿

f in\x )  = e* / w (0) = 1("Vn\ —

La correspondiente serie de Taylor es

ni

°° . . n

2  a nX" = 2  ~  n=o n\n = 0

Para determinar el conjunto de convergencia de esta serie de potencias, se usa el 
criterio de la razón. Se encuentra que

../!+ i

L =  lím
n—

= lím

(n  +  1)!
= lím

ni x
(n + 1)! x n

n + 1
= 0 para toda x

Como L = 0 <  1, se deduce que la serie de Taylor para ex converge para toda a*. 

Además, se puede demostrar que la serie de Taylor converge a ex para toda x; esto es,
°° .ji .3^  x'1 x1 xr

(r ' = 2 - = l + x  +  -  +  -- +
2! 3!

para toda jc.
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Aunque la serie de Taylor de una función es la única serie de potencias que puede 
convergir a la función, realmente puede ser que no converja. De hecho, hay algunas 
funciones cuya serie de Taylor converge, pero no al valor de la función. Por fortuna, 
estas funciones raras veces se presentan en la práctica, y casi todas las funciones que 
es probable encontrar son iguales a su serie de Taylor allí donde converge la serie.

Series de A veces es inapropiado (o imposible) representar una función dada por una serie de
T ay lo r a lrededor “

c|p , _  a  potencia de la forma a„xn, y en lugar de eso es necesario usar una serie de la
n =  0

forma 2  an{x — a) n, donde a es una constante. Éste es el caso, por ejemplo, de la
n = 0

función/(x)= ln x, que no está definida para x <  0 y por ello no puede ser la suma
co

de una serie de la forma ^  an •*"» en un intervalo simétrico alrededor de x = 0.
n — 0

Usando un argumento similar al de la página 689, se puede demostrar que si f(x) =
00

2  an(x — á)n, los coeficientes de la serie están relacionados con las derivadas de /
n — 0
por la fórmula

f W{°)
a n =

ni

La serie de potencia en (x — a) con estos coeficientes se llama serie de Taylor de f(x)  
alrededor de x  =  a. Se puede demostrar que las series de este tipo convergen en 
intervalos simétricos de la forma a — R < x  < a + R, incluyendo posiblemente uno o 
los dos puntos extremos x = a — R y  x = a + R. Nótese que la serie de Taylor alrededor 
de * =  0 es simplemente un caso especial de la serie de Taylor más general alrededor de 
x  = a.

Serie de taylor alrededor de x =  a 
alrededor de x  = a es la serie de potencias

^ La serie de Taylor de / ( x)

00
2  a"(x ~  n = 0

donde f " \ a )
Qn = ,n\

En el ejemplo 9.3.4, se encuentra una representación en serie de potencias para 
ln(l + x), pero no hay serie de Taylor alrededor de x = 0 para ln a porque ln x  y sus 
derivadas no están definidas en x = 0. No obstante, se puede hallar una serie de Tay
lor para ln x  alrededor de x  =  a para a > 0, como se ilustra en el ejemplo 9.3.7 para 
el caso donde a = 1.

EJEMPLO I 9.3.7

Demuestre que la serie de Taylor para ln x  alrededor de x = 1 es

^  ( - i ) ”+ i( x - i r  , „  ( x -  D2 , ( .v -  o 3 ( x - i ) 4 ,
----------ñ--------- = ('v _ 1 ) — ^  + ^ --------------- ^  +

¿Para qué valores de x  converge esta serie?
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Solución

Calcule los coeficientes de Taylor como sigue:

f(x) =  lnx  / ( i) = o a o = - íü l  =  0
0!

/ ' « =  \  / ' (  d  = i a = í ! í i 2 = i
x  1!

/" W  =  T T  /" ( l)  =  - 1  a 2 = £ W  = _ i
x  2! 2

/ (3)M = 4  / <3)( 1) = 2! a 3 = / ^ ü ) = I
3! 3

/ (4,( X ) = ^  / <4)(1 ) =  — 3! -  - /< 4 ) (1 )  1

/ (n)W  = ( - l ) " ’1' 1 (” „ 1)! / (n,(l) =  ( - l ) n+1( « - 1)! an = {— ^ —

La serie de Taylor correspondiente es

°° / 1 \n + 1

n= 1 n
{x  -  i r

Usando el criterio de la razón para determinar el conjunto de convergencia para esta 
serie de potencia, se encuentra que el límite de la razón de términos consecutivos es

L — lím
n—

{ - \ ) n + 2 { x -  1)n+ 1

n

= lím
n—>°o

n (jc — 1)
n+  1

(n + 1) (x - ir

=  I * - 1 |

de modo que la serie converge para

o, lo que es equivalente, para

L =  \x -  11 <  1

- 1  <  jí -  1 <  1

0 <  x <  2

y diverge para \x — 11 >  1. Se puede demostrar que la serie también converge en el
punto extremo x = 2 y, de hecho, que

0° ( _1 \/j+ 1
ln x = 2 -----------(x -  1)"

«-1 n

1 9 1 ,
=  (x — 1) — ~(x — 1)“ + ~(x — 1)‘ — • • • para 0 <  .v <  2

M  w/
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A p ro x im ac ió n  p o r  
po lin o m io s  de Taylor

t

Las sumas parciales de la serie de Taylor de una función son polinomios que se pueden 
usar para aproximar la función. En general, cuantos más términos haya en la suma 
parcial, mejor será la aproximación. Denote por Pn(x) la suma parcial (n + 1), que es un 
polinomio de grado (a lo sumo) n. En particular,

f"(a) f {n\d)
Pn(x) =  m  + f'{a)(x -  a) +  J- ^ - ( x  -  a)2 +  ■•■+ ~  a)n

El polinomio Pn(x) se conoce como /i-ésimo polinomio de Taylor de/(A') alrededor de 
„t = a. La aproximación de/(A*) por sus polinomios de Taylor Pn(x) es más precisa cerca 
de * = a y para valores grandes de n. A continuación se muestra un argumento 
geométrico que debe dar al estudiante una idea adicional de la situación.

Observe primero que en * = a, f  y P„ son iguales, como son respectivamente, 
sus primeras n derivadas. Por ejemplo, con n = 2

f"(a) ,
P2(.x) =  f(a) + f ' (a ) (x  -  a) + ~ ^ ~ (x  ~  a) y P2(a) = f(á)

Pí(x) — f  (a) +f"(a){x -  a) y P^a) =  f  (a)
\

P i(x)=f"(a)  y P 'M  = f \ d )

El hecho de que Pn(a) = f (a ) implica que las gráficas de Pn y /  se cruzan en
x = a. El hecho de que P'n(a) = f'{á)  implica además que las gráficas tienen la misma 
pendiente en x = a. El hecho de que P"n(á) = f"(a) impone la adicional restricción 
de que las gráficas tienen la misma concavidad en x =  a. En general, cuando n 
aumenta, también aumenta el número de derivadas comparables y la gráfica de Pn se 
aproxima más a la de / , cerca de x — a. La situación se ilustra en la figura 9.4, que 
muestra las gráficas de ex y sus primeros tres polinomios de Taylor.

= Po(x) 

— +~x

Pq(x) =  1

=  e*

y = P ito

y =  e*

y = P2(x)

/>,(*) =  1 + * P2(x) = 1 + .v +

= e*

FSGUi'iA 9 .4  Gráficas de/(.t) —ex y sus primeros tres polinomios de Taylor.

El uso de polinomios de Taylor para aproximar funciones se ilustra en los ejem
plos 9.3.8 y 9.3.9.

EJEMPLO I 9.3.8

Use un polinomio de Taylor de grado 6 para aproximar e.
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VV-V-\

EXPLORE!
Refiérase al ejemplo 9.3.8. 
Grafique f{x) =  ex, P^x), P 2(x), y 
p3(x), con f(x) en negritas. Use 
la pantalla desimal modificada 
[-2.35, 2.35]1 por [—1, 4]1 y 
observe qué tan bien aproximan 
los polinomios de Taylor a f[x). 
Cambie la pantalla a [0, 2.35]1 
por [1, 5]1 y haga rastreo de las 
curvas en X =  1 para estimar los 
errores al aproximar el valor e. 
Repita para X  =  0.75 y X =  1.5.

Solución
Del ejemplo 9.3.6,

ex = y) —- para toda x  
,i=o n\

2 _.3
Por tanto, P6(x) = 1 + — + — -f- — + — + —

2! 3! 4! 5! 6!

e = e l 1
^ ( l )  — 1 + 1 "I------ 1------ 1------ 1------ 1----

2! 3! 4! 5! 6!

=  1 +  1 +  -  +  -  +  —  +  —  +  —  
2 6 24 120 720 2.71806

Analizando el error que resulta de esta clase de aproximación (basado en técni
cas que están fuera del alcance de este texto), se puede demostrar que el valor real 
de g, redondeado a cinco lugares decimales, es 2.71828.

EJEMPLO I 9.3.9.

Use un polinomio de Taylor apropiado de grado 3, para aproximar V ÍT .

Solución

El objetivo es estimar f(x) =  V *  cuando x  =  4 .1 . Como 4.1 es cercano a 4 y los valores 
de /  y de sus derivadas en x  = 4 son fáciles de calcular, use un polinomio de Taylor 
alrededor de x — 4.

Calcule los coeficientes de Taylor necesarios alrededor de x  = 4  como sigue:

¥II C
NII

/'(*> = m  =  \

f"(x) =  - \ x ~ m n  4) =  -

/ 0>(4) = ;

a° ~  0! “  2

32
_3_
256

El correspondiente polinomio de Taylor de grado 3 es

a ' = Í  =  \  
_L

32 _
64

—  1
n  =  _  _ I_

3 3! 512

P3(x) = 2 + ^(x -  4) -  -^ (x  -  4)2 + ~ ( x  -  4):

y por tanto

V i l  =  P3(4.1) = 2 + 7(0.1) -  ¿ (0 .1 )2 + 77r(0.1)3 «  2.02485
4 04 j  i Z

Por cierto, los cinco lugares decimales de esta estimación son correctos. 
Redondeado a siete lugares decimales, el verdadero valor de V4~T es 2.0248457.

En el ejemplo 9.3.10, se usa un polinomio de Taylor para estimar una integral 
definida de una función que no tiene antiderivada elemental. En el capítulo 10 se usará 
una forma de esta integral para calcular probabilidades relacionadas con la distribu
ción normal.
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e x ~  1 -  Jtz + ~~x4 -  7*6 +
2 6 24

= 1 - - + ---- L + _L = 0.7475
3 10 42 216

Este valor es correcto sólo hasta la segunda cifra decimal. El verdadero valor de 
la integral a siete lugares decimales es 0.7468241.

P R O B L E M A S  9.3
En los problemas del 1 al 8 determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia absoluta para la
serie de potencias dada.

OO 00
i .  2  5v 2.

k = 0 /:= 1
00 v k 1:0 o*,.*

4. 2 ^ -
k — 1 A-

oo nflk k 00

5- k=  1 k
6.

á i  w y .
co

7 Y
Á  *!

8.
$  k\xk
2 j  o t

k = 0 ->
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En los problemas del 9 al 14 encuentre una serie de potencias para la función dada y determine su intervalo de 
convergencia absoluta.

9. m
x

1 + x

x
1 -  .v2

11. /(•'■)

13. /(.y) = ln(2 + x)

10. f(x) =

12. f(x) = 

1 4 .  f(x)

1

2 - x

X

3  + 2x 

ln (1 + 2x)

En los problemas 15 al 23 encuentre la serie de Taylor para la función dada en el punto indicado x = a.

1 5 . /(a) =  e3x\ a = 0

1 7 . /(a) = ^ (e x + e~x); a = 0

1 9 . f(x )  = e~3x; a = -  1

21. / ( a )  =  ln(2.v); a = -

2 3 . / ( * )  =
A*

1 +  A
\a  — 2

16. / ( a )  = <?-2*; a = 0 

18. f(x)  = (1 + x)ex\ a -  0 

20. f(x)  =  - \ a =  1
JC

22 . / ( * )  =
1

2  — jc
; a = 1

24. Encuentre una serie de potencia para
/ ( jc )  = 1 / ( 1  — a*)3 usando la derivación término a 
término y el resultado del ejemplo 9 .3 .3 .

25. Encuentre la serie de Taylor para / ( a )  = 3 a ~ £ a alre
dedor de a  = 0 de la serie de Taylor para ex obte
nida en el ejemplo 9 .3 .6  en dos formas diferentes:
a) Sustituya a  por a  y luego multiplique por 3 a “ la 

serie resultante.
b) Sustituya a 3 por a  y luego derive término a tér

mino.
26. Encuentre la serie de Taylor alrededor de a  = 0 para 

la integral indefinida
f  1

1 +  a 2
dx

[Sugerencia: Empiece con la serie geométrica para 
1/(1 -  a ) ,  luego sustituya — jc2 por a  e integre tér
mino a término.]

27. Encuentre la serie de Taylor alrededor de x = 0 para
la integral indefinida

[Sugerencia: Empiece por sustituir —a2 por x  en la 
serie de Taylor para ex obtenida en el ejemplo 9 .3 .6 .  

Entonces multiplique por a 2 la serie resultante e in
tegre término por término.]

En los problemas del 28 al 35 use un polinomio de Taylor de grado especificado n para aproximar la cantidad
indicada.

28. V l 8; n = 3 

30. ln 1.1; n = 5

32. e°-3;n = 4

34. ln 2; n = 5 [Sugerencia: ln 2 = —ln 0 . 5 .]

29. V h 2 ;  n = 3  

31. ln 0 .7 ;  n = 5

33‘ V e '  n = 4

35. ln ^ 3 ;  n =  5 [Véase la sugerencia al problema 3 4 .]
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En los problemas del 36 al 39 use un polinomio de Taylor del grado indicado n, junto con integración término a 
término, para estimar la integral definida indicada.

r i/2 2 r _.2
36. e x d x ; n =  6 37. I e Á dx; n — 4

Jo J —0.2
ro.i , ro j

38. d x ;n  = 4 39. -------s d x ;n  = 9
Jo 1 + A- J —1/2 1 *

E/7 /05 problemas 40 al 43 calcule los primeros cuatro polinomios de Taylor P0(x), Pi(x), P2(x) y P3(x) para 
> 3  la función dada, alrededor del punto especificado x  = a. A continuación use la función de gráficas de su 

calculadora para dibujar las gráficas de f(x) y de los cuatro polinomios de aproximación en el mismo con
junto de ejes.

40. f(x) = e2x;a  = 0 ' 41. /(a) =  1 -  e~x ; a = 0

42. /(a) = ln a  ; a =  1 43. /(a) = ^ ;  a = 1

44. ANÁLISIS MARGINAL El costo marginal de 
producir a  unidades de una mercancía particular es 
C'(a )  mil dólares por unidad, donde

C'(.v) = ln(l + O.Ol.v2)

El costo neto de producir las primeras ocho 
unidades de la mercancía está dado por la integral 

r s  r  s
C(8) -  C(0) = C'(a) dx = ln(l + 0.0lx2)d x

Jo Jo
a )  Encuentre el polinomio de Taylor de grado 6 

para ln(l + 0.01a*2) en x  = 0. [Sugerencia: El 
ejemplo 9.3.4 puede ayudar.]

b) Integre el polinomio de Taylor hallado en la 
parte a )  para estimar el cambio neto C(8) — C(0). 
[Nota: El costo neto real es alrededor de l 452, 
es decir, $1 452.]

45. ANÁLISIS MARGINAL La utilidad marginal 
derivada de producir a  unidades de una mercancía 
particular es P \x)  mil dólares por unidad, donde

P'(a) = \0x2e~ x2
Encuentre el polinomio de Taylor de grado 7 para 
P'(x) en a  = 0, e integre para obtener una esti
mación de la utilidad neta P(\) — P{0) obtenida al 
producir la primera unidad.

DENSIDAD DE POBLACIÓN 57 ¡a densidad 
de población a x millas del centro de cierta ciudad 
es D(x), entonces es posible demostrar que la 
población total P(M) que vive dentro de un radio 
de M millas del centro de la ciudad está dada por 
la integral

J ~M
[ 2 t t  a  £ > (a )]  dx

o

(véase el problema 18 del conjunto de problemas 
5.6). Use este resultado en los problemas 46 y 47.

46. Suponga que la densidad de población es
5  0 0 0

D(a) = ----  —5
1 + 0.5a

a )  Encuentre el polinomio de Taylor de grado 6  

para 2ttx D(x) en a  = 0  e integre para obtener 
una estimación del número total de personas 
^ ( 1) que viven dentro de 1 milla del centro de la 
ciudad.

b) Evalúe la integral para P (l) directamente usan
do la sustitución u — 1 + 0 .5 a 2 . Compare este 
valor exacto de P (l) con su estimación del in
ciso a ) .

c) Repita los incisos a )  y b) para P(10).
^  d) Sus dos respuestas del inciso c), ¿están cerca

una de otra? Escriba un párrafo acerca de lo que 
piensa usted que salió mal.

47. Suponga que la densidad de población es

5 000D{a) —------ ~ 3
1 +  0 .5  a"

Use un polinomio de Taylor de grado 8 para estimar 
P( 1), la población dentro de 1 milla del centro de la 
ciudad.

48. GENÉTICA El modelo de Jukes-Cantor2 en 
genética se usa para estudiar mutaciones desde una 
secuencia original de ADN. La distancia de Jukes- 
Cantor entre secuencias S0 y S \ de ADN es la cantidad

donde p es la fracción de sitios que están en de
sacuerdo entre las dos secuencias. Esto es una me-

2 Por ejemplo, vea Mathematical Models in Biology, por E. S. 
Allman y J. A. Rhodes, Cambridge Univ. Press, 2004, pp. 155-162.
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dida del número total de sustituciones por sitio que 
ocurren cuando S0 evoluciona hacia
a) Aproxime d por un polinomio de Taylor de 

grado 2 en A' = 0.
b) Un investigador encuentra que, de 43 sitios en 

una secuencia So particular de DNA, 17 han ex
perimentado sustitución cuando la secuencia 
evoluciona hacia S x. Use el polinomio de Taylor

obtenido en el inciso a) para estimar la distancia 
de Jukes-Cantor para esta mutación.

c) Lea un artículo sobre la forma en que la distan
cia de Jukes-Cantor, así como otras distancias 
filogenéticas, se usan para medir similitud de se
cuencia. Luego escriba un párrafo que describa 
el papel desempeñado por estas ideas en mode
los matemáticos de evolución.

Términos irnportant®ssímbolos y fórmulas
Serie infinita:

oo
2  a k = a \ + a 2 + a 3 + • • • (662)

k= i
/2-ésima suma parcial:

S n -  2  a k -  a  1 +  a 2 +  • • • +  a n 
k= 1

Convergencia y divergencia de una serie: (663)
oo
^  ak converge a la suma S si lím Sn = S

k = i
y diverge en otro caso 

Serie geométrica con razón común r. (665)

V  n ay, ar converge a -------
7=0 1 “  r

y diverge si |r| ^  1

CO J

La serie armónica V  -  (672)
k— I ^

El criterio de divergencia: (674)

^  ok diverge si lím ak i=- O 
k=i

El criterio de la integral: (675)
S i/es decreciente, /(a) >  O, y f(n) = an,

00 r e o  ( ,

entonces ¿  a n y /(a) dx o ambas convergen ó
n = l  J  i

ambas divergen.
El criterio de la serie p : (678)

00 |
2  ~  converge si p > 1 y diverge si O <  p <  1

n = i n
El criterio de comparación directa: (679)

Suponga que O < hn ^  an para toda n. Entonces
oo oo

si ^  an converge, también converge 2  bn
n =  ) n =  1

si 2  bn  diverge, también diverge ^  a n
n - 1

El criterio de la razón: (680)
00 * •

Para la serie ^  an* sea £ = lím
„=  i

La serie converge si L < 1 y diverge si L >  1. 
La prueba no es concluyente si L — 1.

«= i

an 4- 1

a,

Para una serie de potencias 2  anx" se cumple una y
« = o

solo una de las siguientes alternativas: (684)

Converge sólo para x = O 
Converge para toda a
Converge para | a |  < R y diverge para | a |  >  R 

Intervalo de convergencia absoluta (684)
Radio de convergencia (684)
Derivación e integración de series de potencias, término 

a término (687)
Serie de Taylor de/(A) alrededor de a  = 0: (690)

/ (">(0)
2  a„ donde a„ =

n — 0 ni

m

Serie de Taylor de / ( a )  alrededor de a  = a: (692)
V  , , f in\a )2j an ( a  — a) donde an =

n = o

Series de Taylor importantes:

i  03 ’ 1 ■’

------- =  ^  Para \x \ <  ̂ (690)1 x ti = o

00 xn
ex = Y  — para toda a  (691)

n = 0 ni
( - D n 4-1

n = 1 ^
Polinomios de Taylor (694)

( a  -  1)" para 0 <  a  ^  2 (692)
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700  CAPÍTULO 9 Aproximaciones por series infinitas y series de Taylor ¡ 9-40

Revisión del capítulo 9
1. Determine si cada una de las siguientes series geo

métricas converge o diverge. Si la serie converge, 
encuentre su suma.

2 j  r n +  1 
n = 0 -5

<» r\2 n

b) 2  ^ r r r  
>i= 1 J

2. En cada caso, demuestre que la serie dada converge.
1

a ) 2  ~J]2
n = 1 n

b) 2
3"

n= 1

3. En cada caso, demuestre que la serie dada diverge.
n (n 2 +  1) ^  ln n

*>n't'i 100n3 + 9 
4. Determine si cada una de las series siguientes con

verge o diverge.
=0 , 

2 r rn = \ v n
oo 2

c) 2 § r
»=1 z

n= 1
i

,1=0 n +  1

5. Por cada una de las siguientes series de potencias, 
encuentre el intervalo de convergencia absoluta.

a) 2
x

b) 2
(2x)"

n = l  n + 1 ' ,~1 Til
6. Encuentre una serie de potencias para cada una de 

las siguientes funciones.

a) /(a') =
x 

1 +
b) g(x) =

2 + 3x

Encuentre la serie de Taylor alrededor de x = O para 
cada una de las siguientes funciones, 
tf) /(•*) = ex + e~x b) g(x) = \n(x2 + 1)
ACUMULACIÓN DE MEDICAMENTO Un 
paciente recibe una inyección de 25 unidades de 
cierto medicamento cada 24 horas. El medicamento 
se elimina exponencialmente, de modo que la frac
ción que queda después de t días es f(t) = . Si
el tratamiento se continúa en forma indefinida, 
¿aproximadamente cuántas unidades habrá en el to
rrente sanguíneo del paciente a largo plazo justo 
antes de una inyección?

VALOR PRESENTE ¿Cuánto se debe invertir 
hoy a una tasa anual de 4% capitalizado conti
nuamente para que, iniciando el año siguiente, se 
puedan hacer retiros anuales de $5 000 a perpetui
dad?

10. Estime el valor de la integral
r  i

J2 dx
Jo 1 + x

hallando la serie de potencias f(x )  = 1/(1 + .r )  e 
integrando término a término.

P r o b l e m a s  d e  r e p a s o
En los problemas del 1 al 8 determine si la serie geométrica dada converge o diverge. Si la serie converge, 
encuentre su suma.

i  V  ( ~ 2 >”A* en + 1
,2 =  0 ^

<» A n  — 1

2. 2 2 n

5.
n = 0

- 0.5 n

i 3
o® r\ n + ]

6- 2
n = 1

3. 2 13
„= o (-5 )"

f  *  ! í

— 3

-  m i

En los problemas del 9 al 17 determine si la serie dada converge o diverge.

9- 2
1

„ = o +  1
l

12.  2  ~ z w = n=i n v n

io. 2
n= A n, 

13. ¿  ln ^

1\2

n=2 V ñ

11. ¿  ln ^ 2  +  \

1 4 . 2  1 0 "

* = 1  \ n
CO

,1=1  ni
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16- 2
(-2)"

,,= i n '
17. 2

n=  I

(~3) 
n\

2n

En los pi oblenias del 18 al 21 encuenti e el intei valo de convergencia absoluta para la serie de potencias dada.
/o  ..\2n

18.
n = 0

19-
n= \ ~> n=  1

21. -  I
n = 1

En los problemas del 22 al 25 encuentre la serie de Taylor en x = 0 para la función dada, ya sea usando la defi
nición o manipulando una serie conocida.

22. / ( * )  =
1

23. f{x)  =  e'v -
( i  +  2 x y

_ J2 „—2x24. f(x )  = x e 25. f{x) = ln
2x 4- 1

DECIMALES PERIODICOS En los problemas 26 y
21, exprese el decimal periódico como una fracción p/q.
26. 0.1223535... 2 7 .5 1 .3 4 7 4 7 ...
28. PELOTA QUE REBOTA Se deja caer una 

pelota desde una altura de 6 pies y ésta rebota el 
80% de su altura previa, en forma repetida e in
definidamente . ¿Qué distancia recorre la pelota?

29. PELOTA QUE REBOTA Se deja caer una 
pelota desde una altura de H y ésta rebota el 75% de 
su altura previa, en forma repetida e indefinida
mente. Si recorre una distancia total de 70 pies, 
¿cuánto es H?

30. AHORROS ¿Cuánto se debe invertir hoy a una 
tasa de interés anual de 5%, capitalizado continua
mente para que, empezando el año próximo, se 
puedan hacer retiros anuales de $4 000 a perpetui
dad?

31. VALOR PRESENTE Una inversión garantiza 
pagos anuales de $5 000 a perpetuidad, con pagos 
que inician de inmediato. Encuentre el valor pre
sente de esta inversión si la tasa de interés anual 
predominante permanece fija al 5% capitalizado 
continuamente.

32. EL EFECTO MULTIPLICADOR Suponga que 
en toda la nación se gasta alrededor del 91% de todo 
el ingreso y se ahorra el 9%. ¿Cuál es la cantidad to
tal de gasto generada por una reducción de impuesto 
de 60 mil millones de dólares, si los hábitos de 
ahorro no cambian?

33. ACUMULACIÓN DE MEDICAMENTO Un 
paciente recibe una inyección de 25 unidades de 
cierto medicamento cada 24 horas. El medicamento 
es eliminado exponencialmente, de modo que la 
fracción que queda en el cuerpo del paciente des
pués de t días es f(t) = e~kr para cierta constante k. 
Si a largo plazo se acumulan 70 unidades de 
medicamento en el torrente sanguíneo del paciente 
justo antes de una inyección, ¿a qué es igual kl

DEMOGRAFÍA Un país en desarrollo tiene ac
tualmente 2 500 científicos capacitados. El gobierno 
estima que, cada año, 6% del número de científicos 
se retira, muere o emigra, mientras que 278 nuevos 
científicos se gradúan de alguna universidad. Si esta 
tendencia continúa, ¿cuántos científicos habrá en 20 
años? ¿Cuántos habrá a largo plazo?
SERIE TELESCOPI ANTE Considere la serie 
infinita

1
s  — -—f f i  Kk  + 1)

á) La rt-ésima suma parcial de la serie se puede es
cribir como

s  = y __ l-__= y  ( - ___ — )
" A  K k + l )  ¿ \ k  k + l )

Expanda la quinta suma parcial para demostrar 
que

b) Generalice el resultado del inciso a) para 
demostrar que

1
s *  =  1 -  — 7 .n + 1

c) Demuestre que la serie dada converge y encuen
tre su suma S. [Sugerencia: Recuerde que
S = lím Sn.]

SERIE TELESCOPÍANTE Considere la serie
oo 9

k=2 «> 1
La n-ésima suma parcial de la serie se puede es
cribir como

2 ^  /  1 1 N

a)

S n ~  2  j.2 k — 2 *
Demuestre que

1 = 21 k — 2 1 k + l

1

b)

1 1s „ = i + - ----, -2 n n +  1 
Demuestre que la serie dada converge y encuentre 
su suma S. [Véase la sugerencia al problema 35.]
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702  ! CAPÍTULO 9 I Aproximaciones por series infinitas y series de Taylor I 9-42

,

37. LINGÜÍSTICA Los lingüistas y psicólogos, inte
resados en la evolución del lenguaje, han observado 
un interesante patrón en la frecuencia de las llama
das “palabras raras” en ciertas obras literarias. Según 
un modelo clásico3 si un libro contiene un total de 
T de estas palabras diferentes, entonces aproxima- 

T
dam ente___ 7 palabras aparecen exactamente una

42.

(D(2)

vez,
(2)(3)

palabras aparecen exactamente dos

veces y, en general,
k(k + 1)

palabras aparecen

exactamente k veces.

a) Suponiendo que el patrón de frecuencia de pala
bras del modelo es preciso, ¿por qué debe espe
rarse que converja la serie

OO rj-i

y -----------?
Á  k (k  +  1)

¿Cuál debe esperarse que sea su suma?
b) Verifique su conjetura del inciso á) sumando 

realmente la serie. [Sugerencia: Véase el proble
ma 35.]

c) Lea un artículo sobre teoría de la información y 
la enseñanza, y escriba un párrafo sobre los 
métodos matemáticos sobre este tema.

38. GENÉTICA En un modelo genético clásico4 el 
promedio de vida de un gen perjudicial está rela
cionado con la serie infinita

1 + 2 r  + 3r 2 + 4 r3 +  • • • = 2  k rk- 1

k= 1

para 0 <  r < 1. Demuestre que esta serie converge 
y encuentre su suma en términos de r. [Sugerencia: 
Si Sn es la /7-ésima suma parcial de la serie, ¿cuál es

-  rSJ]

En los problemas 39 y 40 encuentre la serie de Taylor 
para la función dada para el valor indicado de x — a

39. f(x) =
1

; a = 2
(1 “  x)"

40. f{x) = ln(2 + x)’, a = — 1
41. Use un polinomio de Taylor de grado 3 para aproxi

mar V0Í9.

3 Human Behavior and the Principie o f Le así Effort, por G. K. Zipf, 
Addison-Wesley, Cambridge, MA. Otra fuente es The Mathematical 
Theory o f Communication, por C. E. Shannon y W. Weaver, Univ. of 
Illinois Press, Urbana, IL.
4 Human Genetics: Principies and Methods, por C.C. Li, McGraw- 
Hill, Nueva York.

43.

Use un polinomio de Taylor de grado 10 para apro
ximar

f 1/2 r
dx

1 o 1 -L ^1 +  ,r3

44.

EL PROBLEMA DE LA ABEJA Este relato 
cuenta que el famoso matemático John von Neu- 
mann (1903-1957), fue desafiado una vez a resolver 
una versión del siguiente problema:

Dos trenes, cada uno corriendo a 30 ft/s, se 
aproximan uno al otro en una vía recta. Cuando 
están a 1 000 pies de distancia, una abeja empieza 
a volar de un tren a otro yendo y viniendo, a 
razón de 60 ft/s, hasta que los trenes chocan.
¿Qué distancia ha volado la abeja antes de ser 
aplastada por los trenes que chocan?

Von Neumann examinó la pregunta sólo brevemente 
antes de dar la respuesta correcta. La persona que le 
planteó el problema rió entre dientes y dijo: “Usted 
vio la trampa. Debí haberlo supuesto antes que tratar 
de engañarlo, profesor.” Von Neumann pareció con
fundido y contestó “¿Cuál trampa? Sumé la serie” .
a) Sume una serie como hizo von Neumann para 

hallar la distancia recorrida por la infortunada 
abeja.

b) A diferencia de von Neumann, ¿ve usted una 
forma fácil de resolver este problema? (A 
propósito, una forma de esta pregunta es a veces 
utilizada por Microsoft para probar nuevos em
pleados.)

c) Intente resolver esta versión más fácil y modera
da del mismo problema. Suponga que los con
ductores de los dos trenes se ven mutuamente y 
aplican los frenos cuando están a 180 pies uno 
del otro. Si ambos trenes desaceleran a razón de 
5 ft/s2, ¿cuánto vuela la abeja antes que los tre
nes choquen?

Use su calculadora para calcular la suma
N

+ ( - D

(2A0!
para N = 2, 7, 10, 15 y 30. Con base en sus resulta
dos, ¿piensa usted que la serie

( - o '

45.

*=r. (2*)!
converge o diverge? Si converge, ¿cuál piensa usted 
que es su suma?
Calcule los primeros cuatro polinomios de Taylor 
Po(x), Pi(x), P y P^x) en x = 0 para la función

f(x) = v r ^ 7 -
a) Use la función de gráficas de su calculadora 

para dibujar las gráficas de estos polinomios so
bre el mismo conjunto de ejes.
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b) Use P3(.v) para estimar el valor de la integral 
definida

f W2 dx
Jo  V P T v 3

46. EMIGRACIÓN DE MANO DE OBRA Los 
economistas se refieren al proceso de cambiarse de 
un trabajo a otro como emigración de mano de 
obra. Por lo general, este movimiento es realizado 
como un medio de mejorar social y económica
mente, pero también implica costos como lo es la 
pérdida de antigüedad en el trabajo anterior y el 
costo psicológico de romper relaciones. Considere 
la función5

sea que se use 14C o un isótopo radiactivo de algún 
otro elemento para determinar la antigüedad, se 
puede demostrar que

S{t) -  5(0)

N E2{n) ~ E | (/?) N

„=1 ( 1 + 0 "

donde E2{n) y E x{n) denotan las ganancias de los 
trabajos nuevo y anterior, respectivamente, en el 
año /? después de hacer el cambio; i es la tasa 
prevaleciente de interés anual (en forma decimal); N  
es el número de años que se espera que la persona 
esté en el nuevo trabajo; y Cm y Cp son los costos 
esperados monetario y psicológico del movimiento 
(ganancia psicológica menos pérdida psicológica).
a) ¿Qué representa V? ¿Por qué es deseable el cam

bio de trabajo si V >  0 e indeseable si V <  0?
b) Para mayor sencillez, suponga que E2 — E x y 

Cm son constantes para toda n y que la persona 
espera permanecer en el nuevo trabajo “para 
siempre”, una vez que se cambie (esto es,
N —» oo). Encuentre una fórmula para V y úsela 
para obtener un criterio para saber si hacer o no 
el cambio. [Sugerencia: El criterio de usted 
debe ser una desigualdad que contenga £], E2, 
Cm> Cp e /.]

c) Lea un artículo sobre cambios de trabajo y emi- 
gración de mano de obra, y escriba un párrafo 
sobre métodos matemáticos para modelar estos 
problemas.

47. DETERMINACIÓN DE FECHAS
GEOLÓGICAS En el momento en que se estudió 
la determinación de fechas por carbono, en el capí
tulo 4, se observó que los métodos de radiocarbono 
se emplearon principalmente para determinar fechas 
de especímenes que no son muy viejos6 Para deter
minar la antigüedad de piedras y artefactos de más 
de 40 000 años, es necesario usar otros métodos. Ya

m
+ \ =  g(ln2)/A

b)

c)

48.

donde R(t) es el número de átomos del isótopo ra
diactivo en el momento /, S(t) es el número de áto
mos del producto estable de desintegración 
radiactiva, 5(0) es el número de átomos del produc
to estable inicialmente presente (en t = 0), y A es la 
vida media del isótopo radiactivo (el tiempo que tar
da en desintegrarse la mitad de la muestra).
a) Aproxime el tiempo t en esta fórmula usando el 

polinomio de Taylor de grado 2 para é* en x — 0. 
Suponga que se analiza una trozo de mica, y se 
encuentra que 5% de los átomos de la piedra son 
rubidio 87 y 0.04% de estroncio 87, ambos ra
diactivos. Si todo el estroncio 87 se produjo por 
desintegración del rubidio 87 en la piedra, ¿cuál 
es la antigüedad de ésta? Use la aproximación 
obtenida en el inciso a). Necesitará saber que la 
vida media del rubidio 87 es 48.6 X 109 años. 
Lea un artículo sobre métodos de determinación 
de fechas geológicas y escriba un párrafo sobre 
la forma en que estos métodos difieren de la de
terminación radiactiva y entre sí.

DETERMINACIÓN DE FECHAS 
GEOLÓGICAS Reconsidere la ecuación de de
terminación geológica

S(t) — 5(0) ^  _  (ln2>r/x
m

del problema 47.
a) De la ecuación, despeje t. Entonces use el poli

nomio de Taylor de grado 2 para ln(l +  x) en 
a* = 0  para estimar el valor de t que satisface la 
ecuación.
¿Qué ajuste sería necesario si su aproximación 
se usara para medir un valor de t tan grande o 
mayor que la vida media de la sustancia radiac
tiva empleada en la determinación de 
antigüedad?

b)

Contemporary Labor Economics, por C. R. McConnell y S. L.
Brue, McGraw-Hill, Nueva York, 1992, pp. 440-444.
6 Paul J. Campbell, "How Oíd Is the EartUV\ UMAP Modules 1992: 
Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and its Applications, 
Inc., Lexington, MA, 1993, pp. 105-137.
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En el sitio web especificado en el libro, www.mhhe.com/liorrmann, es posible tener 
acceso a soluciones completas para todas las cajas ¡EXPLORE! de este libro.

v~\ t i 2 H , , , .
Para calcular la suma Y -----------con una precisión de por lo menos tres lugares

„ - 1 n + 1
decimales, primero escriba Yl = (XA3 — 2X)/(X + 1) en el editor de ecuaciones. 
Como se mostró en la Introducción a la calculadora en el prefacio de este texto, uti
lice las funciones de sucesión, 5:seq(, y sucesión acumulada, 6:sumSeq(, del menú 
OPS de la tecla LIST (2nd STAT), mostrada en la siguiente pantalla izquierda. En el 
editor STAT, escriba L1 = seq(X, X, 1, 7), L2 = Y1(L1) y L3 = cumSum(L2), 
asegurándose que el cursor esté precisamente en la línea superior de cada columna 
de lista antes de escribir los respectivos comandos. Los resultados finales de la pan
talla derecha que sigue, muestran que los términos individuales de esta serie en L2 
parecen hacerse más y más grandes, creando una sucesión de sumas parciales acumu
ladas crecientes en L3.

’HflHES Mjfe MñTH 
1: S o r t l -k  
2 :S o r tD <
3 : d i h <
4 : F i l l C  
g B s e « K  
b ! c u n S u n (  
7 ^ L i s i (

L 1 L 2 T 5 3  3

i - . 5

ú 1 . 3 3 3 3
"«

5 . 2 5

H 11.2
r

1 9 . 1 6 ?

b 2 9 . 1 4 311 4 1 . 1 2 5

■

i
j
l

I
I

r-
%

—
i ■i Sur-i <

L1 12 L3 3
1 - r - r
2 1.3333 .B3333
3 5.25 6.0033
H 11.2 17.2B3
i 19.16? 36.45
b 29.143”11 41.125

L3C7J = 1 06 . 717857...

Para calcular la serie geométrica con a =  2 y r = 0.85, primero escriba Y 1 =  2(0.85)AX 
en el editor de ecuaciones de su calculadora graficadora. Cree los números 0 a 49 en List
1 del editor STAT, con el uso de la función de sucesión, L1 = seq(X, X, 0, 49). A 
continuación escriba L2 = Y1(L1) en la parte superior de la columna List 2. Por último, 
ejecute L3 =  cumSeq(L2) y flechas abajo a las filas 15 y 50 para obtener la sumas 
parciales S l5 = 12.1686104 y S50 = 13.3293898, respectivamente. (Observe que los 
valores L1 son, respectivamente, 14 y 49.) Los valores S son semejantes a los obtenidos 
por la fórmula, Sn = a(\ — rn)/( 1 — r). En comparación, SI5 = 12.1686104 está a no 
más de dos unidades de S3 = 13| y S50 = 13.3293898 está a no más de unos centésimos 
de S3. Trate de comparar S 100 con S3.

L 1 12 m  3

0 2
1 1.7
2 1 . 4 4 5

3 1 . 2 2 B 3

H 1 . 0 4 4

5 . 0B ? M 1
6 . 7 5 4 3

L 3 = c u n S u ñ < L s ) i

L 1 L2 L 3  3

B . 5 4 4 9 0 1 0 . 2 4 = :

q . 4 6 3 2 3 1 0 . 7 0 0

10 m<ns?S 11.102
11 . 3 3 4 6 9 1 1 . 4 3 7

12 . 2 B 4 4 0 1 1 . 7 2 1

1 3 . 2 4 1 0 1 1 1 . 9 6 3

1 4 . 2 0  E S  4 wxvCi
L 3 < 1 E : D  = 1 2 .1 6 :36104...

L 1 L 2 L 3  3

4 4 . 0 0 1 9 7 1 3 . 3 2 4

4 5 . 0 0 1 3 3 1 3 . 3 2 b

4 b . 0 0 1 1 3 1 3 . 3 2 7

4 7 9 . 6 E - 4 1 3 . 3 2 0

4 3

4 9

0 . 2 E - 4

7 E - 4

L 3 C F - 0 : «  = 13.32'33898...

Siguiendo el ejemplo 9.1.7, escriba la función 40(0.9)AX en Yl del editor de 
ecuaciones. Para fines de exploración, cree la sucesión {0, 1, . . . , 120} en List 1 del 
editor STAT, L1 = seq(X, X, 0, 120). Precisamente en la parte superior de List 2, 
escriba L2 = Y1(L1) (vea la pantalla de en medio de la página siguiente) para generar 
los términos correspondientes a la serie y en List 3 cree las correspondientes sumas
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parciales, L3 cumSecj(L2). Arrastrando a L3 (vea la pantalla derecha siguiente) 
determinamos que se necesitaron 56 términos para tener la serie finita a no más de mil 
millones del total de la serie infinita de 400 mil millones. w

L 1 m L 3  2

0
1
2
3

H

5

b

L £  = V1 <Li

L 1 L 2 Wi 3
0 4 01 3 6

i: 3 2 . 4

3 2 9 . 1 f i

4 2 6 . 2 4 4

5 2 3 . 6 2

b 2 1 . 2 5 0

L 3 =cunSum< i _ 2  )

L 1 L 2 L 3  3

5 4

5 5

5 6  

5? 
5 B  

53 
b O

. 1 3 5 2 6

. 1 2 1 7 3

. 1 0 9 5 6

. 0 9 B 6

. 0 B B 7 4

. 0 7 5 B 7

. 0 7 1 B B

3 9 B . 7 B

3 9 9 . 1 1

3 9 9 . 2

3 9 9 . 2 B

3 9 9 . 3 5

L 2C E ? : .  = 3 9 9 . 0 :L39S6...

Vea el ejemplo 9.3.8. Grafique f(x) = eA\ P 1(x),P2(x \  y P3(x), con f(x) en negritas, 
usando la pantalla [—2.35, 2.35] 1 por [— 1, 4]1. Los polinomios de Taylor aproximan 
mejor f(x) en X = 0, con Pj(x) acercándose lo más a f{x) sobre el intervalo [—2, 2], 
como se ve en la pantalla izquierda a continuación. Si se cambia la pantalla de 
observación a [0, 2.35] 1 por [1, 5]1 y se rastrean las curvas en X =1, encontramos 
P i(l) = 2, /52(1)= 2.5 y />3(1)=  2.667, este último más cercano a / ( 1) = e «  2.718. 
Para X = 0.75, P^O.75) = 1.75, P2(0.75) = 2.031, y P3(0.75) = 2.102, de nuevo este 
último más cercano a /(0.75) 2.117. En el otro lado en X =  1.5, JP1(1.5) =  2.5,
P2( 1.5) =  3.625, y P3(1.5) = 4.1875, de nuevo este último más cercano a / ( 1.5) ~  
4.482. Según nuestras observaciones, estas figuras muestran que cuanto más nos 
alejemos de X = 0, más aumenta el error de aproximación. No obstante, cuanto más alto 
sea el grado del polinomio de Taylor, es mejor la aproximación a/(.r) = ex.

.« J

T. I 1

u

ui
L t

n

IU

YH=i+K*KS/2+HA2/e

Consulte el ejemplo 9.3.10 y introduzca la función f(x) =  eA(—X2) en Y1 y Ps(x) = 1 — 
X2 + X4/2 — Xó/6 + Xs/24 en Y2 del editor de ecuaciones de su calculadora 
graficadora. Use la pantalla decimal modificada [—2.35, 2.35] 1 por [ — 1, 4] 1 y 
seleccione 7: Jf(x)dx de CALC menú (2nd TRACE) de su calculadora. La pantalla de

O
en medio a continuación muestra la integral de f(x) = eA(—X~), escogiendo el límite 
inferior de integración como X = 0 y el límite superior como X = 1. Antes de generar la 
pantalla derecha de abajo para la integral de P8(x), asegúrese de borrar el dibujo previo 
al introducir l:ClrDraw en la tecla DRAW (2ND PRGM). La integral del polinomio de 
Taylor de grado 8 aproxima al de la función original a no más de 0.001.

Floti Plotl PlotS
^ V i B
\V £B 1-X 2+> T 4/2~X  
Aé/ó+X A3 /2 4  
\ V 3 = I  
\Vh =

\V fi =
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Una consideración en la planeación familiar es que muchas parejas desean al menos un 
hijo y al menos una hija. Llamemos a esto requerimiento de género. En promedio, 
¿cuántos hijos debe tener una pareja antes de satisfacer el requerimiento de género? .

Se contestará esta pregunta en términos de la proporción de varones nacidos entre 
todos los nacimientos en una población particular. Si esta proporción es m , donde 
0 < m < l, entonces la proporción de niñas nacidas será /  = 1 -  m. Por ejemplo, en 
Estados Unidos, las estadísticas de nacimientos muestran que las proporciones son 
m = 0.51 y /  = 0.49 (51% niños contra 49% niñas). En el análisis que sigue, se 
supone que la probabilidad de que nazca un niño para una pareja es m, cualquiera 
que sea el género de sus hijos anteriores.

Primero se determinan las posibilidades cuando una pareja sigue teniendo hijos 
hasta satisfacer el requerimiento de género. Suponga que el primer hijo de la pareja 
es un niño. La pareja entonces continúa teniendo hijos hasta que tengan una hija. En 
consecuencia, la pareja puede tener un niño seguido por una niña, o dos niños segui
dos por una niña, o tres niños seguidos por una niña, y así sucesivamente. Se deno
tan estas posibilidades por BG, BBG, BBBG, . . . ,  donde B denota un niño y G denota 
una niña.

Nuestro siguiente paso es determinar la proporción de cada una de estas posibi
lidades entre todas las parejas que siguen teniendo hijos hasta satisfacer su requeri
miento de género. La proporción de estas familias que tienen un hijo seguido por una 
hija (BG) es

m f = m( 1 — m)
mientras que la proporción de aquellas que tienen dos hijos seguidos por una hija BBG) 
es

o
m m f  =  m (1 — m)

y, en general, la proporción de familias que tienen j — 1 niños antes de tener su primera 
niña es

m m  ••• m f  = m '~ \  1 — m )v,_________r
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Análogamente, la propoicion de estas familias que tienen j —1 niñas antes de tener el 
primer hijo es

f f - ' - f m =  f j~ 1 m = (1 — m)j ~ ] m

j — I términos

Si se reúnen los datos, se ve que la proporcion de parejas que tienen j — 1 hijos del mismo 
género antes de tener un hijo del género opuesto está dada por la suma

p(m, j) = mJ *(1 -  m) + (1 -  m)j  1m
Si se multiplica la proporción p{m, j ) que acabamos de hallar por el número de 

hijos j  en la familia en el momento que se satisface el requerimiento de género, se 
obtiene la proporción ponderada

pim ,j)  = j[mJ~ l( 1 -  m) + (1 -  m)j~1 m]

Entonces el tamaño promedio A{m) de una familia que satisface el requerimiento de 
género se encuentra al sumar estas proporciones ponderadas para todos los tamaños 
de familia posibles; es decir,

oo

A(m) =  2  j  ~  m) + (1 — m)J~ l m]
7  =  2

donde la suma empieza en j  = 2 porque debe haber al menos dos hijos en cualquier 
familia que satisfaga el requerimiento de género. Para ver por qué esta suma representa 
un promedio, considere el problema más sencillo en el que a un grupo de estudiantes se 
les pide que califiquen a su maestro en una escala de puntos desde 1 (terrible) a 4 
(excelente). Suponga que el maestro recibe 1 punto de 10% de los estudiantes, 2 puntos 
de 40%, 3 puntos de 20% y 4 puntos del 30%. Entonces el promedio de calificación A 
del maestro está dado por la suma de proporciones ponderadas

A = 1(0.1) + 2(0.4) + 3(0.2) + 4(0.3) = 2.7

de modo que el maestro es calificado por los estudiantes como ligeramente arriba del 
promedio.

Ahora se determinará el tamaño del promedio A(m) de una familia que satisface 
el requerimiento de género hallando la suma de la serie infinita

oo

A(m) = 2  j  — m) + (1 -  m)J~ x m]
j =  2

oo co

= 2  -  ™)] + 2  7 [(1 -  m)J~ l m]
j = 2 j = 2

00 . factorice  1 — ni ele la serie
= (1 — m) ^  j  mJ 1 + m ^  j  (1 — ni)J izquierda v ni de la serie derecha

7 = 2  7 = 2

Nótese que se ha expresado la serie dada para A(m) como la suma de dos subseries, cada
oo

una de las cuales tiene la forma 2  j  x J~ \  donde x  = m para la primera subserie y
7=2

x = 1 — m para la segunda. Se puede sumar estas series usando la fórmula

l 00

derivada en el ejemplo 9.3.3. Con la aplicación de esta fórmula, se encuentra que
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708  CAPÍTU LO 9 Aproximaciones por series infinitas y series de Taylor 9-48

y
1 1

oo

m 2 [1 -  (1 -  m ) f
=  ~  m ) J '

Como a estas dos sumas les falta el primer término (es decir, cada suma empieza con 
j  = 2), restamos el término j  — 1 de cada suma para calcular su valor. Se encuentra que

Entonces, ¿cuál es el número promedio de hijos de estas familias cuando niños y niñas 
nacen en la misma proporción, es decir, cuando m = 1/2? Se encuentra que

Este ensayo fue adaptado de un análisis del fascinante libro de Paul J. Nahin Due- 
lling Idiots and Other Probability Puzzlers, Princeton University Press, Princeton, 
N. J., 2000. En la presente discusión, se ha evitado explícitamente usar ideas y ter
minología de teoría de probabilidad, pero puede hallar interesante repasar este ensa
yo después de encontrarse con probabilidades en el capítulo 10.

1. Encuentre el número promedio de hijos que nacerán a una pareja antes de satis
facer el requerimiento de género si m = 0.51, que es la proporción observada 
de hijos varones en Estados Unidos, es decir, encuentre A(0.51).

2. Use cálculo para demostrar que el tamaño promedio de A{m) de una familia que 
satisface el requerimiento de género se minimiza cuando m = f  = 1/2.

3. ¿Qué ocurre al tamaño promedio A(m) de una familia que satisface el requeri
miento de género cuando la proporción de nacimientos de hijos varones m tien
de a 0? ¿Qué pasa cuando m tiende a 1?

4. Una pareja decide tener hijos hasta que tengan una niña. En promedio, ¿cuán
tos niños tendrán antes de satisfacer este requisito? Exprese su respuesta en tér
minos de una fórmula donde aparezca /??, la proporción de nacimientos de 
varones.

-  1 =
o

2 m — m m{ 2 — ni)
(1 — m )2 (1 -  m)2 (1 -  ni)2

y
00 co

j=2 7-1
1 1 — m2 (1 + m)( 1 — m)

Se deduce que el número promedio de hijos que una pareja tendrá si deciden tener hijos 
hasta que tengan al menos un niño o una niña es

2 - / 7 2  , 1 + m1 + m
A{m) = (1 — m)m —------- 3  + m( 1 — m ) -----7

(1 — m) m

1 — m m m{\ — m)

P  r e g u n t a s
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SECCIÓN 10.1 Variables aleatorias discretas

710  CAPÍTULO 10 I Probabilidad y cálculo ! 10-2

No se puede predecir con certeza qué ocurrirá al lanzar al aire una moneda, o cuántos 
artículos defectuosos aparecerán en un lote de producción seleccionado al azar, ni cuán
to tiempo funcionará un disco duro de computadora seleccionada al azar antes de fallar. 
De hecho, la incertidumbre es una característica clave de todo aspecto de la vida, y la 
teoría de probabilidades es la rama de la matemática dedicada al estudio de la incerti
dumbre.

La modelación matemática con probabilidades comprende el estudio de experi
mentos aleatorios; es decir, acciones con varios resultados posibles que pueden ser 
observados y registrados. A continuación se muestran tres ejemplos de experimentos 
aleatorios:

1. Tirar un dado y registrar el número de puntos en la cara que quede hacia arriba.
2. Muestrear un lote de producción seleccionado al azar y registrar si el artículo es

cogido está o no defectuoso.
3. Escoger un niño al azar, de un distrito escolar particular, y registrar el número 

de hermanos de ese niño.
El espacio muestral para un experimento aleatorio es el conjunto de todos los posibles 
resultados, y cada uno de éstos es un punto muestra. Un evento es un subconjunto del 
espacio muestral. Un evento formado por un punto muestra también se denomina even
to simple, y el conjunto muestral recibe el nombre de evento cierto. El evento imposi
ble es el conjunto vacío 0 ; es decir, el subconjunto que no contiene resultados.

Por tanto, para un experimento aleatorio en el que se lanza un dado, los posi
bles resultados son los números 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Éstos son los puntos muestra y el 
espacio muestral es el conjunto S = [ 1, 2, 3, 4, 5, 6 }. El evento “cae un número 
par” es el subconjunto (2, 4, 6 }, en tanto que el evento “el número que cae es menor 
a 4” es el subconjunto {1, 2, 3}.

Una variable aleatoria X  es una función que asigna un valor numérico a cada 
punto muestra del espacio muestral de un experimento aleatorio. Una variable alea
toria discreta es aquella cuyos valores son tomados de un conjunto finito de nú
meros o una sucesión infinita de números, como es el caso de enteros. Por otra parte, 
una variable aleatoria continua toma un continuo de valores, como un intervalo 
de números reales. Se iniciará esta sección con el estudio de las propiedades de las 
variables aleatorias discretas finitas, es decir, variables aleatorias cuyos valores son 
tomados de un conjunto finito. A continuación, al final de la sección, se estudiarán 
variables aleatorias geométricas, cuyos valores son tomados de una sucesión infi
nita. Las variables aleatorias continuas se estudiarán en secciones siguientes de este 
capítulo. El ejemplo 10.1.1 ilustra la forma de distinguir entre los diferentes tipos 
de variable aleatoria.

EJEÍVÍPLO I 10,1.1

En cada uno de los casos siguientes, determine si la variable aleatoria dada X es discre
ta o continua. Si la variable aleatoria es discreta, exprese su valor en cada punto del es
pacio muestral.
a) Un proceso de manufactura comprende lotes de producción diaria de N unidades.

Sea X  el número de unidades defectuosas en un lote de producción seleccionado
al azar.

b) Sea X la edad de una célula escogida al azar de un cultivo particular.
c) Sea X  el tiempo que funciona el disco duro de una computadora personal selec

cionada al azar hasta que falla.
d) Sea X el número de veces que una moneda escogida al azar debe ser lanzada al 

aire hasta que salga una cara (H).
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¿-unciones de 
p ro b a b i l id a d

Solución

a) La variable aleatoria X es discreta y finita porque sus posibles valores son 0 1
2......... IV.

b) Como la edad de una célula puede ser cualquier número real positivo, esta va
riable aleatoria es continua.

c) El disco duro de una computadora personal puede estar defectuoso o puede fa
llar en cualquier momento, de modo que la variable aleatoria X  puede tomar cual
quier valor real no negativo. Por tanto, X  es continua.

d) Cuando una moneda se lanza repetidas veces hasta que salga una cara, los posi
bles resultados están formados por una cara inmediata o una fila de cruces (T) 
que terminan en una cara. En otras palabras, el espacio muestral es (H, TH, TTH, 
TTTH, TTTTH,..  . } y como X  mide el número de veces que la moneda es lan
zada al aire antes de que aparezca una cara, se tiene X(H) = 1, X(TH) = 2,
X(TTH) = 3 , -----Como el conjunto de valores de X  es el conjunto de todos los
enteros positivos, se deduce que X  es una variable aleatoria discreta, pero no es 
finita.

Notación: Se escribe (X = c) para denotar el evento que contiene todos los puntos de
un espacio muestral para el cual la variable aleatoria X  tiene el valor c.

Por ejemplo, el espacio muestral para el experimento aleatorio de lanzar al aire 
una moneda dos veces es {HH, HT, TH, TT}. Si X  es la variable aleatoria que cuen
ta el número de caras que se presentan, entonces el conjunto (X  = 2) contiene sólo 
el punto muestra HH (la única forma de obtener dos caras), mientras que (X = 1) 
contiene HT y TH, y (X = 0) contiene sólo TT.

La probabilidad de un resultado es una medida numérica de la certeza de que ocurra ese 
resultado. Suponga que un experimento aleatorio particular tiene resultados s lf s2, ■ ■ ■, s„, 
y que a cada resultado sk se asigna un número real P(sk)  en forma tal que se satisfagan 
las dos condiciones:

0 ^  P(sk) <  1 
P(s{) + P(s2) +  • • • +  P(sn) = 1

Entonces P(sk) se llama la probabilidad del resultado sk. La primera condición reque
rida dice que la probabilidad de cualquier resultado debe estar entre imposible (P =0) y 
cierta (P = 1). El segundo requisito dice que siempre que se realice el experimento alea
torio, es cierto que ocurrirá exactamente un resultado.

De forma más general, para cualquier evento E, formado por los puntos mués
trales / 1, t2, . .  •, tk, se tiene

P{E) =  />(*,) +  P{t2) +  • • • +  P(tk)

Se deduce que el complemento de E, el evento E formado por todos los puntos del es
pacio muestral que no están en E, tiene probabilidad

P(E) = 1 -  P{E)

porque todo resultado está ya sea en E o en E y la suma de las probabilidades de todos 
los resultados es 1. Por ejemplo, en un experimento aleatorio en el que se tira un dado 
no cargado y se observa el número en su cara superior, los resultados posibles son 1, 2,
3, 4, 5 y 6, y a cada resultado se asigna una probabilidad de 1/6. La probabilidad del 
evento E de que el dado muestre ya sea un 1 o un 2 es

P(E) = P( 1) +  P( 2 ) =  ±  ^  j
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de modo que el evento complementario E de que el dado muestre un 3, un 4, un 5 o un
6 tiene probabilidad

V.

P{E) =  1 -  P{E) =  1 - 3  =  3

NOTA No hay nada que se pueda llamar asignación “natural” de probabilidad. 
Por ejemplo, considere el experimento aleatorio de lanzar al aire una moneda, don
de los resultados son caras (H) y cruces (T). Puede ser razonable asignar 
P(T) = 1/2 si la moneda es legal, pero cuando se realiza un experimento de lanzar 
al aire una moneda particular un gran número de veces, se pueden observar diferen
tes frecuencias relativas de caras y cruces. Por ejemplo, si sale cara 55% de las ve
ces en ese experimento, se pueden asignar P{H) =  0.55 y P(T) = 0.45. □

Una vez que se hayan asignado probabilidades a los puntos del espacio muestral
5 de un experimento aleatorio, se puede examinar la forma en que la probabilidad va
ría en relación con una variable aleatoria discreta particular X  definida en S. Esto se 
hace estudiando la función de probabilidad para X , que se puede definir como sigue.

Función de p r o b a b  5 S í d 5 d  ■ Suponga que se ha hecho una asignación de '
probabilidad para el espacio muestral S de un experimento aleatorio particular, y sea 
X  una variable aleatoria discreta definida en S. Entonces la función de probabilidad 
para X  es una función p tal que

p{x) = P(X =  x)
para cada valor x  tomado por X.

NOTA Una función de probabilidad p también se conoce como distribución de 
probabilidad. Nótese que, como p es una probabilidad, debe satisfacer

0 <  p(x) <  1 

y si X  es una variable aleatoria discreta, entonces

p(*i) + P(x 2) +  • • • +  p{xn) =  1 

donde x  l5 x 2, . . . ,  x n son los valores tomados porX.

EJEMPLO I 10.1.2

Considere el experimento aleatorio de lanzar al aire tres veces una moneda legal, y sea 
X  la variable aleatoria que cuenta el número de caras que aparecen. Describa la función 
de probabilidad para X.

Solución

Para una moneda legal que se lance al aire tres veces, cada uno de los ocho resultados

HHH, HHT, HTT, HTH, THH, THT, TTH, TTT

ocurre con probabilidad 1/8. La función de probabilidad asociada p(x) se encuentra su
mando las probabilidades de todos los puntos muestra para los cuales X  tiene el valor .v. 
Se ve que
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p{ 0) = P(X = 0) = /’(TTT) = -
8

p( 1) = P(X = 1) = P(HTT) + / ’(THT) + / ’(TTH) = - + - + ! = -
8 8 8 8

p{ 2) = P(X = 2) = P(HHT) + P(HTH) + P(THH) = -  +  -  + -  = -
8 8 8 8

p( 3) =  P(X = 3) = />(HHH) = l
8

Nótese que

p( 0) + p (l) + p( 2) + p(3) - I + | + | + I = i
O O O O

como se pidió.

Una forma para tener una idea de la función de probabilidad para una variable aleatoria 
discreta X, es construir una gráfica que muestre los valores de X y las asignaciones de 
probabilidad que corresponden a estos valores. Un histograma es una representación 
gráfica obtenida al poner primero los valores de la variable aleatoria X  sobre una recta 
numérica y luego construir, arriba de cada uno de estos valores n, un rectángulo vertical 
de ancho 1 y altura igual a la probabilidad P(X = n). Note que

= 1 • PiX = n) = P(X = n)
\  are.a of the. 

área del /?-ésimo
rectángulo

de modo que el área total limitada por todos los rectángulos del histograma es

total
área
total

= 'Z P (X  = n )=  1

donde la suma es sobre todos los enteros positivos n para los cuales P(X = n) > 0. El 
histograma para la variable aleatoria del ejemplo 10.1.2 se muestra en la figura 10.1.

F IG U R A  10.1 Histograma para la variable aleatoria del ejemplo 10.1.2.
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EJEMPLO I 10.1.3

Un estudio del efecto de una epidemia de gripe en los estudiantes que viven en un dor
mitorio universitario específico determina que durante los 30 días de abril, hubo

4 días en que los estudiantes no tuvieron gripe
3 días en que exactamente un estudiante tuvo gripe
1 día en que exactamente dos estudiantes tuvieron gripe 

12 días en que exactamente seis estudiantes tuvieron gripe
8 días en que exactamente siete estudiantes tuvieron gripe
2 días en que exactamente ocho estudiantes tuvieron gripe.

Sea X  la variable aleatoria que representa el número de estudiantes del dormitorio que 
tuvieron gripe en un día escogido al azar en abril. Describa el evento (X = x) y calcule 
las probabilidades P(X = x) parax = 0, 1 ,2 , . . . ,  8. Entonces dibuje el histograma paraX.

Solución

Para cada valor de x, (X = x) es el evento que en un día seleccionado al azar en abril, 
exactamente x estudiantes del dormitorio tuvieron gripe, y P(X — x) es la asignación de 
probabilidad para ese evento. Se tiene que

P(X = 0) =

ii en 4 días de los 30, .v =  () estudiantes tuvieron gripe

P(X = 1) =
n en 3 días de ios 30, a — ! estudiante tuvo la gripe

P(X = 2) =
i

” 30
en 1 día de los 30, .v =  2 estudiantes tuvieron la gripe

PiX = 3) = ii 'S II w no hay días en los que a : li ll +. o II

=  P(X  =  5) =  0 estudiantes tuvieron gripe
12 . . .  

P{X — 6) =  —  en 1- dí&s de los 30, .v = 6 estudiantes tuvieron gripe

8
P ( Y  =  1 )  =  —  en 8  días de los 30, . v  =  7  estudiantes tuvieron gripe

V ; 30
2P(X  =  81 =  —  on ~ de 30. .v — 8 estudiantes tuvieron ¿rripe

V ; 30
El histograma para esta variable aleatoria se muestra en la figura 10.2.

F5GURA 10.2  Histograma para la variable aleatoria de epidemia de gripe del ejemplo 
10.1.3.

  www.FreeLibros.com



10-7 ¡ SECCIÓN 10.1 | Variables aleatorias discretas i 715

Valor e sp erad o

EXPLORE!
Encuentre el valor esperado de 
la variable aleatoria X del ejem
plo 10.1.3 usando una calcula
dora graficadora. Para hacer 
esto, introduzca en L1 los nú
meros de estudiantes enfermos 
y en L2 los correspondientes 
números de días. Entonces Sea 
L3 = L2 -r 30, sea L4 = L1 *
L3, y sea L5 la suma acumula
da de L4. ¿El valor está cerca 
de 5?

Paia la epidemia de gripe del ejemplo 10.1.3, ¿cuántos estudiantes se esperaría que es
tuvieran enfermos en un día escogido al azar en abril? De los cálculos del ejemplo, se 
sabe que 0 estudiantes estuvieron enfermos 4/30 del tiempo durante el mes, 1 estudian
te estuvo enfermo 3/30 del tiempo, 2 estudiantes estuvieron enfermos 1/30 del tiempo, 
y así sucesivamente. Por tanto, se calcula el número esperado de estudiantes enfermos 
en nuestro día seleccionado al azar evaluando la suma ponderada

0 • P(X = 0) + 1 • P(X = 1) + 2 • P(X = 2) + 3 • P(X = 3) + 4 • P(X = 4)

+ 5 • P(X = 5) + 6 • P(X = 6) 4- 7 • P{X = 7) + 8 • P(X = 8)

-  i $ ) + i h ) +2( i ) +3(0>+4<0>+5<0»+6(§ )+7(í¡)+8(i;)
149 

~ 30 ~ 5

Por tanto, si se escogiera al azar, repetidamente, días de abril, en promedio se esperaría 
encontrar unos 5 estudiantes enfermos.

Lo que se ha calculado en esta ilustración es el valor esperado de la variable aleato
ria X  que representa el número de estudiantes que estuvieron enfermos en un día selec
cionado al azar, en abril. A continuación se da la definición de valor esperado.

Valor esperado de una variable aleatoria discreta fin ita  □ SeaX 
una variable aleatoria discreta finita, con valores x x, x 2, . . . ,  x m y seap la función de 
probabilidad de X , de modo que p(xk) = P(X = xk) para k = 1 , 2 Entonces 
el valor esperado de X  está dado por la suma ponderada

n

E(X) = xip(xi)  + x2p(x2) +  • • • +  xnp(xn) = 2  xkp(xk)
k= 1

El promedio aritmético o media de un conjunto de valores se encuentra suman
do los valores y dividiendo entre el número de valores en la suma. Intuitivamente, la 
media puede ser considerada como el centro de los valores del conjunto. En tratados 
más avanzados de teoría de probabilidades, se demuestra que cuando un experimen
to se realiza repetidamente, el promedio aritmético o media de los valores observa
dos de una variable aleatoria X  se acerca cada vez más al valor esperado E{X). En 
este sentido, el valor esperado es una medida de tendencia central para la variable 
aleatoria. El valor esperado se calcula e interpreta en los ejemplos 10.1.4 y 10.1.5.

EJEMPLO I 10.1.4
Continuando con el ejemplo 10.1.2, encuentre el valor esperado de la variable aleatoria 
X  que represente el número de caras que aparecen cuando una moneda legal se lanza tres 
veces al aire.

Solución

Con el uso de la fórmula para E(X) y las probabilidades halladas en el ejemplo 10.1.2, 
se obtiene

E(X) =  0 • P(X =  0) +  1 • P(X =  1) +  2 • P(X =  2) +  3 • P(X =  3)
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Vari a  riza y 
desv iac ión  e s tá n d a r

Se concluye que cuando se realiza repetidamente el experimento de lanzar una mone
da al aire tres veces, el número promedio de caras que aparece se acerca cada vez más 
a 3/2.

EJEMPLO I 10.1.5
El premio mayor de una lotería es $1 000 y también hay tres segundos premios con va
lor de $500 cada uno, y cinco terceros premios con valor de $100 cada uno. Suponga
que se venden 10 000 billetes de lotería, uno de los cuales es de usted. ¿Cuánto estaría
usted dispuesto a pagar por su billete?

Solución

Un precio justo a pagar sería el valor esperado, E(X), de la variable aleatoria X  que re
presenta el premio de un billete seleccionado al azar. Esto es así porque, si la lotería se 
realizara un gran número de veces, y usted pagara cada vez E(X) dólares por un billete, 
entonces el promedio de sus ganancias o pérdidas sería aproximadamente 0. 

Calculando las probabilidades de premio, se tiene que

porque .solo I billete de JOOOU lmiui SI t'i'O 

porque 3 de los II) 000 hillete.s -jarum óOi) 

porque 5 de los !(* 01.10 !»11• i . 'jm'iin ' . l oo

porque los ouus 0 ! billetes n<> eaitau ziudj

Con el uso de esta información, se llega a que el valor esperado de X  es 

E(X) = 0p(0) + 100p(100) + 500 p(500) + 1,000 p(l 000)

_  o(!»L) +  m ( - U ]  + 500Í — -— 'j +  1.000Í - L - )\io 0 0 0  y vio 0 0 0  y vio ooo y vioooo/
_3_

” 10

Se deduce que cuanto más y más de los 10 000 billetes disponibles se compren, el pro
medio de la cantidad a ganar se acerca más y más a $0.30. Por tanto, un precio justo pa
ra su billete es 30 centavos.

Una vez que haya encontrado el valor esperado de una variable aleatoria X, se puede co
nocer más acerca de X  examinando la forma en que sus valores se dispersan alrededor 
del valor esperado. A continuación se introduce la noción de vañanza de una variable 
aleatoria, que es pequeña cuando los valores de la variable aleatoria son cercanos a 
su valor esperado, y grande cuando estos valores se dispersan ampliamente alrededor del 
valor esperado. En este sentido, la varianza es una medida de dispersión, al igual que la 
raíz cuadrada de la varianza, que recibe el nombre de desviación estándar.

p{ 1 000) 

p(500) 

p{ 100)

P(X

P{X

P(X

1 000) =  

500) = 

100) =

1
10 000 

3
10 000 

5
10 000

p(0) =  P(X = 0) =
9 991
10 000
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Varianza y desviación estándar ele una variable aleatoria  d iscre
ta finita ra Sea X  una variable aleatoria discreta, finita, con valores x Jy 
,\2, . . . ,  xn y valor esperado E(X) = |x, y sea p  la función de probabilidad para X , 
de modo que p{xk) = P(X = xk) para k = 1, 2, . . . ,  n. Entonces la varianza de 
X, denotada como Var(X), es la suma ponderada

Var(X) = (xj — jx)2 • p (x j) 4- (x2 — fx)2 * p(x2) + * * • + (x n — |x)2 • p(xn)

n
= E  (**_  t^)2 • p(xk) 

k= 1

La raíz cuadrada de la varianza se llama desviación estándar de X  y se denota co
mo esto es,

<j (X) = V V ar(X )

Nótese que la varianza Var(X) de una variable aleatoria discreta X  es la suma 
ponderada de cuadrados (xk — ¡x)2pk, de las diferencias entre la media = E(X) y 
los valores xk de X. En este sentido, la varianza mide la desviación de X  respecto a 
su media jjl. Uno se puede preguntar por qué esta desviación no se mide con simple
mente sumar las diferencias ponderadas (xk — \jé)pk sin elevar al cuadrado, pero es

n

que esta suma ^  (*£ ~  f1)/7* siempre es 0 (véase el problema 46).
k= 1

EJEMPLO i 10.1.6

Encuentre la varianza y la desviación estándar de la variable aleatoria X  que representa 
el número de caras que aparecen cuando se lanza una moneda al aire tres veces.

Solución

En el ejemplo 10.1.4, se mostró que el valor esperado de X  satisface E{X) =  3/2. Por 
tanto, la varianza de X  está dada por

v a r o  -  (o  -  0 * • ;  +  ( i  -  ! ) ’ • f  +  (* -  ; ) ’ • f  +  ( 3 -  '  5  -  j

La desviación estándar se halla calculando la raíz cuadrada de la varianza, de modo que

z______ V 3
a(X)  =  Vvár(X) = —

Una variable aleatoria discreta infinita X  es aquella cuyos valores X\, x2, . •. for
man una sucesión infinita. Si la asignación de probabilidad para esta variable aleato
ria es p(xk) = P(X = x k), entonces el valor esperado de X  está dado por la serie in
finita

00

E(X) =  x i p ( x x)  +  x 2 p ( x  2) +  • • • =  2 )x kP(xk)
k= 1
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V ariables a le a to r ia s  
geo m étricas

Si despejamos |x =  E(X), la varianza de esta variable aleatoria X está dada por la serie 
infinita

co

Var(X) =  (.v, -  (x)2 • p(x ,) + (x2 -  |¿)2 ■ p(x2) + ■ ■ ■ = ^ i x ^ -  ¡x)2 - p(xt )
k — 1

y, como antes, la desviación estándar de X está dada por cr(X) =  VVar(X). Estas fórmu
las se usarán en el siguiente análisis de variables aleatorias geométricas.

Ciertos experimentos aleatorios que se presentan en la modelación se pueden caracteri
zar como que tienen dos posibles resultados, tradicionalmente llamados éxito o fraca
so, y son realizados repetidamente hasta alcanzar el primer éxito. Por ejemplo, una mo
neda puede ser lanzada al aire varias veces hasta que aparezca la primera cruz, o los 
chips de computadora recién fabricados pueden examinarse hasta hallar un chip defec
tuoso. En estas situaciones, la variable aleatoria X que cuenta el número de repeticiones 
necesarias para obtener el primer éxito se conoce como variable aleatoria geométrica.

Una variable aleatoria geométrica puede tomar cualquier valor entero positivo, de 
modo que es discreta pero no finita. Para cualquier entero positivo n, la probabilidad 
de que X = n es la probabilidad de que los primeros n — 1 intentos del experimen
to resulten en fracaso y el /?-ésimo intento sea un éxito:

FF • ■ • F • S
//—1 primeros 

fracasos éxitos

Si, en cada intento, la probabilidad de éxito es p , entonces la probabilidad de fracaso de
be ser 1 — /?, de modo que la probabilidad de n — 1 fracasos seguida por 1 éxito es el 
producto

[(1 -  p)( 1 — p) —  (1 - /? ) ] •  p = (1 ~  p)n~'p

Esto es,

/ /—l fracasos éxkos

P(X  = «) = (! - p ) n~ 'p

Si p = 1, el éxito ocurre de inmediato, mientras que si p = 0 el éxito es impo
sible. De otro modo, donde 0 <  p <  1, se espera que por último se presente el éxito 
si el experimento se repite indefinidamente, de modo que P{X ^  1) debe ser 1. Para 
verificar que P(X >  1) = 1, se calcula esta probabilidad sumando todas las probabi
lidades P(X = n) para n = 1 , 2 , . . . .  Esto lleva a la siguiente serie geométrica infini
ta, que se suma usando la fórmula de series geométricas de la página 665, de la sec
ción 9.1:

co

P(X a  1) = 2  POí = n)
n= 1

co

= 2  o  - p )"~'pn — 1

= p  +  (1 “  p)p + (1 -  p f p  + * * *

= p[ 1 + (1 -  p) +  (1 — p Y  + • • •]
oo

=  p 2 o -p)"/> = o

p = £ = 1
i — ( i — p ) p
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Nótese que en el último paso, se ha empleado la fórmula de serie geométrica
n  _  a

ar -  7 ~  con a - p  y r = 1 “  P> que es válida porque 0 <  p < 1 implica quen = 0 A '
0 <  1 —  p < \ .

La variable aleatoria X  tal que P{X = rí) = (1 — p)n lp se llama variable alea
toria geométrica con parámetro p. El histograma para los primeros siete valores de 
una variable aleatoria geométrica con parámetro p = 0.5 se muestra en la figura 10.3. 
Usando técnicas para trabajar con series de potencias desarrolladas en el capítulo 9 
(véase el ejercicio 45), se puede demostrar que una variable aleatoria geométrica X 
con parámetro p tiene valor esperado

E(X) =
P

Es posible usar cálculos semejantes, pero ligeramente más complicados, para demostrar 
que X  tiene varianza

Var(X) =
P

En los ejemplos 10.1.7 al 10.1.9 se examinan aplicaciones de variables aleatorias geo
métricas.

EJEMPLO I 10.1.7

En un proceso industrial, se muestrean artículos repetidamente hasta que se encuentra 
uno de ellos defectuoso. La compañía dice que cualquier artículo de su producción tie
ne 100 veces más probabilidades de estar en buenas condiciones que defectuoso. Supo
niendo que lo dicho por la compañía sea cierto, encuentre lo siguiente:
a) La probabilidad de que un artículo escogido al azar sea defectuoso.
b) La probabilidad de que se necesitan exactamente 100 muéstreos antes de hallar 

un artículo defectuoso.
c) El número esperado de muéstreos antes de hallar un artículo defectuoso.

Solución

a) Si p  es la probabilidad de encontrar un artículo defectuoso, entonces 1 — p es la 
probabilidad de encontrar un artículo en buenas condiciones, y la compañía dice 
que
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\

Algunas calculadoras grafica- 
vg:) doras tienen ya integradas fun

ciones de densidad de proba
bilidad. En los modelos TI-83 y 
TI-84, presione 2nd VARS para 
obtener la pantalla DISTR, que 
contiene una lista de funciones 
de densidad de probabilidades 
continuas y discretas. Encuen
tre las probabilidades en los 
incisos a) y b) del ejemplo 
10.1.8 usando D:geometpdf( y 
E:geometpdf(. ¿Obtiene usted 
los mismos valores que en la 
solución?

de modo que

p =  —  -  0.0099

b) Sea X la variable aleatoria geométrica que cuenta el número de artículos que de
ben ser muestreados antes de hallar uno de ellos defectuoso. La probabilidad de 
que sean necesarios exactamente 100 muestreos antes de hallar un artículo de
fectuoso es

P(X = 100) = (1 -  p)'00~ ' ’ P “  (1 -  0.0099)"(0.0099) «  0.0037

c) Usando la fórmula E(X) =  \/p para el valor esperado de una variable aleatoria 
geométrica de parámetro p, se encuentra que, como p =  1/101, el número de 
muestreos esperado es

E(p) = — —  = 101 
1/101

Esto es, si el muestreo aleatorio se realiza repetidamente, en promedio se espera 
hallar el primer artículo defectuoso en el muestreo 101.___________ _________

EJEMPLO I 10.1.8
Suponga que una moneda legal se lanza al aire repetidamente hasta que aparezca la pri
mera cara. Encuentre cada uno de los siguientes valores:
a) La probabilidad de que sea necesario lanzar la moneda al aire exactamente tres 

veces para que aparezca la primera cara.
b) La probabilidad de que aparezca una cara dentro de los primeros tres tiros de la 

moneda.
c) La probabilidad de que sea necesario lanzar la moneda al aire más de tres veces 

para que aparezca la primera cara.
d) El número esperado de veces que es necesario lanzar la moneda al aire para que 

aparezca la primera cara.

Solución

Sea X  la variable aleatoria que representa el número de veces que hay que lanzar al aire
la moneda para que aparezca la primera cara. Ésta es una variable aleatoria geométrica

con parámetro p = por lo cual

P Q t -  . ) - ( > -  % ) -  g ) '

/ 1 \3 1
a) La probabilidad requerida es P(X = 3) = I— j  = —.

b) En la moneda aparece una cara dentro de los primeros tres tiros si aparece una 
cara en el tiro 1, en el tiro 2 o en el tiro 3. Éste es un evento X  ^  3, y se tiene

P(X <  3) =  P(X = 1) + P(X = 2) +  P(X = 3)

=i +(>)2+(*y=i +i +i
2 \2 / \2 / 2 4 8
7 

”  8

c) El evento X > 3 de que la moneda deba ser lanzada al aire más de tres veces 
para que aparezca la primera cara es el complemento del evento X  ^  3 de que

  www.FreeLibros.com



10-13 i SECCIÓN 10.1 i Variables aleatorias discretas 721

aparezca una caía dentro de los primeros tres tiros, de modo que se tiene
>  3) — l — P(X ^  3). Como en el inciso ¿>), se ha encontrado que 

P(X <  3) =  7/8, se deduce que

P(X > 3) = l -  P(X <  3) =  1 — — = —
8 8

d) Con el uso de la fórmula para el valor esperado de una variable aleatoria geomé

trica con parámetro p =  -  se halla que E{X) = l/p = l/('/2) = 2. En conse

cuencia, si se hace repetidamente este experimento aleatorio, en promedio se debe 
esperar que sea necesario lanzar al aire la moneda sólo dos veces para que apa
rezca la primera cara.

EJEMPLO i 10.1.9
En cierto juego de mesa entre dos personas, que se juega con un dado, cada jugador ne
cesita tirar un seis para empezar a jugar. Usted y su oponente toman tumo para tirar el 
dado. Encuentre la probabilidad de que usted tire primero un seis, si es usted quién co
mienza lanzando el dado.

Solución
En este contexto, el éxito es tirar un seis y el fracaso es tirar cualquiera de los otros cin
co números positivos. En consecuencia, la probabilidad de éxito es p =1/6 y la proba
bilidad de fracaso es 1 — p  =  5/6. Sea X  la variable aleatoria que cuenta el número del 
tiro en el que aparece el primer seis. El primer seis se presentará en uno de los tiros de 
usted, si X  es impar y en uno de los tiros de su oponente si X  es par. Por tanto, la proba
bilidad de que usted tire el primer seis es

P(X&s non) =  P{X = 1) + P(X = 3) + P(X = 5) + • • •

P R OB L E MA S  I 10.1
En cada uno de los problemas del 1 al 10 determine si

1. X  cuenta el número de cruces que aparecen cuando 
una moneda se lanza al aire 10 veces.

2. X mide el tiempo en que una batería de linterna es
cogida al azar funciona bien antes de fallar.

3. X mide el peso de un estudiante de su grupo, selec
cionado al azar.

4. X mide el ingreso en dólares de una persona de su 
comunidad, seleccionada al azar.

5. X mide el área habitable de una casa de su comuni
dad, seleccionada al azar.

la variable aleatoria dada X es discreta o continua.
6. X  mide el tiempo que un viajero seleccionado al 

azar tiene que esperar hasta que llegue el siguiente 
trasbordo en el aeropuerto.

7. X  cuenta el número de jugadores de un equipo de 
hockey que sufren lesiones en un juego selecciona
do al azar.

8. X  cuenta el número de aves de una bandada selec
cionada al azar.

9. X  cuenta el número de pasajeros de un avión selec
cionado al azar.
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10. X mide la rapidez de un auto seleccionado al azar 
que pasa por trecho de carretera seleccionado por la 
policía.

En los problemas del 11 al 14 se tira un dado dos ve
ces. En cada caso, describa el espacio maestral para 
el experimento aleatorio indicado.
IX. Observe cuántos 6 se tiran.
12. Observe cuántos 1 y cuántos 4 se tiran.
13. Observe cuántos números pares se tiran.
14. Observe la suma de los números en los dos tiros.
En los problemas 15 al 18 se dan los resultados y asigna
ciones de probabilidad correspondientes para una variable 
aleatoria discreta X. En cada caso, encuentre el valor espe
rado E(X), varianza Var(X) y desviación estándar cr(X).

resultados para X 0 1 2 4
probabilidad 1/8 1/8 1/4 1/2

resultados para X 1 2 3 5
probabilidad 1/4 1/3 1/6 1/4

resultados para X 0 2 4 6
probabilidad 1/7 3/7 2/7 1/7

resultados para X 0 1 2 • • • k .  .  .

probabilidad 1/2 1/4 1/8 l/2*+i

19. Considere el experimento aleatorio de lanzar al aire 
cuatro veces una moneda legal, y denote por X  la 
variable aleatoria que cuenta el número de veces 
que aparecen cruces.
a) Haga una lista de todos los posibles resultados 

de este experimento, y del valor que X  asigna a 
cada resultado.

b) Haga una lista de los resultados que forman el 
evento (X = 3).

c) Haga una lista de los resultados que forman el 
evento {X ^  4).

d) Encuentre cada una de estas posibilidades:
P(X = 0), P{X <  3), y P(X > 3).

20. Considere el experimento aleatorio de tirar tres ve
ces un dado legal, y denote porX la variable aleato
ria que cuenta el número de veces que aparece un 6.
a) Haga una lista de todos los posibles resultados 

de este experimento y del valor que X asigna a 
cada resultado.

b) Haga una lista de los resultados que forman el 
evento (X =  2).

c) Haga una lista de los resultados que forman el 
evento {X <  3).

d) Encuentre cada una de estas posibilidades:
P{X = 0), P(X <  2), - h  P{X >  2).

21. Dibuje el histograma de potabilidad para la varia
ble aleatoria X  del problema 19. A continuación en

cuentre el valor esperado, varianza y desviación es
tándar para X.

22. Dibuje el histograma de probabilidad para la varia
ble aleatoria X  del problema 20. A continuación en
cuentre el valor esperado, varianza y desviación 
estándar de X.

23. LOTERÍA Suponga que el premio mayor en una 
lotería es de $1 000000. También hay cinco segun
dos premios de $100 000, y cincuenta terceros premios 
de $10 000. Si se venden 100 000 billetes, ¿cuál es el 
precio justo a pagar por un billete para esta lotería?

24. JUEGOS DE CASINO Una rueda de ruleta tiene 
18 números rojos, 18 negros y 2 números verdes. 
Cada vez que se hace girar la rueda, George apuesta 
a que la bola caerá en un número rojo. Cuando la 
bola cae en rojo, él gana $1 al casino por cada $1 
que apueste. Cuando la bola cae en un número ne
gro o verde, él pierde su apuesta. Encuentre sus ga
nancias esperadas por una apuesta de $1 al rojo.

25. ¡UEGOS DE CASINO George, el jugador de ru
leta del problema 24, encuentra otra rueda con el 
mismo número de números rojos y negros pero con 
sólo 1 número verde. Ahora, ¿cuáles son sus ganan
cias esperadas por una apuesta de $1 al rojo?

26. NEGOCIO DE RESTAURANTE La variable 
aleatoria X, que representa el número de pedidos 
diarios de langosta en un restaurante particular, tie
ne estas asignaciones de probabilidad:

P(X = 0) = 0.05, P{X = 1) = 0.15,
P(X = 2) = 0.20, P(X = 3) = 0.25,
P(X = 4) = 0.12, P(X = 5) = 0.13,
P(X = 6) = 0.05, P(X = 1) = 0.02,
P{X = 8) = 0.03

a) Describa el evento (X = a).
b) Dibuje el histograma de esta variable aleatoria.
c) Encuentre E(X), el número esperado de pedidos 

diarios de langosta en este restaurante.
d) Encuentre la varianza y la desviación estándar 

del número de pedidos diarios de langosta en el 
restaurante.

27. SEGURIDAD EN CARRETERAS El departa
mento de carreteras dio seguimiento al número de 
accidentes ocurridos en un tramo de diez millas de 
una carretera principal, todos los días durante el 
mes de septiembre. Encontraron que hubo:

6 días sin accidentes
8 días con un accidente
7 días con dos accidentes
2 días con tres accidentes
3 días con cuatro accidentes
0 días con cinco accidentes
2 días con seis accidentes
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28.

29.

0 días con siete accidentes
1 día con ocho accidentes
1 día con nueve accidentes

Sea X la variable aleatoria que representa el núme
ro de accidentes en un día escogido al azar en sep
tiembre.
a) Construya un histograma para X.
b) Encuentre el valor esperado E{X) y dé una inter

pretación a este número.
c) Encuentre la varianza y desviación estándar de X. 
Encuentre la varianza y desviación estándar de la 
variable aleatoria X del ejemplo 10.1.3 que repre
senta el número de estudiantes, en un dormitorio es
pecífico, enfermos de gripe en abril.
VIAJE EN AVIÓN Sea X  el número de pasajeros 
privados de su asiento en un vuelo escogido al azar 
en una línea aérea comercial particular. Suponga 
que la probabilidad P(X = N) de que N personas 
(para N = 0 a 6) pierdan su asiento está dada en la 
siguiente tabla.

N 0 1 2 3

IIa. 0.961 0.015 0.009 0.005

N 4 5 6

"tj >< II 3 0.004 0.004 0.002

30.

Con base en esta información ¿cuántas personas en 
promedio espera usted que pierdan su asiento en un 
vuelo escogido al azar?
JUEGOS DE MESA Hay 100 fichas en un juego 
llamado Scrabble; 98 de estas fichas tienen impresas 
letras del alfabeto inglés y dos de ellas están en 
blanco. Cada ficha también tiene un valor, que de
pende de la letra impresa en ella. Las fichas en blan
co no tienen valor. La tabla siguiente muestra el 
número de fichas que tienen el valor indicado.

Valor Número de fichas

0 2

1 68

2 7

3 8

4 10

5 1

6 0

7 0

8 2

9 0

10 2

a) Sea X la variable aleatoria que representa el va
lor de una ficha de Scrabble seleccionada al azar 
de las 100 fichas. Dibuje el histograma átX .

b) Encuentre E(X), el valor esperado de una ficha 
de Scrabble seleccionada al azar.

31. fUEGOS JUSTOS Un juego es justo si, en pro
medio, las ganancias de un jugador son iguales a sus 
pérdidas. El premio por ganar apuestas puede ser 
expresado en términos de las apuestas para el jue
go. Las apuestas de un juego se expresan como vv a
1, que significa que por cada $1 apostado , el juga
dor ganador ganará w dólares (además del $1 apos
tado). Las apuestas de la forma m a n representan lo 
mismo que las apuestas mln a 1; por ejemplo, una 
apuesta 3 a 2 es lo mismo que una apuesta 3/2 a 1. 
Las apuestas justas son aquellas que hacen que una 
apuesta sea un juego justo.

Para cierto juego, las apuestas son w a 1, y la 
probabilidad de ganar una apuesta particular es p.
a) Sea X la variable aleatoria que representa la ga

nancia de un jugador cuando apuesta $1. Expre
se el valor esperado E{X) en términos de w.

b) Demuestre que las apuestas justa para este juego 
son (1 — p)/p a 1.

32. Use la fórmula encontrada en el ejercicio 31 para ha
llar las apuestas justas para el juego de ruleta con dos 
números verdes, que se describe en el ejercicio 24.

33. Use la fórmula encontrada en el ejercicio 3 1 para 
hallar apuestas justas para el juego de ruleta con un 
número verde, que se describe en el ejercicio 25.

34. Sea X  una variable aleatoria geométrica con pará
metro p = 0.4. Calcule P(X = n) para n = 1 a 5 y 
luego dibuje el histograma para los primeros cinco 
valores de X.

35. Sea X  una variable aleatoria geométrica con pará
metro p -  0.8. Calcule P{X = n) para n = l a 8 y 
luego dibuje el histograma para los primeros ocho 
valores de X.

36. MONEDAS "CARGADAS" Una moneda “car
gada” (no legal), donde hay probabilidad 0.55 de que 
salga cara, es lanzada al aire repetidas veces hasta 
que aparece una cara. Sea X la variable aleatoria que 
mide el número de veces que hemos lanzado al aire 
la moneda hasta que sale la primera cara. Encuentre:
a) La probabilidad de que sea necesario lanzar al 

aire la moneda exactamente tres veces para que 
aparece una cara.

b) La probabilidad de que en la moneda aparezca 
una cara dentro de los primeros tres tiros.

c) La probabilidad de que la moneda deba ser lan
zada al aire más de tres veces para que aparezca 
la primera cara.

d) El número esperado de veces que es necesario 
lanzar al aire la moneda hasta que aparezca la 
primera cara.

SECCIÓN 10.1 I Variables aleatorias discretas I 723
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e) La varianza del número de veces que es necesa
rio lanzar al aire la moneda hasta que aparezca 
la primera cara.

37. CONFÍABILIDAD Suponga que 7% de los 
chips de computadora fabricados por cierta compa
ñía están defectuosos. Un inspector de control de 
calidad prueba cada chip antes que éste salga de la 
fábrica. Usando un equipo de prueba, este inspector 
siempre puede detectar un chip defectuoso.
a) Encuentre la probabilidad de que un inspector 

pase exactamente cuatro chips como buenos an
tes de detectar un chip defectuoso.

b) Encuentre la probabilidad de que el inspector 
pase a lo sumo cuatro chips como buenos antes 
de detectar un chip defectuoso.

c) Encuentre la probabilidad de que el inspector 
pase al menos cuatro chips como buenos antes 
de detectar un chip defectuoso.

d) Encuentre el número esperado de chips que el 
inspector examina antes de detectar un chip de
fectuoso.

38. Demuestre que para una variable aleatoria geométrica 
X, el número más probable de intentos es uno. Es de
cir, P(X =  n) toma su valor máximo cuando n =  1, 
para n que toma todos los valores enteros positivos.

39. C O N F I A B I L I D A D  Suponga que una impresora 
particular en su escuela tiene 99.95% de probabili
dad de imprimir satisfactoriamente una página se
leccionada al azar de un documento, y un 0.05% de 
probabilidad de quedar atascada.
á) Encuentre la probabilidad de que la impresora 

se atascará en la décima página de un documen
to de diez páginas, después de imprimir las pri
meras nueve páginas sin atascarse.

b) ¿En qué página espera usted que la impresora se 
atasque cuando se imprime un documento grande?

c) Determine la probabilidad de que la impresora 
complete un documento de 25 páginas sin atas
carse.

40. SELECCIÓN DE JURADO Los posibles miem
bros de un gran jurado son examinados uno por uno 
por la defensa y por el ministerio público acusador. 
Suponga que una persona seleccionada al azar del 
grupo del jurado tiene una probabilidad p  = 0.25 de 
ser descalificada.
á) Encuentre la probabilidad de que el tercer posi

ble miembro examinado sea el primero en ser 
descalificado.

b) Encuentre la probabilidad de que al menos uno 
de los tres primeros miembros sea descalificado.

c) Encuentre la probabilidad de que un jurado de 
12 personas sea aprobado sin que ningún posi
ble miembro sea descalificado.

41. ESTUDIOS DE POBLACION Suponga que 
4% de los estudiantes de una gran universidad son 
pelirrojos. Usted entrevista a varios estudiantes, 
uno por uno.
a) Encuentre la probabilidad de que el quinto estu

diante entrevistado sea el primero en ser pelirrojo.
b) Encuentre la probabilidad de que al menos un 

estudiante pelirrojo esté entre los primeros cinco 
estudiantes entrevistados.

c) Encuentre la probabilidad de que no haya estu
diantes pelirrojos entre los primeros 12 entrevis
tados.

d) En promedio, ¿cuántos estudiantes espera usted 
entrevistar antes de hallar uno pelirrojo?

42. JUEGOS DE OPORTUNIDADES Usted y un 
amigo toman tumo para lanzar un dado hasta que 
uno de ustedes gana al tirar un tres o un cuatro. Si 
su amigo tira primero, encuentre la probabilidad de 
que sea usted el que gane.

43. NUMISMATICA En 1959, el diseño del reverso 
de las monedas de un centavo de Estados Unidos 
fue cambiado de uno que describía un par de tallos 
de trigo a uno con el monumento a Lincoln. En la 
actualidad, muy pocas de las monedas anteriores de 
a centavo están en circulación. Si sólo 0.02 de las 
monedas que ahora están en circulación se acuñaron 
antes de 1959, encuentre la probabilidad de que us
ted tendrá que examinar al menos 100 monedas de a 
centavo para hallar una con el diseño anterior. (A 
propósito, hay una forma fácil de abordar este pro
blema sin usar series infinitas. Como práctica, hága
lo usted de las dos formas.)

44. CONTROL DE CALIDAD Tres inspectores to
man tumo para verificar componentes electrónicos a 
medida que éstos salen de la línea de producción. Si 
10% de todos los componentes producidos en la lí
nea son defectuosos, encuentre la probabilidad de 
que el inspector que prueba el primer componente 
(y el cuarto, séptimo y así sucesivamente) es el que 
encuentra el primer componente defectuoso.

45. En la sección 9.3, se demostró que

1 +  2v +  3,y2 +
1

— para — 1 <  x  <  1
(i - xy

Use este dato para demostrar que una variable alea
toria geométrica X  con parámetro p tiene valor espe
rado E(X) = \/p.

46. Sea X una variable aleatoria con valores a*i, .v2, . . . , 
xm y denote con |ji = E{X) el valor esperado de X. 
Demuestre que

(*i -  M-) + (*2 “  p.) + • * ■ +  (a n ~ p) = 0
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Una variable aleatoria X sigue una distribución 
zeta si hay enteros positivos a y b, con b >  1, 
tales que el evento (X = n) tiene probabilidad

P(X = n) =
n

para todos los enteros positivos n. Por ejemplo, 
la frecuencia de aparición de palabras en inglés 
clasificadas según su uso sigue aproximadamente 
una distribución zeta. Esta definición se usa en 
los problemas 47 y 48.

47. Sea X una variable aleatoria con una distribución 
zeta. Use el requisito de que

oo

2  P(X =  n) =  1
n= 1

para demostrar que a = l/£(fr), donde
oo .

«« = 2 zs
n=  1 n

48. INTERNET Se dice que un sitio web en Internet 
tiene clasificación n si es el /2-ésimo sitio más popu
lar. Considere el experimento aleatorio en el que al

guien que navega en la Web seleccione un sitio 
web, y sea X la variable aleatoria que mide la clasi
ficación del sitio web seleccionado. Estudios recien
tes sugieren que X  sigue una distribución zeta con 
parámetro b = 2.
a )  Se puede demostrar que

1 rrr2

«2>“  2 ^  = ^,1=1/2 6
Use este dato y el resultado del problema 47 para 
hallar una fórmula para la probabilidad P(X = n) de 
que una visita escogida al azar en Internet sea al 
/?-ésimo sitio más popular.
b) Encuentre la probabilidad de que una visita al azar 

a un sitio web sea al quinto sitio más popular.
c) Encuentre la probabilidad de que una visita al 

azar a un sitio web sea a uno de los tres sitios 
más populares.

d) Encuentre la probabilidad de que una visita al 
azar a un sitio web sea a un sitio no clasificado 
entre los cuatro más populares.

e) ¿Qué expresión representa el valor esperado de 
X? Use su calculadora para estimar E(X) e inter-

j prete su resultado.

SECCIÓN 1 0 .2 | VariaM es a lea to rias  con tinuas______________
En la sección 10.1 se estudiaron las variables aleatorias discretas y, en esta sección, se 
centrará la atención en las variables aleatorias continuas. Así como las sumas desempe
ñaron un importante papel para calcular probabilidad discreta, se verá que las integrales 
son usadas ampliamente para calcular probabilidad continua.

Por ejemplo, suponga que se determina que una bombilla eléctrica seleccionada 
al azar del almacén de un fabricante tiene una vida útil entre 20 y 35 horas. Si X  es 
la variable aleatoria continua que mide la vida útil de una bombilla seleccionada al 
azar, entonces este evento puede ser descrito por la desigualdad 20 ^  X  ^  35 y su 
probabilidad por P(20 <  X  <  35). Del mismo modo, la probabilidad de que una bom
billa eléctrica seleccionada al azar funcione durante al menos 50 horas es denotada 
por P(X >  50) o por P(50 <  X <  +<»).

Una función de densidad de probabilidad para una variable aleatoria continua 
X es una función f  con la propiedad de que / ( x) ^  0 para toda x  real, y que el área 
bajo la gráfica de f  de jc =  a a x  =  b da la probabilidad P{a <  X ^  ¿>). La gráfica de 
una posible función de densidad de probabilidad para la vida útil de una bombilla 
eléctrica aparece en la figura 10.4. Su forma refleja el hecho de que casi todas las 
bombillas se queman con relativa rapidez. Por ejemplo, la probabilidad de que una 
bombilla falle dentro de las primeras 40 horas está representada por el área (sombrea
da) bajo la curva entre jc =  0 y x  =  40. Esto es mucho mayor que el área bajo la 
curva entre jc = 80 y jc = 120, que representa la probabilidad de que la bombilla fa
llará entre sus 80 y 120 horas de uso.
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FIGURA 10.4 Posible función de densidad de probabilidad para la vida útil de una 
bombilla eléctrica.

La propiedad básica de las funciones de densidad de probabilidad se puede ex
presar también en términos de las integrales que se usarían para calcular las áreas 
apropiadas.

Fundón de densidad de probabilidad continua a Una función de 
densidad de probabilidad para la variable aleatoria continua X  es una función/que 
satisface las siguientes tres condiciones:

1. f(x) ^  0 para toda x
r + oo

2. I f(x) dx =  1

3. La probabilidad de que X  se encuentre en el intervalo a < X ^ b  está dada 
por la integral

P{a <  X  ^  tí) = f  f(x) dx

Los valores de a y b de esta fórmula no tienen que ser finitos, y si uno de los 
dos es infinito, la correspondiente probabilidad está dada por una integral impropia. 
Por ejemplo, la probabilidad de que X  ^  a es

r+oo
P(X >  a) = P{a <  X <  +oo) = I f(x) dx

La segunda condición de la definición de una función de densidad de probabilidad 
expresa el hecho de que como X  debe tener algún valor, el evento — oo <  X < + o ° e s  
seguro que ocurrirá. Por tanto, se tiene P(—^ < X  < +°°) = 1, lo cual significa que

r + oo
m  dx = i

J  -oo

donde la integral impropia de la izquierda se define como

r+oo  r  o rN

f(x) dx = lim f(x )  dx + lim f{x) dx 
"lím ” - '- "

y converge si y sólo si existen ambos límites.
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Funciones de 
d e n s id a d  de

b

FIGURA 10.5 Función de 
densidad uniforme.

Las funciones de densidad de 
probabilidad definidas sobre 
intervalos finitos son represen
tadas fácilmente por calcula
doras graficadoras con el uso 
de funciones indicadoras. Si
guiendo el ejemplo 10.2.1 re
presente f(x) en Y1 y calcule en 
la pantalla la probabilidad de 
esperar al menos 15 segundos 
para que la luz cambie a verde.

Cómo determinar la función de densidad de probabilidad apropiada, para una variable 
aleatoria, es un problema esencial en la teoría de probabilidades que está fuera del al
cance de este libro. El siguiente objetivo es introducir varios tipos importantes de fun
ciones de densidad de probabilidad que son útiles en varias aplicaciones.

Una función de densidad de probabilidad uniforme (figura 10.5) es constante en un 
intervalo acotado a ^  x  ^  b y cero fuera de ese intervalo Si una variable aleatoria tiene 
función de densidad uniforme se dice que está uniformemente distribuida. En térmi
nos generales, para una variable aleatoria uniformemente distribuida, todos los valores 
en algún intervalo acotado son “igualmente probables.” En forma más precisa, una va
riable aleatoria continua está uniformemente distribuida si la probabilidad de que su va
lor esté en un subintervalo particular del intervalo acotado, es igual a la probabilidad de 
que esté en cualquier otro subintervalo que tenga la misma longitud. Un ejemplo de una 
variable aleatoria uniformemente distribuida es el tiempo de espera de un automovilis
ta frente a un semáforo que permanece rojo, por ejemplo, 40 segundos cada vez. Esta 
variable aleatoria tiene una distribución uniforme porque todos los tiempos de espera 
entre 0 y 40 son igualmente probables.

Si k es el valor constante de una función de densidad uniforme/(a), en el inter
valo a <  x  ^  b, el valor de k está determinado por el requisito de que el área total 
bajo la gráfica d e /e s  igual a 1. En particular,

r +«> rb
1 =  f(x) dx = f(x) dx porque f(x) = 0 fuera del

intérnalo o < .v ^  b
Cb

k dx = kx
b

= k(b -  a)

y por tanto
k =

b — a
Esta observación lleva a la siguiente fórmula para una función de densidad uniforme.

Fundón de densidad uniforme

m  = <
' i 
b — a

si a <  a* <  b

0 para cualquier otro valor

A continuación se muestra una aplicación típica que comprende una función de densi
dad uniforme.

EJEMPLO I 10.2.1
Cierto semáforo permanece en rojo durante 40 segundos. Una persona llega (al azar) al 
semáforo y lo encuentra en rojo. Use una función de densidad uniforme apropiada para 
hallar la probabilidad de que tendrá que esperar al menos 15 segundos para que la luz 
cambie a verde.

Solución

Denote por X  la variable aleatoria que mide el tiempo (en segundos) que debe esperar 
esa persona. Como todos los tiempos de espera entre 0 y 40 son igualmente probables, 
X está uniformemente distribuida en el intervalo 0 ^  x — 40. La correspondiente fun
ción de densidad uniforme es

m  =

i
— si 0 <  x ^  40 
40
0 para cualquier otro valor
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y la probabilidad deseada es

401 X 40 40 -  15 5
P(15 S X S  40) = — dx = —

J 15 40 40
| OO

IIoII

Funciones de Una función de densidad de probabilidad exponencial es una función / ( a )  que es ce-
d en s id ad  ro para x  < 0 y decrece exponencialmente para a  ^  0. Es decir,

ex p o n en c ia le s
m  =

0 para a  <  0

donde A y A son constantes positivas.
El valor de A está determinado por el requisito de que el área total bajo la grá

fica de / e s  igual a 1. Por tanto,

:
■+00

1 = / ( a )  dx = 

A
= lím — —ejV—»+oo\ X.

— A_v

r  + o o  

/
0
N\

N—

=  lím ( -  7 e~‘
N— a.

CN
Ae~-Xxdx

Jo

\ _  Avv + -
Xy' ~  X

FIGURA 10.6 Una función y P ° r tant0^  f . . . .  . .  .
, , ., , . . Este calculo lleva a la siguiente formula general para una función de densidadde densidad exponencial. . , T _  °

exponencial. La grafica correspondiente se muestra en la figura lu.6.

1

Fundón de densidad exponencial

\ e ~ Xx si a  — 0
/(*) = 0 si A <  0

Si una variable aleatoria tiene función de densidad exponencial se dice que está 
exponencialmente distribuida. Como se puede ver de la gráfica de la figura 10.6, es 
mucho más probable que el valor de una variable aleatoria exponencialmente distri
buida sea pequeño y no grande. Estas variables aleatorias incluyen la vida útil de com
ponentes electrónicos, la duración de llamadas telefónicas, así como el intervalo entre 
las llegadas de aviones sucesivos en un aeropuerto. Aquí se muestra un ejemplo.

EJEMPLO i 10.2.2

m

¡EXPLORE!
Vea el ejemplo 10.2.2. Guarde 
la función f(x) en Y1 como 
0.5eA(-0.5X)(X >  0), usando la 
pantalla [ - 2 , 10]1 por 
[-0.1, 0.6]0.1. Confirme numé
ricamente que f(x) es  una fun
ción de densidad de probabili
dad y calcule P(2 s X ^ 3 ) .

Sea X  una variable aleatoria que mide la duración de llamadas telefónicas en cierta ciu
dad y suponga que X  tiene una distribución exponencial con función de densidad

/ «  = 0 si / <  0

donde t denota la duración (en minutos) de una llamada seleccionada al azar.
a) Encuentre la probabilidad de que una llamada seleccionada al azar dure entre 2 

y 3 minutos.
b) Encuentre la probabilidad de que una llamada seleccionada al azar dure al me

nos 2 minutos.
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Solución

a) P(2 <  X <  3) = J 0.5e~05' dt = - e ~ ° - 5t 

= - e ~ 15 + e ~ 1 «  0.1447

b) Hay dos formas de calcular esta probabilidad. El primer método es evaluar una 
integral impropia.

' +00
P(X >  2) = P(2 <  X <  +00) = J 0.5e-0 '5r dt

'N

= lím 0.5e 0 5/ dt -  lím -  e °'5í
/V /— > - f  CO

=  lím (—e~05N + e_1) =

/V—>+<»'

0.3679/V—» + oo
El segundo método es calcular 1 menos la probabilidad de que X  sea menor que 2. 
Esto es,

P(X >  2) = 1 -  P(X < 2)

=  1 -  f  0.5e~°-5'd t  = 1 -  e -0'5'

= 1 -  (—e ~ ‘ +  1) =  e ~ ‘ «  0.3679—

Funciones de- 
d e n s i d a d  d e  

p r o b a b i l i d a d  
c o n ju n ta

que se puede interpretar geométricamente como el área bajo la curva y = / ( x) sobre el 
intervalo ¿z <  x <  ¿> (figura 10.7a).

Como hemos visto, si/(x) es la función densidad de probabilidad para la variable alea
toria continua X, entonces la probabilidad de que X esté entre a y  b está dada por la fór
mula

P ( a < X < b ) =  f  f(x) dx

a) Probabilidad como área b) Probabilidad conjunta como volumen

FBGURA 10.7 Interpretación geométrica de probabilidad.
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REPASO________
Los cálculos y aplicaciones 
donde aparecen integrales do
bles se pueden hallar en la sec
ción 7.6.

En situaciones donde aparecen dos variables aleatorias X  y Y, las probabilidades 
se calculan evaluando integrales dobles de una función de densidad de dos variables. 
En particular, se integra una función densidad de probabilidad conjunta/(a*, y) con es
tas propiedades:

1. / ( a ,} ’) >  0 para todos los puntos (a , y) del plano xy.

3. La probabilidad de que el par ordenado (X, Y) se encuentre en una región R 
está dada por

Note que la propiedad (3), la probabilidad de que X  se encuentre entre a y b, y 
que Y esté entre c y d, está dada por

En términos geométricos, la probabilidad P[(X, y) en R] es el volumen bajo la superfi
cie de densidad de probabilidad z =  / ( a , y) que está sobre la región R (figura 10.7¿>), y 
la condición (2) dice que el volumen total bajo la superficie es 1.

Las técnicas para construir funciones de densidad de probabilidad conjunta a par
tir de datos experimentales se estudian en casi todos los textos de probabilidad y es
tadística. Las funciones de densidad de probabilidad conjunta se usan para estudiar 
confiabilidad de productos, longevidad esperada en la vida de varios factores depen
dientes, y otras aplicaciones. Los ejemplos 10.2.3 y 10.2.4 ilustran la forma en que 
se puede usar integración para calcular probabilidades cuando se conoce la función 
de densidad conjunta.

Los detectores de humo fabricados por cierta compañía contienen dos circuitos indepen
dientes, uno fabricado en una planta en California y el otro en una planta en Ohio . Es
tudios de confiabilidad sugieren que si X  mide la vida útil (en años) de un circuito selec
cionado al azar, proveniente de la planta de California, y Y es la vida útil (en años) de un 
circuito seleccionado al azar de la planta de Ohio, entonces la función de densidad de 
probabilidad conjunta paraX y Y es

Si el detector de humo va a operar mientras cualquiera de sus circuitos esté en opera
ción, encuentre la probabilidad de que un detector de humo seleccionado al azar falle 
antes de 1 año.

/ ( a ,  y) dy dx = 1

R

/ ( a , y) dx dy

EJEMPLO I -10.2.3

si a  ^  0 y y ^  0 
para cualquier otro valor

Solución

Como el detector de humo va a operar mientras cualquiera de sus circuitos esté en ope
ración, fallará antes de 1 año si y sólo si ambos circuitos fallan antes de un año. Por tan
to, se busca la probabilidad de que 0 < X ^ l y 0 < 7 ^ 1 .  Los puntos (a , y), para los
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FIGURA 10.8 Cuadrado 
formado por todos los puntos 
(.x, y) para los que 0 <  x <  1 y 
< )> < 1.

FIGURA. H0.9 Triángulo 
formado por todos los puntos 
(jc, y) para los cuales 
x + y <  20.

cuales estas dos desigualdades se cumplen, están dentro y sobre la frontera del cuadra
do R que se muestra en la figura 10.8. La probabilidad correspondiente es la integral do
ble de la función de densidad /sobre esta región R. Esto es,

‘i r i
P(0 <  X <  1 y 0 <  Y <  1) = I I 0.4e~xe~0Aydxdy

lo Jo
x=  1

x = 0=  l 0Ae' ° Ay[ ~ l *

= 0 .4 (-e ~ ' + 1) I e~0Ay 
Jo

dy

- k  e= 0.4(1 —e ~ l)
-0 .4y'

-0 .4

y=  1 

>=0

= ( l - ^ - 1) ( - e - ° -4 + 1)
«  0.2084

En consecuencia, es aproximadamente 21% probable que un detector de humo seleccio
nado al azar falle antes de 1 año.

EJEMPLO I 10.2^4

Suponga que la variable aleatoria X  denota el tiempo (en minutos) que una persona es
tá sentada en la sala de espera de cierto consultorio dental, y Y es el tiempo (en minu
tos) que una persona está de pie en una fila de espera en cierto banco. Usted tiene una 
cita con el dentista, después de lo cual planea hacer efectivo un cheque en el banco. Si 
f(x, y) es la función conjunta de densidad de probabilidad para X y  7, escriba una inte
gral doble que dé la probabilidad de que su tiempo total de espera sea de no más de 20 
minutos.

Solución

El objetivo es hallar la probabilidad de que X  + Y ^  20. Los puntos (x, y) para los 
cuales x +  y <  20 están sobre o debajo de la recta x  + y = 20. Además, como X  y Y re
presentan cantidades no negativas, sólo estos puntos del primer cuadrante tienen signi
ficado en este contexto particular. El problema, entonces, es hallar la probabilidad de 
que el punto (X, Y) esté en R, donde R es la región del primer cuadrante limitada por la 
recta x + y = 20 y los ejes de coordenadas (figura 10.9). Esta probabilidad está dada 
por la integral doble de la función de densidad/sobre la región R. Es decir,

*20 C 20-x

P[(X,Y)enR] = f(x 9y)dA  = f(x, y) dy dx

P R O B L E MA S
En los problemas del 1 al 6 determine si la función dada es una función de densidad de probabilidad.

1. /M  =
10

"ñ para x  ^  0 
(jc +  10)2 F

0 para x <  0
2. m  =

n  -2r 

2 
0

para x  ^  0 

para x < 0
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3. / ( x) =
xe
0

para x  ^  0 
para x  <  0

f l

4. / «  =
- V a  para 0 ^  x  ^ 9  

0 para cualquier otro valor

5. /(*) =
—x2 + 2x para — 1 <  a  ^  1

6. / ( a)

0 para cualquier otro valor ; para cualquier otro valor

En los problemas 7 al 14 f(x) es una función de densidad de probabilidad para una variable aleatoria particular 
X. Use integración para hallar las probabilidades indicadas.

7. / ( a) =
0 para cualquier otro valor

a) P ( 2 < X < 5 )
b) P{3 < X < 4 )
c) P (X >  4)

n
- ( 4  — a) si 0 — a  — 4

9 . m  = 8
0 para cualquier otro valor

a) P(0 < X < 4 )
b) P(2 < X < 3 )
c) P (X >  1)

3

ii. m  =
—Á si A ^  1
A

0  SÍ A <  1

fl) P(l < X <  +oo)
b) P{ 1 < X < 2 )
c) P(X> 2)

13. / ( A) =
0 si A <  0

fl) P (X > 0 )
6) />(1 < X < 2 )  
c) P (X <  2)

8. / ( a) =
0 para cualquier otro valor

a) />(0 < X < 2 )
¿>) F(1 < X < 2 )
c) P (X <  1)

r 3 o
—  (4a — a )  si 0 ^  a  <  4 
3210. / ( a) =
0 para cualquier otro valor

fl) P ( 0 < X < 4 )
b) P( 1 < X < 2 )
c) P(X <  1)

12. /(A )
 ̂—  e xno si a  >  0  
10
0 si A <  0

fl) P(0 < X <  +00)
6) P (X <  2) 
c) P (X > 5 )

14. /(A) =
-A<? V/2 SÍ A >  0
4
0 si A <  0

fl) P(0 <  X <  +00)
b) P(2 < X < 4 )
c) P{X > 6)

15. V ID A  ÚTIL DE UNA MÁQUINA La vida útil 
X  de una clase particular de máquina es una variable 
aleatoria con función de densidad

/(*) =

f 3 3
—— H— ñ si 3 ^  a ^  7 
28 a2
0 para cualquier otro valor

donde a es el número de años que una máquina se
leccionada al azar permanece en uso. 
fl) Encuentre la probabilidad de que una máquina 

seleccionada al azar sea útil durante más de 4 
años.

b) Encuentre la probabilidad de que una máquina 
seleccionada al azar sea útil durante al menos 5 
años.

c) Encuentre la probabilidad de que una máquina 
seleccionada al azar sea útil entre 4 y 6 años.

16. FLUJO DE TRÁNSITO Cierto semáforo perma
nece en rojo durante 45 segundos. Usted llega (al 
azar) al semáforo y lo encuentra en rojo. Use una 
función de densidad uniforme apropiada para hallar: 
fl) La probabilidad de que el semáforo cambie a 

verde antes de 15 segundos.
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17.

18.

b) La probabilidad de que el semáforo cambie a 
verde entre 5 y 10 segundos después que usted 
llegue.

VIAJE FRECUENTE Durante las horas “pico” 
de la mañana, los trenes suburbanos pasan cada 20 
minutos por la estación cercana a su casa, en el cen
tro de la ciudad. Usted llega (al azar) a la estación y 
no encuentra tren en la plataforma. Suponiendo que 
los trenes están pasando según su itinerario, use una 
función de densidad uniforme apropiada para hallar:
a) La probabilidad de que tendrá que esperar el 

tren al menos 8 minutos.
b) La probabilidad de que tendrá que esperar el 

tren entre 2 y 5 minutos.
PSICOLOGÍ A  EXPERIMENTAL Suponga que 
el tiempo que una rata de laboratorio tarda en reco
rrer cierto laberinto es medido por una variable 
aleatoria X, que está exponencialmente distribuida 
con función de densidad de probabilidad

f W  =

n

o

■ v/3 si jc >  0

donde jc es el número de minutos que una rata selec
cionada al azar tarda en atravesar el laberinto.
a) Encuentre la probabilidad de que una rata selec

cionada al azar tarde más de 3 minutos en atra
vesar el laberinto.

b) Encuentre la probabilidad de que una rata selec
cionada al azar tarde entre 2 y 5 minutos en atra
vesar el laberinto.

19. CONFIABÍLIDAD DE PRODUCTO La vida 
útil de las bombillas eléctricas manufacturadas por 
cierta compañía es medida por una variable aleato
ria X, con función de densidad de probabilidad

fO.Ole-0-01* si JC > o
/ ( * )=  „ • *- n[0 si x <  0

donde x  denota la vida útil (en horas) de una bombi
lla seleccionada al azar.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la vida útil de 

una bombilla seleccionada al azar sea entre 50 y 
60 horas?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la vida útil de 
una bombilla seleccionada al azar no sea mayor 
a 60 horas?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la vida útil de 
una bombilla seleccionada al azar sea mayor a 
60 horas?

20. CONFIABILIDAD DE PRODUCTO La vida 
útil de un tipo particular de impresora es medida por 
una variable aleatoria X  con función de densidad de 
probabilidad

/ «  =
0.02e~OO2x si*  S O
0 si x <  0

donde x denota el número de meses que una impre
sora seleccionada al azar ha estado en uso.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que una impresora 

seleccionada al azar dure entre 10 y 15 meses?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que una impresora 

seleccionada al azar dure menos de 8 meses?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que una impresora 

seleccionada al azar dure más de 1 año?
21. SERVICIO A CLIENTES Suponga que el tiem

po X que un cliente debe pasar en una fila de espera 
en cierto banco es una variable aleatoria que está 
exponencialmente distribuida, con función de densi
dad de probabilidad

m
\

n
4
0 si x <  0

/ «  =

donde x es el número de minutos que un cliente se
leccionado al azar pasa en una fila de espera. 
á) Encuentre la probabilidad de que un cliente ten

ga que estar de pie en la fila al menos 8 minutos.
b) Encuentre la probabilidad de que un cliente ten

ga que estar de pie en la fila entre 1 y 5 minutos.
/

BIOLOGIA Sea X una variable aleatoria que mi
de la edad de una célula seleccionada al azar en una 
población particular. Suponga que X está distribuida 
exponencialmente con una función de densidad de 
probabilidad de la forma

' ke~Lx para x >  0 
0 para cualquier otro valor

donde x es la edad de una célula seleccionada al 
azar (en días) y k es una constante positiva. Experi
mentos indican que es doblemente probable que una 
célula tenga menos de 3 días de edad, a que tenga 
más de 3 días de edad.
a) Use esta información para determinar k.
b) Encuentre la probabilidad de que una célula se

leccionada al azar tenga al menos 5 días de 
edad.

PSICOLOGÍA EXPERIMENTAL Suponga que 
el tiempo que tarda una rata de laboratorio en atra
vesar cierto laberinto es medido por una variable 
aleatoria X, con función de densidad de probabili
dad

J_
16 '

0 si x <  0
m  =

-xe v/4 si x ^  0

donde x es el número de minutos que una rata selec
cionada al azar tarda en atravesar en el laberinto.

  www.FreeLibros.com



734  | CAPÍTULO 10 i Probabilidad y cálculo l 10-26

24.

25.

26 .

a) Encuentre la probabilidad de que una rata selec
cionada al azar tarde no más de 5 minutos en 
atravesar el laberinto.

b) Encuentre la probabilidad de que una rata selec
cionada al azar tarde al menos 10 minutos en 
atravesar el laberinto.

LLEGADAS DE AVIONES El intervalo entre 
llegadas de aviones sucesivos en cierto aeropuerto 
es medido por una variable aleatoria X  con función 
de densidad de probabilidad

/(A') = v 0 para x  <  0
donde x  es el tiempo (en minutos) entre las llegadas 
de un par seleccionado al azar de aviones sucesivos. 
á) ¿Cuál es la probabilidad de que dos aviones su

cesivos seleccionados al azar lleguen antes de 5 
minutos entre sí?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que dos aviones su
cesivos seleccionados al azar lleguen con dife
rencia de no más de 6 minutos entre sí?

RELATO DE ESPÍAS El espía se las arregla pa
ra escapar de la “sala de pláticas” de Scélérat (pro
blema 43, sección 9.1) y regresa sin daño a su 
cuartel general. Recupera su equipo y recibe orden 
de seguir el rastro a Coldfinger. Acercándose al ban
dido, cae en una trampa. Se resiste, pero finalmente 
se le agotan las balas y es forzado a usar su última 
arma, una granada de choque. Al quitarle el seguro 
a la granada, recuerda que hace exactamente un año 
que la recibió de su superior, “N”, junto con unas 
manoplas metálicas, por el día de San Valentín. 
Cuando la granada hacía un arco en el aire hacia el 
enemigo, también recuerda, con menos cariño, que 
esta clase particular de granada tiene una garantía 
de un año y que su vida útil X es una variable alea
toria exponencialmente distribuida con función de 
densidad de probabilidad

0.08e-0 08' para t >  0 
v0 para t < 0

donde t es el número de meses desde que la granada 
salió de la fábrica de municiones. Suponiendo que 
la granada era nueva cuando el espía la recibió y 
que había sido escogida al azar del almacén de la fá
brica, ¿cuál es la probabilidad de que el espía expire 
junto con la garantía?
MEDICINA Sea X  la variable aleatoria que re
presenta el número de años que un paciente con un 
tipo particular de cáncer vive después de recibir te
rapia de radiación. Suponga que X  tiene una distri
bución exponencial con parámetro k. Una 
investigación indica que un paciente con este tipo 
de cáncer tiene un 80% de probabilidad de vivir al

m  =

menos cinco años después de iniciar la terapia de 
radiación.
a )  Use esta información para determinar k.
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente con 

cáncer viva al menos 10 años después de iniciar 
terapia de radiación?

27. TRANSPORTE Suponga que el monorriel del 
aeropuerto Libertad de Newark a la ciudad de Nue
va York sale cada hora. Sea X  la variable aleatoria 
que representa el tiempo que una persona que llega 
al azar a la terminal del monorriel deba esperar has
ta que salga el siguiente tren. Suponga que X  tiene 
una distribución uniforme.
a) Encuentre la función de densidad de probabili

dad para X.
b) Encuentre la probabilidad de que una persona 

tenga que esperar el siguiente tren a Nueva 
York, al menos 45 minutos.

c) Encuentre la probabilidad de que una persona 
tenga que esperar el siguiente tren entre 5 y 15 
minutos.

28. ENTRETENIMIENTO Una película de 2 horas 
se exhibe continuamente en un teatro local. Usted 
sale al teatro sin ver primero las horas de exhibi
ción. Use una función de densidad uniforme apro
piada para hallar la probabilidad de que usted 
llegará al teatro dentro de un intervalo de no más de 
10 minutos de diferencia con el comienzo de la pelí
cula (antes o después).

29. ECOLOGÍA TROPICAL Sea X  la variable alea
toria que representa el tiempo (en horas) entre visitas 
sucesivas de colibríes para alimentarse en las flores de 
una planta tropical particular. Suponga que X  está dis
tribuida exponencialmente con parámetro k = 0.5. 
Encuentre la probabilidad de que el tiempo entre la 
llegada de colibríes sucesivos sea mayor a dos horas.

30. Suponga que la función conjunta de densidad de 
probabilidad para las variables aleatorias no negati
vas X y Y es

2e~lxe~y si jc >  0 y y ^  0 
0 para cualquier otro valor

a) Encuentre la probabilidad que 0 ^  X ^  1 y
1 <  Y <  2.

b) Encuentre la probabilidad de que 2X + Y ^  1. 
Suponga que la función de densidad de probabilidad 
conjunta para las variables aleatorias no negativas X 
y yes

/ ( A',y) =

/ ( a\  y) =
- y !3

6
0 para cualquier otro valor

a) Encuentre la probabilidad de que l <  X  ^  2 
y o <  Y <  2.

b) Encuentre la probabilidad de que X  4- Y <  1.
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32.

33.

34.

Suponga que la función de densidad de probabilidad 
conjunta para las variables aleatorias X y Y es

O y ) > 0
f tx ,  y) =

xe
O

—x —V SI X

para cualquier otro valor

Encuentre la probabilidad de que (X, Y) esté en la 
región rectangular/? con vértices (0, 0), (1, 0), (O, 2) 
y (1,2).

ATENCIÓN MÉDICA Suponga que las varia
bles aleatorias X y  Y miden el tiempo (en días) que 
un paciente permanece en un hospital después de 
una cirugía de abdomen y ortopédica, respectiva
mente. El lunes, la paciente de la cama 107A es so
metido a apendectomía de emergencia mientras que 
a su compañero de cuarto, cama 107B, le hacen una 
operación ortopédica para la reparación de un cartí
lago roto en una rodilla. Suponga que la función de 
densidad de probabilidad conjunta para X y Y es

1 ......................y j > 0
ftx, y) = ■12

0

e -.v/4e-v/3 SI X 0

para cualquier otro valor

a) ¿Cuál es la probabilidad de que ambos pacientes 
salgan del hospital antes de tres días?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos uno de 
los pacientes esté todavía en el hospital después 
de 3 días?

PROTECCIÓN DE GARANTÍA Cierto apara
to electrodoméstico formado por dos componentes 
electrónicos independientes estará en servicio mien
tras al menos uno de sus componentes funcione. El 
aparato lleva una garantía del fabricante que asegu
ra cambiarlo si el aparato falla antes de 1 año, a par
tir de la fecha de compra. Sea la variable aleatoria X  
la medida de la vida útil (en años) del primer com
ponente, y Y mide la vida útil (también en años) del 
segundo componente; suponga que la función con
junta de densidad de probabilidad para X y Y es

1 —  - - y y >  0
ftx , y)

e -*ne -yn

para cualquier otro valor

35.

Usted compra uno de estos aparatos, seleccionado al 
azar del almacén del fabricante. Encuentre la proba
bilidad de que la garantía expire antes que su apara
to falle. [Sugerencia: Usted busca la probabilidad 
de que el aparato no falle durante el primer año. 
¿Cómo está esto relacionado con la probabilidad de 
que el aparato falle durante este periodo?
ADMINISTRACIÓN DE TIEM PO Suponga 
que la variable aleatoria X  mide el tiempo (en minu
tos) que una persona pasa en la sala de espera del

SECCIÓN 10.2 i Variables aleatorias continuas l 735

consultorio de un médico, y que Y mide el tiempo 
necesario para un examen médico completo (tam
bién en minutos). Usted llega al consultorio para el 
examen médico 50 minutos antes de su cita. Si la 
distribución de probabilidad conjunta para X y Y es

—  J C /  I  l  J  — V / ' I I I  • -  ~ y yftx , y) = 500
0

e - x / W e - y /5 0 0

para cualquier otro valor

36.

encuentre la probabilidad de que saldrá del examen 
tarde para su cita. [Sugerencia: La probabilidad que 
usted busca es 1 - probabilidad de estar a tiempo.]

POBLACIONES DE INSECTOS Los entomó
logos están estudiando dos especies de insectos que 
interactúan dentro del mismo ecosistema. Sea X  la 
variable aleatoria que mide la población de la espe
cia A y Y mide la población de la especie B. Una in
vestigación indica que la función conjunta de 
densidad de probabilidad para X y Y es

rxe~x~y si x >  0 y jy >  0 
0 para cualquier otro valorf t x , y) =

¿Cuál es la probabilidad de que el tamaño de la po
blación de la especie A sea mayor al de la especie B?

La mediana de una variable aleatoria X  es el núme
ro real m tal que P(X < m) = 1/2. Esta definición se 
usa en los problemas 37 al 40.

37. Encuentre la mediana del tiempo de que debe espe
rar que el semáforo cambie a verde en el ejemplo 
10.2.1.

38. Encuentre la mediana de la duración de la llamada 
telefónica del ejemplo 10.2.2.

39. Encuentre la mediana de una variable aleatoria unifor
memente distribuida sobre el intervalo A <  x ^  B.

40. Encuentre la mediana de una variable aleatoria que 
tiene una distribución exponencial con parámetro A.

41. La función de contabilidad r(x) de un componente 
electrónico es la probabilidad de que el componente 
continúe funcionando más de x días. Suponga que la 
vida útil de un componente es medido por una va
riable aleatoria X  con una función de densidad de 
probabilidad ftx).
a) Encuentre una fórmula para r(x) en términos de

ftx\
b) Suponga que la vida útil (días) de un chip de 

memoria tiene una distribución exponencial con 
un parámetro A = 20. Encuentre r(10), la pro
babilidad de que el chip de memoria continúe en 
operación durante más de 10 días.
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Una variable aleatoria continua X tiene una distri
bución de Pareto si su función de densidad de pro
babilidad tiene la forma

/ «  =

a \ a
.CÍ+ 1

I para cualquier otro valor

donde a y A son parámetros (números reales positi
vos). La distribución de Pareto se usa a veces para 
modelar la distribución de ingresos en una sociedad. 
En los problemas 42 y 43 aparece la distribución de 
Pareto.

42. Verifique que para todos los números positivos a y 
A, la región bajo la gráfica de la función de densidad 
de probabilidad de Pareto/ ( a )  tiene área 1, como se 
requiere en todas las funciones de densidad de pro
babilidad.

43. Suponga que X  es una variable aleatoria que tiene 
una distribución de Pareto con parámetro a = 1 y 
A =  1.2.
a) Dibuje la gráfica de la función/ ( a )  de densidad 

de probabilidad para X.
b) Encuentre la probabilidad P(10 ^  X  <  20).
c) Lea un artículo sobre la distribución de Pareto y 

escriba un párrafo sobre la forma en que se pue- 
de utilizar.

SECCIÓN 10.3 Valor esperado y varianza de variables 
aleatorias continuas
Suponga que los investigadores médicos han determinado que cuando se usa un nuevo 
medicamento con pacientes que sufren de cierta clase de cáncer, el número de años X  
que un paciente vive después de recibir el medicamento es una variable aleatoria conti
nua, con una función j ( a )  de densidad de probabilidad particular. En promedio, ¿cuánto 
puede esperar vivir un paciente después de recibir el medicamento? Estudios de confia- 
bilidad de cierto producto indican que la vida útil X  del producto es una variable aleato
ria continua con función de densidad de probabilidad L(a). ¿Cuál es la vida útil prome
dio de una unidad seleccionada al azar? ¿Hasta qué punto se extienden los resultados ex
perimentales de la prueba de confiabilidad, en relación con el promedio de vida útil? En 
la sección 10.1 se responden preguntas de esta naturaleza para variables aleatorias dis
cretas, al introducir los conceptos de valor esperado y varianza para tales variables. En 
esta sección, se usará la integración para ampliar estos conceptos a las variables aleato
rias continuas.

Valor esperado  Una característica importante de una variable aleatoria es su valor “promedio”. Los pro
de u n o  v a r ia b le  medios conocidos de variables aleatorias incluyen el promedio de velocidad en carrete-

a le a to r ia  c o n t in u a  ra Para un m°delo de auto en particular, el promedio de tiempo de espera en el mostra
dor de cierta línea aérea, y el promedio de vida útil de trabajadores en una profesión de 
riesgo. El valor promedio de una variable aleatoria X  se llama su valor esperado o me
dia y se denota por el símbolo E(X). Para variables aleatorias continuas, usted puede 
calcular el valor esperado a partir de la función de densidad de probabilidad usando la 
siguiente fórmula.

Valor esperado ■ Si X  es una variable aleatoria continua con función de den-
sidad de probabilidad/, el valor esperado (o media) de a  es

E(X) = \ a / ( a )  dx

Para ver por qué esta integral da el valor promedio de una variable aleatoria continua, 
primero considere el caso más sencillo en el que X es una variable aleatoria discreta que 
toma los valores A b  a 2 , . . . ,  xn. Si cada uno de estos valores se presenta con igual fre
cuencia, la probabilidad de cada uno es 1 /n y el valor promedio de X  es
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FIGURA 10.10  El y'-ésimo 
subintervalo con un rectángulo 
de aproximación.

M + X 2 + n +X" - JC‘( 3  + ^ ( ; )  + - - - + ^ )
Más generalmente, si los valores x¡, x2, . . . ,  xn se presentan con probabilidades 
P i> Pii • • • » Pn> respectivamente, el valor promedio de X  es la suma ponderada

n

x iP\ + X2P2 + • ■ • + x np„ = 2  X j P j
j= 1

Ahora considere el caso continuo. Para más sencillez, restrinja su atención a un 
intervalo acotado A ^  x  ^  B. Imagine que este intervalo está dividido en n subinter- 
valos con ancho Aa\ y denote por Xj el inicio del y-ésimo subintervalo. Entonces

probabilidad de que x está _  área bajo la gráfica
en el y'-ésimo subintervalo d e /d e  Xj a xj+ x ^ K xj)

donde f(xj) Ax es el área de un rectángulo aproximante (figura 10.10).
Para aproximar el valor promedio de X  sobre la integral A <  jc <  5, trate X  co

mo si fuera una variable aleatoria discreta que toma los valores x u x2, . . . ,  xn con 
probabilidades p u p2, . . . ,  pm respectivamente. Entonces

Valor promedio deX r \  v» . .
en ^

El valor promedio real de X  sobre el intervalo A ^  x ^  B es el límite de esta suma apro
ximante cuando n crece sin límite. Es decir,

Valor promedio de X f x .f(x ) A x = í ^ f í x )  dxenisisfi n ™ j é ¡  j J  1 JA 1

Una extensión de este argumento muestra que

Valor promedio de X _  í™ .
e n  - 0 0  <  x  < ° o  m

que es la fórmula para el valor esperado de una variable aleatoria continua.

C álcu lo  del 
v a lo r  e sp erad o

Para obtener una mejor idea del valor esperado de una variable aleatoria continua X, 
considere la función densidad de probabilidad para X  como que describe la distribución 
de masa en una viga apoyada sobre el eje x. Entonces el valor esperado de X  es el pun
to en el que la viga está en equilibrio. Si la gráfica de la función densidad es simétrica, 
el valor esperado es el punto de simetría, como se ilustra en la figura 10,11.

El uso de la fórmula integral para calcular el valor esperado de una variable aleatoria 
continua se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO I 10.3.1

¡

f

>

i

1 w ~1 ►  X
E(X)

FIGURA 10.11 Valor espe
rado de una variable aleatoria 
simétrica.

Continuando con el ejemplo 10.2.1, cierto semáforo permanece en rojo durante 40 se
gundos a la vez. Usted llega (al azar) al semáforo y lo encuentra en rojo. Denote por X  
la variable aleatoria que mide el tiempo (en segundos) que debe esperar para que cam
bie la luz y suponga que X  está distribuida uniformemente con función de densidad de 
probabilidad

/(*)
—  si 0 <  jc <  40 
40
0 para cualquier otro valor 

¿Cuánto debe usted esperar para que el semáforo cambie a verde?
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Solución
El valor esperado de X  es

40 1 600 
80

=  20

Por tanto, el promedio de tiempo de espera en el semáforo en rojo es de 20 segundos, 
conclusión que no debe ser sorpresivo porque la variable aleatoria está uniformemente 
distribuida entre 0 y 40.

EXPLORE!
Vea el ejemplo 10.3.2. Introduz
ca 0.5X * eA(-0.5X)(Xs0) en Y1 
en el editor de ecuaciones de 
su calculadora graficadora, 
usando la pantalla [0, 30]1 por 
[-0.1, 4].1. Aproxime el valor 
de la integral impropia de 
X =  0 a oo, ajustando el límite 
inferior de integración a 0, y el 
límite superior a 10, 20 y 30, 
sucesivamente. ¿A qué valor 
parecen estar aproximándose 
estos resultados? ¿Cuál es la 
importancia de este valor?

EJEMPLO I 10.3.2
Continuando con el ejemplo 10.2.2, sea X  la variable aleatoria que mide la duración de 
llamadas telefónicas en cierta ciudad y suponga que X  está distribuida exponencialmen
te con función de densidad de probabilidad

s/ í 0.5e_o'5t si jc ^  0 
/W  =  j0  si x <  0

¿Cuánto espera usted que dure una llamada telefónica seleccionada al azar?

Solución
El valor esperado de X  es

r e o  r  oo

- ° SxdxE(X) = xf(x) dx = 0.5xe
Jo

rlím 0.5a'<? 
w-*00 Jo

— 0.5x

lím —xe
/ V— \

-0 .5 a- -0 .5 a dx

N

lím —xe~°'5x -  2e~°-5x 
N—>°° V >

lím (- N e ~ 05N -  2e~05N + 2)
N —>oo

2

Por tanto, la duración esperada (promedio) de llamadas telefónicas en la ciudad es 2 mi
nutos.

V a rian za  de 
u n a  v a r ia b le  

a le a to r ia  c o n t in u a

El valor esperado o media de una variable aleatoria la da el centro de su distribución. 
Otro concepto útil para describir la distribución de una variable es la varianza, pues in
dica qué tan dispersa está la distribución. Esto es, la varianza mide la tendencia de los 
valores de una variable aleatoria para agruparse alrededor de su media. A continuación 
se muestra la definición.

Varianza a Si X  es una variable aleatoria continua con función de densidad de 
probabilidad/, la varianza de X  es

Var(AT) =  | [.v -  E { X ) ] % x )  dx
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C álcu lo  de 
la  v a r ia n z a

La definición de la varianza no es tan misteriosa como puede parecer a primera 
vista. Nótese que la fórmula para la varianza es la misma que la de valor esperado, 
excepto que a' ha sido sustituida por la expresión [x — E(X)2), que representa el cua
drado de la desviación de a respecto a la media E{X). La varianza, por tanto, es sim
plemente el valor esperado o promedio del cuadrado de las desviaciones de los valo
res de X respecto a la media. Si los valores de X  tienden a agruparse alrededor de la 
media como en la figura 10.12<z, casi todas las desviaciones respecto a la media serán 
pequeñas y la varianza, que es el promedio de los cuadrados de estas desviaciones, 
también será pequeña. Por otra parte, si los valores de la variable aleatoria están 
ampliamente dispersos como en la figura 10.12¿?, habrá numerosas desviaciones gran
des respecto a la media y la varianza será grande.

H G U R Á  1 0 . 1 ¿  Varianza de una variable aleatoria continua como medida de la disper
sión de una distribución.

Como se acaba de ver, la fórmula

Var(X) = J [ x - E ( X ) ] 2f(x )d x

que define la varianza se interpreta fácilmente como una medida de dispersión de la dis
tribución de X. No obstante, con excepción de las funciones de densidad más sencillas, 
esta fórmula es engorrosa para el cálculo real de la varianza. Esto es porque el término 
x — EiX) debe elevarse al cuadrado y multiplicarse por f(x) antes de hacer la integra
ción. A continuación se muestra una fórmula equivalente para la varianza, que es más 
fácil de usar para fines de cómputo.

Fórmula equivalente para varianza

Var(X) = í  x 2f(x) dx -  [£(X)]:

La deducción de esta fórmula es sencilla. Comprende la expansión del integran
do de la definición de la varianza y el reacomodo de los términos resultantes hasta 
que quede la nueva fórmula. Al leer estos pasos, el estudiante debe recordar que el
valor esperado E(X) es una constante y puede ser sacado de las integrales por la re
gla del factor constante.

Var(X) = J [x -  E(X)]2f(x) dx definición de varianza

= I {x2 -  2xE(X) + [£(X)]2}/(x) dx integrando expandido
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x 2f(x) dx -  2E(X) xf(x) dx + [£(X)]2 f(x) dx
O J — 03  J  —  CO

por la regla de la suma  y la revja de múltiplo constante
O

x 2f(x) dx] -  2E(X) ■ E(X) + [£(X)]2(1)
. . .  . r- Cusando la definición de E[X) y  el hecho de que J{\)  dx  =  l

X%c) dx -  [E(X)]2

Esta fórmula se usa para calcular varianza en los ejemplos 10.3.3 y 10.3.4.

EJEMPLO I 10.3.3

Encuentre la varianza de la variable aleatoria X , uniformemente distribuida del ejemplo 
10.3.1 con función de densidad de probabilidad

m  = si 0 <  x <  4040
0 para cualquier otro valor

Solución

El primer paso es calcular E(X). Esto se hizo en el ejemplo 10.3.1, donde encontramos 
E{X) = 20. Con el uso de este valor en la fórmula de la varianza, obtenemos

Var(X) = | ¿f{x) dx -  [E{X)]2

C40 x2 x3
^— dx — 400 = 

lo 40 120

40

-  400
o

64 000 _  16 000 400
-  400 =

120 120

EJEMPLO I 10.3.4

Encuentre la varianza de la variable aleatoria X, exponencialmente distribuida del ejem
plo 10.3.2 con función de densidad de probabilidad

m  =
0.5e °'5 v si jc ^  0
0 si x < 0

Solución

Usando el valor E(X) = 2 obtenido en el ejemplo 10.3.2, e integrando por partes dos ve
ces, se obtiene

Var(X) = | S f(x )  dx -  [E(X))2
J - c o

= i  0.5x2e~O5jc d x -  4

J ~N
0.5x2e~O 5x dx — 4

o
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lím — x 2e 05x
N —*<x¡ \

+ 2 Í  xe~05xcU\ - 4  
o Jo J

lím
N —>a>

(—x2e~05x -  4xe~0Sx)
N r N

+ 4 ¿T0-5* dx -  4

lím (—x 2 -  4x — 8)e 0,5x /v—»<»

N

-  4

lím Í ( - N 2 - 4 N -  8)e °'5N + 8l — 4
N - > 00 L -i

4

Valor esperado  p a r a  
u n a  d is tr ib u c ió n  
de p ro b a b i l id a d  

c o n ju n ta

Si X y Y son variables aleatorias continuas con función de densidad de probabilidad con
ju n ta /^ , y ) , entonces los valores esperados de X y Y están dados por las integrales

r + 00 r + c o  r+<x> r+ c o

E(X) = xf(x, y) dA y E(Y) = yf(x, y) dA
J  —00 J  — 00 J  —co J  —co

En el ejemplo 10.3.5 se calcula el valor esperado de una de las variables aleatorias del 
ejemplo 10.2.3.

EJEMPLO I 10.3.5

Detectores de humo manufacturados por cierta compañía contienen dos circuitos inde
pendientes, uno fabricado en la planta de California y el otro en la planta de Ohio. Estu
dios de confiabilidad sugieren que si X  mide la vida útil (en años) de un circuito selec
cionado al azar de la planta de California y Y mide la vida útil (en años) de un circuito 
seleccionado al azar de la planta de Ohio, entonces la función conjunta de densidad de 
probabilidad para X y Y es

f(x  vx _  í 0 A e - * e - ° *  s i x s o  y y > 0
[0 para cualquier otro valor

¿Cuánto se espera que dure un circuito seleccionado al azar de la planta de Ohio?

Solución

Se desea calcular el valor esperado de la variable aleatoria Y\ es decir,

E(Y)
Í + c o  r + c o

-CO J  — OO 

/*+00

■+CO * + 00
y(0.4e xe 0Ay)dxdy = OAye °‘4>|  e Xdx\dy

OAye -0.4v
/ —-V \ x  = N -

lím 1
_N—>+00 x  = 0 _

dy

■+00
0.4ye~OAy (1 )dy

nontue lím — ic  A — t,n) =  I
N —> +  O

lím
A'—> +  °°

g—0Ay

— 0.4

y  = N  

y  = 0

integrando por partes:
1, = 0.4v í/i' = í'~" 4v í/v

lím [(—Ne~0AN -  2.5e~0AN) -  (0 -  2.5)]
/V —> + c o

2.5 porque lím ( —/V — 2.5)eN—> + O
— 0.4/V _ 0

Por tanto, se espera que un circuito seleccionado al azar de la planta de Ohio dure apro
ximadamente 2.5 años.
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P R O B L E M A S
En los problemas del 1 al 10 se da la función de densidad de probabilidad para una variable aleatoria continua
X. En cada caso, encuentre el valor esperado E(X) y la varianza Var(X) de X.

1
1. /(*) =

3. /(x) =

5. /(*) =

7. / ( a) =

9. /(*) =

si 2 <  jc ̂  5
2. /(a) =

0 para cualquier otro valor 

^(4 -  x) si 0 <  jc <  4
o
0 para cualquier otro valor

T SÍ 1 <  JC <  OO
X
0 si jc <  1 

Ae ~ 4v si a* — 0

0 para cualquier otro valor

20(a3 — a4) S Í 0 < A ' < 1  
0

0 para cualquier otro valor

para cualquier otro valor

4. /(jc) =  -

8. /(a ) =

10. / ( A) =

— (4a -  A2) si 0 <  A

o para cualquier otro valor

j ^ e  A/I° si a >  0

0 SÍ A <  0 

A SÍ 0 ̂  A <  1

2 — A si 1 <  A <  2
0 para cualquier otro valor

* SÍ A >  0
para cualquier otro valor

xe
0

En los problemas 11 al 14, se da la función de densidad de probabilidad conjunta f(x, y) para dos variables alea
torias continuas X y Y. En cada caso, encuentre los valores esperados E(X) y E(Y).

11. / ( a , y)

13. f (x ,y )=  J*

^ e xne y si x >  0 y y z  0 

0 para cualquier otro valor

'x~y si a  >  0 y ^  0
para cualquier otro valor

12. / ( a , y) =

14. /(a, y) = •

^  e Zxe y/e si a  >  0 y y >  0 

0 para cualquier otro valor

24— a  ( 1 — y) si 0 ^  y ^  a y 0 ^  a ^  1 

0 para cualquier otro valor

15. VIDA UTIL DE UNA MAQUINA La vida útil 
X  de una clase particular de máquina es una variable 
aleatoria con función de densidad

/(*)

'3  3
-----1-------9
28 x2

si 3 <  a  <  7

16.

17.

0 para cualquier otro valor
donde a  es el número de años que una máquina se
leccionada al azar permanece en uso. ¿Cuál es la vi
da útil esperada de la máquina?
FLUJO DE TRÁNSITO Cierto semáforo perma
nece en rojo durante 45 minutos cada vez. Usted lle
ga (al azar) al semáforo y lo encuentre en rojo. Use 
una función de densidad uniforme apropiada para 
hallar el valor esperado del tiempo de espera para 
los autos que llegan al semáforo con luz roja.
VIAJE FRECUENTE Durante las horas “pico” 
de la mañana, los trenes suburbanos que van al cen
tro de la ciudad pasan cada 20 minutos por la esta

ción cercana a su casa. Usted llega (al azar) a la es
tación y no encuentra tren en la plataforma. Suponi
endo que los trenes están pasando a tiempo, use una 
función de densidad uniforme apropiada para hallar 
el valor esperado del tiempo de espera para los pa
sajeros que llegan a la estación cuando no hay un 
tren en la plataforma.

18. LLEGADAS DE AVIONES El intervalo entre 
llegadas de aviones sucesivos en cierto aeropuerto 
es medido por una variable aleatoria X  con función 
de densidad de probabilidad

0.2e~o'lx para a  >  0 
v 0 para a  <  0

donde a  es el tiempo (en minutos) entre las llegadas 
de un par de aviones sucesivos seleccionado al azar. 
Si usted llega al aeropuerto justo a tiempo para ver 
que un avión aterriza, ¿cuánto debe esperar para la 
llegada del siguiente vuelo?

/(*) =
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19.

si 0^

para cuáji»*

tánpasi 
nifonne;-

, estación̂ 1-1

IONES

icesiv0!!li¡!; 
r¡abl£

&

 ̂ M 
’ c

í > ’-

22.

CONFIABILIDAD DE PRODUCTO La vida 
útil de un tipo particular de impresora es medida por 
una variable aleatoria X  con función de densidad de 
probabilidad

í 0.05?-0 '05'1 si . r a o
/(■*) = n • ̂  n[0 si x  <  0

donde x  denota el número de meses que una impreso
ra seleccionada al azar ha estado en uso. ¿Cuál es la 
vida esperada de una impresora seleccionada al azar? 
SERVICIO A CLIENTES Suponga que el tiem
po X que un cliente debe pasar en una fila de espera 
en cierto banco.es una variable aleatoria que está 
exponencialmente distribuida, con función de densi
dad de probabilidad

m  =

m  =

_ v/4 si jc >  0
4
0 si x  <  0

donde x  es el número de minutos que un cliente se
leccionado al azar pasa en una fila de espera. En
cuentre el valor esperado del tiempo de espera para 
los clientes en el banco.
INVESTIGACIÓN MÉDICA Un grupo de pa
cientes con una enfermedad potencialmente mortal 
ha estado siendo tratado con un medicamento expe
rimental. Suponga que el tiempo de supervivencia X 
para un paciente que recibe el medicamento es una 
variable aleatoria exponencialmente distribuida con 
función de densidad de probabilidad

si x  ^  0
0 si x  <  0 

donde x  es el número de años que un paciente vive 
después de recibir el medicamento.
a )  Una investigación indica que el tiempo esperado 

de supervivencia para un paciente que recibe el 
medicamento es de 5 años. Con base en esta in
formación, ¿cuál es A?

b) Usando el valor de A determinado en el inciso
a), ¿cuál es la probabilidad de que un paciente 
seleccionado al azar viva por lo menos 2 años?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente se
leccionado al azar viva más de 7 años?

PSICOLOGÍA EXPERIMENTAL Suponga que 
el tiempo que tarda una rata de laboratorio en reco
rrer cierto laberinto es medido por una variable 
aleatoria X  que está distribuida con función de den
sidad de probabilidad de la forma 

 ̂ | axe~bx si x  ^  0
[0 para cualquier otro valor 

donde x  es el número de minutos que una rata selec
cionada al azar tarda en el laberinto y a y  b son núme
ros positivos. Experimentos indican que, en promedio, 
una rata tardará 6 minutos en recorrer el laberinto.

a )  Use la información dada para hallar a y  b. [Su
gerencia: ¿Por qué debe ser cierto que
alb2 = 1 y 2a/b3 = 6?]

b) ¿Es más probable que la rata pase menos de 5 
minutos en el laberinto o más de 7 minutos?

VIROLOGIA Un instituto de investigación para 
la salud pública ha identificado un nuevo virus mor
tal. Para estudiar el virus, investigadores consideran 
un modelo en el que se supone que la esperanza de 
vida de un individuo, escogido de una muestra de 
población del virus, es una variable aleatoria X  dis
tribuida con función de densidad de la forma

m  =
Ae~hx p ara jc> 0  

^0 «para cualquier otro valor
donde x  es el tiempo (en semanas) y A y  b son cons
tantes positivas. Experimentos sugieren que después 
de una semana, 90% de la población aún está viva.
a) Use esta información para hallar A y  b.
b) ¿Qué porcentaje de la población de la muestra 

vive durante 10 semanas?
c) ¿Cuánto tiempo tarda en morir 90% de la pobla

ción de la muestra?
d) ¿Cuál es el tiempo de vida esperada de un virus 

seleccionado al azar de la población?
e) ¿Cuál es la varianza de X? Interprete este resul

tado.
24. APRENDIZAJE Sea X  la variable aleatoria que 

mide el tiempo que un estudiante de cálculo, selec
cionado al azar en mi universidad, pasa estudiando 
el tema a diario. Suponga que X  está distribuida con 
función de densidad de probabilidad

[■—— V a  (9 — a*) para 0 ^  a ^  9 
m  = 3 2 4

[ 0 para cualquier otro valor
donde a es el número de horas que el alumno estu
dia a diario.
a) Dibuje la gráfica de la función de densidad /(a).
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante de 

cálculo, seleccionado al azar, estudie al menos 2 
horas por día?

c) En promedio, ¿cuánto debo esperar que mis 
alumnos estudien cálculo al día?

25. ECOLOGÍA TROPICAL Sea X  la variable alea
toria que representa el tiempo (en horas) entre visi
tas sucesivas de colibríes para alimentarse en las 
flores de una planta tropical particular. Suponga que 
X  está distribuida exponencialmente con parámetro 
A = 0.5. Si un colibrí acaba de dejar una flor que 
usted está observando, ¿cuánto tiempo espera usted 
aguardar para que llegue el siguiente colibrí?

26. ¿Cuál es la varianza de la variable aleatoria X del 
problema 25?
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27. Demuestre que una variable aleatoria X  uniforme
mente distribuida con función de densidad de pro
babilidad

/ «  =

1
b — a
0 para cualquier otro valor 

tiene valor esperado
a + b 

£(*) = —

28. Demuestre que la variable aleatoria uniformemente 
distribuida del problema 27 tiene varianza

{b ~  a)2
Var(X) =

12

29. Demuestre que una variable aleatoria exponencial
mente distribuida X  con función de densidad de pro
babilidad

í \ e -)u: si x  ^  0r/ \ _ I
[ 0 para cualquier otro valor 

tiene valor esperado E(X) = l / \ .
30. Demuestre que la variable aleatoria exponencial

mente distribuida del problema 29 tiene una varian- 
zaVar(X) = l / \ 2.

31. INTERNET Suponga que, durante las horas de la 
tarde, el tiempo entre accesos sucesivos a una popu
lar página Web puede estar representado por una va
riable aleatoria X  exponencialmente distribuida, 
cuyo valor esperado es E(X) = 0.5 segundos.
a) Use el resultado del problema 29 para hallar la 

función de densidad de probabilidad /(x), para X.
b) Encuentre la probabilidad de que el tiempo entre 

accesos sucesivos a la página Web sea más de 
un segundo.

c) Encuentre la probabilidad de que el tiempo entre 
accesos sucesivos a la página Web sea entre

~ de segundo y ^  segundo.

32. TELECOMUNICACIONES Suponga que du
rante las horas hábiles, el tiempo entre llamadas ina
lámbricas sucesivas a una conmutador de red puede 
ser representado por una variable aleatoria X, expo
nencialmente distribuida, con valor esperado
E{X) = 0.01 segundos.
a) Use el resultado del problema 29 para hallar la 

función de densidad de probabilidad para X.
b) Encuentre la probabilidad de que el tiempo entre 

la entrada de llamadas inalámbricas sucesivas al 
conmutador sea más de 0.05 segundos.

33.

c) Encuentre la probabilidad de que el tiempo entre 
la entrada de llamadas inalámbricas sucesivas al 
conmutador sea entre 0.05 segundos y 0.08 se
gundos.

ATENCIÓN MÉDICA Suponga que las varia
bles aleatorias X  y Y miden el tiempo (en días) que 
un paciente está ingresado en el hospital después de 
una cirugía abdominal y una ortopédica, respectiva
mente. El lunes, el paciente de la cama 107A es so
metido a una apendectomía de emergencia mientras 
que su compañero de cuarto, en la cama 107B es 
operado para repararle el cartílago roto de una rodi
lla. Suponga que la función de densidad de probabi
lidad conjunta para X  y Y es

si jc ^  0 y y >  0
/(* , y) =

-x/4e - y / 3

34.

12
^0 para cualquier otro valor

¿Cuánto tiempo espera estar en el hospital cada pa
ciente?
ADM INISTRACIÓN DE TIEM PO Considere 
que la variable aleatoria X  mide el tiempo (en minu
tos) que una persona pasa en la sala de espera del 
consultorio de un médico, y considere que Y mide el 
tiempo necesario para el examen físico completo 
(también en minutos). Suponga que la función de 
densidad de probabilidad conjunta para X y Y es

s i x ^ O  y y ^  0
/(* , y) =

e - x / \ 0 e - y /5 0

35.

/(a-, y) =

a)

500
0 para cualquier otro valor

¿Cuánto tiempo espera usted pasar en la sala de es
pera? ¿Es esto más o menos que el tiempo que usted 
espera pasar en su examen físico?
ANÁLISIS DE COSTOS Un producto está for
mado por dos componentes, A y  B, que se manufac
turan por separado. Para estimar el costo de mano de 
obra para el proceso, el fabricante asigna una variable 
aleatoria X  para medir el número de horas-trabajador 
necesario durante un tumo de 8 horas, para producir 
cada unidad del componente A , así como otra varia
ble aleatoria Y para medir el número de horas-traba- 
jador necesario para producir cada unidad del 
componente B. Un análisis sugiere asignar, a X y Y, la 
función de densidad de probabilidad conjunta

(x2 + xy + 2y2) para 0 ^  x <  8,0 ^  y ^  8
5 120
0 para cualquier otro valor

¿Cuál es la probabilidad de que el número total 
de horas-trabajador necesario para producir am
bos componentes sea menor a 8 horas?

  www.FreeLibros.com



* S £ S
te0' 0 5 > t

ad0e» ¿  
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b) ¿Cuántas horas-trabajador debe esperar el fabri
cante que sean necesarias para producir una uni
dad del componente Al  ¿Una unidad del 
componente B1

c) Suponga que los trabajadores asignados a pro
ducir el componente A reciben $20 por hora. 
¿Cuál es el costo esperado de producir una uni
dad completa (combinada) del producto?

36. Recuerde, de la sección 10.2, que una variable aleato
ria continua X  tiene una distribución de Pareto si su 
función de densidad de probabilidad tiene la forma

a Xa
si x  >  X

fix) = a+ 1

> para cualquier otro valor 
donde a y A son números reales positivos.

a) Encuentre el valor esperado E(X) para a > 1.
b) Encuentre la varianza Var(X) para a > 2.

1 0 .4 íistriDuciones de pr
norm al y ae roisson

Distribuciones
norm ales

En esta sección se introducen dos importantes familias de distribuciones de probabi
lidad, una continua y otra discreta. Se comienza analizando distribuciones normales, 
que son continuas y que son presumiblemente las más conocidas y más ampliamente 
usadas de todas las distribuciones de probabilidad. A continuación se examinan distri
buciones de Poisson, las cuales son discretas y un poco más angostas en alcance que las 
distribuciones normales, pero son sumamente útiles para modelar ciertos fenómenos. Se 
considerarán problemas computacionales y aplicaciones prácticas donde aparecen estos 
dos tipos de distribución.

Una función de densidad normal es de la forma

m  =
i

a V ír r
|JL)2/2cr2

donde /x y cr son números reales, con cr > 0. Una variable aleatoria X  con función de 
densidad de esta forma se llama variable aleatoria normal y se dice que sus valores 
están normalmente distribuidos. La gráfica de una función de densidad normal se 
llama curva normal o, menos formalmente, “curva campana”, por su forma distintiva 
(véase figura 10.13).

Históricamente, la distribución normal fue introducida primero en 1733 por el mate
mático francés Abraham de Moivre, quien la utilizó para estudiar los resultados de cier
tos juegos de azar. Siguieron otras aplicaciones. Por ejemplo, el científico belga Adolf 
Quetelet demostró que la estatura y medidas del pecho, tomadas a soldados franceses y 
escoceses estaban normalmente distribuidas, aproximadamente.
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De hecho, una razón fundamental de la importancia de la distribución normal es 
que muchas variables aleatorias de interés práctico se comportan como si sus distri
buciones fueran normales o esencialmente normales. Ejemplos de magnitudes que 
resultan bien aproximadas por distribuciones normales incluyen al tiempo hasta la pri
mera falla de un producto, la estatura de personas de una edad y género particulares, la 
ingestión de calorías de un oso gris, el número de ataques de tiburones en un perío
do dado, la esperanza de vida de un organismo y la concentración de metales pesa
dos en la sangre. Además, la distribución normal aparece con frecuencia en estudios 
psicológicos y educacionales. Los ejemplos incluyen variables como la clasificación 
de satisfacción en el trabajo de los empleados de una compañía, la capacidad de lec
tura de niños de una edad particular, el número de delitos de cierto tipo cometidos 
anualmente, así como el número de palabras que una persona puede memorizar du
rante un tiempo determinado. Por último, otras distribuciones importantes se pueden 
aproximar en términos de distribuciones normales. En realidad, un resultado clave en 
la teoría de probabilidades, llamado teorema central de límite, indica que la media 
muestral basada en un muestreo aleatorio de un gran número de observaciones inde
pendientes, tomadas de una distribución determinada (por ejemplo exponencial, geo
métrica) está aproximadamente normalmente distribuida.

El siguiente objetivo es examinar algunas de las características y propiedades de 
la función de densidad normal. Primero, recuerde que cualquier función de densidad

r + oo
de probabilidad /(jc) debe satisfacer /(jc) dx = 1. Con el uso de los métodos es

peciales de sustitución estudiados en casi todos los textos de cálculo para ingeniería, 
se puede demostrar que

í  e (-V M-) /2o- _  a V 2^
J -  oo

lo cual significa que
1 ‘ + co

. / 5 -  e - ^ - ^ d x =  1
cr V  2tt J_oo

como se pide. Ya se ha mencionado la forma de campana de la gráfica de la función de 
densidad normal, pero la “campana” puede ser más plana o más picuda, dependiendo 
de los parámetros |x y o\ En la figura 10.14¿z se ilustran tres curvas normales diferentes. La 
gráfica de una función de densidad normal es simétrica alrededor de la recta vertical x = jjl, 

y con el uso de los métodos de derivación del capítulo 3 (véase el problema 60), se puede 
demostrar que la gráfica siempre tiene su punto más alto e n i =  jjl y los puntos de infle
xión en x — fJL +  a  y jc =  p, — o\ La curva de densidad normal particular con jjl =  O y 
cr = 1 se llama cut'va normal estándar; y su gráfica se ve en la figura 10.146.

0,

/
$

/

\
V. |x = 0, cr = 1

->~z
o

b) Curva normal estándar: 
|x =  0 y cr = 1

F!GURA 1 0 .1 4  Gráficas de varias funciones de densidad normal (curvas normales).

a) Tres curvas normales, con diferentes 
opciones de |x y cr
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Los parámetros /x y erque aparecen en la función de densidad normal están estrecha
mente relacionados con el valor esperado, la varianza y la desviación estándar de la va
riable aleatoria normal asociada, como se resume en el siguiente recuadro.

fórmulas para el valor esperado, varianza y desviación estándar 
de una variable aleatoria normal □ Para una variable aleatoria normal X 
con función de densidad

La mayor parte del área bajo una curva normal se encuentra relativamente cerca de 
la media /jl. De hecho, se puede demostrar que cerca de 68.3% de los datos normalmen
te distribuidos están a una distancia no mayor de una desviación estándar de la media ¡jl, 

y que casi todos los datos (99.7%) está una distancia no mayor de tres desviaciones es
tándar de (jl. Estas observaciones son parte de la regla empírica resumida en el siguien
te recuadro y que se muestra en la figura 10.15. El análisis del ejemplo 10.4.1 es típico 
de la forma en que puede ser usada la regla empírica para llegar rápidamente a conclu
siones importantes acerca de datos normalmente distribuidos.

Regla empírica para el ¿rea bajo una curva normal
Para cualquier curva normal:
1. Casi 68.3% del área bajo la curva está entre jx — a  y (jl +  a; es decir, una 

distancia no mayor de una desviación estándar de la media.
2 . Casi 95.4% del área bajo la curva está entre jjl — 2cr y p, + 2a; es decir, una

distancia no mayor de dos desviaciones estándar de la media.
3. Casi 99.7% del área bajo la curva está entre ¡jl — 3a y jjl + 3a; es decir, una

distancia no mayor de tres desviaciones estándar de la media.

se tiene
Valor esperado 
Varianza

E{X) =  ,x 
Var(X) =  a 2

Desviación estándar VVar(X) = a

|x — 3er ja, — 2cr |x -  cr |X |x + a  ^ + 2 f f f x  +  3a
.v

68.3% de los datos
-------->-95.4% de los d a t o s --------
>-99.7% (casi todos) de los datos-*

FIGURA 10.15 Regla empírica para datos normalmente distribuidos.
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Cálculos donde se 
usa la distribución  

norm al estándar

EJEMPLO I 10.4.1
La estatura de mujeres entre 18 y 24 años de edad, en Estados Unidos, está normalmen
te distribuida con una media de 65.5 pulgadas y una desviación estándar de 2.5 pulga
das. Determine la distribución de estas estaturas usando la regla empírica.

Solución

Con el uso de la regla empírica, vemos que 68.3% de todas las mujeres en Estados Uni
dos tienen una estatura entre 65.5 — 2.5 =  63.0 pulgadas y 65.5 + 2.5 =  68.0 pulgadas, 
95.4% de todas las mujeres en Estados Unidos tienen una estatura entre 65.5 -  2(2.5) 
= 60.5 pulgadas y 65.5 + 2(2.5) = 70.5 pulgadas, y 99.7% de todas las mujeres en Es
tados Unidos tienen una estatura entre 65.5 — 3(2.5) = 58.0 pulgadas y 65.5 + 3(2.5) = 
73.0 pulgadas.

Es frecuente que cálculos donde aparecen distribuciones normales se efectúen con res
pecto a la variable normal estándar, es decir, la variable aleatoria normal con media jjl = 0 

y desviación estándar a  = 1. Es práctica común denotar por Z la variable normal están
dar. Nótese que la función de densidad para Z es

La gráfica de Z es simétrica alrededor del eje y, con su máximo en 0̂, co

mo ya se vio en la figura 10.14.
Para calcular la probabilidad P{a < Z < b )  de que la variable aleatoria normal 

estándar Z se encuentre entre a y ¿>, es necesario evaluar la integral
rt> r b  |

P ( a < Z < b )  = S(x) dx =  I - ^ = e ~ x2/2dx

La mala noticia es que no hay antiderivada para la función de densidad normal estándar 
S(x), de modo que no se puede calcular la probabilidad pedida directamente usando el 
teorema fundamental de cálculo. La buena noticia es que como el cálculo de estas pro
babilidades es tan importante, se puede hacer en casi todas las calculadoras científicas o 
con el uso de tablas como la de la tabla 10.1, página 749. Note que la tabla 10.1 da pro
babilidades de la forma P{Z <  b) o, lo que es equivalente, el área bajo la curva de den
sidad normal estándar a la izquierda de la recta vertical x  = b. Estas probabilidades se 
pueden combinar entonces algebraicamente para obtener probabilidades de la forma 
P(a < Z ^  b, como se ilustra en el ejemplo 10.4.2.

E J E MPL O  I 1 0 . 4 . 2
Suponga que la variable aleatoria Z tiene distribución normal estándar. Encuentre las si
guientes probabilidades.
a) P (Z <  1) b )  P (Z>  0.03) c) P(Z <  —1.87)
d) F (—1.87 <  Z < 1) e) P (Z < 4 .7 )

Solución

a) P(Z <  1) es el área bajo la curva normal a la izquierda de /; = l (figura 10.16a). 
Al buscar b — 1 en la tabla, se encuentra que

P (Z <  1) =  0.8413
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TABLA 1 0 .1  Áreas bajo la 
curva normal estándar a la 
izquierda de los valores po
sitivos P(Z ^  b)

b .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 ' .5636 .5675 .5714 .5753.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998

FUENTE: Introduction to the Theory of Statistics, 3d ed., A. M. Mood, F. A. Graybill y D. C. Boes, Copyright © 1974 por 
McGraw-Hill,. Inc. usado con permiso de McGraw-Hill Book Company.

a) P (Z <  1)

0.03
b) P(Z s  0.03) =  1 -  P{Z <  0.03)

F5GURA 1 0 .1 6  Probabilidad como área bajo la curva de densidad normal estándar.
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b) P(Z >  0.03) es el área bajo la curva a la derecha de 0.03 (figura 10.166). Como
la tabla sólo da áreas a la izquierda de valores de Z, no se puede obtener esta
área directamente de la tabla. Entonces, se usa el hecho de que

P(Z >  0.03) = 1 -  P(Z <  0.03)

Esto es, el área a la derecha de 0.03 es 1 menos el área a la izquierda de 0.03. 
De la tabla se obtiene

P(Z <  0.03) =  0.5120

y por tanto

P(Z >  0.03) = 1 -  0.5120 =  0.4880

c) P(Z <  —1.87) es el área bajo la curva a la izquierda de -1.87 (figura 10.17¿z).
Como la curva es simétrica, esto es lo mismo que el área a la derecha de 1.87
(figura 10.176). Esto es

P (Z <  -1 .87) = P (Z >  1.87)

Procediendo como en el inciso 6), se obtiene

P(Z > 1.87) = 1 -  P(Z <  1.87) = 1 -  0.9693 =  0.0307

Por tanto, P(Z <  -1 .87) =  0.0307.
d) P(—\.%1 <  Z <  1) es el área bajo la curva entre -1.87 y 1 (figura 10.18c). Es

to se puede calcular restando el área a la izquierda de -1.87 (figura 10.186) del
área a la izquierda de 1 (figura 10.18#). Usando los resultados de los incisos a) 
y c), se encuentra que

/>(— 1.87 <  Z <  1) =  P(Z <  1) -  P(Z <  -1 .87)
=  0.8413 -  0.0307 = 0.8106

/ / / [
y /  /  / ,

/ \  f \  
\  -  /  \  =  /  / /  

\  /  \  / /  /  /  
V  ^  V ,  ^  - 1 /  /  / ,

V
a) P(Z < 1

1 ......................... .. 1
-1 .8 7  -1 .8 7

) b) P{Z<-1 .8 7 )  c) P ( -1 .8 7 < ;2 1)

FiGURA 10.18 />(—1.87 < Z <  1) = P (Z <  1) -  P ( Z  < -1.87).
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P{Z <  4.7) es el área bajo la curva a la izquierda de 4.7. Sin embargo, la tabla só
lo cubre los valores -3 .49 <  Z <  3.49. De hecho, fuera del intervalo - 3  <  Z <  3, 
la curva esta tan cerca del eje x  que.prácticamente no hay área bajo ella (figura 
10.19). Como casi toda el área bajo la curva está a la izquierda de 4.7, se tiene, 
aproximadamente, P{Z <  4.7) ~  1.

b) P(Z>!>"■

El ejemplo 10.4.3 ilustra la forma de usar la tabla para hallar valores de Z co
rrespondientes a probabilidades dadas.

EJEMPLO I 10,4.3
a) Encuentre el valor de b tal que P(Z <  b) = 0.9.
b) Encuentre el valor de b tal que P{Z > b )  = 0.01.
c) Encuentre el valor de b tal que P(Z <  b) =  0.1.
d) Encuentre el número positivo b tal que P(—b < Z ^ b )  = 0.95.

Solución

a) Se busca el valor de b con la propiedad de que el área a la izquierda de b sea 
0.9 (figura 10.20a). Buscando en las columnas de área de la tabla normal, no se 
encuentra una entrada igual a 0.9, de modo que se selecciona la entrada más cer
cana a ella, 0.8997, que corresponde a un valor de b de 1.28. Esto es, redondea
do a 2 lugares decimales, P(Z <  1.28) = 0.9, y por tanto el valor requerido es 
(aproximadamente) b = 1.28.

b) Se busca el valor de b con la propiedad de que el área a su derecha sea 0.01 o, 
lo que es equivalente, el área a su izquierda sea 0.99 (figura 10.20¿>). Buscando 
en la tabla, se encuentra que 0.9901 es el área más cercana a 0.99, y por tanto 
se toma el valor correspondiente, b = 2.33.

F IG U R A  1 0 .2 0  a ) P ( Z  < b )  =  0.9 y b)  P ( Z  >  b )  =  0.01.

F5GURA 10.19 Prácticamente no hay área a la derecha de 4.7, por lo que P(Z  <  4.7) ~  1.

b = 2.33
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Otras distribuciones 
norm ales

c) Se busca el valor de b de modo que el área a la izquierda de b sea 0.1 (figura 
10.21). Como el área bajo la curva a la izquierda de 0 es 0.5, se deduce que el 
valor deseado de b es menor a 0 y no aparece en la tabla. Si se procede indirec
tamente, primero se encuentra el valor de b con la propiedad de que el área a su 
derecha es 0.1. De modo equivalente, éste es también el valor de b para el cual 
el área a la izquierda es 0.9, y del inciso a), se sabe que este valor es 1.28. Por 
simetría, el valor de b que se busca es el negativo de este, es decir, el valor de 
b tal que P(Z ^  b) = 0.1 es b = -1.28.

d) Se busca el valor b de Z de modo que el área a su izquierda sea

0.95 + ^ (1  -  0.95) =  0.95 + 0.025 = 0.975 

(vea la figura 10.22). De la tabla 10.1, se encuentra que b = 1.96.

El estudiante no encontrará tablas de P(X <  b) para variables normales no estándar. Pa
ra calcular P{a < X ^ b )  se usa la tabla para la variable normal estándar junto con las 
transformaciones mostradas en el recuadro.
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Transformación de una distribución normal no estándar a forma  
estándar
Si la variable aleatoria X  tiene una distribución normal con media ¡jl y desviación 

estándar a, entonces la variable tr 
normal estándar. Además, se tiene

^
estándar <r, entonces la variable transformada Z = ------ - tiene una distribución

<j

a a

Geométricamente, este resultado dice que el área bajo la curva normal con media
fx y desviación estándar a  entre a y b es igual al área bajo la curva normal están-

a — (jl b — |ül
dar entre z\  = --------y z 2 = — -— . Esto se ilustra en la figura 10.23.

a a

1 0 .2 3  El área bajo la curva normal no estándar entre a y b es igual al área ba
jo la curva normal estándar entre z x y z2.

Para ver por qué se cumple esto, recuerde que

rb 1
P(a ^  X  <  b) = -(A—|JL)2/2o-2dx

¡a aV 2rr

y transforme la integral de la derecha usando este cambio de variable:

X — |_L límites tic integración
cuando x  = a, entonces z = (a — ¡X)/(T 
cuando x = b, entonces z = (b — i¿)/cr

z =

dz =  — dx 
<j

Sustituyendo, se encuentra que

rb i_______ e~[ix~ix)~/(T~],2dx =  I /—
a aV2TT J(a-ix)/cr^ZlT

—z 12

la  ll ^
=  p — - < z <

dz 

b — |jl
\  (J cr

El uso de esta transformación se ilustra en el ejemplo 10.4.4.
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11
¡EXPLORE!
Algunas calculadoras grafica
doras tienen capacidad para 
mostrar soluciones a proble
mas de probabilidad normal 
por medio de sombreado de 
gráficas. En los modelos TI-83 
y TI-84, esta posibilidad se 
puede hallar en la tecla DISTR, 
en el menú DRAW, 
1:ShadeNorm(límite inferior, 
límite superior, fx, o). Use esa 
función para reproducir los 
cálculos del ejemplo 10.4.4.

EJEMPLO! 10.4.4N

Suponga que X  tiene una distribución normal con jx = 20 y a  = 4. Encuentre las si
guientes probabilidades:

a) P(X <  26)

Solución

b) />(X>18) c) P{ 1 5 < X < 2 1 )

En cada caso, se aplica la fórmula Z = (X — fju)/a y luego usamos los valores de la ta
bla 10.1.

a) P(X <  26) =  P

b) P(x >  18) =  P

Z <

Z >

c) P(15 < X <  21) = P

26 -  20 
4

18 -  20 
4

15 -  20

= P (Z <  1.5) = 0.9332

= P (Z >  -0 .5 )  = 0.6915

„  21 -  20 '
<  Z <  •

4 4
=  P (-1 .2 5  < Z < 0 .2 5 )
=  0.5987 -  0.1056 =  0.4931

Aplicaciones de la  
distribución normal

A continuación, se examinarán varias situaciones prácticas en las que se puede usar la 
distribución normal. El primer ejemplo se refiere a errores aleatorios hechos por dispo
sitivos de medición.

EJEMPLO I 10.4.5

En una báscula particular, se hacen errores de medición que están normalmente distri
buidos con |x = 0 y cr = 0.1 onzas. Si se pesa un objeto sobre esta báscula, ¿cuál es la 
probabilidad de que el error de medición no sea mayor a 0.15 onzas?

Solución

Denote porX  el error de medición que se hace cuando un objeto se pesa sobre la báscu
la. El objetivo es hallar P(—0.15 ^  X  ^  0.15). Como fx = 0 y a  = 0.1,se transforma a

Z usando la fórmula Z =  . y se encuentra que
0.1

/ - 0 .1 5  — 0 0.15
P(—0.15 <  X <  0.15) =  P ----- —----- ^  Z <

0
0.1 0.1 

= P ( - L 5  < Z <  1.5) = 0.8664

Es decir, hay 87% de probabilidad que el error en medición no sea mayor a 0.15 onzas.

EJEMPLO I 10.4.ó

El número de piezas de pan que puede vender en un día cierto supermercado está nor
malmente distribuido con |x = 1 000 panes y a  = 100 panes. Si el mercado tiene en 
existencia 1 200 panes en un día determinado, ¿cuál es la probabilidad de que las piezas 
se vendan antes de terminar el día?
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Distribuciones 
de Poisson

¡EXPLORE!
La distribución de Poisson 
también aparece en varios mo
delos de calculadoras grafica- 
doras como función ya integra
da. Adapte los programas de 
calculadora para histograma 
hallados en la sección ¡Explore! 
Actualización de este capítulo 
para producir un programa se
mejante a la distribución de 
probabilidad de Poisson.

Solución

Si X  denota el número de piezas de pan que se pueden vender durante un día, entonces X  
está normalmente distribuida con jx =  1 000 y a  =  100. Se desea hallar P(X >  1 200). 
Transformando a Z y usando la tabla, se obtiene

p(x >  1 200) =  p(z >  1 ~~~J55~ 000) =  P(Z ~  2) = °-0228

Por tanto, hay alrededor de 2% de probabilidad de que en el mercado se agoten las pie
zas de pan antes de que acabe el día.

EJEMPLO I 10.4.7
Las longitudes de truchas en cierto lago están normalmente distribuidas con una media 
de 7 pulgadas y una desviación estándar de 2 pulgadas. Si el departamento de caza y 
pesca quisiera que los pescadores se quedaran sólo con el 20% de las truchas más gran
des, ¿cuál debe ser el tamaño mínimo para los pescadores?

Solución

Denote por X  la longitud de una trucha seleccionada al azar y por c el tamaño mínimo 
para un pescador. Como sólo el 20% son para pescadores, c debe satisfacer la ecuación 
P(X ^  c) =  0.2. Usando jjl = 7 y a  = 2, se transforma a Z y se obtiene

p(z  £  —-r— =  0.2 o p ( z s ^ r A  = 0.8

De la tabla 10.1 se encuentra que

P{Z <  0.84) =  0.8

Por tanto,

c -  7------- = 0.84 o c — 8.68
2

Se concluye que el departamento de caza y pesca debe fijar en 8.68 como el tamaño mí- 
nimo para los pescadores.___________________________________________________

A continuación se examinará la distribución de Poisson, la cual es una distribución dis
creta que lleva ese nombre en honor al matemático francés del siglo xix, Siméon Denis 
Poisson. Aun cuando Poisson introdujo esta distribución en una obra teórica realizada 
en 1837, su primera aplicación práctica fue hecha en 1898 por Ladislaus Josephowitsch 
Bortkiewicz, quien la utilizó para estudiar los fallecimientos de soldados prusianos por 
patadas de caballos, un evento relativamente raro. Desde entonces, las distribuciones de 
Poisson han sido una importante herramienta para modelar otros eventos raros, por 
ejemplo el número de personas sobre las que han caído rayos durante un año, o el núme
ro de sustituciones que han ocurrido en una secuencia particular de aminoácidos en un 
periodo de un millón de años. En forma más general, las distribuciones de Poisson se 
utilizan para modelar cantidad de sucesos o eventos en tiempo o espacio, por ejemplo el 
número de clientes que llegan a una tienda durante una hora, o el número de errores ti
pográficos en una página de un libro particular, o la densidad de árboles con tronco de 
tamaño fijo en un gran bosque, o el número de colonias de bacteria en una caja de Petri.

Se dice que una variable aleatoria discreta X  tiene distribución de Poisson con 
parámetro A (K >  0) si X  describe un experimento cuyos posibles resultados son los
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enteros no negativos n = 0, 1, 2 , . . . ,  y a cada entero no negativo n, al evento (.X = n) 
se asigna la probabilidad

X" _ x 
P(X = rí) = —  e x 

n\
Para verificar que esto satisface los requisitos de una asignación de probabilidad, se de-

co

be demostrar que P(X = n) ^  0 para n =  0, 1, 2 ,. . .  y que ^  =  n) — 1. La con-
/7 =  0

dición P(X = n) > 0 para toda n está satisfecha porque X >  0 y >  0. Para de
mostrar que las asignaciones de probabilidad de la distribución suman 1, es necesa-

rio usar la expansión de la serie de Taylor ex =  ~T desarrollada en la sección 9.3. 
Nótese que

oo

2  P(X = n) = P(X = 0) +  P(X = 1) + P(X = 2) + • • •
/j =  0

Xo _x X1 _x X2 _x 
~  0 ! e + 1! e + 2\e +

=  á - x f 1 + x + ^ ! +
n? o  /i!

-  x x V 1 , \= e e porque \  — es ¡a serie Je Taylor para e‘

2!

» - 0  ,l= 1

El uso de la distribución de Poisson se ilustra en los ejemplos 10.4.8 y 10.4.9.

EJEMPLO I 10.4.8
Un botánico, que investiga los patrones de crecimiento de una clase particular de orquí
dea, modela el número de plantas de orquídea por metro cuadrado como variable alea
toria X con una distribución de Poisson. Si la distribución tiene parámetro A = 0.2, en
cuentre
a) La probabilidad de que no haya plantas de orquídeas dentro de un metro cuadra

do seleccionado al azar.
b) La probabilidad de que no haya más de una planta de orquídea dentro de un me

tro cuadrado seleccionado al azar.

Solución

a) La probabilidad de que no haya plantas de orquídea es

P(X = 0) = ^ L e -0.2 _  e -0.2 (0 2).| = , y 0! = |

“  0.82

b) El evento de que no haya más de una planta de orquídea es (X <  1), y la proba
bilidad de este evento es

P (x  <  i) = p ( x  = 0) + P (x  = i) = + í° j= L e -o .2

= (1 + 0.2)e~°'2 
«  0.98

Por tanto, no es probable que el metro cuadrado seleccionado al azar contenga muchas 
orquídeas._____ ___________________________________  __________
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EJEMPLO [ 10.4*9 ~
El número de accidentes mensuales en una industria particular puede ser modelado co
mo una variable aleatoria X con una distribución de Poisson, si los accidentes industria
les tienden a ocurrir independientemente entre sí, a un ritmo casi constante. Suponga 
que estudios realizados indican que hay sólo un 10% de probabilidad de que no ocurran 
accidentes durante un mes escogido al azar.

a) Determine el parámetro A para la distribución.

b) Encuentre la probabilidad de que ocurran al menos tres accidentes durante un mes 
seleccionado al azar.

Solución

a) Como hay un 10% de probabilidad de que no ocurran accidentes, se tiene

P(X  =  0) = — e = 0.10

los 10.4.8 y lív

ina clase píii- 
uadradocoufl'í 
tiene paiámŝ

es

idea e*1

e K — 0.10 porque A° = 1 v 0! = 1

Tomando logaritmos en ambos lados de esta ecuación, se obtiene

ln(e~x) = ln(0.10)
=  -2 .3

de modo que el parámetro es A = 2.3.

b) El evento de que ocurran al menos tres accidentes industriales es (X  >  3), y la 
probabilidad de este evento satisface la ecuación

P(X >  3) =  1 -  P(X <  3)

donde (X <  3) es el evento complementario de que ocurran menos de tres acci 
dentes. Se calcula que

P(X <  3) = P(X = 0) + P{X =  1) + P(X =  2)

(2.3)° _2.3 (2.3)1 23 , ( 2 .3 ) \ - 2.3= ------- e -1--------- e H-----—;— e
0! 1! 2!

de modo que

0.6

P(X >  3) «  1 -  0.6 =  0.4

Por tanto, hay aproximadamente un 40% de probabilidad de que ocurran al menos 
tres accidentes.

Si la variable aleatoria X  tiene distribución de Poisson con parámetro A, enton
ces el valor esperado de X es E(X) = Para demostrar que esto es cierto, nótese que

E(X) =  2  n P(X =  n)
n = 0

\ ne

definición de valor esperado

definición de la distribución de Poisson

=  0
\ 0e~k ' 

0!
4- 1

V e ~ x'
+  2

X2_ £ ^ ' 
2!

+ +  n
\ " e - x '

ni
+
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-x  ^ X -x= \e  x + — <? x +  — e x +
1 2!

porque
ni (// -

= \ e ~ x 1 +  X + — -f 
21

Jac1orice Ae  A de rada  term ino

oo \  n

= \e  K 2  “
n = 0 n\

__ \  —X X=  he e 

=  X

poique V  A" • A/  —  es la sene de Taylor para  e'
n=(\ m

porque c A =  I

Se deja como ejercicio (problema 58) la demostración de que la varianza de X  también 
es igual a A. Para resumir:

Valor esperado, varianza y desviación estándar de una variable
aleatoria con una distribución de Poisson a Si la variable aleatoria X
tiene una distribución de Poisson con parámetro A, entonces

\ n x
P(X =  rí) =  — e~x

n\

y
Valor esperado E(X) =  A
Varianza Var(X) = A
Desviación estándar cr(X) = VVar(X) = V a

EJEMPLO I 10.4/10

Suponga que el número de llamadas de vendedores por teléfono que usted recibe, duran
te la hora de tomar comida, en un día seleccionado al azar, sigue una distribución de
Poisson y que, en promedio, usted espera recibir tres de esas llamadas.
a) ¿Cuál es el parámetro A de la distribución?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que usted reciba exactamente tres llamadas?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que usted reciba más de tres llamadas?

Solución

a) Sea X  la variable aleatoria que cuenta el número de llamadas que usted recibe 
durante una hora de comida seleccionada al azar. Interprete la afirmación de que 
“en promedio, usted espera recibir tres llamadas” lo que quiere decir que el valor 
esperado de X  es 3. Por tanto, E(X) = X = 3.

b) La probabilidad de que usted reciba exactamente tres llamadas es

33e " 3
P(X = 3) = - j p  -  0.22

c) El evento de que usted reciba más de tres llamadas es (X >  3), y la probabilidad 
de este evento satisface que

P(X > 3) =  1 -  P{X <  3)
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donde (X <  3) es el evento complementario de que no se reciben más de tres llamadas. 
Se calcula que

P(X <  3) = P(X = 0) + P(X =  1) + P(X = 2) + P(X = 3)
3°e"3 . 3le~3 32e~3 33e~3

+ + +

de modo que

0! 1! 2! 3! 
0.647

P(X > 3) = 1 -  P(X <  3) -  1 -  0.647 
= 0.353

Por tanto, es aproximadamente 35% probable que usted reciba más de tres llamadas de 
vendedores por teléfono durante una hora de comida escogida al azar.

P R O B L E M A S ¡ i  0.4
En los problemas 1 al 4, está dada la función de densidad f(x) de una variable aleatoria X. En cada caso, encuen
tre el valor esperado E(X), la varianza Var(X), y la desviación estándar cr.

1. /(*) =
1

2V 2tt

3 -  / W = ^ r ' (' +I>2/6

2. /(* ) =

4. / ( jc )  =

7V 2 tt
, —  C r  — 3 )  / 9 8

~ ( x  + 6 f / 2

V 2 tt

En los problemas 5 al 10 encuentre la probabilidad indicada suponiendo que la variable aleatoria Z tiene una dis
tribución normal estándar.

5. P(Z <  1.24)
7. P(Z <  4.26)
9. />(-! < Z <  1)

6. P (Z < -1 .2 0 )
8. P (Z >  0.19)

10. P ( -1 .2 0 < Z < 4 .2 6 )

En los problemas 11 al 14 encuentre el valor apropiado de b para la probabilidad dada, suponiendo que la varia
ble aleatoria Z tiene una distribución normal estándar.

11. P(Z <  b) = 0.8413 
13. P(Z < b) = 0.8643

12. P(Z >  b) =  0.2266 
14. P(~b < Z < b )  = 0.9544

!!•)
ii'

15. Suponga que X  tiene una distribución normal con
H = 60 y a  = 4. Encuentre las siguientes probabili
dades:
а) P(X>  68)
б) P(X >  60)
c) P (5 6 < X < 6 4 )
¿0 P (X < 40)

16. Suponga que X tiene una distribución normal con 
/x = 35 y cr= 3. Encuentre las siguientes probabili
dades:
a) P(X >  38) b) P(X >  35)
c) P(32 <  X <  38) ¿) />(X <  20)

17. Suponga que X tiene una distribución normal con
= 4 y cr-  0.5. Para cada una de las siguientes 

probabilidades, encuentre el valor apropiado de a:

a) P{X > x) = 0.0228
b) P (X < x )  =  0.1587

18. Suponga que X tiene una distribución normal con 
¡i -  5 y a -  0.6. Para cada una de las siguientes 
probabilidades, encuentre el valor apropiado de x\
a ) P(5 -  x  <  X  <  5 + x) = 0.6826
b) P(X <  x) = 0.6
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19. Una variable aleatoria X tiene una distribución normal 
con fi = 15 y cr = 4. Usando la regla empírica, en
cuentre:
a) P( 11 < X <  19)
b) P (7 < X < 2 3 )

20. Una variable aleatoria X  tiene distribución normal 
con ¡i = 18 y cr = 3. Usando la regla empírica, en
cuentre:
a) P(\5 < X < 21)
b) P (9 < X < 2 7 )

21. Suponga que X es una variable aleatoria de Poisson
con parámetro A = 3. Dé la fórmula exacta y el valor 
a tres lugares decimales para estas probabilidades. 
á) P{X = 1) b) P(X = 3)
c) P(X =  4) d) P(X = 8)

22. Suponga que X es una variable aleatoria de Poisson
con parámetro A = 3/2. Dé la fórmula exacta y el va
lor a tres lugares decimales para estas probabilidades, 
fl) P(X = 0) b) P(X = 1)
c) P(X=  3) d) P(X = 5)

23. Dibuje el histograma para la variable aleatoria de 
Poisson con A =  2. Muestre 5 rectángulos.

24. Dibuje el histograma para la variable aleatoria de 
Poisson con X =  1/2. Muestre 5 rectángulos.

25. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. Explique su respuesta.
a) Si X tiene una distribución normal, entonces

P (X >  2.1) = P (X <  -2 .1 )
b) Si Z tiene una distribución normal estándar, en

tonces
P{Z >  2.1) = P(Z <  -2 .1 )

26. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. Explique su respuesta.
fl) Si X tiene una distribución normal con fi = 8, 

entonces
P (X >  8.21) = P(X <  7.79)

b) Si X tiene una distribución normal, entonces la 
probabilidad de que su valor estará a no más de
1.5 desviaciones estándar de la media es alrede
dor de 0.87.

27. MEDICINA VETERINARIA Los pesos de los 
perros lebreles adultos están normalmente distribui
dos con fi = 50 y desviación estándar de cr = 5 li
bras. Use la regla empírica para describir esta 
distribución de pesos.

28. PRUEBAS ACADÉMICAS Las calificaciones 
de cierto examen están normalmente distribuidas 
con ¡i =  78 y desviación estándar de cr = 7. Use la 
regla empírica para describir la distribución de estas 
calificaciones.

29. COMPENSACIÓN A EMPLEADOS Los ingre
sos de los trabajadores de la industria en cierta región 
están normalmente distribuidos con una media de 
$42 500 y una desviación estándar de $3 000. En

cuentre la probabilidad de que un trabajador seleccio
nado al azar tenga un ingreso entre $41 000 y $44 000.

30. AMINISTRACIÓN DE UN PRODUCTO Una 
compañía dedicada a la venta de carnes produce sal
chichas de longitudes normalmente distribuidas, con 
una longitud media de 4 pulgadas y desviación están
dar de 0.2 pulgadas. Encuentre la fracción de salchi
chas que miden menos de 3.5 pulgadas de largo.

31. CONTROL DE CALIDAD Cierta compañía 
produce frascos de vidrio. En promedio, los frascos 
son de 1 cuarto de galón pero hay alguna variación 
entre ellos. Suponga que los volúmenes están 
normalmente distribuidos con desviación estándar 
de cr= 0.01 de cuarto de galón.
fl) Encuentre la probabilidad de que un frasco es

cogido al azar tenga capacidad entre 0.98 y 1.02 
cuartos de galón.

b) Encuentre la fracción de frascos que tienen ca
pacidad menor a 0.97 de cuarto de galón.

32. CONTROL DE CALIDAD La resistencia a la 
ruptura de cierto tipo de cuerda está normalmente 
distribuida. Si, en promedio, la cuerda tiene una re
sistencia a la ruptura de 1 200 libras con desviación 
estándar de 100 libras, encuentre la probabilidad de 
que una cuerda seleccionada al azar se rompa bajo 
un esfuerzo violento de menos de 1 000 libras.

33. AGRICULTURA Cierta granja productora de za
nahorias es famosa por cultivar zanahorias de longi
tud casi idéntica. Si la longitud está normalmente 
distribuida con media de 5 pulgadas, ¿cuál debe ser 
la desviación estándar si 99% de las zanahorias mi
den entre 4.9 y 5.1 pulgadas de largo?

34. AGRICULTURA Suponga que el peso de una 
manzana Granny Smith de una huerta particular está 
normalmente distribuida, con un peso de 10 onzas y 
desviación estándar de 1 onza.
a) Encuentre la probabilidad de que una manzana 

Granny Smith de esta huerta pese al menos 9 
onzas.

b) Encuentre la probabilidad de que una manzana 
Granny Smith de esta huerta pese entre 8 y 12 
onzas.

c) Encuentre el peso tal que 99% de todas las man
zanas Granny Smith de esta huerta tengan más 
de este peso.

35. PRUEBA ACADÉMICA Suponga que a todos 
los alumnos de cuarto grado de cierta escuela son en
señados a leer por el mismo método y que, al final del 
año, son examinados para conocer su rapidez de lec
tura. Suponga que la rapidez de lectura está normal
mente distribuida y que la rapidez promedio de lectura 
es 150 palabras por minuto con desviación estándar 
de 25 palabras por minuto; encuentre el porcentaje de 
estudiantes que leen más de 180 palabras por minuto.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

PRUEBA ACADÉMICA Las calificaciones en 
un examen de psicología están normalmente distri
buidas con una media de 75 y una desviación están
dar de 10.
a) Si para pasar se necesita una calificación de al 

menos 60, encuentre la fracción de estudiantes 
que pasan el examen.

b) Si el maestro desea pasar 70% de quienes toman 
el examen, ¿cuál debe ser la calificación mínima?

c) ¿Qué tan alta debe ser la calificación de alguien 
para estar en la cúspide de 10%?

PATRONES SOCIALES Cierto club está cele
brando una reunión. Hay 1 000 socios que asistirán, 
pero sólo hay 200 asientos. Se decide que los socios 
de mayor edad tengan asientos. Suponga que la 
edad de los socios está normalmente distribuida. Si 
el promedio de edad de los socios es de 40 con una 
desviación estándar de 5, encuentre la edad de la 
persona más joven que alcanzará asiento.
MEDICINA VETERINARIA Los pesos de ga
ritos domésticos sanos de 10 semanas de nacidos si
guen una distribución normal con un peso medio de
24.5 onzas y desviación estándar de 5.25 onzas. En
cuentre los intervalos simétricos alrededor de la me
dia de 24.5 onzas que incluya los pesos de 68.3%, 
95.4% y 99.7% de los gatitos domésticos de 10 se
manas, respectivamente.
MEDICINA VETERINARIA Utilice la infor
mación del problema 38 para hallar
a) El porcentaje de gatitos domésticos sanos de 10 

semanas de nacidos que pesan más de 32 onzas.
b) El peso que es excedido por exactamente 90% 

de los gatitos domésticos de 10 semanas de 
nacidos.

MEDICINA PEDIÁTRICA El nivel de coleste- 
rol en niños sigue una distribución normal con un 
nivel medio de 175 mg/dL y una desviación están
dar de 35 mg/dL. Encuentre los intervalos simétri
cos alrededor de la media de 175 mg/dL que incluya 
los niveles de colesterol de 68.3%, 95.4% y 99.7% 
respectivamente de todos los niños.
MEDICINA PEDIÁTRICA Usando la informa
ción del problema 40, encuentre
a) El porcentaje de niños con nivel de colesterol 

arriba de 225 mg/dL.
b) El nivel de colesterol excedido por 98% de los 

niños.
MANEJO DE DESECHOS Suponga que la can
tidad de basura que desecha cada mes una familia 
en Estados Unidos sigue una distribución normal 
con un promedio de 225 libras y una desviación es
tándar de 19 libras.

46.

a)

b)

c)

d)

e)

43.

44.

45.

Encuentre el porcentaje de familias que desecha 
más de 250 libras de basura al mes.
Encuentre el porcentaje de familias que desecha 
menos de 100 libras de basura al mes.
Encuentre el porcentaje de familias que desecha 
entre 250 y 300 libras de basura al mes. 
Encuentre el peso de basura desechada al mes 
por las familias que producen el 5% más alto de 
basura.
Encuentre el peso de basura desechada al mes 
por las familias que producen el mínimo 10% de 
basura.

M EDICINA El periodo de gestación en seres hu
manos sigue aproximadamente una distribución 
normal con una media de 266 días y una desviación 
estándar de 16 días. Encuentre la probabilidad de 
cada uno de los siguientes. 
á) Un periodo de gestación mayor a 290 días.
b) Un periodo de gestación menor a 260 días.
c) Un periodo de gestación entre 260 y 280 días. 
M EDICINA Suponga que el periodo de gesta
ción en seres humanos sigue una distribución nor
mal con una media de 266 días y una desviación 
estándar de 16 días. Encuentre el valor de A en cada 
uno de los casos siguientes:
a) La probabilidad es de 0.33 de que un periodo de 

gestación sea menor a A días.
b) La probabilidad es de 0.74 de que un periodo de 

gestación sea menor a A días.
c) La probabilidad es de 0.5 de que un periodo de 

gestación sea de entre 266 — A y 266 + A 
días.

MANUFACTURA Suponga que el peso que una 
planta procesadora pone en cada lata de chícharos 
está normalmente distribuido, con una media de 10 
onzas y una desviación estándar de 0.05 onzas. El 
departamento de control de calidad de la fábrica ha 
especificado que una lata puede contener al menos 
9.9 onzas, para que los consumidores no se sientan 
engañados, pero no más de 10.15 onzas para asegu
rarse de que la lata no está llena de más. ¿Cuál es la 
probabilidad de que una lata seleccionada al azar 
de la línea de producción cumpla estas especifica
ciones?
MANUFACTURA Cuando se construye cierto 
tipo de máquina, se inserta una varilla metálica en 
un agujero redondo de 6.2 centímetros. Si el diáme
tro de la varilla es mayor a 6.2 centímetros, la vari
lla no puede usarse. Encuentre el porcentaje de 
varillas que no pueden usarse en el ensamble de la 
máquina, si el diámetro de estas varillas sigue una 
distribución normal con una media de 6.05 centíme
tros y una desviación estándar de 0.1 centímetros.
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47. PRONÓSTICO DEL CLIMA Hace mucho frío 
en Duluth, Minnesota, durante el invierno. Suponga 
que en enero, la temperatura diaria mínima en Du
luth tiene una distribución normal con una media de 
-1.6°F y una desviación estándar de 8°F.
a) Encuentre la probabilidad de que durante un día 

en enero, la temperatura diaria mínima en Du
luth se encuentre entre 0o y 10°. ¿Cuál es la pro
babilidad de que la temperatura diaria mínima 
esté entre -5 o y 5o?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que durante un día 
en enero, la temperatura diaria mínima en Du
luth sea mayor a 5 o?

c) Encuentre la probabilidad de que durante un día 
en enero, la temperatura diaria mínima en Du
luth sea menor a 5o.

48. ENCUESTAS POLÍTICAS Un encuestador po
lítico anuncia que el senador Able lleva la delantera 
a su oponente, el señor Baker, por 51.2% a 48.8%, 
donde el error en los resultados de la encuesta está 
normalmente distribuido con una media de 0 pun
tos porcentuales y una desviación estándar de 3 
puntos porcentuales.
a) Encuentre la probabilidad de que el señor Baker 

esté en realidad a la cabeza. [Sugerencia: ¿Qué 
tan grande debe ser el error en la parte del sena
dor Able para que cambie la ventaja? Suponga 
que no hay abstención de votos.]

b) Encuentre la probabilidad de que la ventaja del 
senador Able sea en realidad al menos 3 puntos 
porcentuales en lugar de los indicados 2.4.

fép c) Investigue procedimientos de encuestas y escriba 
un párrafo sobre si usted piensa que las encuestas 
políticas dan información útil y confiable.

49. CONTROL DE CALIDAD Un fabricante nece
sita arandelas que midan entre 0.18 y 0.22 de pulga
da de grueso. Cualquier otro grosor hace que no se 
pueda usar la arandela. El taller de máquinas A ven
de arandelas en $1.00 el millar, y los grosores de 
sus arandelas están modelados como una variable 
aleatoria noimal con jjl = 0.2 de pulgada y cr = 0.010 
de pulgada. El taller de máquinas B vende arandelas 
en $0.90 el millar, y los grosores de sus arandelas 
también están modelados como una variable aleato
ria normal, pero con jjl = 0.2 de pulgada y a  = 0.011 
de pulgada. Usando el precio por arandelas útil co
mo criterio, ¿cuál taller ofrece al fabricante la mejor 
opción?

50. CONTROL DE CALIDAD Suponga, en el pro
blema 49, que el taller de máquinas C desea compe
tir por el contrato de arandelas. Su modelo de 
control de calidad está basado en la suposición de 
que el grosor de sus arandelas está normalmente

distribuido con media jjl = 0.195 de pulgada y des
viación estándar a  = 0.009 de pulgada. ¿Cuál es el 
precio máximo p que pueden cobrar por millar de 
arandelas, para que el precio por arandela útil sea 
mejor que las ofertas de la competencia, los talleres 
de máquinas A y B?

51. PRUEBA DE MEDICAMEN i O El tiempo de 
recuperación de los pacientes con erupción cutánea 
Goleta está normalmente distribuido con una media 
de 11 días y desviación estándar de 2 días.
a) Encuentre la probabilidad de que un paciente 

tarde entre 10 y 18 días en recuperarse.
b) Acmé Drugs dice que su tratamiento de erup

ción cutánea Goleta acelera la recuperación. Un 
paciente toma el medicamento Acmé y se recu
pera en 9 días. ¿Está usted impresionado? [Sw- 
gerencia: ¿Cuál es la probabilidad de que el 
paciente se hubiera recuperado en 9 días o me
nos sin el medicamento?]

c) Otro paciente toma el medicamento Acmé y se 
recupera en 6 días. Ahora, ¿está usted impresio
nado?

d) La prueba real del medicamento comprende la 
realización de experimentos cuidadosamente vi
gilados que usan un gran número de sujetos, con 
el objetivo de alcanzar resultados consistentes 
que sean estadísticamente “significativos.” In
vestigue las políticas para certificación de medi
cinas requerido por la Food and Drug 
Administration (FDA) y escriba un párrafo so
bre estas políticas. ¿Piensa usted que la FDA 
tiene argumentos para ser tan estricta?

52. ATAQUES DE TIBURONES Suponga que el 
número de ataques de tiburones en aguas costeras de 
Estados Unidos sigue una distribución de Poisson 
con una media de 0.3 ataques de tiburones por día.
a) ¿Cuál es el parámetro A de la distribución?
b) Encuentre la probabilidad de que en un día se

leccionado al azar, no haya ataques de tiburones.
c) Encuentre la probabilidad de que en un día se

leccionado al azar, haya al menos dos ataques de 
tiburones.

53. BAC i ERI OLOGÍA Suponga que el número de 
bacteria Escherichia coli en una muestra de agua to
mada de una playa en Nueva Jersey sigue una distri
bución de Poisson con una media de 6.1 bacterias 
por milímetro cúbico de agua.
a) ¿Cuál es el parámetro A de la distribución?
b) Encuentre la probabilidad de que una muestra 

aleatoria de un milímetro cúbico de agua no 
contenga bacterias E. Coli.
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c) Encuentre la probabilidad de que una muestra 
aleatoria de 1 milímetro cúbico de agua conten
ga exactamente tres bacterias de E. Coli.

d) Encuentre la probabilidad de que una muestra 
aleatoria de 1 milímetro cúbico de agua conten
ga menos de seis bacterias de E. Coli.

54. CONTROL DE ENFERMEDADES Suponga 
que el número de personas que mueren de hepatitis 
A cada año sigue una distribución de Poisson, y que 
un promedio de tres personas por 100 000 muere de 
hepatitis A cada año en Estados Unidos.
a) Encuentre la probabilidad de que en una ciudad 

estadounidense de 100 000 habitantes no fallez
ca ninguna persona por hepatitis A durante un 
año seleccionado al azar.

b) Encuentre la probabilidad de que en una ciudad 
estadounidense de 100 000 habitantes no fallez
can más de 4 personas por hepatitis A durante 
un año seleccionado al azar.

c) Encuentre la probabilidad de que en una ciudad 
estadounidense de 100 000 habitantes, al menos 
cinco personas fallezcan por hepatitis A durante 
un año seleccionado al azar.

55. CONTROL DE ENFERMEDADES Con el uso 
de la información del problema 54, en un año selec
cionado al azar, ¿cuánto más es probable que al me
nos una persona fallezca por hepatitis A en una 
ciudad estadounidense de 1 000 000 de habitantes 
que en una ciudad de 100 000?

56. NUTRICIÓN Suponga que una panadería hace 
un lote de 2 400 galletas de chispas de chocolate, 
usando un total de 12 000 chispas de chocolate. La 
variable aleatoria X  que representa el número de 
chispas de chocolate en una galleta se puede mode
lar usando una distribución de Poisson con pará
metro

12 000 r 
2 400 “ 5

a) Encuentre la probabilidad de que una galleta 
tenga exactamente cinco chispas de chocolate.

b) Encuentre la probabilidad de que una galleta no 
tenga chispas de chocolate.
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c) Encuentre la probabilidad de que una galleta 
tenga tres o menos chispas de chocolate.

d) Encuentre la probabilidad de que una galleta 
tenga siete o más chispas de chocolate.

57. ACCESOS A UN SITIO WEB Suponga que el 
número de accesos a un popular sitio web en un 
periodo de 1 minuto sigue una distribución de 
Poisson. Se estima que hay un 5% de probabili
dad de que no haya accesos durante el periodo. 
Encuentre el parámetro A para la distribución. 
Encuentre la probabilidad de que durante un pe
riodo de 1 minuto seleccionado al azar, haya 
exactamente cinco accesos.
Encuentre la probabilidad de que el sitio web re
ciba no más de cinco accesos durante un periodo 
de 1 minuto.
Encuentre la probabilidad de que el sitio web re
ciba al menos un acceso durante un periodo de 1 
minuto.
Determine el número más probable de accesos 
que reciba el sitio web durante un intervalo de 1 
minuto.

Demuestre que una variable aleatoria de Poisson X  
con parámetro A tiene varianza Var(X) = A.
Usando los métodos de trazado de curvas del capí
tulo 3, verifique que la función de densidad de pro
babilidad

*
tiene un máximo absoluto en x -  0 y puntos de in
flexión en x  =  1 y x  = — 1.
Generalice el resultado del problema 59 al verificar 
que la función de densidad de probabilidad

58

59

60.

61.

a)
b)

c)

d)

/(* ) =
i ____  - ( . v - f x ) 2/2<r2

ctV 2 tt

tiene un máximo absoluto en a* =  y puntos de in
flexión en x  = fi + cr y x  =  — cr.
Verifique que los datos normalmente distribuidos 
tienen 95.4% de probabilidad de estar a no más de 2 
desviaciones estándar de la media y 99.7% de pro
babilidad de estar a no más de 3 desviaciones están
dar de la media.

  www.FreeLibros.com



RE
SU

ME
N 

DE
L 

CA
PÍ

TU
LO

764 | CAPÍTULO 10 I Probabilidad y cálculo I 10-56

I érminos importantes, símbolos y fórmulas
Experimento aleatorio (710)
Espacio muestral (710)
Evento: (710)

Evento simple 
Evento cierto 
Evento imposible 

Variable aleatoria: (710)
Discreta 
Discreta finita 
Continua

Asignación de probabilidad: (711)

0 <  P(sk) <  1

P(S\) + jPfo) + * * * + P(sn) =  1
Función de probabilidad (712)
Histograma (713)
Características de una variable aleatoria discreta X: 

Evento (X =  xk) (711)
Probabilidad p( xk) = P(X = xk) (712)
Valor esperado

lx=E(X)=Xxk p(Xk) (715)
Varianza

Var(X) = 2  (** ~  MO2 * P(.*k) (717)

Desviación estándar

ct(X) =  W a r(X ) (717)

Variable aleatoria geométrica X: (718)
Probabilidad (p es probabilidad de éxito)

P(X = n) = (1 — p)"~ lp  (718)
Valor esperado E(X) =  \/p (719)

Varianza Var(Z) =  (1 — p)/p2 (719)
Apuestas justas (problema 31) (723)
Función /(x) de densidad de probabilidad 

para la variable aleatoria continua X: (726)

/(x ) >  0 para toda x
co

[  f(x) dx =  1
co

r h
P{a <  X  <  b) = J f (x )  dx

Función de densidad uniforme:

_1
f{x) =  1 ( b - á )

0 para cualquier otro valor

/(* ) =

Función de densidad exponencial: (728)

X e~ÁX si x >  0 
.0 si x <  0

Función de densidad de probabilidad conjunta/(x, y), 
para variables aleatorias X y  Y: (129)

f(x,y) >  0 para todas (x,y)
co reo

/(x , y) dA = 1

P[(X, Y)enR] = J j  f(x ,  y) dA

Características de una variable aleatoria continua X:
Valor esperado

E(x) =  J x/(x) dx (736)

Varianza

—  OO

Valores esperados para una función de densidad de proba
bilidad conjunta/(x, y): (741)

E(X) =

E(Y) =

xf(x , y) dA
— co / —co

oo reo

y f(x, y) dA
' — CO / —00

Características de una variable aleatoria normal X: 
Función de densidad de probabilidad normal

d v  2tt
(747

Valor esperado E{X) = ¡i (747)
Varianza Var(X) = a  [141)
Desviación estándar s(X) =  cr (747)

Regla empírica para el área bajo una curva normal (747) 
Distribución normal estándar (fi = 0, cr = 1 ) (748)
Transformación a forma normal estándar (753) 
Características de una variable aleatoria con distribución 

de Poisson X  con parámetro A:
Probabilidad

A"
P(X = /?) = — e~x (756) 

n\

Valor esperado E{X) =  A (758)
Varianza Var(X) = A (758)
Desviación estándar ct(X) = V \  (758)
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R e v i s i ó n  del capítulo 10

1. Los resultados y asignaciones de probabilidad co
rrespondientes para una variable aleatoria discreta X 
aparecen en la siguiente tabla. Dibuje el histograma 
para X. A continuación encuentre el valor esperado 
£(X), la varianza Var(X) y la desviación estándar 
a(X).

resultados para X 0 1 2 3 4

probabilidad 1/6 1/6 1/5 2/5 1/15

densidad de probabilidad

í í V x si 0 ^  jc ^  1
lo para cualquier otro valor
í 2e~xfl si x  ^  0
0 si jc <  0

2. En cada caso, determine si la función dada es una

a) m  =

b) m  = jó

3. La función de densidad de probabilidad para una 
variable aleatoria particular X  es

f i , -  S i , - , 0
lo  si x  <  0 

Encuentre cada una de las siguientes probabilidades:
a) P{2 <  X <  3) b) P(X >  3)

4. La función de densidad de probabilidad para una 
variable aleatoria particular X  es

/(.v) = í  ¿ (6jr -  a'2) si 0 -  x  ~  6
10 para cualquier otro valor

Encuentre el valor esperado £(X) y varianza Var(X) 
para X.

5. Suponga que la variable aleatoria Z tiene una distri
bución normal estándar. Encuentre estas probabili
dades:
a) P{Z >  0.85) b) P ( -  1.30 <  Z <  3.25)

6. Una variable aleatoria X  tiene una distribución nor
mal con media de (jl = 12 y desviación estándar
cr = 2. Use la regla empírica para hallar

a) />( 10 <  X <  14) b) P{8 <  X <  16)

7. MANTENIMIENTO La falla de cierto compo
nente clave cerrará la operación de un sistema hasta 
que se instale un nuevo componente. Si el tiempo de 
instalación está uniformemente distribuido de 1 a 4 
horas, ¿cuál es la probabilidad de que el sistema sea 
inoperable por al menos 2 horas?

8. CONTROL DE CALIDAD Suponga que 5% de 
los artículos producidos por cierta compañía están 
defectuosos. Un inspector de control de calidad 
prueba cada uno de los artículos antes que salgan de

la fábrica. Encuentre la probabilidad de que el ins
pector pase al menos cinco artículos antes de detec
tar un artículo defectuoso.

9. MEDICINA Sea X  la variable aleatoria que re
presenta el número de años que una persona, de un 
grupo de prueba con cierto tipo de cáncer agresivo, 
viva después de recibir un medicamento experimen
tal. Suponga que X  tiene una distribución exponen
cial con parámetro A =  0.5.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que una víctima de 

cáncer seleccionada al azar, de este grupo, so
breviva al menos 3 años después de empezar te
rapia con el medicamento?

b) Encuentre el valor esperado de X. Describa lo 
que representa E(X).

10. PRUEBA ACADÉMICA Para satisfacer los re
quisitos de ingreso a la academia de policía, un can
didato debe clasificar en el 20% más alto en un 
examen de admisión. Suponiendo que las califica
ciones del examen están normalmente distribuidas y 
la calificación promedio en la prueba es de 150 pun
tos, con una desviación estándar de 24 puntos, en
cuentre la calificación mínima para llenar los 
requisitos.

11. CONTROL DE ANIMALES Suponga que el 
número de personas que mueren cada año por mor
didas de perro sigue una distribución de Poisson y 
que, en promedio, cinco personas por millón mue
ren cada año por esta causa en Estados Unidos. En
cuentre la probabilidad de que al menos cinco 
personas mueran por mordeduras de perro en una 
ciudad estadounidense de 1 millón de habitantes, 
durante un año seleccionado al azar.

12. PROTECCIÓN DE GARANTÍA Un aparato 
importante contiene dos componentes que son vita
les para su operación, en el sentido de que si falla 
cualquiera de los dos, el aparato queda inutilizado. 
Considere que la variable aleatoria X  mide la vida 
útil (en años) del primer componente y que Y mide 
la vida útil del segundo componente (también en 
años). Suponga que la función conjunta de densidad 
de probabilidad para X  y Y es

_  f 0.1<?~'v/2 e~y/5 si jc >  0 y y ^  0 
/(*» y) — |  o para cualquier otro valor

a) Encuentre la probabilidad de que el aparato falle 
dentro de los primeros cinco años.

b) ¿Cuál componente, de un aparato seleccionado 
al azar, espera usted que dure más tiempo? 
¿Cuánto tiempo más?
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Problemas de repaso

En los problemas 1 y 2 aparecen los resultados y corres
pondientes asignaciones de probabilidad para una varia
ble aleatoria discreta X. Dibuje el histograma para X. 
Después encuentre el valor esperado E(X), la varianza 
Var(X) y la desviación estándar cr (X).

1.

2.

resultados para X 1 2 3 4 5
probabilidad 1/9 2/9 1/3 1/9 2/9

resultados para X 0 2 4 6 8
probabilidad 1/8 3/8 1/4 1/8 1/8

En cada uno de los problemas 3 al 6 determine si la varia
ble aleatoria X dada es discreta o continua. Si es discreta, 
especifique si es finita.
3. X  cuenta el número de huevos puestos por una mos

ca de la fruta escogida al azar.

4. X  mide la distancia que vuela un avión seleccionado 
al azar de una línea aérea particular.

5. X  mide «1 salario anual de un jugador seleccionado 
al azar en un equipo particular de béisbol de ligas 
mayores.

6. X  cuenta el número de libros de la biblioteca de un 
maestro seleccionado al azar en una escuela.

En los problemas 7 al 10 f(x) es una función de densidad 
de probabilidad para una variable aleatoria continua 
particular X. En cada caso, encuentre las probabilidades 
indicadas.

7. /( * )  = 1/5 si 3 <  a <  8
^0 para cualquier otro valor

P ( 2 < X < 7 )  y P (X >  5)

9. f(x) =

10. / ( x) =  í  °-25jce xn

o fíY) _  í l/*2 Si X >  1
8- /(A)~jo si x< 1

P(1 s  X s  3) y P{X a  2)

= \  0.15x{2x -  x 2) si 0 <  * s  2
k0 para cualquier otro valor

P{X<  1) y P(\ < X <  3)

si A ^  0
para cualquier otro valor 

P (X >  2) y P ( 0 < X < 3 )
11. Encuentre el valor esperado E{X) y la varianza 

Var(X) para la variable aleatoria X  del problema 9.
12. Encuentre el valor esperado E(X) y la varianza

Var(X) para la variable aleatoria X  del problema 10.
13. Encuentre el número c para que la siguiente función

/ ( a ) sea una función de densidad de probabilidad:
r cxe~x/4 si a  — 0
0 para cualquier otro valor

14. Encuentre un número c a fin de que la siguiente fun
ción / ( a ) sea una función de densidad de probabili
dad:

f ríx‘̂
m  =

SI A >  1

para cualquier otro valor

/(•*) =

15. Si la variable aleatoria X  está normalmente distri
buida con media jji = 7 y desviación estándar
<j =  2, ¿cuál es P(X >  9)?

16. Encuentre b si P(Z >  b) = 0.73, donde Z es una 
variable aleatoria con distribución normal estándar 
(|JL = 0, OT = 1).

17. ADM INISTRACIÓN DE PORTAFOLIOS 
Louise estima que hay una probabilidad de 0.6 de 
que cierta acción en su cartera de valores suba de 
precio 25%. Ella también piensa que la probabilidad 
es de 0.25 de que subirá sólo 10%, y que la probabi
lidad es de 0.15 de que bajará 10%. ¿Qué porcentaje 
de rendimiento debe ella esperar de esta acción?

18. tNTRc.NAM I tN  1O IVÍILITAR Como parte de 
su entrenamiento, a un paracaidista se le exige saltar 
en un área circular marcada en el terreno. Un blanco 
de tiro que ocupa 10% del círculo está marcado co
mo 10, y hay otros tres círculos, numerados 5, 3 y 1 
que, respectivamente, ocupan 20%, 30% y 40% del 
área total del blanco de tiro. Suponiendo que un 
recluta aterriza en una posición aleatoria dentro del 
blanco de tiro, ¿qué calificación debe esperar que se 
le otorgue?

19. LOTERÍA La probabilidad de ganar $100 en una 
lotería particular es de 0.08, la probabilidad de 
ganar $20 es de 0.12, la probabilidad de ganar
$5 es de 0.2 y la probabilidad de perder es de 0.6. 
¿Cuál es el precio justo a pagar por un billete de lo
tería?

20. RUEDA DE LA FORTUNA Una rueda de la 
fortuna está dividida en 20 sectores de igual área.
La rueda se hace girar y se hace un pago según el 
color de la región en la que cae el indicador. Una re
gión es de color oro y paga $50 cuando se le acierta; 
cinco regiones son azules y pagan $25; y otras cua
tro regiones son rojas y pagan $10. Las 10 regiones 
restantes son negras y no pagan nada. ¿Estaría usted 
dispuesto a pagar $10 por jugar este juego?

21. PEDIA i RÍA Hay 200 niños en cierta escuela, y 
el peso de los niños es una variable aleatoria X  que 
está normalmente distribuida con media /x = 80 li
bras y desviación estándar a  = 7 libras.
a )  ¿Cuántos niños pesan más de 90 libras?
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22.

23.

24.

¿>) ¿Cuántos niños pesan menos de 70 libras? 
c) ¿Cuántos niños pesan exactamente 80 libras? 
CONFIABILIDAD DE UN PRODUCTO 
Componentes electrónicos hechos por cierto proce
so tienen un tiempo para fallar que es medido por 
una variable aleatoria normal. Si el tiempo medio 
para fallar es de 15 000 horas, con una desviación 
estándar de 800 horas, ¿cuál es la probabilidad de 
que un componente seleccionado al azar dure no 
más de 10 000 horas?
CONTROL DE CALIDAD Un fabricante de ju
guetes hace pelotas de hule huecas. El grosor de la 
capa exterior de ellas está normalmente distribuido 
con media de 0.03 milímetros y desviación estándar 
de 0.0015 milímetros. ¿Cuál es la probabilidad de 
que la capa exterior de una pelota seleccionada al 
azar mida menos de 0.025 milímetros de grueso? 
ADMINISTRACIÓN DE TIEM PO  Cada 45 
minutos, una panadería saca un lote recién horneado 
de galletas de chispas de chocolate. Usted llega (al 
azar) a la panadería, a la espera de comprar una galle
ta acabada de hacer. Use una función de densidad 
uniforme apropiada para hallar la probabilidad de que 
usted llega no más de 5 minutos (antes o después) del 
momento en que las galletas salen del homo.
DEMOGRAFÍA Un estudio, recientemente en
cargado por el alcalde de una gran ciudad, indica 
que el número de años que un residente actual con
tinuará viviendo en la ciudad puede modelarse co
mo una variable aleatoria exponencial, con función 
de densidad de probabilidad

_  í 0Ae~OAt para t >  0
lO para cualquier otro valor

a ) Encuentre la probabilidad de que un residente 
seleccionado al azar se mude en no más de 10 
años.
Encuentre la probabilidad de que un residente 
seleccionado al azar permanezca en la ciudad 
durante más de 20 años.
¿Cuánto tiempo debe esperarse que permanezca 
en la ciudad un residente seleccionado al azar? 

26. CONTROL DE TRÁNSITO Suponga que el 
tiempo (en minutos) entre las llegadas de autos su
cesivos a una caseta de peaje está medido por la va
riable aleatoria X, con función de densidad de 
probabilidad

25.

b)

c)

f(t) = 0.5e - 0 .5 / si t > 0
0 para cualquier otro valor

a. Encuentre la probabilidad de que un par de au
tos sucesivos, seleccionados al azar, lleguen a la

caseta de peaje con al menos 6 minutos de dife
rencia.

b) Encuentre el promedio de tiempo entre las llega
das de autos sucesivos a la caseta de peaje.

27. ADMINISTRACIÓN DE TRÁNSITO La dis
tancia (en pies) entre autos sucesivos en una auto
pista está modelada por la variable aleatoria X  con 
función de densidad de probabilidad

f(x) = {°*25^ _ V/2 si x >  0
[0 para cualquier otro valor

a) Encuentre la probabilidad de que un par de au
tos seleccionados al azar disten menos de 10 
pies uno del otro.

b) ¿Cuál es la distancia promedio entre autos suce
sivos en una autopista?

28. ADM INISTRACIÓN DE TRÁNSITO Supon
ga que la variable aleatoria X  del problema 27 está 
normalmente distribuida con media |x = 12 pies y 
desviación estándar a  =  4 pies. Ahora ¿cuál es la 
probabilidad de que un par de autos seleccionado ai 
azar disten menos de 10 pies uno del otro?

29. PÓLIZA DE SEGUROS Una compañía de segu
ros cobra $10 000 por una póliza que asegura contra 
cierta clase de accidente y paga $100 000 si ocurre 
el accidente. Suponga que se estima que la probabi
lidad de que ocurra el accidente es p = 0.02. Sea X 
la variable aleatoria que mide la utilidad de la com
pañía de seguros en cada póliza que vende.
á) ¿Cuál es la distribución de probabilidad para XI
b) ¿Cuál es la utilidad esperada de la compañía por 

póliza vendida?
c) ¿Cuál debe ser el cobro de la compañía por póli

za para que duplique su utilidad esperada por 
póliza?

30 SALUD PERSONAL j ack decide ponerse a die
ta durante 6 semanas, con la meta de bajar entre 10 
y 15 libras. Con base en su configuración física y 
metabolismo, su médico determina que el peso que 
bajará puede ser modelado por una variable aleato
ria continua X  con función de densidad de probabili
d a d /^ ) , de la forma

= [ k(x -  10)2 para 10 <  -r £  15 
*̂  [o  para cualquier otro valor

Si el modelo del médico es válido, ¿cuánto peso de
be esperar perder Jack? [Sugerencia: Primero deter
mine el valor de la constante k.]

31 ADM INISTRACIÓN DE PESQUERÍA £1 ge
rente de una pesquería determina que la edad X  (en 
semanas) a la que muere cierta especie de peces si
gue una distribución exponencial con función de 
densidad de probabilidad

\ e ~ Kr para t ^  0 
0 para cualquier otro valorm  =

o
(>_r —
Q_

( J
«Jl

(S)
1 ? 3
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Algunas observaciones indican que es doblemente 
probable que un pez seleccionado al azar muera du
rante el primer periodo de 10 semanas que durante 
las siguientes 10 semanas (de la semana 10 a la 20).
á) ¿Cuál es A?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un pez seleccio

nado al azar muera dentro de las primeras 5 se
manas?

c) ¿Cuál es el tiempo de vida esperado de un pez 
seleccionado al azar?

32. METALURGIA La proporción de impurezas por 
peso en muestras de mineral de cobre tomadas de 
una mina particular está medida por una variable 
aleatoria X  con función de densidad de probabilidad

r _  j21a*2 (1 -  V a) para 0 <  x <  1
[0 para cualquier otro valor

á) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción de 
impurezas en una muestra seleccionada al azar 
sea menor al 5%?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción de 
impurezas sea mayor al 50%?

c) ¿Qué proporción de impurezas se espera hallar 
en una muestra seleccionada al azar?

33. BEBIDAS Suponga que el volumen de soda en 
una botella producida en una planta particular está 
normalmente distribuida con una media de 12 onzas 
y una desviación estándar de 0.05 onzas.
a) Encuentre la probabilidad de que una botella lle

nada en esta planta contenga al menos 11.8 onzas.
b) Encuentre el volumen de soda para que 95% de 

todas las botellas llenadas en esta planta conten
ga menos de esta cantidad.

34. CONTROL DE CALÍDAD Un fabricante de 
automóviles dice que sus nuevos autos rinden un 
promedio de 30 millas por galón en tránsito en la 
ciudad. Suponga que lo dicho por el fabricante es 
correcto y que el rendimiento en millas está normal
mente distribuido, con desviación estándar de 2 mi
llas por galón.
a) Encuentre la probabilidad de que un auto selec

cionado al azar rinda menos de 25 millas por 
galón.

b) Si se prueban dos autos, ¿cuál es la probabilidad 
de que ambos rindan menos de 25 millas por 
galón?

35. PRUEBA ACADÉMICA Los resultados de un 
examen de cálculo están normalmente distribuidos 
con una media de 72.3 y una desviación estándar de 
16.4. Encuentre la probabilidad de que la calificación 
de un estudiante escogido al azar sea entre 50 y 75. 
Si hay 82 estudiantes en un grupo, ¿aproximadamente 
cuántos obtienen calificaciones entre 50 y 75?

36. MEDICINA Suponga que el número de niños 
que mueren cada año de leucemia sigue una distri
bución de Poisson y que, en promedio, 7.3 niños por 
100 000 mueren de leucemia. Para una ciudad con 
100 000 niños, encuentre la probabilidad de cada 
uno de los siguientes eventos:
a) Exactamente siete niños de la ciudad mueren de 

leucemia cada año.
b) Menos de dos niños de la ciudad mueren de leu

cemia cada año.
c) Más de cinco niños de la ciudad mueren de leu

cemia cada año.
37. ECOLOGÍA El nivel de pH de un líquido mide 

su acidez y es una medida importante en el estudio 
de los efectos de la lluvia ácida. Suponga que se 
realiza una prueba bajo condiciones controladas que 
permiten registrar el cambio de pH en un lago parti
cular como resultado de la lluvia ácida. Sea X  una 
variable aleatoria que mide el pH de una muestra de 
agua tomada del lago, y suponga que X  tiene la fun
ción de densidad de probabilidad

í 0.75(a — 4)(6 — a ) para 4 <  a  <  6 
[0  para cualquier otro valor

a) Encuentre la probabilidad de que el pH de una 
muestra seleccionada al azar sea al menos 5.

b) Encuentre el pH esperado de una muestra selec
cionada al azar.

38. M EDICINA DEPORTIVA Suponga que el nú
mero de lesiones que sufre un equipo durante un 
juego ordinario de fútbol sigue una distribución de 
Poisson con un promedio de 2.5 lesiones.
á) Encuentre la probabilidad de que durante un 

juego escogido al azar, el equipo sufra exacta
mente dos lesiones.

b) Encuentre la probabilidad de que durante un 
juego seleccionado al azar, el equipo no sufra le
siones.

c) Encuentre la probabilidad de que durante un 
juego seleccionado al azar, el equipo sufra al 
menos una lesión.

39. ENTREGA DE PAQUETERÍA Supongaqueel 
número de paquetes para entrega de un día para 
otro, que recibe una compañía durante un día hábil 
sigue una distribución de Poisson y que, en prome
dio, la compañía recibe cuatro paquetes de esta cla
se al día.
a) Encuentre la probabilidad de que la compañía 

reciba exactamente cuatro paquetes para entrega 
de un día para otro, en un día hábil seleccionado 
al azar.

b) Encuentre la probabilidad de que la compañía 
no reciba ningún paquete para entrega de un día 
para otro, en un día hábil seleccionado al azar.
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c) Encuentre la probabilidad de que la compañía 
reciba menos de cuatro paquetes para entrega de 
un día para otro, en un día hábil seleccionado al 
azar.

40. PERIODISM O  Suponga que el número de erro
res tipográficos en una página de un periódico local 
sisue una distribución de Poisson con un promedio 
de 2.5 errores por página.
a) Encuentre la probabilidad de que una página se

leccionada al azar no tenga errores tipográficos.
b) Encuentre la probabilidad de que una página se

leccionada al azar tenga al menos 1 error tipo
gráfico.

c) Encuentre la probabilidad de que una página se
leccionada al azar tenga al menos 3 errores tipo
gráficos.

d) Encuentre la probabilidad de que una página se
leccionada al azar tenga menos de 3 errores ti
pográficos.

41. ACCIDENTES EN CARRETERAS Un reporte 
modela el número de accidentes automovilísticos en 
una carretera particular como una variable aleatoria 
con distribución de Poisson. Suponga que se encuen
tra que, en promedio, hay un accidente cada 10 horas.
a) Encuentre la probabilidad de que no haya acci

dentes en esta carretera durante un periodo de 
24 horas seleccionado al azar.

b) Encuentre la probabilidad de que haya al menos 
un accidente en esta carretera durante un perio
do de 24 horas seleccionado al azar.

c) Encuentre la probabilidad de que no haya acci
dentes en esta carretera durante una hora selec
cionada al azar.

42. SALUD PÚBLICA Como parte de una campaña 
para combatir una nueva variedad de gripe, autori
dades de salud pública están planeando vacunar a 1 
millón de personas. Se estima que la probabilidad 
de que un individuo tenga una mala reacción a la 
vacuna es de 0.0005. Suponga que el número de 
personas vacunadas que han tenido malas reaccio
nes a la vacuna está modelada por una variable alea
toria con una distribución de Poisson.
a) ¿Cuál es A para la distribución?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que del millón de 

personas vacunadas, exactamente 5 tengan una 
mala reacción?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que del millón de 
personas vacunadas, más de 10 tengan una mala 
reacción?

43. EFICIENCIA DE MANO DE OBRA Una 
compañía desea examinar la eficiencia de dos 
miembros de su personal de mayor antigüedad, Jack 
y Jill, que trabajan independientemente uno del

Resumen del capítulo 769

46.

otro. Sean X y Y variables aleatorias que miden la 
proporción de la semana hábil que Jack y Jill, res
pectivamente, pasan en realidad cumpliendo con su 
trabajo. Suponga que la función de densidad de pro
babilidad conjunta para X y Y es

/c*,>o =  {°-4(2x + 3j’)

a)

b)

44.

45.

c)

d)

si 0 <  ,r <  1, 0 <  y <  1 

para cualquier otro valor 
Verifique que f(x, 7 ) satisface los requisitos para 
ser una función de densidad de probabilidad 
conjunta.
Encuentre la probabilidad de que Jack pase me
nos de la mitad de su tiempo trabajando, en tan
to que Jill pasa más de la mitad de su tiempo 
trabajando.
Encuentre la probabilidad de que Jack y Jill, ca
da uno, pasen al menos 80% de su semana hábil 
realizando sus trabajos asignados.
Encuentre la probabilidad de que Jack y Jill tra
bajen menos de una semana hábil completa. [Su-

y

gerencia: Este es el evento que X  + Y <  1.]

EFICIENCIA LABORAL Para la situación des
crita en el problema 43, encuentre los valores espe
rados de X y Y. La compañía espera que sus 
empleados de más antigüedad pasen al menos 75% 
de su tiempo realizando su trabajo. ¿Están ya sea 
Jack o Jill en riesgo de recibir una reprimenda?
ADM INISTRACIÓN DEL TIEMPO Suponga 
que la variable aleatoria X  mide el tiempo (en minu
tos) que una persona está en fila de espera en cierto 
banco, y que Y mide la duración (en minutos) de 
una transacción de rutina en la ventanilla de la caje
ra. Suponga que la función de densidad de probabi
lidad conjunta paraX y Y es

v) = f 0.125*-í/4 e~y' 2 si .V >  0 y y a  0 
[o para cualquier otro valor

a) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguna activi
dad tome más de 5 minutos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que una persona 
complete su gestión en el banco (ambas activi
dades) en no más de 8 minutos?

VENTAS DE SEGU ROS Sea X  una variable alea
toria que mide el tiempo (en minutos) que una perso
na emplea con un agente en la selección de una 
póliza de seguro de vida, y sea Y una variable que 
mide el tiempo (en minutos) que el agente pasa en la 
elaboración de papeleo una vez que el cliente haya 
seleccionado una póliza. Suponga que la función de 
densidad de probabilidad conjunta para X y y es

_  í 300 e~x,3° e~y/l° para x >  0 , y ^  0
0 para cualquier otro valorftx* y) =
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a) Encuentre la probabilidad de que la selección de 
una póliza tome más de 20 minutos.

b) Encuentre la probabilidad de que toda la tran
sacción (selección de póliza y papeleo) tome 
más de media hora.

c) ¿Cuánto tiempo más esperaría usted pasar en la 
selección de la póliza y completar el papeleo?

ADMINISTRACIÓN DE TIEM PO Un tranvía 
llega a una parada de tranvías en un momento X  se
leccionado al azar en un período de 1 hora, y un tu
rista llega independientemente a la misma parada 
también en un momento Y seleccionado al azar, 
dentro de la misma hora. El turista tiene la paciencia 
de esperar el tranvía hasta 20 minutos antes de lla
mar un taxi. La función conjunta de densidad de 
probabilidad para X  y Y es

f  ) = í 1 si 0 <  x <  1, 0 <  y <  1 
J\x>y) ~~ 1 q para cualquier otro valor

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el tranvía tarde 
más de 20 minutos en llegar?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el turista llegue 
después que el tranvía?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que el turista tome 
el tranvía? [Sugerencia: El evento de que esto 
ocurra tiene la forma

Y + a < X < Y  +  b 
para los números apropiados a y b.] 

ROTACIÓN LEGISLATIVA Un modelo mate
mático en ciencias políticas1 dice que el tiempo en 
el desempeño como legislador puede ser modelado 
como una variable aleatoria X  que está exponencial
mente distribuida con función de densidad de pro
babilidad

N(t) = \ Ce~C' Para?s0[0 para cualquier otro valor

donde t es el número de años de servicio continuo, y 
c es una constante positiva que depende de la natu
raleza y carácter del organismo legislativo.
a) Para la Cámara de Representantes de Estados 

Unidos, se encontró que c = 0.0866. Encuentre 
la probabilidad de que un miembro de la Cáma
ra seleccionado al azar se desempeñe en el cargo 
al menos 6 años.

b) Para la Cámara de los Comunes de Inglaterra, se 
encontró que c = 0.135. ¿Cuál es la probabili

dad de que un miembro de este organismo se 
desempeñe en el cargo al menos 6 años?

^ p  c) El módulo citado en la nota al pie de este pro- 
blema también muestra la forma en que la fun
ción de densidad, dada líneas antes, se puede 
usar para estimar cuántos miembros del Comité 
Central Soviético pudo haber sido purgado por 
Nikita Khruschev en el periodo 1956-1961. Lea 
este módulo y escriba un párrafo sobre si usted 
piensa o no que el método de análisis es válido.

ELIMINACIÓN DE DESECHOS PELIGRO
SOS Es posible usar métodos probabilísticas para 
estudiar la efectividad de procedimientos de elimi
nación de desechos peligrosos. El riesgo por agentes 
carcinógenos asociados con un suelo contaminado 
cerca de una fábrica puede ser medido por una can
tidad llamada factor de pendiente. Suponga que el 
factor de pendiente en un sitio particular de elimina
ción está modelado por una variable aleatoria X  con 
función de densidad de probabilidad 

5.36
si x >  0

49.

f(x) =

de manera que

(jc + 5.36)J 
0 para cualquier otro valor

d )

P(a <  X  <  b) = J f(x) dx

es la probabilidad de desarrollar cáncer por el suelo 
en el que el factor de pendiente es un número entre 
a y  b.
a) Calcule la probabilidad de que una persona con

traiga cáncer por una muestra de suelo recolectada 
al azar, cuyo factor de pendiente sea menor a 2. 
Calcule la probabilidad de que una persona con
traiga cáncer por una muestra de suelo cuyo fac
tor de pendiente sea mayor a 10.
¿Cuál es el valor esperado de pendiente de una 
muestra de suelo recolectada al azar en este lu
gar de eliminación de desechos?
Modelos reales de investigación que compren
den agentes carcinógenos industriales a veces 
usan funciones más complicadas de densidad de 
probabilidad que la considerada en este proble
ma. Lea un artículo sobre el uso de métodos es
tadísticos al determinar riesgo por agentes 
carcinógenos y escriba un párrafo que resuma 
estos métodos.2

b )

c)

1 “Exponential Models for Legislative Tumover”, por Thomas W. 
Cassíevens. UMAP Modules 1978: Tools for teaching, Consortium 
for Mathematics and its Applications, Inc., Lexington, MA, 1979.

2 El lector puede iniciar su investigación con el texto Hazardous 
Waste Management, de M. D. LaGrega, P. L. Buckingham y J. C. 
Evans; McGraw-Hill, Inc., Nueva York, 1994, pp. 872-880.
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En el sitio web especificado en el libro, www.mhhe.com/hoffmann, es posible tener ac
ceso a las soluciones completas para todas las secciones ¡EXPLORE! de este libro \ *

Solución p a ra  Encuentre el valor esperado de la variable aleatoria X  del ejemplo 10.1.3 usando una
<sl ¡Explore! de calculadora graficadora. Borre las listas Ll a la L5, si es necesario, e introduzca los nú-

- \ meros de estudiantes enfermos en la lista L l. Como no hay días cuando 3, 4 o 5 estu
diantes estuvieron enfermos, puede omitir estos valores como se muestra en la pantalla 

' izquierda siguiente. A continuación introduzca los números correspondientes de días en 
la lista L2. Ponga la probabilidad de cada número de estudiantes enfermos en la lista L3 
y haga L3 = L2 30. Estos valores se muestran en la pantalla de en medio de líneas 
más adelante; éstas son las formas decimales de probabilidades halladas en el ejemplo
10.1.3.

A continuación multiplique cada número de estudiantes enfermos por su probabi
lidad y ponga el resultado en la lista L4 haciendo L4 = Ll X L3. Éstos son los va
lores que se suman en la página 715. Para hallar la suma, haga L5 =  cumSum(L4) 
donde 6:cumSum( se encuentra bajo el menú OPS de LIST (2nd STAT). El valor 
final en L5 es la suma de todos los valores en L4 y es el valor esperado de la varia
ble aleatoria X  que representa el número de estudiantes enfermos en un día determi
nado. Este valor es cercano a 5, como se muestra en la página 715.

z
O
u
<
N
r o o -

C

u  
<  

ÜJ 
í  :
O
- J
CL
X
ÜJ

TI L2 L5 1
0
1
2
6
7
B

L1 — <0 7 1 7 2 7 ISy 7? 8>

L1 L2 W l 5
0 H .15555
1 5 .1
2 1 .05555
6 12 .H
7 B .26667
B 2 .06667

•VIIf'i_i L3333;33333...

L5
.15535.1
.05555.H
.26667
.06667

LH
0.1.06667
2.H
1.0667
.55555

L5C6J =4.96666666...

LE
o
.1
.16667
2.566?•íss:

paira 
el ¡Expiare! de 
la p ág in a  720

Encuentre las probabilidades en los incisos a) y b) del ejemplo 10.1.8 usando su calcu
ladora graficadora. Las funciones apropiadas son D:geometpdf( y E.geometcdf( que se 
hallan bajo DISTR (2nd VARS) como se muestra en la pantalla izquierda siguiente. Pa
ra hallar la probabilidad de que tenemos que lanzar al aire la moneda exactamente tres 
veces hasta que salga una cara, use geometpdf(p, n) donde p  es la probabilidad de éxito 
en cualquier intento determinado y el primer éxito ocurre en el n-ésisno intento. La si
guiente pantalla de en medio muestra geometcdf(0.5, 3), donde p  = 0.5 es la 
probabilidad de que salga una cara en cualquier tiro.

Para encontrar la probabilidad de que la moneda salga cara dentro de los primeros 
tres tiros use geometpdf (p, n) donde p  es la probabilidad de tener éxito en cualquier 
tiro y el primer éxito ocurre en cr antes en el n-ésimo intento. Esta probabilidad es la 
suma de las probabilidades de que salgan caras por primera vez en el primer tiro, el 
segundo tiro y el tercer tiro. Estas probabilidades son las formas decimales de las pro
babilidades halladas en los incisos a) y b) del ejemplo 10.1.8.
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Solución al ¡Explore! 
de 3a p ág in a  727

Solución al ¡Explore! 
de la pág ina  728

Solución al ¡Explore! 
de la  p ág in a  754

Siguiendo el ejemplo 10.2.1, guarde/(a) en Y1 como se ve a continuación, usando la 
pantalla [0, 47]5 por [-0 .01 , 0.05].01 y un modo de gráfica por puntos para evitar rec
tas verticales en el extremo de la gráfica. El área bajo esta función de densidad unifor
me de x  = 15 a 40 es .625 =  5/8, como se ve gráficamente en la pantalla derecha.

Ploti Plotü FlotS
■ .V iB 1^40<0<X X X <
40)
\ V s  =
\V h =
\ V f =
\Vb-=

Siguiendo el ejemplo 10.2.2, ponga Y1 =  0.5e A (—0.5X)(X >  0), usando la pantalla 
[—2,10] 1 por [—0.1,0.6]. 1. La gráfica de Y1 se muestra a continuación en la pantalla iz
quierda. Ahora escriba Y2 = fnInt(Yl, X, 0, X) y observe la tabla de valores para Y2 pa
ra valores de X, empezando en X =  20 en incrementos unitarios. Nótese que Y2 es apro
ximadamente 1 cuando X = 25. La función de integración numérica se puede usar para 
confirmar que P(2 <  X <  3) =  0.1447.

X V1 Vz
£0 2 .3 E -S qqqqr
11 i .h e - e qqqq?

B.HE-b .qqqqB
£5 s . i E - e qqqqq

. i  E - b qqqqq
2S 1.9E "b m m
¿é¡ l . l E ’ b 1

Vs = . 9 9 9 9 9 6 :2 7 3 3 4 7

En los modelos TI-83 y TI-84, encuentre 1: ShadeNorm(límite inferior, límite superior, 
(jl, a) del menú DRAW de la tecla DISTR (2nd VARS). Para el inciso a) del ejemplo
10.4.4, escriba ShadeNorm(-100, 26, 20, 4), donde |x =  20, cr = 4, y el límite inferior 
es -100, número negativo suficientemente grande. Use la pantalla [8, 32] 1 por [—0.05, 
0.15].1.

ShadeNorn< "100? 2 
6? 20? 4)
0

WINDGW 
Xnin=8i 
Xnax=32 
y,se 1 = 1 
Vn i n=", 05 
Ynax=.15 
Vscl=.1 
Xres=l fiK4fl=.935193

1#W=“100 UF=cb

Para el inciso b), escriba ShadeNorm(18, 100, 20, 4) y, para el inciso c), escriba Sha- 
deNorm(15, 21, 20, 4). Las siguientes pantallas muestran los resultados. Es importante 
borrar la pantalla previa (al presionar l:CIrDraw) antes de hacer el siguiente cálculo.

IÍK4«3=.fi91llfi£
1ow=10 u f=100

HKs:G=.H930Sb 
low = 15  up=2:1
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¿Cómo se puede determinar la probabilidad de que una rodilla artificial dure más de 20 
años? Se puede contestar esta pregunta si se tiene una distribución de probabilidad para 
el tiempo que funciona una rodilla artificial antes de fallar. Pero, ¿qué tipo de distribu
ción es apropiado para hallar la vida útil de una rodilla artificial? En este ensayo, se pre
sentan modelos de probabilidad que se pueden usar para estudiar la confiabilidad, o vi
da útil, de sistemas. El estudio de confiabilidad es importante porque todos los sistemas 
hechos por el hombre, desde simples componentes hasta sistemas complejos, en última 
instancia acaban por fallar. Lo mismo se cumple para sistemas biológicos, ya que los or
ganismos vivientes tienen vidas de duración finita. Numerosas preguntas prácticas im
plican la determinación de confiabilidad de un sistema, ya sea hecho por el hombre o 
biológico.

Con el uso de lo ya aprendido sobre probabilidades, podemos empezar el estudio de la 
confiabilidad. Dado un sistema particular, se hace que la variable aleatoria X  denote el 
tiempo que el sistema opera correctamente antes de fallar, suponiendo que fue puesto en 
servicio en el tiempo t = 0. Se puede contestar a muchas preguntas prácticas como es, 
por ejemplo, hallar el tiempo promedio que un sistema opera hasta que falla, así como 
la probabilidad de que un sistema opera al menos un tiempo especificado estudiando las 
propiedades de la variable aleatoria X. En estudios de confiabilidad, se hace uso de va
rias funciones importantes relacionadas con X. Primero, se hace que/(/0 denote la fun
ción de densidad de probabilidad de X. Entonces, la probabilidad de que el sistema falle 
antes del tiempo t es

F(t) f  {x) dx

Se llama F(t) a la función de distribución acumulada de X. La función de densidad de 
probabilidad f(t) es la derivada de la distribución acumulada F(t) (esto se sigue de una 
de las dos partes del teorema fundamental de cálculo). Es decir,

dF(t)
dt

= f(t)

Para estudiar situaciones donde aparece la confiabilidad, introducimos la función R(t), 
que con toda propiedad recibe el nombre de función de confiabilidad R(t). Esta es la 
probabilidad de que el sistema siga en operación después del tiempo t, es decir,

R(t) =  P(X >  t)
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774 CAPÍTU LO  10 i Probabilidad y cálculo ! 10-66

Nótese que R(t) = 1 — P{X < t) = 1 — F{t) y que si se conoce cualquiera de las tres fun
ciones/(í), F(t) y R(t), se puede fácilmente hallar las otras dos funciones.

Dada la función de confiabilidad asociada con la variable aleatoria X, se quiere hallar 
la frecuencia a la que ocurren las fallas en un momento particular /. Este debe ser el lí
mite cuando 5 tiende a cero de la probabilidad de que falle el sistema durante las s uni
dades de tiempo que siguen al tiempo t, dividido entre s. Es decir, la frecuencia de fallo 
en el tiempo t es

probabilidad de fallo en el intervalo de t a t + s 
lím —-----------------------------------------------------------
s—.>o s

Para hallar esta frecuencia de fallo, primero se observa que la probabilidad de que un 
sistema que está operando en un momento t continúe operando durante las 5 unidades de 
tiempo que siguen inmediatamente al momento t es la proporción de sistemas que esta
ba trabajando en el momento t y que continúan funcionando en el momento t + s. Esta 
proporción es

P { t< X  <  t + s) _  F(t + s) -  F(t)
P ( t< X )  ~ R(t)

En consecuencia, la frecuencia de fallo en el momento t es
1 F(t + s ) - F ( t )  1 F(t + s ) - F ( t )  F \ t )  f(t)

lim ---------------------- = ------ lim --------------------- —------- = ——
R(t) R(t) s—>r-° s R{t)

Esto lleva a definir la función de frecuencia de fallo r(f), que representa la frecuencia 
de fallo en el tiempo t del sistema que se estudia, por

* >  = f M  R(i)
Se deduce que una vez que se conocen las tres funciones/(O, F(t) y R{t), también se 
puede hallar r{t). Además, dada la función de frecuencia de fallo r(t), es posible hallar 
la función de confiabilidad usando la ecuación

R(t) = e~  J°rW<fa (1)
Para ver por qué tiene lugar la ecuación (1), nótese primero que como R(t) = 1 — F{t), 
se tiene R \t)  = Es más, como/(O =  F'(/), se deduce que

_  f(t) _  F'(t) _  - R ’jt)

Esto implica que ^  RW

— r(x) dx =
R \x )

dx = ln R(t) -  ln R(0) =  ln R(t) -  ln 1 = ln R(t)
R(x) _

donde se aplica el hecho de que R(0) = P(X > 0) = 1. Ahora se puede concluir que
e ~ Jo r(x)dx =

Cuando se modela la confiabilidad de un sistema, se hacen ciertas suposiciones 
acerca de la frecuencia de fallo. El modelo más sencillo para la confiabilidad de un 
sistema supone que el sistema tiene una frecuencia constante de fallo. Se deja como 
ejercicio (pregunta 1) usar la ecuación (1) para demostrar que si r(t) = A donde A >
0, entonces/(/) tiene una distribución exponencial, suponiendo que una frecuencia de 
fallo constante produce un modelo matemático sencillo que usa la distribución expo
nencial. No obstante, las frecuencias de fallo de la mayor parte, pero no de todos, los 
productos biológicos y los hechos por el hombre no son constantes. En la práctica, in
numerables sistemas tienen frecuencia de fallo que aumentan con el tiempo. Por ejem
plo, las rodillas artificiales se desgastan a un ritmo más rápido que como se desgastan 
sus componentes. Los autos más viejos sufren de una más alta frecuencia de fallo que 
los nuevos, cuando envejecen sus motores, transmisiones y otros sistemas. Muchos 
componentes electrónicos que son puestos en servicio después de un periodo inicial de 
operación exhiben bajas frecuencias de fallo durante un tiempo, pero luego se degra
dan. Incluso un programa de computadora experimenta crecientes frecuencias de fallo.
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Por ejemplo, es menos probable que falle una PC Windows que se acaba de reiniciar 
que otra que ha estado en servicio ya un día. Organismos vivientes también tienen una 
más elevada frecuencia de fallo (o mortalidad) a medida que envejecen. Es más pro
bable que una persona de 100 años mueia al año siguiente, a que muera una persona 
de 50 años en este periodo. También nótese que, para algunos sistemas, las frecuen
cias de fallo disminuyen con el tiempo, como es el caso de algunos componentes me
cánicos cuyos fallos son causados principalmente por defectos de manufactura. Estos 
componentes fallan al principio a una frecuencia mayor, pero una vez que los compo
nentes con fallas ya han fallado, esta frecuencia disminuye.

¿Cómo podemos modelar crecientes frecuencias de fallo, así como frecuencias 
decrecientes de fallo, respecto al tiempo? La búsqueda de modelos adecuados desa
fió a matemáticos e ingenieros durante muchos años. Después de extensos estudios, 
se encontró que una clase muy amplia de aplicaciones pueden ser modeladas con pre
cisión si se usa una función de frecuencia de fallo de la forma

r(0 =

donde a  y (3 son constantes positivas. Esta función se ve muy complicada, pero con una 
cuidadosa selección de los valores de a y (3, ingenieros y científicos han tenido éxito 
usando funciones de frecuencia de fallo de esta forma en gran cantidad de aplicaciones. 
Nótese que la función r(t) es una función creciente cuando (3 >  1; valores de (3 mayo
res a 1 se usan en modelos donde la frecuencia de fallo aumenta con el tiempo. La falla 
r(t) es una función decreciente cuando 0 <  (3 <  1; valores de (3 menores a 1 se usan en 
modelos donde la frecuencia de fallo disminuye con el tiempo. Cuando (3 = 1, hay una 
frecuencia de falla constante. El uso de esta función para r(t) implica (véase la pregun
ta 4) que la función de confiabilidad R(t) está dada por

R(t) = e~a,l>

y que la función de distribución acumulada está dada por

F(t) =  1 -  e ~ a'°

para t >  0. Al derivar F(t), podemos hallar la función de densidad de probabilidad. Es
to es,

f(t) =  F\t) =  apíp- 1e""'B
Una variable aleatoria X  con esta función de densidad de probabilidad se dice que 

sigue una distribución de Weibull con parámetros a y (3, donde a  >  0 y (3 >  0. Es
ta distribución tiene amplio uso en estudios de confiabilidad y en muchos otros mode
los. Se le ha dado ese nombre por su inventor, Waloddi Weibull, que en 1939 introdu
jo la distribución que lleva su nombre. Weibull fue un científico, inventor y estadístico 
sueco. También dio valiosa asesoría en proyectos para la empresa Saab y para la Fuer
za Aérea de Estados Unidos. En la figura 1 se muestran las gráficas de f(t) para tres di
ferentes distribuciones Weibull. En estas tres distribuciones, el parámetro a es igual a
0.5 mientras que el parámetro (3 toma valores de 1, 2 y 3, respectivamente.

Ahora se puede regresar a la pregunta de modelar la vida útil de una rodilla artifi
cial. Suponga que se ha demostrado que la vida útil de una rodilla artificial, después de 
ser implantada, se puede modelar usando una distribución de Weibull con parámetros 
a  =  0.0000939 (medida en años) y /3 =  3. Esto significa que R(t) = e "00000939' . Aho
ra es posible contestar la pregunta planteada al principio de este ensayo usando la fór
mula que se ha encontrado para la función de confiabilidad para una distribución de Wei
bull. Se calcula que la probabilidad de que una rodilla artificial dure más de 20 años es
R(20) = ¿>-0-0000939-20- ^  q 4y2

Los modelos de Weibull se han usado para resolver gran variedad de problemas 
de diferentes disciplinas. Por ejemplo, la distribución de Weibull se ha empleado pa
ra determinar los costos esperados de bombear arena para renovar playas dañadas poi
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FIGURA 1 Tres gráficas de función de densidad de Weibull, con parámetros a  =0.5 en 
cada caso y (3 = 1, 2 y 3.
Fuente: Steven Nahmias, Production and Operations Analysis, 4a ed.© 2001. The McGraw-Hill Companies, 
Inc. N. Y.

huracanes, para determinar qué tan eficientes son los nuevos tratamientos para el cán
cer, para establecer primas para pólizas de seguros, para hallar la mejor mezcla de es
pecies de árboles que deben plantarse en la producción de papel, para establecer pro
cedimientos de conservación para sustituir el alumbrado de calles en una ciudad, para 
estimar el riesgo de que una plataforma marina de perforación caiga si está diseñada 
para soportar olas hasta de cierta altura, para determinar la viabilidad de molinos de 
viento, para determinar la mejor estrategia de volar minerales con dinamita, para ma
nejar inventarios de piezas de repuesto y para estudiar conflictos en la unión de ca
rriles en una carretera. También se han empleado para estudiar el límite de elastici
dad y la resistencia del acero a la fatiga, la resistencia a la tracción de fibras ópticas, 
la pureza del carbón, el tamaño de gotitas en aerosoles, la corrosión crateriforme en 
tubos, el tiempo que un organismo tarda en morir después de su exposición a carci
nógenos, en la fractura de concretos, la rapidez de cambios tecnológicos, la resisten
cia del vidrio a la fractura, el tamaño de témpanos de hielo flotantes, la altura de olas, 
la frecuencia de inundaciones y temblores, las fluctuaciones de temperatura, cantida
des de precipitación, el tamaño de gotas, los tiempos de entrega de inventarios y dis
tribuciones de rapidez de viento, entre otras cosas.

Para muchos sistemas complejos, la frecuencia de fallo no es una función creciente 
ni decreciente. En lugar de esto, la frecuencia de fallo parece una tina, como se ve en la 
figura 2. Cuando el producto es joven, los defectos de manufactura producen una eleva
da frecuencia inicial de fallos en la fase de fallas prematuras. Una vez que han fallado 
los componentes malos, la frecuencia de falla permanece relativamente constante hasta 
que el sistema alcanza una fase donde empieza a desgastarse y aumenta la frecuencia de 
fallo. Para construir modelos donde la frecuencia de fallo parece una tina se necesitan 
funciones más complicadas que las introducidas aquí. Para conocer más acerca de estos 
modelos, invitamos a consultar libros dedicados a la teoría de la confiabilidad.
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“• con paróme,̂: _: |  
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/

Gráfica de una función de frecuencia de falla típica, en forma de tina, para un 
sistema complejo.
Fuente: Steven Nahmias, Production and Operations Analysis. The McGraw-Hill Companies, New York, 
2001.
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Suponga que la función de falla es una constante positiva, es decir, r(í) = A pa
ra A >  0. Demuestre que la función de confiabilidad R{t) satisface la ecuación 
diferencial separable R'(t) =  — A R(t). Resuelva esta ecuación diferencial para 
hallar R(t). ¿Qué clase de función f(t)  de densidad de probabilidad corresponde 
a R(t) en este caso?
Demuestre que cuando el parámetro b en una distribución de Weibull satisface 
/3 =  1, entonces la distribución es exponencial.
Suponga que la variable aleatoria X  que representa el tiempo de fallo de un sis
tema (el tiempo que funciona hasta que falla) tiene una distribución exponen
cial.
a) Demuestre que la probabilidad de que un sistema, que está funcionando en 

el momento t y fallará en las siguientes s unidades de tiempo, no depende 
de t. Esto es, la probabilidad de que falle el sistema en un tiempo particu
lar no depende de cuánto tiempo ha estado trabajando.

b) La propiedad del inciso á) se describe diciendo que una variable aleatoria 
exponencial no tiene memoria. Demuestre que una variable aleatoria geo
métrica tampoco tiene memoria.

Verifique que la ecuación dada para la función de confiabilidad R(t) para una 
distribución de Weibull con parámetros a  y p es correcta.
Suponga que la función de confiabilidad para un modelo de computadora es 
R(t) = ¿ - 0.008/'-™ Encuent:re la función de frecuencia de fallo para estas com
putadoras.
Suponga que la función de frecuencia de fallo para un modelo de copiadora es 
r(t) = 3.11 r1*5, con tiempo medido en meses. Encuentre la probabilidad de que 
una de estas copiadoras continúe en servicio durante al menos 6 meses.
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7. Encuentre la probabilidad de que la rodilla artificial estudiada en el texto dure 
al menos 30 años.

8. Sea T(a) = xa~ ] e~x cLx, donde a >  0. Demuestre que si la variable aleato-J o
ria X  tiene una distribución de Weibull con parámetros a  y (3, entonces

Steven Nahmias, Production and Operations Analysis, 4a. ed., The McGraw-Hill 
Companies, Inc., New York, NY, 2001.

Wallace R. Blischke y D. N. Prabhakar Murthy, Reliability: Modeling, Predic- 
tion, and Optimization, John Wiley and Sons, New York, 2000.

y

R e f e r e n c i a s
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El comportamiento periódico, como por ejemplo la forma de un 
abilkhí^ ; I  electrocardiograma, puede ser modelado usando funciones trigonométricas.
York. 21 ’
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SECCIÓN 11.1 |!  ^
En este capítulo se introducen algunas funciones que se usan frecuentemente en las 
ciencias naturales para estudiar fenómenos periódicos o rítmicos, como por ejemplo, las 
oscilaciones, el movimiento periódico de los planetas, y el ciclo respiratorio y el ritmo 
cardiaco de los animales. Estas funciones están relacionadas con la medición de ángu
los y por esta razón desempeñan un importante papel en ciertas áreas como la arquitec
tura, la navegación y la agrimensura.

Á n ■ '! lo s Un ángulo se forma cuando un segmento de recta del plano se hace girar respecto a otro 
alrededor de su extremo común. Se dice que el ángulo resultante es un ángulo positivo 
si la rotación es en dirección contraria al giro de las manecillas del reloj, y ángulo ne
gativo si la rotación es en la dirección del giro de las manecillas del reloj. La situación 
se ilustra en la figura 11.1.

■-¿GU - - j Ángulos positivo y negativo.

: v ri.i; d ó o  ú ú x ^ i  los Es probable que el lector ya esté familiarizado con el uso de grados para medir ángulos.
Un grado es la cantidad en la que un segmento de recta debe girar para que su extremo
libre trace - ^ q de vuelta completa. Así, por ejemplo, una vuelta completa en el sentido

contrario a las manecillas del reloj, que genera todo un círculo, contiene 360°, la mitad 
de una vuelta completa en sentido contrario a las manecillas del reloj contiene 180°, y 
un sexto de rotación completa en ese sentido contiene 60°. En la figura 11.2 se muestran 
algunos ángulos importantes.

, 1 1 .2  Ángulos medidos en grados.

i '• i ; "a e n  r a d i a n e s  Aun cuando la medición de ángulos en grados es práctica para numerosas aplicaciones
geométricas, hay otra unidad de medición de ángulos llamada radián que lleva a
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reglas más sencillas para la derivación e integración de funciones trigonométricas. Un 
radián se define como la magnitud de la rotación que debe dar un segmento de recta de 
longitud unitaria, de modo que su extremo libre trace un arco de circunferencia de lon
gitud unitaria. La situación se ilustra en la figura 11.3.

La circuníeiencia total de un circulo de radio 1 es 2 t t ,  por lo cual un ángulo de 
2 i r  radianes es igual a 360°, un ángulo de t t  radianes es igual a 180° y, en general, 
la relación entre radianes y grados está dada por la siguiente fórmula de conversión.

FIGURA 11.3 Ángulo de Fórmula de conversión
un rad ián .

grados radianes
1 8 0  77

El uso de esta fórmula está ilustrado en el ejemplo 11.1.1.

EXPLORES
Use su calculadora graficadora 
para convertir 43°32' a radia
nes; úsela también para

convertir j  radianes a grados.

EJEMPLO I 11.1.1

a) Convierta 45° a radianes.
TT

b) Convierta — radianes a grados.
6

Solución

45 radianes , , , 'ir
a) De la proporcion = -----------, se deduce que 45 es equivalente a — radianes.

. ,  grados tt/6 , , tt
b) De la proporcion--------- = ------ se deduce que — radianes es equivalente a

180 7t 6

= 30°.

Para facilitar el trabajo, en la figura 11.4 se muestran seis de los ángulos más im- 
portantes junto con sus medidas en grados y en radianes. _____________________

30° =  — radianes 6
45° =  — radianes 

4
60° =  j  radianes

90° = ^  radianes 180° =  ir radianes 360° — 2tt radianes

FIGURA 11.4  Los seis ángulos más importantes en grados y en radianes.
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El seno y el coseno

no de un ángulo.

Suponga que el segmento de recta que une los puntos (0, 0) y (1, 0) sobre el eje x  se ha
ce girar un ángulo de 0 radianes, de modo que el extremo libre del segmento se mueve 
de (1, 0) a un punto (x, y) como en la figura 11.5. Las coordenadas x  y y del punto (x, y) 
se conocen, respectivamente, como el coseno y seno del ángulo 0. El símbolo eos 0 se 
utiliza para denotar el coseno de 0, y sen 0 se usa para denotar su seno.

ti seno y el coseno 1 Para cualquier ángulo 0,

eos 0 = a* y sen 0 = y

donde (x, y) es el punto al que es llevado (1,0) por una rotación de 0 radianes al
rededor del origen.

FIGURA I /  7 T
1 Seno y coseno de múltiplos de —.

TT
Los valores de seno y coseno para múltiplos de — se pueden leer de la figura

11.6 y se resumen en la siguiente tabla:

\ . n

EXPLORE!
Use su calculadora graficadora 
para hallar eos (-1.371), sen 
189.4° y eos 256°35'.

0 0 tt/2 TT 3tt/2 2tt

eos 0 1 0 -1 0 1

sen0 0 1 0 -1 0

El seno y coseno de unos pocos de otros ángulos importantes también son fáci
les de obtener geométricamente, como veremos en breve. Para otros ángulos, use la 
tabla III y el final de este libro, o su calculadora, para hallar el seno y coseno.

3 ir A 3tt eos —  = 0 sen—  = — 1 eos 2tt =  1 sen 2tt = 0

eos 0 =  1 sen 0 = 0
y
i

TT _ TT teos — = 0 sen— = 1 eos tt =  — 1 sen ir =  0

  www.FreeLibros.com



Propiedades Como hay 2tt radianes en una rotación completa, se deduce que
elementales del

seno y e l coseno sen (0 + 2*) =  sen 0 y eos (0 +  2*) =  cose

Es decir, las funciones seno y coseno son periódicas con periodo 2tt. La situación se 
ilustra en la figura 11.7.

SECCIÓN 1 1 . 1  Las funciones trigonométricas I 783

y

RGUR/A 'í 1 . /  Periodicidad de sen 0 y eos 0.

Como los ángulos negativos corresponden a rotaciones en el sentido del giro de 
las manecillas de un reloj, se deduce que

sen (—0) =  —sen0 y eos (—0) =  cos0

Esto se ilustra en la figura 11.8.

J
i
* : 
i i

>“ e \ \(i,o) 1

y
i

\ ( 1 , 0)íljju itrmutcmrr̂ -----  ̂ I

eos 0 = JC 

sen Q = y

V 7  ”

- y )  

eos (—0) = jc 

sen (-0) = - y

FSGURA 11.8  Seno y coseno de ángulos negativos.

Propiedades del seno y e! coseno a

sen (0 +  2tt) =  sen 0 y eos (0 + 2tt) =  eos 0

sen (—0) =  —sen0 y eos ( -0 )  = COS0

El uso de estas propiedades se ilustra en el ejemplo 11.1.2.
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EJEMPLO I 11.1.2
Evalúe las siguientes expresiones.

/  t t \  5 tt
a) eos ( tt) b) s e n ! - — I c) eos 3 t t  d) sen —

Solución

a) Como eos tt = — 1, se deduce que

eos (—tt)  = eos tt = — 1

TT
b) Como sen — = 1, se deduce que

/  t t \  tt
sen —— = -sen  — = -  1 

V 2/  2

c) Como 3 t t  =  t t  4- 2 t t  y eos t t  =  - 1, se deduce que

eos 3 t r = eos ( tt + 2 t t )  = eos tt = — l

5 tt tt tt
d) Como —  = — + 2 t t  y sen — = l, se deduce que

5 t t  l t t  \  t t  
sen —  = sen — + 2 t t  = sen — = 1

2 \ 2  2

Gráñcas de sen 0 De las definiciones de seno y coseno es obvio que cuando 0 va de 0 a 2 t t ,  la función sen
y COS 0 9 oscila entre 1 y — 1, empezando con sen 0 = 0, y la función eos 0 oscila entre 1 y - 1,

empezando con eos 0 = 1 .  Esta observación, junto con las propiedades elementales pre
viamente obtenidas, sugiere que las gráficas de las funciones sen 0 y eos 0 semejan las 
curvas de las figuras 11.9 y 11.10, respectivamente.

¡EXPLORE!
Grafique la función f(x) = sen x 
usando la pantalla ZTrig en el 
menú de teclas ZOOM. Trace 
f(x) para x cerca pero menos 
de tt/2. También determine 
lím sen x.

X—►'TT

FJGURÁ 11.9 Gráfica de sen 0.

eos 0

FIGURA 11.10 Gráfica de eos 0.
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Otras funciones  
trigonométricas

¡EXPLORE!
Grafique f[x) = tan x usando la 
pantalla ZTrig del menú de te
clas ZOOM. Trace f{x) para x 
cerca pero no igual a t t / 2  y de
termine lím tan x

x—>ir/2~

Triánguios
rectángulos

Otias cuati o útiles funciones trigonométricas se pueden definir en términos del seno y 
coseno como sigue.

Tangente, cotangente, secante y c o s e c a n te 0 Para cualquier ángulo 0,
sen 0 

tan 0 = ------ cot 0 =  —-— = eos 0

o o 00 cr tan 0 sen 0
1

sec 0 = ------ 1
CSC 0 =  ------

eos 0 sen 0

siempre que los denominadores no sean cero.

EJEMPLO i 11.1.3 ~

Evalúe las siguientes expresiones.

a) tan tt b) cot y  c) sec ( - tt) d) ese

Solución

a) Como sen tt =  0 y eos tt = — 1, se deduce que

sen tt 0
tan tt = -------= ----- =  0

eos tt — 1

. TT TT
b) Como sen — = 1 y eos — = 0, se deduce que

tt eos (tt/2) 0
cot — = ------------= — = 0

2 sen (tt/2) 1

c) Como eos tt = — 1, se deduce que

1 1
sec ( - tt) = -----;------ = -------=  ~  1

eos (—tt) eos tr

5tt tt tt
d) Como —  = — I- 2tt y sen — = 1, se deduce que

2 2 2

c s c f _ 5 z )  = _____I____ = -------- I-------= --------I------= - 1
V 2 ) sen ( — 5tt/2) -sen(5Tr/2) - s e n ( tt/2)

Si el lector ya ha estudiado trigonometría, puede recordar las siguientes definiciones de 
seno, coseno y tangente basadas en las longitudes de los lados de un triángulo rectángu
lo como el de la figura 11.11.
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Trigonometría de triángulos rectángulos

lado opuesto lado adyacente A A lado opuestosen 0 = — ---- c------- eos 0 =  —- ----  --------  tan 0 = — — - f --------
hipotenusa hipotenusa lado adyacente

Las definiciones de funciones trigonométricas que se han visto en esta sección, 
y que comprenden las coordenadas de puntos en un círculo de radio 1, son equiva
lentes a las definiciones de trigonometría. Para ver esto, superponga un sistema de 
coordenadas xy sobre el triángulo ABC como se ve en la figura 11.12 y dibuje el cír
culo de radio 1 que está centrado en el origen.

y

FÍGURA 11,12 Triángulos semejantes.

Como ABC y ADE son triángulos semejantes, se tiene que

AD AB 
AE ~  AC

Pero la longitud AD es la coordenada x  del punto E sobre el círculo, y por tanto, por la 
definición del coseno, AD = eos 0. Además,

AE = 1 AB = lado adyacente y AC = hipotenusa
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Por tanto,

lado adyacente eos 0 i • ~hipotenusa o eos 0 = lado adyacente 
hipotenusa

Como práctica acostúmbrese a que argumentos similares conduzcan a las fórmulas 
para seno y tangente

Cálculos con Numerosos cálculos donde aparecen funciones trigonométricas se pueden realizar fácil
triánqulos y rápidamente con ayuda de triángulos rectángulos apropiados. Por ejemplo, del bien

rectdn  911ÍOS conocido triángulo de 30-60-90 de la figura 11.13 se puede ver de inmediato que

1 V 3sen 30° =  — y eos 30° = ----

FIGURA 11.13 Un trián
gulo 30-60-90.

FIGURA 11.14 Triángulo 
rectángulo para el ejemplo 
11.1.4.

o bien, usando medidas en radianes,

77 1
sen i  = l

TT
eos — 

6
V 3
2

A continuación se da un ejemplo que ilustra aún mejor el uso de triángulos rec
tángulos.

EJEMPLO I 11.1.4

Encuentre tan 0 si sec 0

Solución

Como

3
2 *

n _  1 _  hipotenusaSCO u
eos 0 lado adyacente

empezamos por dibujar un triángulo rectángulo (figura 11.14) en el que la hipotenusa 
tiene longitud 3 y el lado adyacente al ángulo 0 tiene longitud 2.

Por el teorema de Pitágoras,

longitud de BC = V 3 2 — 22 =  V 5 
lado opuesto _  V 5 

lado adyacente 2
y por tanto tan 0

Con el uso de triángulos rectángulos apropiados y las definiciones y propiedades 
elementales del seno y el coseno, ahora encuentre el seno y el coseno de los ángulos 
que aparecen en la siguiente tabla, que son frecuentemente empleados.

Sabia de valores de seno y coseno frecuentem ente em pleados

0 0 tt/6 i r / 4 tt/ 3 tt/2 2 tt/ 3 3 tt/ 4 5 tt/ 6 TT

sen 0 0 1 / 2 V 2/2 V 3/2 1 V 3/2 V 2/2 1 / 2 0

eos 0 1 V 3/2 V 2/2 1/2 0 - 1/2 - V 2/2 -V 3 /2 - 1
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Una identidad es una ecuación que se cumple para todos los valores de su variable o va
riables. Las identidades que comprenden funciones trigonométricas se denominan iden
tidades trigonométricas y se pueden usar para simplificar expresiones trigonométricas. 
El lector ya ha visto algunas identidades trigonométricas elementales en esta sección. 
Por ejemplo, las fórmulas

cos(—0) = cos0 y sen(—0) = —sen0

son identidades porque son válidas para todos los valores de 0. Casi todos los textos de 
trigonometría contienen listas con docenas de identidades trigonométricas; por fortuna, 
en este libro se necesitarán sólo unas pocas de ellas.

Una de las identidades trigonométricas más importantes y bien conocidas es con
secuencia sencilla del teorema de Pitágoras. Esta identidad expresa que

sen20 + cos20 = 1

donde sen2 0 representa (sen 0)2 y eos2 0 representa (eos 0)2. Para ver por qué es vá
lida esta identidad, vea la figura 11.15, que muestra un punto (x , y) en un círculo de 
radio 1. Por definición,

y = sen 0 y jc = eos 0 

y, por el teorema de Pitágoras,

y2 + x2 = 1 

de donde la identidad se deduce de inmediato.

788 1 CAPÍTULO 11 I Funciones trigonométricas I 11-10

y

FIGURA 1 1 .1 5  La identidad sen2 0 + eos2 0 = 1 .

identidad pitagórica para seno y coseno & Para cualquier ángulo 0,

sen2 0 + eos2 0 = 1

Las siguientes fórmulas para el seno y el coseno de la suma de dos ángulos son 
particularmente útiles. En casi todos los textos de trigonometría se pueden hallar prue
bas de estas identidades, pero aquí las omitiremos.

Fórmulas para seno y coseno de ia suma de dos ánqulos a Para9 mfi W

cualesquier ángulos A y  B

eos (A + B) = eos A eos B -  sen A sen B 
y eos (A + B) = sen A eos B — eos A sen B

REPASO
Nótese que cualquier punto 
(x, y) sobre el círculo satisface a 

y 2 + x 2 = 1

Identidades
trigonom étricas
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Si los ángulos A y B de las fórmulas para la suma de ángulos son iguales, las 
identidades se pueden rescribir como sigue.

Fórmulas para seno y coseno deí á n g u lo  d u p lo  n Para cualquier án
gulo 0,

sen 20 = 2 sen 0 eos 0
sen 20 = 2 eos2 0 — sen2 0

Algunas de estas identidades trigonométricas se emplearán en la sección 11.2 pa
ra deducir las fórmulas para las derivadas de las funciones seno y coseno. También 
se pueden usar en la solución de ciertas ecuaciones trigonométricas, como se ilustra 
en el ejemplo 11.1.5.

r-1 r* 6
o c a  •

Vea el ejemplo 11.1.5. Introduzca 
Y1 =sen(X)2-cos(X )2+sen(X) 
en el editor de ecuaciones de 
su calculadora graficadora. 
Grafique usando la pantalla 
[0, 2 t t ] t t / 2  por [-2 , 2].5. Use 
la tecla TRACE o las funciones 
para hallar raíces de su calcu
ladora, para hallar los puntos 
donde la gráfica de la función 
corta al eje x. Compare sus 
resultados con los calculados 
en el ejemplo.

EJEMPLO I 11.1 .5
Encuentre todos los valores de 0 en el intervalo 0 ^  0 ^  2tr que satisfacen la ecuación 
sen2 0 — eos2 0 + sen 0 =  0.

Soiucfón
Use la identidad pitagórica

sen20 + cos20 = 1 o cos20 =  1 —

para rescribir la ecuación original sin ningún término coseno como

sen2 0 — (1 — sen2 0) +  sen 0 = 0
2 sen2 0 +  sen 0 — 1 = 0

sen20

o bien

y factorice para obtener 

Las únicas soluciones de

(2 sen0 -  l)(sen0 + 1) = 0

2 sen 0 -  1 = 0
1

sen 0 = — 
2

en el intervalo 0 <  0 ^  2 tt son

y la única solución de

sen

TT 5tT
0 = 6  y  ~6~

0 + 1 = 0  o sen0 = - 1  

3tt

e = Ten el intervalo es

Por tanto, las soluciones de la ecuación original en el intervalo especificado son 
tt 5tt 3tt
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Aplicación Es frecuente que en fenómenos naturales aparezcan formas cíclicas que pueden ser des
critas por funciones trigonométricas. En el ejemplo 11.1.6, se examina una aplicación 
médica. En las secciones 11.2 y 11.3 se examinarán más aplicaciones de modelación 
donde aparecen derivación e integración de funciones trigonométricas.

EJEMPLO I 11.1.6
Un aparato de observación de signos vitales de un paciente hospitalizado proporciona 
información que sugiere modelar la presión sanguínea del paciente con la función trigo
nométrica

P(t) = 108 + 27 eos 8r

donde el tiempo t se mide en segundos y P está en milímetros de mercurio.
a) ¿Cuál es la presión (sistólica) máxima Ps del paciente? ¿Cuál es la presión (dias- 

tólica) mínima PJl
b) Una pulsación es el intervalo entre picos sistólicos sucesivos. ¿Cuál es la frecuen

cia cardiaca del paciente (pulsaciones por minuto)?

Solución

a) Cuando eos 8/ = 1, la función de presión sanguínea tiene su valor máximo de

Ps = 108 + 27(1) = 135 

Cuando eos 8/ = —1, la función de presión sanguínea tiene su valor mínimo de

Pd = 108 + 27(— 1) = 81

b) La presión sistólica se presenta cuando eos 8/ = 1. Como la función coseno se 
repite cada 2tt radianes, se deduce que cada pulsación toma tfl segundos, donde

8 tfl = 2 TT 

th = t t / 4

Por tanto, el número de pulsaciones que ocurre por minuto está dado por el 
producto

/ pulsación \ / 60 segundos \  _  (60)( 4 )  _ ^ ^
V tt/4 segundos ) \  minuto / t t

Se concluye que la frecuencia cardiaca es aproximadamente 76 pulsaciones por 
minuto.

P R O B L E M A S  I 11.1
En los problemas 1 al 4 especifique el número de grados en cada ángulo indicado.

1. 2.
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En los problemas 5 al 8 especifique el número de radianes en cada ángulo indicado. 

5. 6.

7. 8.

En los problemas 9 al 12 muestre gráficamente los ángulos indicados.

9. a) 60° b) 120° 10. á) -4 5 °  b) 135°

11. a) 45° b) -150° 12. d) 240° b) 405°

En los problemas 13 al 16 muestre gráficamente los ángulos con la medida indicada en radianes.

13. a) 3 tt/4  b) - 2 t t / 3  14. a) - t t /6  b) 5 tt/6

15. a) — 5tt/3  b) 37r/2 16. á) — 5 tt/4  b) 7tt/6

En los problemas 17 al 20, convierta los ángulos indicados de grados a radianes.

17. a) 15° b) -240° 18. a) 30° b) 270°

19. a) 135° b) 540° 20. a) -150° b) I o

  www.FreeLibros.com



792 i CAPÍTULO 11 i Fundones trigonométricas i 11-14

En los problemas 21 al 24 convierta los ángulos indicados de radianes a grados.

21. a) 5tt/6 b) - tt/1 2  22. a) 2 tt/3 b) - 3 tt/4

23. a) 3tt b) 1 24. a) 3 b) 13tt/12

E/2 /os problemas 25 al 44, evalúe la expresión dada sin usar la calculadora ni la tabla III del Apéndice.

25. eos —  26. sen 5tt

27. s e n í 28.  eos ^

29. cot —  30. sec3Tr
2

3 1 .  c s c ( “ - y )  3 2 - t a n ( _ T r )

33. eos ( - y )  34. s e n ( - ^

í  7 i r \  7 tt35. sen — — jo . eos —
6  /  3

77  TT
— 38. sec —
3  3

577'
39. tan 40. cot  ̂ ^ ^

2*77 TT
41. ese —  42. tan —

3  6

5 tt /  3 t t \
43. sec—  44. senl— —  I

TT TT . ,  , TT TT
45. Use un triángulo rectángulo para hallar eos — y sen —. 46. Use un triángulo rectángulo para hallar eos — y sen —.

47. Complete la siguiente tabla:

0 7 tt/ 6 5 tt/ 4 4 tt/ 3 3 tt/ 2 5 tt/ 3 7 tt/ 4 1 1 t t / 6 2 t t

sen0
COS0

48. Encuentre tan 0  si sec 0 =  -
4

50. Encuentre eos 0  si tan 0 =  —.
4

52. Encuentre sen 0 si tan 0 =  —
3

49. Encuentre tan 0 si ese 0 =  —.

51. Encuentre tan 0 si eos 0 =  - .

53. Encuentre sec 0 si cot 0 = —.
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En los problemas 54 al 61 encuentre todos los valores de 0 del intervalo especificado que satisfagan la ecuación 
dada.

54. eos 6 -  sen 20 = 0; 0 <  0 <  2tt 
56. sen 20 = V 3 eos 0; 0 <  0 <  t t  

58. 2 eos2 0 = sen 20; 0 <  0 <  tt 

60. 2 eos2 0 + sen © = 1; 0 <  0 <  t t

s =

I I

V 7 + 9 eos2 0
a) Si d = 3 metros y 0 = 31°, ¿cuál es la profundi

dad aparente del hombre?
b) Si la profundidad real es d = 1.9 metros, ¿qué 

ángulo de incidencia da una profundidad apa
rente de s = 1.12 metros?

V

Nadador

i

ií? f  ■Vi L.'-

PROBLEMA 62

63. BÍORRITMO Jake piensa que su bienestar emo- 
cional varía periódicamente con el tiempo t en forma 
tal que el modelo se repite cada 28 días. Es decir, su
poniendo que su estado emocional fuera neutro al na
cer, su nivel emocional t días después será

E(t) = E0 sen (— )̂

donde E0 es su nivel emocional máximo.
a) ¿Cuál será el nivel emocional de Jake cuando 

cumpla 21 años? (Ignore los años bisiestos.)
b) Jake también piensa que su estado de bienestar 

físico sigue un modelo periódico semejante, só
lo que esta vez el modelo se repite cada 23 días. 
Si P0 es el nivel máximo de bienestar físico de 
Jake, encuentre una fórmula para su estado físi
co en el tiempo t y determine su nivel cuando 
Jake cumpla 21 años.

c) ¿Cuántos días después del cumpleaños 21 de Ja
ke debe él esperar que sus ciclos emocional y fí
sico esperados estén ambos a niveles máximos?

R. A. Serway, Physics, 3a ed., Saunders, Filadelfia, 1992, p. 1007.

55.
57.
59.
61.

62. REFRACCIÓN DE LUZ FOR AGUA Un hom- 64.
bre está nadando a una profundidad d bajo el agua, 
pero, debido a que la luz es refractada por el agua, su 
profundidad s aparente es menor a d. En física,1 se 
demuestra que si el hombre es visto desde un ángu
lo de incidencia 0, entonces

3d eos 0

65.

66.

3 sen20 + eos 20 = 2; 0 <  0 <  2tt 
eos 20 = cos0; 0 <  0 <  tt 
3 eos2 0 -  sen2 © = 2 ; 0 < © < t t  
eos2 0 -  sen20 + cosO = 0; 0 <  0 <  tt

UTILIDAD Suponga que una compañía determina 
que la utilidad P (en cientos de dólares) obtenida 
por sus ventas durante la semana t (para 1 <  t <  52) 
de un año particular puede ser modelado por la fun
ción trigonométrica

tr(t — 15)
P(t) = 75 + 55 eos

26
? ¿Cuándoa) ¿Cuál es la máxima utilidad semana 

se presenta?
b) ¿Cuál es la mínima utilidad semanal? ¿Cuándo 

se presenta?
MEDICINA Un aparato que observa la presión 
sanguínea de un paciente (medida en milímetros de 
mercurio) indica que la presión sistólica (máxima) 
es 130, mientras que la presión diastólica (mínima) 
es 82. El mismo paciente tiene una frecuencia car
diaca de 79 pulsaciones por minuto. Suponga que t 
segundos después de una lectura sistólica, la presión 
sanguínea es P(t), donde P está modelada por una 
función de la forma

P(t) = A + B eos kt 
donde A, B y k son constantes positivas.
a) Use la información dada para hallar A, B y k.
b) ¿Cuál es la presión sanguínea del paciente des

pués de 1 minuto?
A partir de las fórmulas de seno y coseno de la su
ma de dos ángulos, deduzca la fórmula para la tan
gente de la suma

tan A + tan 5
tan (A + B) = ----------- --------

1 — tan A tan B

67. Use la fórmula del seno de la suma para deducir la 
identidad

68. Use la fórmula del coseno de la suma para deducir 
la identidad

eos — 0) =  sen 0

69. Dé argumentos geométricos usando las coordenadas 
de puntos sobre un círculo de radio 1, para demos
trar por qué las identidades de los problemas 67 y 
68 son válidas.

70. Empezando con la identidad sen2 0 + eos2 0 = 1 ,  
deduzca la identidad 1 + tan2 0 = sec2 0.
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SECCION 11.2 Derivación e integración de funciones 
trigonométricas___________________
Las funciones trigonométricas son relativamente fácil de derivar e integrar, y en esta 
sección se obtendrán fórmulas para derivadas e integrales donde aparecen estas funcio
nes. Se ilustrará el uso de estas fórmulas en el cálculo de razones de cambio, áreas y va
lor promedio. Luego, en la sección 11.3, se examinarán otra variedad de aplicaciones.

Fórmulas para las 
derivadas de 

seno y coseno

A continuación se muestran las fórmulas para las derivadas del seno y el coseno. Como 
estas fórmulas se usan con frecuencia junto con la regla de la cadena, también se indica 
la versión generalizada de cada fórmula. La demostración de la fórmula del seno se da
rá al final de esta sección, una vez que hayamos tenido oportunidad de ver la forma en 
que se usan las fórmulas en la práctica.

¡EXPLORE!
fl¡\V

Vea el ejemplo 11.2.1. Introduz
ca Y1 = sen(3X + 1) del editor 
de ecuaciones de su calcula
dora graficadora y grafique 
usando la pantalla [ - t t ,  tt]tt/4 
por [-2 , 2].25. Use la función 
de derivación numérica de su 
calculadora para hallar f'(x) en 
x =  -rr/4. ¿Por qué es negativa 
esta derivada? También en
cuentre y muestre la ecuación 
de la recta tangente a f(x) en 
x = ti/A.

REPASO
O
Cl
£

.2

La n potencia de eos x se es
cribe como cos"x; es decir,

(eos x)n =  cosnx
'-r~>1 Del mismo modo,
03i (sen x)n = sennx
O-5-» y
V) 
D 

—>
(tan x)n = tannx

Derivadas del seno y el coseno s Si t se mide en radianes, entonces

d
—(sen t) = cosí y 
dt

d
— (eos t) = — sen t 
dt

y de acuerdo con la regla de la cadena, si u = u(t) es una función derivable

d du 
—(sen ü) = eos u —  y 
dt dt

d du 
— (eos ü) = — sen u — 
dt dt

A continuación se muestran algunos ejemplos que ilustran el uso de estas fórmulas.

EJEMPLO I 11.2.1
Derive la función/(r) =  sen (31 +1) .

Solución
Con el uso de la regla de la cadena para la función seno con u(t) = 3/4- 1, se obtiene 

___________ ___________  f '( t)  = 3 eos (3/ + 1)__________ ______________ _

EJEMPLO ¡ 11.2.2
Derive la función/(r) = eos21.

Solución
Como eos t = (eos t)

se usa la regla de la cadena para potencias y la fórmula para la derivada del coseno pa
ra obtener

_________________ f '(t)  = 2 eos t (—sen t) = —2 eos t sen t______________ ____

EJEMPLO I 11 .2 .3
Un cuerpo se mueve a lo largo de una recta en forma tal que en el momento t su posi
ción está dada porje = sen ( tt — 31) + eos ( tt/ ) .  ¿Dónde está el cuerpo y cuáles son su 
velocidad y su aceleración en el momento t = 0?
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Solución
La posición del cuerpo en el momento t =  0 está dada por

A-(0) =  sen [ir -  3(0)] + eos [ir(0)] = 0 + 1  =  1 

L a  v e l o c i d a d  d e l  c u e r p o  e s

K 0  — x ( t )  =  e o s  ( t t  — 3 / ) ( — 3 )  +  [ — s e n  ( t t ¿ ) ( t t ) ]

=  - 3  e o s  ( tt — 3 0  -  tt s e n  ( i r t )

y  s u  a c e l e r a c i ó n  e s

a ( t )  =  v ' ( r )  =  — 3 [ — s e n  ( t t  — 3 í ) ( — 3 ) ]  — t t  e o s  ( t t ¿ ) ( t t )  

=  — 9  s e n  ( t t  — 3 1) — t t 2 e o s  ( t t í )

P o r  t a n t o ,  l a  v e l o c i d a d  y  a c e l e r a c i ó n  e n  e l  m o m e n t o  t  =  0  s o n

v ( 0 )  =  - 3  e o s  [ tt -  3 ( 0 ) ]  -  tt s e n  [ tt( 0 ) ]  =  - 3 ( - l )  -  tt( 0 )

y
¿7 (0 ) =  - 9  s e n  [ tt -  3 ( 0 ) ]  -  t t 2 e o s  [ tt( 0 ) ]  =  - 9 ( 0 )  -  t t 2 ( 1 )  =

= 3

— TT'

Las fórmulas de derivación para el seno y el coseno se pueden usar para obtener fórmu
las para las derivadas de otras funciones trigonométricas. Por ejemplo, la fórmula de la 
derivada de la tangente se puede obtener usando la regla de cociente como sigue:

d d sen t
—(tan t) = — ------
dt dt Veos tj

eos t (eos t) — sen t (—sen t)
eos 2t

eos 2t + sen2r
cos2¿ eos 2t

= sec2?

Análogamente, se puede demostrar que

—(sec t) — sec ¿tan t 
dt

regla del cociente

porque setrt +  eos2t = / 

porque sec t =  1/eos i

(véase el problema 54).

Derivadas de la tan g en te  y la secante ■ Si t se mide en radianes, en
tonces

d o
—(tan t) = sec t 
dt

d
y —(sec t) = sec t tan t 

dt

y si u = u(t) es una función derivable de r, entonces

d 2 du 
—(tan u) =  sec u —  
dt dt

d du 
V —(sec u) =  sec u tan u ~  
J dt dt
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EJEMPLO I 11.2,4
Derive la función f(t) = tan (t2) + sec (1 — 3t).

Solución

Usando la regla de la cadena, se obtiene

/'(O  =  - 7 [tan (r2)] + ^ [sec  (1 -  3/)] 
dt dt

= [sec2 (/2)1 ~~{t2) + [sec (1 -  3í) tan (1 -  3¿)1 ~r (1 “  3í) 
a i  dt

= [sec2 (/2)](2í) + [sec (1 -  3f) tan (1 -  3r)](—3)
=  21 sec2 (t2) -  3 sec (1 — 31) tan (1 — 31)

EJEMPLO I 11.2.5
Un observador ve que un avión se aproxima con una rapidez de 400 millas por hora y a 
una altitud de 4 millas. ¿A qué ritmo está cambiando la elevación de la línea de vista del 
observador, con respecto al tiempo, cuando la distancia horizontal entre el avión y el ob
servador es 3 millas?

Solución

Denote por x la distancia horizontal entre el avión y el observador, por t el tiempo (en 
horas) y dibuje un diagrama que represente la situación como en la figura 11.16.

\
Avión

^  .1

Observador

FIGUFíA 1 1 .1 6  Observación de un avión que se aproxima.

dx
Se sabe que — = —400 (el signo menos indica que la distancia .v es decreciente), 

dt
dQ

y el objetivo es hallar — cuando x  = 3. Del triángulo rectángulo de la figura 11.16
dt

se observa que

tan 0 =

Se deriva ambos miembros de esta ecuación con respecto a t (recordando el uso de la re
gla de la cadena) para obtener

o bien

o dQ 4 dx
sec- 0 — = — o t  

dt x~ dt

dQ 4 o dx
—  =  — 0 eos- 0 —  
dt x dt

  www.FreeLibros.com



11-19

/i/
/ I

y ! 4  ,

Á ._ _ _ _ L
3

Los valores de ,  y |  están dados. Se obtiene el valor de eos2 0 cuando ,  =  3 

del triángulo rectángulo de la figura 11.17. En particular, cuando * =  3,

' SECCIÓN 11.2 i Derivación e integración de funciones trigonométricas I 797

Sustituyendo j c = 3 ^ = _ 4nn v 2  ̂ 9 ,A, 4UU, y eos 0 = —  en ia , dQ
25 a formula Para - j  se obtienen

dO =  __4 í  9 \
dt 9 V25 / ~ 400) =  64 radianes por hora

11 .17  Triángulo 
para el cálculo de eos 0 cuando 
.v = 3.

I n te g r ó le s  d e  Como la integral indefinida de una fu n c ió n /»  está determinada por una antiderivada de
la s  f u n c io n e s  /(/), cada una de las fórmulas de derivación para funciones trigonométricas que se aca-

t r ig o n o m é t r ic o s  ban de obtener corresponde a una fórmula de integración. Por ejemplo, como (sen u)’ =
eos u, se tiene

f  eos u du — sen m +  C

as de integración para fundones trigonométric 

J eos u du = sen u +  C

Jsen udu  = —eos u + C

J sec2 udu = tan u C

|*sec u tan u du = sec u + C

cas

E JE M P L O  I 1 1 .2 .6

Encuentre las siguientes integrales:

a) J sec t (sec t +  tan t) dt b) Jx sen  (x 2) dx

Solución

a) Se tiene

J sec t (sec t + tan t) dt =J.sec2 td t  + Jsec t tan í ¿/r

=  tan t +  sec t +  C
b) Use la sustitución u = x2, du = 2x dx. Entonces
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= I sen u ( -  din = — [ — eos u] + C

1
= —  eos (a  ) 4- C

2

FIGURA 1 1 .1 8  Área bajo 
y =  x  sen x  para 0 ^  x ^  ir.

f e

EXPLORE!
Vea el ejemplo 11.2.7. Haga 
Y1 = X sen(X) en el editor de 
ecuaciones de su calculadora 
graficadora y grafique usando 
la pantalla [—ti/2, 3tt/2]tt/2 
por [-1 , 2].25. Use las funcio
nes de integración de su cal
culadora para calcular el área 
bajo la curva entre 
x = 0 y x = t t .

EJEMPLO I 11.2.7

Encuentre el área de la región bajo la curva y = x  sen a , entre las rectas x = 0 y x  = ir (vea 
la figura 11.18).

Solución
rrr

El área está dada por la integral definida A = a  sen a  dx. Para evaluar esta integral,
Jo

se debe integrar por partes, como sigue (recuerde la sección 1, capítulo 6):

u = x dv = sen a* dx
du =  dx v =  — c o s a '

de modo que

x  sen x  dx = a ( — eos x) — J (—eos x) dx 

= —x  eos x  + sen x  + C

Por tanto, el área es

A = Asen x dx = (—a eos a + sen a)
Jo

= [ —tt eos (tt) + sen (tt)] — [ — (0) eos (0) + sen(0)] 
= [—tt (— 1) + 0] -  [0] — tt unidades cuadradas

Modelación de 
fenómenos periódicos

2tt 2 tt
a + b sen - { t - c l ) o c{t) = a + b eos —  (t -  d)

L p J L p J

Para esta función,

p es el periodo y l/p es la frecuencia, 
b es la amplitud, 
d es el cambio de fase, 
a es la traslación vertical.

El periodo p es la longitud de un ciclo de forma que/(f + p) = f{ t), para toda t (véa
se el problema 57), lo cual significa que la gráfica de/(f) sobre el intervalo [0, p] es 
la misma que la gráfica sobre [kp, (k + 1 )p] para k = 1, 2, . . . .  La frecuencia \/p

Un fenómeno periódico es aquel que ocurre repetidamente en ciclos. El movimiento de 
un péndulo, el subir y bajar de las mareas, y los ritmos cardiacos del metabolismo hu
mano son ejemplos de fenómenos periódicos.

Es frecuente que fenómenos periódicos sean modelados por funciones trigonométri
cas de una de estas formas generales:
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proporciona una medida de cuántas veces se repiten los ciclos. La amplitud b mide 
la dispersión vertical en la gráfica de/(O  de manera que \2b\ es la diferencia entre 
los valores máximo y mínimo de/(r). El cambio de fase d y la traslación vertical a 
determinan el desplazamiento de la gráfica de/(í) de la posición de una curva de se- 
no o coseno estándar.

Por ejemplo, la función

/(O = 3 + 0.5 sen ir(t — 1)

tiene periodo/? = 2, frecuencia 1/2, amplitud 0.5, traslación de fase 1 y traslación verti
cal 3. La gráfica de esta función se muestra en la figura 11.19.

y

FK5U&A 1 1 .1 9  La gráfica de la función periódica/(r) =  3 +  0.5 sen tr (/ +  1).

A continuación se muestra un ejemplo que ilustra la forma en que se pueden usar 
funciones periódicas para estudiar ventas de productos estacionales.

EJEMPLO ! 11.2.8

Suponga que el número de trajes de baño vendidos en una tienda en las playas de Nue
va Jersey, durante la semana t de un año particular, está modelado por la función

B{t) =  40 +  36 eos
TT
- ( t -  24) 
52

para 1 <  r <  52

a) ¿Durante qué semana son máximas las ventas?
b) ¿Con qué frecuencia cambian las ventas al final del año (cuando t = 52)?
c) La experiencia anterior indica que el periodo de máximas ventas es entre las 

semanas 20 y 33. Encuentre el promedio de ventas semanales durante este pe
riodo.

Solución

La gráfica de la función de ventas se ilustra en la figura 11.19.

[ TT— (/ — 24) = 1, y durante el intervalo

1 <  í <  52, esto ocurre sólo cuando t — 24. Por tanto, las ventas máximas se 
presentan durante la semana 24, cuando se venden £(24) = 40 + 36 = 76 tra
jes de baño.

b) Para determinar la frecuencia de cambio de ventas con respecto al tiempo, deri
vamos B(t):
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-2 .16

Sustituyendo t = 52 en esta función de frecuencia, encontramos que

9ir TT 9tt ^28tt\
B (52) = ^ s e n

_52 .
= ------sen

13  ̂ 52 )

En consecuencia, al final del año, las ventas están disminuyendo a razón de apro
ximadamente 2 trajes por semana.

c) El promedio de ventas dentro del periodo máximo 20 ^  t ^  33 está dado por la 
integral

f331
33 -  20

40 + 36 eos § C - 2 4 >
dt

=  h ( 40'  + 36 ?  sen
TT
—  (t -  24) 
52

33

20

-Ü«K33> + 3 « f  U
IT
—  (33 -  24)

52
, 40(20) + 36 — sen 

13 1 V'tt/
tr
—  (20 -  24)

1
~  —  [1 628.27 -  657.40] «  74.68

13

Por tanto, las ventas durante el periodo de mayor venta promedian casi 75 trajes 
por semana._____________ _____________________ __________ ______________

5(ventas)

ii-SuURA 11.20 Gráfica de la función de ventas B(t) = 40 + 36 eos £ (' - 2 4 )

Las funciones periódicas también desempeñan un importante papel en las ecuaciones 
diferenciales. En el ejemplo 11.2.9 se resuelve una ecuación diferencial para contestar 
una pregunta acerca de una población biológica.

El tamaño de una población animal a veces varía con las estaciones. Suponga que P(t) 
es la población de un rebaño de mamíferos grandes en el momento t (meses) y que

E J E M P L O  I 1 1 . 2 . 9

dP_
dt

=  12 sen (0 .lT T 7 )

Si la población inicialmente es de 3 000, ¿cuál será su tamaño un año después?
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Solución

Separando las variables e integrando, se obtiene 

^ d P  = j 12 sen (0. lirí) dt

= 12( ~ ) [ “ cos (O.lir/)] +  C =  -3 8 .2  eos (0.1 ir/) + C

Como P(0) =  3 000, se encuentra que

^(0) = 3 000 ~  -  38.2 eos (0) + C = -  38.2 + C 

C ~  3000 +  38.2 = 3038.2 

y la población en el momento t es

P{t) *  -3 8 .2  eos (O.Ittí) +  3 038.2 

Por tanto, después de 1 año (t = 12 meses) se tiene

P(12) «  - 3 8 .2  eos [0.1tt(12)] + 3 038 .2  

«  3 069.1

de modo que la población aumenta a unos 3 069 durante el año._________

Como la función f(t)  = sen t no está relacionada con ninguna de las funciones cuyas de-
Lo prueba cié que rivadas se obtuvieron en capítulos anteriores, para hallar la derivada en este caso será

d  necesario regresar a la definición de la derivada (del capítulo 2, sección 1). En términossen t  =  eo s  í  , , , , c , clt de t, la definición expresa que

/-'/rt V / ( f +  /!) “ /W  /  (i) =  lim --------- ----------
h^O h

Efectuando los cálculos requeridos para/(í) = sen t, es necesario usar la fórmula del se
no de la suma

sen (A + B) = sen A eos B + eos A sen B

de la sección precedente así como la siguiente información acerca del comporta
miento de sen t y eos t cuando t tiende a cero.

D o s lím ite s  im p o r ta n te s  p a ra  s e n o  y c o s e n o  a Si t se mide en radia
nes, entonces

lím —  = 1
/-> o t

y
eos t -  1

lím ------------= 0
t —>o t
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l l

EXPLORE!
sen x

Grafique f(x) = ^  ■ usando 

la pantalla [—tt, tt]tt/ 4 por 

[-1 .5 , 1.5].5. Use ZOOM y

TRACE para investigar
,, sen x lim----- .

x —>0 X

d sen (r + h) -  sen /
— (sen t) — um 
dt ' “

Ahora ya es posible obtener la fórmula de derivación para sen t:

Esto es,

/ i - > o  h

[sen/ eos h + eos t sen /?] — sen t 
= u m --------------------:-----------------

h-+ o h
(sen 0 [cos/z — 1] + (eos/) sen h 

= h m ---------------
/!-> o h

,, eos h — 1 „ s ., sen h
— (sen/) lim -------------- h (eos í) lim —-—

h—>0 h li—>0 n
= (sen 0(0) + (eos 0(1) = cos t

—(senO = eos t 
dt

fórm ula del seno 
de la suma

los lím ites afectan 
sólo a h. no a t

La fórmula de derivación para el coseno se puede obtener en forma parecida (vea el pro
blema 53.)

En los problemas 1 a! 20 derive la función dada.

1. /(O = sen 31 2. /(O  = eos 21
3. f(t) =  sen (1 -  2f) 4. f(t)  = sen r
5. /(i) =  cos (f3 + 1) 6. f(t)  = sen2 1

7. /(<) =  eos2 ^  -  rj 8. f{t) = sen (21 + l)2

9. f(x) = cos (1 + 3x)2 10. f(x) = e~x sen x
n cos u

11. f{u) = e cos 2iru 12. /(«) =   ----------------------------1 — cos u
sen t

13. f{t) = -----------  14. f( t)  = tan (5? + 2)
1 + sen t

15. /(O = tan (1 -  t3) 16. / ( 0  =  tan2 t

17. /(0  =  sec -  2tr/j 18. / ( 0  =  sec ( tt -  4/)2

19. / (0  = ln sen2 í 20. / ( 0  = ln tan2 t

En los problemas 21 al 30 encuentre la integral indicada.
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27. j  sen x eos xdx 28. í  Vc

29. .v sen x dx

eos* sen xdx  

30. cos4*sen*£¿t

En los problemas 31 a! 34 determine el periodo p, la amplitud b, el cambio de fase d, la traslación vertical a de la 
función trigonométrica dada f(t). A continuación dibuje la gráfica de f(t).

31. m = 2+1.5 sen ~ ( t  -  1) 
2

(  'ir\
33. f(t) = 3 -  eos X ' ■ 2 _

32. f(t) — — 1 + 2 eos

34. /(O = 5 - 3  sen

IT
- 3 )

TT
j (í + 1 )

En los problemas 35 y 36 encuentre el área entre las curvas dadas sobre el intervalo indicado.

35. y = sen(Ti.v/2) y y = c o s ( i t * ) ;  0 <  * <  1/3 36. y = sen* y y = c o s ( t t  -  x) ; 0 <  * <  tt/2

En los problemas 37 y 38 resuelva la ecuación diferencial dada sujeta a la condición inicial indicada.

37. -r =
dy sen (2/)
dt y + 1

; y(0) = l

39.

40.

CLIMA El promedio de temperatura t horas des
pués de la medianoche en cierta ciudad está dado 
por la fórmula

T(t) = 60 + 12 sen ( ------ — ]
VIO 6/

¿Con qué frecuencia está cambiando la temperatura 
al mediodía? ¿El clima es más caluroso o más fres
co en ese momento?
VENTAS Suponga que el número de esquíes ven
didos por una tienda de artículos deportivos durante 
la semana f, después de empezar un año particular, 
está modelado por la función

’tt(t -  18)’S(t) = 125 -  120 eos
26

41.

P

para 1 <  r <  52.
o) ¿Durante qué semana se vende el máximo nú

mero de esquíes? ¿Cuál es el número máximo? 
b) ¿Cuál es la razón de cambio de las ventas al fi

nal del año (cuando t =  52)?
DISEÑO DE JARDINES Un jardín está limita
do por los ejes positivos * y ;y, así como por una ve
reda empedrada que sigue la curva

y = 50 sen (0.3* + 1) +  10 eos (0.6* +  2) 
donde * y y se miden en pies.
a) Utilice la función de gráficas de su calculadora 

para trazar la gráfica de la vereda. ¿Cuáles son 
los puntos extremos de la vereda (los puntos 
donde corta a los ejes x y y)l

b) Encuentre el área del jardín.

dx 9
38. —— = xr eos t; *(tt) =  1 

dt

42. C O N TA M IN A C IÓ N  Un estudio indica que en

tun día típico de primavera, el nivel de contamina- 
) ción del aire en cierta gran ciudad es

P{t) =  1.5 +  18f -  0.75í2 + 0.92 sen (21 + 1)
unidades, donde t (0 ^  ^  24) es el número de ho
ras después de la medianoche.
a) Encuentre la razón de cambio del nivel de con

taminación en cada uno de los siguientes mo
mentos: t =  0, t =  9, t =  12 y t =  24.

b) Si el amanecer es a las 5:00 a. m, y el crepúsculo 
a las 6:00 p.m., ¿cuál es el nivel promedio de con
taminación entre el amanecer y el crepúsculo?

c) Utilice la función de gráficas de su calculadora 
para graficar P(t) para 0 ^  t <  24. ¿Cuándo 
ocurre el máximo nivel de contaminación? ¿Y el 
nivel mínimo?

43. BIOLOGIA Suponga que una biomasa B(t) cam
bia con respecto al tiempo t (horas) a razón de

dB r  , /  tt? \
~ d t = Sen \V4/

en un periodo de 24 horas, 0 ^  í — 24. Si la bioma
sa es B0 en el momento t — 0, ¿cuál es su tamaño en 
el momento t = 24?

44. M EDICINA Suponga que el metabolismo huma
no desecha fosfato periódicamente a razón de

dP 1 1—  = ------Y — eos
dt 3 6

— (f -  6) 
12

gramos por hora en el tiempo t (horas) en un 
periodo de 24 horas (0 ^  í — 24), donde P{t)
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45.

es la cantidad de fosfato en el cuerpo en el 
momento t.
á) ¿Cuándo se presenta el nivel máximo de fosfa

to?, ¿y el mínimo?
b) Si el cuerpo de un paciente particular contiene 

380 gramos de fosfato en el momento t = 0, 
¿cuánto fosfato contiene 24 horas después?

METABOLISMO DE LOS HOMBRES Su
ponga que la temperatura del cuerpo (en °F) de un 
hombre particular / horas después de la medianoche 
(para 0  ^  a  <  24) está dada por la función

ir(t -  15)

49.

T(t) = 98.1 + 0.6 eos 24

a)

b )  
c)

¿Cuáles son las temperaturas corporales máxima 
y mínima y en qué momentos ocurren?
¿Con qué razón está cambiando la temperatura 
del hombre al mediodía?
¿En qué momento la temperatura corporal del 
hombre está aumentando más rápidamente?

46. METABOLISMO DE LAS MUJERES La tem
peratura corporal de una mujer es afectada por dos 
ciclos diferentes, un ciclo diario y un ciclo mensual. 
Suponga que la temperatura corporal T(x) en °C en 
una mujer a  días, después del inicio de un ciclo 
mensual, está modelada por la fórmula

2 tt(a* — 15)
T(x) = 37 + 0.3 eos

28
+ 0.4 eos [2it(a — 0.6)]

para 0 <  a  <  28.
a) ¿Con qué rapidez está cambiando la temperatura 

del cuerpo cuando t — 15?, ¿y cuando t = 28?
b) ¿Cuál es el promedio de temperatura corporal de 

la mujer en el periodo de 28 días?
47. VENTAS Las ventas de cierto producto satisfacen 

la ecuación

S(t) = 27.5 + 11.2 sen ( y j  + 2.3 eos ( y )

donde t es el tiempo en meses medido desde enero, 
y S se mide en miles de unidades.
a) Encuentre la razón de cambio de las ventas a 

mitad del año (t = 6). ¿Aumentan o disminuyen 
en ese momento?

b) Encuentre el promedio de ventas de todo el año 
(0 < r <  12).

48. ÁREA Y VOLUMEN Sea R la región limitada
i « 'ttpor las curvas y — sen t y y = eos t para 0 <  r <  —

a) Encuentre el área de R.
b) Encuentre el volumen del sólido formado al gi

rar R alrededor del eje a . [Sugerencia: Esto es 
más fácil de lo que parece.]

50.

TASAS RELACIONADAS Una persona de 6 
pies de estatura observa un farol de 18 pies de altura 
cuando camina hacia ese farol a una rapidez de 5 
pies por segundo. ¿Con qué razón está cambiando el 
ángulo de elevación de la línea de vista de la perso
na, con respecto al tiempo cuando la persona está a 
9 pies de la base del farol?

PROBLEMA 49

TASAS RELACIONADAS Un hombre está de 
pie en el extremo de un pilar, a 12 pies sobre un bo
te de remos, y tira de la cuerda atada al bote a razón 
de 4 pies de cuerda por minuto. Con respecto al 
tiempo, ¿con qué razón está cambiando el ángulo 
que la cuerda forma con la superficie del agua cuan
do el bote está a 16 pies del pilar?

51.

52.

i®!
53.

TASAS RELACIONADAS Una persona obser
va un avión que se aproxima a 500 millas por hora y 
a una altitud de 3 millas. ¿Con qué frecuencia está 
cambiando el ángulo de elevación de la línea de vis
ta del observador, con respecto al tiempo f, cuando 
la distancia horizontal entre el avión y el observador 
es de 4 millas?
Use la función de gráficas de su calculadora para 
hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de 
y = a  + sen a  en el punto donde a  = 1.5 (radianes). 
Use la definición de la derivada para demostrar que 

el
— (eos t) = —sen t. 
dt
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Use las fórmulas de derivación para sen t y eos / pa
ra demostrar que:
x da) — sec t = sec t tan t 
} dt

d
b) — cot t = —ese" t 

dt
d

C) — CSC t = — CSC t cot t 
dt

Use la función de gráficas de su calculadora para 
trazar la gráfica de la función

ftx) =

eos x  — 1

A continuación use TRACE y ZOOM para investi
gar el límite

eos X — l lím ------------
-V—>0 X

{Sugerencia: Use la pantalla [ — t t ,  t t ] t t / 4  por 
[— 1, 1] 1/2.)

56. Repita el problema 55 para la función

57. Demuestre qut f { t  + p) =  f(t) para toda t, donde
2tr

a) /(O — a + b sen

b) f( t) = a + b eos

p-(* -  ¿0 

2tt

[Sugerencia: Use las identidades
sen (A + B) = sen A eos 5 + sen 5 eos A 
eos {A + B) — eos A eos B — sen A sen 5]

A p licac iones ad ic iona les de las 
func iones trig o n o m é trica s

FIGURA 11.21 Triángulo 
para el ejemplo 11.3.1.

En esta sección se verá una toma de muestras de aplicaciones en donde aparece la opti
mización de funciones trigonométricas. Para resolver problemas de este tipo, proceda 
como en la sección 5 del capítulo 3. En particular:

1. Construya una función que represente la magnitud que debe ser optimizada en 
términos de una variable conveniente.

2. Identifique el intervalo en el que la función tiene una interpretación práctica.

3. Derive la función e iguale a cero la derivada para hallar los puntos críticos.

4. Compare los valores de la función en los puntos críticos del intervalo y en los 
puntos extremos (o use la prueba de la segunda derivada) para verificar que se 
ha encontrado el extremo absoluto deseado.

EJEMPLO 11.3.1
Dos lados de un triángulo miden 4 pulgadas de largo. ¿Cuál debe ser el ángulo entre es
tos lados para hacer que el área del triángulo sea máxima?

Solución

El triángulo se muestra en la figura 11.21. En general, el área de un triángulo está dada 
por la fórmula

Área = -^-(base)(altura)
jLt
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EXPLORE!
Grafique f{x) = 8 sen x usando 
una pantalla de [0, 7t]W4 por 
[ - 1 0 ,10]1. Use TRACE y 
ZOOM para hallar el máximo 
absoluto de esta función sobre 
este intervalo. Compare con la 
solución hallada en el ejemplo 
11.3.1.

REPASO
Recuerde que sen 0 = 0 
y eos 0 =  1, y que sen(Tr/2) =  1 
y cos(n/2) = 0.

En este caso,
h

y, como sen 0 = —

base =  4 

altura = h = 4 sen 0

En consecuencia, el área del triángulo está dada por la función

^(9) = ~(4)(4 sen 0) = 8 sen 0

Debido a que en el contexto de este problema son significativos sólo valores de 
0 entre 0 =  0 y 0 = tt radianes, el objetivo es hallar el máximo absoluto de la fun
ción A(0) en el intervalo 0 ^  0 ^  t t .

La derivada de A(Q) es

A'(0) = 8 eos 0

tt
que es cero en el intervalo 0 ^  0 ^  t t  sólo cuando 0 = —. Comparando

A(0) = 8 sen 0 =  0

/  tt\  tt
a [ - J  = 8 s e n -  = 8(1) = 8

/4 ( t t )  = 8 sen t t  = 0

TTse concluye que el área se hace máxima cuando el ángulo 0 mide — radianes (o 90°); 

es decir, cuando el triángulo es un triángulo rectángulo.

I lu m in a c ió n  desde 
u n a  fuen te  de lu z

F5GURA 11.22 Lámpara 
colgante y mesa para el ejem
plo 11.3.2.

EJEMPLO I 11.

Una lámpara con altura ajustable cuelga directamente sobre el centro de una mesa cir
cular de cocina que mide 8 pies de diámetro. La iluminación en el borde de la mesa 
es directamente proporcional al coseno del ángulo 0, e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia d, donde 0 y d son como se muestra en la figura 11.22. ¿Qué 
tan cerca de la mesa debe colocarse la lámpara para maximizar la iluminación al bor
de de la mesa?

Solución

Sea L la iluminación en el borde de la mesa. Entonces,

k eos 0
L =

d ‘

donde k es una constante de proporcionalidad (positiva). Además, en el triángulo rectán
gulo de la figura 11.22, se tiene que

4
sen 0 = -  

d
o d = sen 0

Por tanto, ¿(0)
k eos 0 k n n= — eos 0 sen- 0

(4/sen0) 16

TT
Únicamente los valores de 0 entre 0 y — radianes son significativos en el con

texto de este problema. Por tanto el objetivo es hallar el máximo absoluto de la función

L(0) en el intervalo 0 <  0 <  —.o
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¡EXPLORE.1
Vea el ejemplo 11.3.2. Haga 
Y1 = cos(X)sen(X)2 en el edi
tor de ecuaciones de su calcu
ladora graficadora. Esto es 
esencialmente igual que la fun
ción /.(O). Grafique usando la 
pantalla [ - ir ,  3W2]tt/2 por 
[-1, 2J.25. Use las funciones 
de hallar máximo de su calcu
ladora para encontrar si Y1 se 
maximiza en el intervalo 
[0, tt/2]. Compare este valor 
con las raíces de 
Y2 = tan(X) -  V2 y 
Y3 = 2cos(X )2 -  sen(X)2.

SECCIÓN 11.3 , Aplicaciones adicionales de las funciones trigonométrica

Usando la regla de. producto y la regla de la cadena para derivar 1(6), se obtiene

as i 807

¿A0) =  — [eos 0 (2 sen 0 eos 0) +  sen2 0 (-sen

k 9 o
= —  (2 eos 0 sen 0 -  sen3 0)16

6)]

k

que es cero cuando

^  sene ( 2  cos2 0 -  sen2 0)

sen 0 = 0 o 2 eos2 0 -  sen2 6 = 0

77El único valor de 0 en el intervalo 0 <  0 <  — para el que sen 0 

tremo 0 = 0. Para resolver la ecuación

2 eos2 0 -  sen2 0 = 0

rescríbala como

0 es el punto ex

divida ambos lados entre eos2 0
2  eos2 0 = sen2 0

2 =
sen" 0 / sen 0 \ 2

cos“ 0 \cos 0/ 

y tome la raíz cuadrada de cada lado para obtener

/ -  sen 0
—V 2 = ------ = tan 0

eos 0

1 1 . 2 3  Triángulo 
rectángulo con tan 0 = V2.

Como sen 0 y eos 0 son no negativos en el intervalo 0 ^  0 <  se puede descartar 

la raíz cuadrada negativa y concluir que el punto critico se presenta cuando

tan 0 = \ í l

Aun cuando no sería difícil usar una calculadora (o la tabla III del Apéndice) pa
ra hallar (o, al menos, estimar) el ángulo 0 para el cual tan 0 = V2, no es necesario 
hacerlo. En lugar de esto, véase el triángulo rectángulo de la figura 11.23, en el que

lado opuesto V 2 „ n:tan 0 = t—¡— ----- T~ = -----= V 2lado adyacente \

y observe que
lado opuestoSdl u i •hipotenusa

V 2
V 3

_  lado adyacente _  1
eos 0 — hipotenusa y/%

Sustituya estos valores en la ecuación para ¿(6) para concluir que, en el punto crítico,
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M inim ización del 
tiem po de viaje

Ii
/

Compare este valor con los valores de L(0) en los puntos extremos 0 = 0 y
77

0 = — que son

k o
m  —  (COS 0)(sen 0) 0 poique sen 0 = 0

L( i )  = ± ( C0Sz ) L n2 z )  =
W  16 \  2/V 2 / °  porqm c,« -  “ 0

k
El mayor de estos posibles valores máximos es 24^/ 3 ’ ^ue se a ĉanza cuando 

tan 0 = V 2.
Por último, para hallar la altura h que maximiza la iluminación ¿, observe en la 

figura 11.22 que

4
tan 0 = 7

h

Como tan 0 = \ í í  cuando L es máxima, se obtiene que

4 4
h = ------= —7= ~  2.83 pies

tan 0 V 2

En el ejemplo 11.3.3, se usa el cálculo para establecer un principio general acerca de la 
minimización del tiempo de viaje. Como se verá más adelante, el principio se puede ex
presar de otro modo para dar una ley bien conocida acerca de la reflexión de luz.

EJEMPLO í 11.3.3
Dos pozos petrolíferos, A y B, se encuentran a millas y b millas mar afuera respectiva
mente. Un bote de motor que navega a una velocidad constante 5 debe transportar traba
jadores del pozo A a una estación situada en la playa y luego al pozo B. Para hacer que 
esta operación sea eficiente en cuanto a costos, la ubicación de la estación se selecciona 
de manera que se minimice el tiempo total de viaje. Demuestre que en el punto P de ubi
cación óptima, el ángulo a  entre la trayectoria de llegada del bote y la línea de la costa 
será igual al ángulo (3 entre la línea de la costa y la trayectoria de salida.

Solución

Aun cuando el objetivo es demostrar que dos ángulos son iguales, resulta que la forma 
más fácil de resolver este problema es hacer que la variable .y represente una distancia 
conveniente e introducir la trigonometría sólo al final.

Empiece con un dibujo, como en la figura 11.24, y defina la variable * y la distancia 
constante d como se indica. Entonces, por el teorema de Pitágoras,

distancia del primer pozo a P = V¿?2 + a*2

y
distancia del segundo pozo a P = V /?2 + (d — x)2 

Como (para velocidad constante),

distancia
tiempo = ------------

velocidad
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el tiempo total de viaje está dado por la función

tv ..  _ V a 2 + a-2 , V¿>2 + ( d -  x f1 (A'J +
5 S

donde 0 <  x  ^  d. La derivada de T(x) es

r (x) = — = í _ =  -  d ~ x
s \ /  a2 + x2 s \ /b 2 + (d — xj1

y haciendo T'(x) = 0 y multiplicando por s, se obtiene

x  _  d — x  
V tf2 + x 2 Vfr2 + (d — x)2

Ahora observe de nuevo los triángulos rectángulos de la figura 11.24 y note que

x  d -  x  _
/ = eos a  y / 2 -  eos PV a2 + jc V 6 “ + (d -  x)1

Por tanto, T \x )  = 0 implica que

cos a  =  cos (3

En el contexto de este problema, a y (3 están entre 0 y ~  radianes, y para ángulos

en estos límites, la igualdad de los cosenos implica igualdad de los ángulos mismos.
(Véase, por ejemplo, la gráfica de la función coseno de la figura 11.10.) Por tanto, 
T'(x) = 0 implica que

a  = (3

Además, de la figura 11.24 debe quedar claro que sin importar cuáles sean a. b y d, 
hay un punto (único) P para el que a = p. Se deduce que la función T(x) tiene un 
punto critico en el intervalo 0 — x  — d y que, en este punto crítico, a p.
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REPASO
Recuerde que 

1

de modo ^  
que

dx \V x

=  x - 1/2

dx
1 _

=  ' I X
3/2

Para verificar que este punto crítico es realmente el mínimo absoluto, se puede 
usar la prueba de la segunda derivada. Un cálculo de rutina da

a2 b2
T"(x) = +

2 i 3 / 2s(a + x ) ' s[b + {d — x) ]

(Como práctica, verifique este cálculo.) Como T"{x) > 0 para todos los valores de * y 
como hay sólo un número crítico en el intervalo 0 ^  x  ^  d, se deduce que este punto crí
tico realmente corresponde al mínimo absoluto del tiempo total T en este intervalo.

Reflexión de la luz Según el principio de Fermat en óptica, la luz que se desplace de un punto a otro toma
la trayectoria que requiere el tiempo mínimo. Suponga (como se ilustra en la figura 
11.25) que un haz de luz transmitido de una fuente en un punto A, incide en una superficie 
reflectora (por ejemplo un espejo) en el punto P, y luego es recibido por un observador 
en el punto B.

Observador 
B

02 -r^-Ángulo de reflexión

Superficie reflectora

R ^ U R Á  1 1 .2 5  Reflexión de luz: 0] = 02.

En vista de que, por el principio de Fermat, la trayectoria de A a P a B minimi
za el tiempo, se sigue del cálculo en el ejemplo 11.3.3 que los ángulos a y (3 son 
iguales. Esto, a su vez, implica la ley de reflexión, misma que expresa que el ángu
lo de incidencia (0, en la figura 11.25) debe ser igual al ángulo de reflexión (02 en 
la figura 11.25).

✓

Angulo Ó p tim o  El sistema vascular del cuerpo humano opera en forma tal que la circulación sanguínea
para ram ificación del corazón a los órganos, y de regreso al corazón, se logra con el menor consumo de

vascular energía posible. Por tanto, es razonable esperar que cuando una arteria se ramifica, el
ángulo entre las arterias “madre” e “hija” debe minimizar la resistencia total a la circu
lación. En el ejemplo 11.3.4 se usa el cálculo para hallar este ángulo óptimo de ramifi
cación.
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F I G U R A  1 1  . 2 6  Ramifica
ción vascular.
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EJEMPLO I 11.3.4

La figura 11.26 muestra una pequeña arteria de radio r que se ramifica con un ángulo 6 
(0 <  0 <  tt/2) de una arteria más grande de radio R (R > r) » La sangre circula en la di
rección de las flechas, del punto A a la rama en B y luego a los puntos C y D. Demues
tre que la resistencia de la circulación sanguínea es minimizada cuando 0 satisface la 
ecuación

4
COS 0 = — 7

R4

Solución

La figura 11.27 es una versión geométrica de la figura 11.26. Para mayor sencillez su
ponga que C y D están situados de modo que CD es perpendicular a la recta principal 
que pasa por A y  B, con C ubicada h  unidades arriba de D. Deseamos hallar el valor del 
ángulo de ramificación 0 que minimiza la resistencia total a la circulación de la sangre 
cuando pasa de A a B y luego al punto C.

Antes de resolver este problema, se debe tener una forma de medir la resistencia 
a la circulación sanguínea, y éste se encuentra dado por el siguiente resultado, que 
fue descubierto empíricamente por el fisiólogo y médico francés Jean Louis Poiseui- 
lle (1799-1869).

Ley de resistencia de PoiseuÜle ® L a  resistencia a la circulación sanguí
nea en una arteria es directamente proporcional a la longitud de la arteria e inversa
mente proporcional a la cuarta potencia de su radio.

Según la ley de Poiseuille, la resistencia a la circulación sanguínea del punto A 
al punto B de la figura 11.27 es

ks\

2 Esta aplicación está adaptada de un ejemplo del texto de E. Batschelet, in tro d u c tio n  to  M a lh e r i o s  f o r  
U fe  S c ien tis ts , 2a ed„ Springer-Vertag, Nueva York, 1975. pp. 278-280. Como fuente ongmal del mate
rial, el autor cita el texto de R. Rosen, O p tim a liry  P rin c ip ie s  in  B io lo g y , Butterworths, on ,
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y la resistencia del punto B al punto C es

O
REPASO
Recuerde que

1/senq = ese q
y

1/tan q = cot q 
y nótese que ese q nunca es 0.

rr -  kS*
Fl "  r 4

donde k es una constante que depende de la viscosidad de la sangre, y s, y s2 son las lon
gitudes de las porciones de arteria de A a B y de B a C, respectivamente. Por tanto, la 
resistencia total a la circulación sanguínea, hasta la ramificación y a través de ésta, está 
dada por la suma

ksi kSn ,(  S\ s2\
F- F‘ * F*-T? + v - t\ r * 7 )

A continuación escriba F como función del ángulo 0 de ramificación. Para hacer 
esto, en la figura 11.27, observe que

h
sen 0 = —

¿2
tan 0 =

h
L -  s i

donde L es la longitud de la arteria principal de A a D. Al despejar y s2 de estas rami
ficaciones, se obtiene

h
S2 — sen 0

= h ese 0 Si = L —
h

tan 0
= L — h cot 0

de modo que F se puede expresar como

( s x s?\ (L  — h cot 0 h ese 0'
F = t  + 7  M  F r

En el problema 54 de la sección 2, se demostró que

d 2 du — (cot u) = — ese u —  
dx dx

d du
— (ese u) = —cot u ese u —
dx dx

y con el uso de estas fórmulas para derivar F(0), se obtiene

- / ? ( - csc20) h( — ese 0 cot 0)
F '(0) =  k +

RH r
ese 0 cot 0\

= kh ese 0
\  A  Y  )

Resolviendo F'{0) = 0 para obtener todos los números críticos para F, resulta

ese 0 cot 0
ese 0 = 0 o = 0

/ r  y -

Como ese 0 nunca es 0, se deduce que F'(0) = 0 sólo cuando

ese 0 cot 0
R4 r 4

ese 0 cot 0 
~Rr  ~ ~
1

= 0

_  eos 0 
R4 sen 0 y4 sen 0

4

R¿
=  eos 0
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Por último, si 0O es el ángulo agudo que satisface esta ecuación, se puede demostrar que 
la resistencia F tiene un mínimo absoluto cuando 0 = 0O (véase el problema 35). En con- 
secuencia, 9n es el ángulo óptimo de ramificación vascular.

PROBLEMAS 111.3
Se dice que un cuerpo que se mueve hacia delante y hacia atrás a lo largo de una recta, experimenta un movi
miento vibratorio si su desplazamiento de la posición de equilibrio en el momento t está dado por una ecuación de 
la forma

x(t) = e~k\A  eos cot + B sen cot)

donde A, B, k y co son constantes. En los problemas 1 al 6, conteste las siguientes preguntas acerca de la función 
dada x(t) con esta forma para el intervalo indicado a <  x <  b:

a) Trace la gráfica de x(t). Puede usar la función de gráficas de su calculadora.
b) Encuentre los valores de t para los cuales se alcanzan los valores máximo y mínimo de x(t) para a <  t <  b.

TT 7T
1. x(t) = sen 21 + eos 21 para 0 <  r <  — 2. x(t) = 2 sen 2 1 + 3 eos 21 para 0 <  f <  —

2 2

3. x(t) = 5 sen 3t + 2 eos t para 0 ^  r <  7r 4. x(t) =  2 sen t — 3 eos 21 para 0 <  / <  77

5. x(t) = e~'(sent +  eos t) para — <  / <  6. x(t) = e~2\3  sen 2t + 2 eos 31) para 0 <  t <  77z

7. Encuentre el valor máximo de
/(/) = cot t -  V 2  ese t para 0 <  t < tt

¿tiene f(t) un valor mínimo en este intervalo?
8. Encuentre el valor mínimo de

f(t) = 21 sec t + 8 ese t para 0 <  t < tt/2 
¿tiene/(í) un valor máximo en este intervalo?

9. RESPIRACIÓN HUMANA Un hombre adulto 
típico inhala y exhala aproximadamente cada 3.5 se
gundos. Sea B{t) el volumen (en litros) del aire en 
los pulmones de un hombre adulto t segundos des
pués de exhalar. Suponga que B(t) puede ser mode
lado por la función

B(t) = 0.5 — 0.4 cos( j ^ : j

a) Encuentre el volumen máximo de aire en los 
pulmones del sujeto y los tiempos cuando sus 
pulmones contienen el volumen máximo de aire.

b) Conteste las preguntas del inciso a) para el vo
lumen mínimo de aire en los pulmones
del sujeto.

c) Dibuje la gráfica de B(t).
10. CONSUMO DE ENERGÍA Sea H(t) el número 

de galones de petróleo empleado para calentar una

casa particular en Búfalo, Nueva York, durante el 
mes t después de febrero de 2004. Suponga que H(t) 
está modelado por la función

H(t) = 200  +  165 c o s í ^ r j

a) ¿Durante qué mes es máximo el consumo de pe
tróleo? ¿Cuál es esta cantidad máxima?

b) ¿Durante qué mes es mínimo el consumo de pe
tróleo? ¿Cuál es esta cantidad mínima?

c) ¿Cuál es la cantidad total de petróleo que se 
consumirá en 2005 para la calefacción?

d) ¿Cuál es el promedio mensual de consumo de 
petróleo para calefacción en 2005?

11. POBLACIONES ESTACIONALES porcen
taje de muertes y el porcentaje de nacimientos de 
numerosas especies animales y de plantas fluctúa 
periódicamente con las estaciones del año. La po
blación P{t) de estas especies en el tiempo / varía a 
una tasa que puede ser modelada por una ecuación 
diferencial de la forma

dP—  = (b + a eos 2ttí)P 
dt
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donde a y b son constantes. Resuelva esta ecuación 
para demostrar que 

p(í) =
donde P0 = P(0) es la población inicial.

12. POBLACIONES ESTACIONALES Un rebaño 
de grandes mamíferos tiene una población P(t) que 
fluctúa periódicamente con las estaciones y satisiace 
una ecuación diferencial de la forma dada en el pro
blema 11, donde t se mide en años. Inicialmente, 
hay P(0) = 3 000 animales en el rebaño, y se obser
va que las poblaciones después de 3 meses y 6 me
ses, respectivamente, son

P(l/4) =  2 800 y P(l/2) = 3 200
a) Utilice esta información para determinar P(t). 

Esto es, encuentre los parámetros a y b en la 
fórmula dada en el problema 11.

b) ¿Cuál será la población después de 9 meses 
(r =  3/4)? ¿Y después de 1 año?

c) Durante el primer año (0 ^  t <  12), ¿cuándo es 
máxima la población del rebaño? ¿Cuál es la po
blación máxima?

d) Conteste las preguntas del inciso c) para la po
blación mínima del rebaño.

13. DEMANDA Los consumidores demandan (com
pran) x  cientos de unidades de cierta mercancía 
cuando el precio es p = D(x) dólares por unidad, 
donde

D(x) = 10 — 2x + sen ttx

a) Dibuje la curva de demanda p =  D{x).
b) ¿Cuál es el precio promedio por unidad cuando 

el nivel de producción aumenta de 100 unidades 
a 400 unidades (x = 1 a x  = 4)?

c) Encuentre el excedente de consumidores cuando 
se producen 400 unidades (x = 4).

14. OFERTA Un fabricante suministra* unidades de 
cierta mercancía al mercado cuando el precio es
p = S(x) cientos de dólares por unidad, donde

S(x) = 3 + 2x + 0.5 eos ttx

a) Dibuje la curva de oferta p = S(x).
b) ¿Cuál es el precio promedio cuando el nivel de 

producción aumenta de * = 0 a * = 5?
c) ¿Cuál es el excedente de productores cuando se 

producen * =4 unidades?
15. CONSTRUCCIÓN Una pieza de metal, de 20 

metros de largo y 6 metros de ancho, se ha de do
blar para formar un canal como se indica en la figu
ra siguiente. ¿A qué ángulo deben encontrarse los 
lados para que el volumen del canal sea tan grande 
como sea posible? [Sugerencia: El volumen es la

longitud del canal multiplicado por el área de su 
sección transversal triangular.]

PROBLEMA 15

16. DISEÑO DE JARDINtS Un arquitecto desea 
construir un jardín en forma de triángulo isósceles. 
Los dos lados iguales deben tener longitudes de 20 
pies. ¿Cuál debe ser la longitud del tercer lado para 
que el área del jardín sea tan grande como sea posi
ble? ¿Cuál es el área máxima de un jardín que está 
diseñado con estas especificaciones?

17. ARQUI í EC TURA Un arquitecto recibe el en
cargo de construir un salón de juegos en forma de 
trapecio isósceles, como se muestra en la figura si
guiente. Las dos paredes iguales (no paralelas) del 
salón y la más corta de las dos paredes paralelas de
ben medir cada una 20 pies de largo. ¿Cuál debe ser 
la longitud de la cuarta pared para maximizar el 
área del salón? ¿Cuál es el área máxima de un salón 
diseñado con estas especificaciones? [Sugerencia: 
Exprese el área en términos del ángulo 0 que se 
muestra en la figura.]

PROBLEMA 17

18. CONSTRUCCIÓN En un edificio en construc
ción hay un estrecho pasillo de sólo 3 V 2 pies de 
ancho que da vuelta en una esquina hacia otro pasi
llo que mide 6 pies de ancho, como se ve en la figu
ra siguiente. ¿Cuál es la longitud del tubo más largo 
que horizontalmente pueden pasar unos trabajadores 
alrededor de esta esquina? Ignore el diámetro del
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tubo. [Sugerencia. ¿Poi qué es esto lo mismo que donde c/> es el ángulo al cual el rayo de luz llega a la
minimizar el claio horizontal mesa, como se muestra en la figura siguiente. Expli-

_  6 t 3V 2  que por qué su respuesta es igual que antes.
C(ü) -  ~ H rsen 0 cos 0

en un intervalo apropiado de a ^  0 <  bl) -------------— --------------------------------------------------------

PROBLEMA 18

19. COMPORTAMIENTO1' DE LAS AVES Las in
vestigaciones indican que los pichones que se diri
gen a su palomar evitan volar sobre grandes cuerpos 
de agua, siempre que les es posible, quizá porque re
quieren más esfuerzo para volar por el aire pesado y 
frío que hay sobre el agua que por el aire cálido y 
más ligero sobre la tierra.3 Suponga que un pichón se 
suelta desde un bote en un punto P en un lago y vue
la a su palomar situado en un punto L en la orilla del 
lago, como se muestra en la figura siguiente. Supon
ga que se requieren Ew unidades de energía por milla 
para volar sobre el agua, y EL unidades de energía 
por milla para volar sobre el terreno. Si el bote está a 
í, millas del punto A más cercano en la orilla y A es
tá a s2 millas del palomar L a lo  largo de la orilla, 
¿qué rumbo 0 debe tomar el pichón desde el bote pa
ra minimizar la energía gastada para llegar a L?

PROBLEMA 19

20. ILUMINACIÓN Vuelva a trabajar el ejemplo
11.3.2, suponiendo que la iluminación es directa
mente proporcional al seno del ángulo y es inver
samente proporcional al cuadrado de la distancia <r/,

Este problema está adaptado de un ejemplo del texto in tro d u c f io n  
lo Mathematics f o r  L ife  Scientists, 2a. ed„ de Edward Batschelet, 
pnnger-Verlag, Nueva York, 1976, pp. 276-278.

PROBLEMA 20

21. REFRACCIÓN Db LA LUZ El principio de 
Fermat en física expresa que la luz toma la trayecto
ria que requiera el mínimo tiempo de recorrido. La 
figura siguiente muestra un rayo de luz que es emiti
do desde una fuente en el punto A bajo el agua, y 
luego recibido por un observador en el punto B so
bre la superficie del agua. Si v, es la velocidad de la 
luz en el agua y v2 es la velocidad de la luz en el ai
re, use el principio de Fermat para demostrar que

sen ©t _  v { 

sen ©2 v2
donde 0, es el ángulo de incidencia y 02 es el án
gulo de refracción. [Sugerencia: Use la solución al 
ejemplo 11.3.3 como guía. Se puede suponer, sin 
demostración, que el tiempo total se minimiza cuan
do su derivada es igual a cero.]

PROBLEMA 21

Observador
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22. ÓRBITA DE UN SATÉLITE
municaciones está situado a

4 831

Un satélite de co-

r(0 = 1 +0.15 eos (0.06í) 
millas sobre el centro de la Tierra t minutos después 
de llegar a su órbita, como se indica en la figura si
guiente.
a) Dibuje la gráfica de r(t).

¿Cuáles son los puntos más bajo y más alto de la 
órbita del satélite? (Estas posiciones se llaman 
perigeo y apogeo, respectivamente.)

b)

PROBLEMA 22

23. EFICIENCIA DE ESFUERZO Un trabajador 
empuja una caja pesada por el piso de un almacén.
Si el trabajador aplica una fuerza de magnitud F con 
un ángulo 0 medido desde la horizontal, como se 
muestra en la figura siguiente, entonces usando la 
física se puede demostrar que

F —
fxW sec 0

1 + }jl tan 0

donde W es el peso de la caja y (x es el coeficiente 
de fricción entre la caja y la superficie del piso. 
a) Para el caso donde [jl = 0.4 y W =  35 libras, en

cuentre los valores de F para los ángulos indica
dos en la tabla siguiente:
Ángulo 0 tt/8 it /6 tt/4 1.0 1.25 1.5
Fuerza F

b) 
c)

d)

¿Qué se puede decir acerca de F si 0 = tt/2? 
Dibuje la gráfica de F en el caso donde |x = 0.4 
y W = 35. El lector puede usar la función de 
gráficas de su calculadora. ¿Para qué ángulo 0 
es mínima la fuerza FI 
En general, ¿cuál es el ángulo de mínimo es
fuerzo (el ángulo que reduce F al mínimo para 
una selección particular de |x y W1

24. CLIMA Suponga que el observatorio meteoroló- 
gico determina que el promedio de temperatura (°F) 
de cierta ciudad está dado por

F(t) = 45 sen
2 TT 
365

(t -  97) + 38

donde t es el número de días después del 1 de enero.
a) Dibuje la gráfica de la función de temperatura 

F(t). El lector puede usar la función de gráficas 
de su calculadora.

b) ¿Cuáles son las temperaturas más alta y más ba
ja del año en esta ciudad? ¿Cuándo se presentan 
estas temperaturas extremas?

M OVIM IENTO DE UN PROYECTIL Suponga 
que un proyectil se dispara desde lo alto de un risco 
situado a s0pies de altura, con un ángulo de 0 radia
nes y una velocidad inicial (en la boca del cañón) de 
v0ftlsec. Entonces, en física se demuestra que t se
gundos después, el proyectil estará en el punto (x, y), 
donde x y  y están en pies y

x =  (v0 eos 0)t

y = — 16t2 + (v0 sen 0)t + s0 

Estas fórmulas se usan en los problemas 25 al 28.

so
0 -V

25. MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL Un pro- 
yectil es disparado desde lo alto de un risco. Dibuje 

V la trayectoria del proyectil para cada uno de los ca
sos descritos en la tabla siguiente. El estudiante 
puede usar la función de gráficas de su calculadora.

¿o(pies) 100 100 0 0

v0 (pies/s) 50 150 50 200

0 (radianes) 0 tt/ó tt/3 tt/8

PROBLEMA 23

a) Según estos resultados, ¿qué tipo de curva pien
sa usted que hará la trayectoria de un proyectil?

b) En cada uno de los casos citados en la tabla, en
cuentre el punto más alto en la trayectoria y el 
punto de impacto (donde la trayectoria cruza el 
eje a).
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26.

27.

ALTURA Y ALCANCE DE UN PROYECTIL
a) Encuentre una fórmula para la altura máxima al

canzada por un proyectil durante su vuelo. (Su 
respuesta contendrá 0 y v0.)

b) El alcance de un proyectil es la distancia hori
zontal medida desde la base del risco al punto 
de impacto. Encuentre una fórmula para el al
cance (en términos de 0 y v0). ¿Para qué valor de
0 es máximo el alcance?

ESQUIANDO SOBRE EL AGUA Un esquia
dor sobre agua está siendo remolcado por un bote 
de motor hacia una rampa de salto. El ángulo de la 
rampa es de 12° y su extremo está a 3 pies sobre el 
agua, como se ve en la figura siguiente.
a) Si el bote de motor navega a 40 pies/s, ¿a qué 

distancia de la rampa cae al agua el esquiador?
b) El esquiador hace un segundo salto, con el bote 

navegando a una velocidad más alta. Si él cae al 
agua 10 pies más lejos que por el inciso a), ¿cuál 
es la nueva velocidad del bote de motor?

PROBLEMA 27

RELATO DE ESPÍ AS Para su consuelo, la gra
nada del espía estalla (problema 25, sección 10.2), 
poniendo fuera de combate a los hombres de Cold- 
finger. No obstante, este último no queda aturdido y 
lanza una granada en la dirección del espía, quien 
estima que su oponente suelta la granada con un án
gulo de 45°, desde una altura de 6 pies y con una velo
cidad inicial de 50 pies/s. Una vez que la granada 
cae al suelo, la explosión dañará todo dentro de un 
radio de 10 pies de su punto de impacto. ¿A qué dis
tancia de su enemigo debe estar el espía cuando la 
granada caiga al suelo, si desea escapar con vida?

29. M EDICINA Un neumotacógrafo es un aparato 
empleado para medir la tasa del flujo de entrada y 
salida del aire de los pulmones. Sea V(t) el volumen 
de aire en los pulmones (en litros) en el momento t 
(segundos). Suponga que la tasa de flujo del aire es
tá modelada por

V'(t) = 0.87 sen (0.65t).
a) La inhalación se presenta cuando V'(t) >  0 y, la 

exhalación, cuando V’(t) <  0. El periodo respi
ratorio es el tiempo L necesario para inhalar y 
luego exhalar exactamente una vez. ¿Cuál es el 
valor de L?

b) ¿Qué volumen de aire se inhala durante el inter
valo 0 <  t <  L? ¿Es igual al volumen exhalado 
durante el mismo periodo?

c) Conteste las preguntas de los incisos a) y b) si la 
tasa de flujo del aire está modelada por

V'(t) = 0.87f sen (0.65í)
[Sugerencia: Use integración por partes.]

En los problemas 30 y 31 el estudiante necesitará estas 
fórmulas de integración:

. a u

„ a u sen (bu) du =  -ó------7 [a sen {bu) — b eos {bu)] + C
a 4- b

M U eos (bu) du = [a eos (bu) + b sen (bu)] + C

30.

31.

32.

¿r + b~
M EDICINA Repita el problema 29 para la fun
ción de tasa

V'(t) = 0.31 e~0 lt sen (0.81/)
POBLACIONES ESTACIONALES La pobla
ción P(t) de una especia fluctúa periódicamente con 
las estaciones del año en forma tal que 

dP—  = 0.03P + 0.004 eos 2ttí 
dt

donde t es el tiempo, en años. Si la población es ini
cialmente P(0) =  10 000, ¿cuánto es 10 años des
pués?
ÁNGULO ÓPTIM O DE OBSERVACIÓN 
Una pintura de 8 pies de alto está colgada en la pa
red de un museo de arte, 2 pies arriba del nivel de 
vista de un observador, como se ve en la figura.

PROBLEMA 28 PROBLEMA 32
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33.

Sea 0 el ángulo formado por la pintura en la vista 
del observador cuando éste se encuentra a a  pies de 
la pared. Es razonable suponer que el observador 
tiene la mejor vista de la pintura cuando 0 es lo ma
yor posible.
a) Sea p el ángulo Z.AOB y sea a  el ángulo ZAOC . 

Utilice la identidad trigonométrica
tan a  — tan B

tan(a -  (3) = — —------ ;— -1 + tan a. tan (3
para expresar tan 0 en términos de*.

b) ¿A qué distancia de la pared debe estar el obser
vador para maximizar el ángulo 0?
[Sugerencia: Use derivación implícita en la 
ecuación para tan 0 encontrada en el inciso ¿7).]

ENFERMEDAD DE ALZHEIMER Una inves
tigación4 indica que la temperatura corporal T(t) (en 
°C) de pacientes con enfermedad de Alzheimer fluc
túa periódicamente en un periodo de 24 horas según 
la fórmula

_it(? -  16.37)"
7X0 =  37.29 + 0.46 eos 12

34.

donde f(0 ^  t 24) es el número de horas después 
de la medianoche.
a) Encuentre la derivada T'(t).

¿A qué hora (u horas) durante el periodo de 24 
horas se presenta la máxima temperatura corpo
ral? ¿Cuál es la temperatura máxima?
Conteste las preguntas del inciso b) para la tem
peratura corporal mínima durante el periodo de 
24 horas.
Suponga que pacientes de cierto grupo de control 
están despiertos de 7 a.m. a 10 p.m. ¿Cuál es el 
promedio de temperatura corporal de estos pa
cientes en este periodo en que están despiertos? 

ÁREA SUPERFICIAL DE LA CELDA DE 
UNA ABEJA Una celda de un panal es un prisma 
hexagonal regular abierto en un extremo, con un 
ángulo triédrico 0 en el otro, como se ve en la 
siguiente figura.

b)

c)

d)

4
“Sundowning and Circadian Rhythms in Alzheimer’s Disease”, por 

L. Volicer y otros, A m erican  J o u rn a l o f  P sych ia try , Vol.158, No.5,
mayo de 2001, pp. 704-711.

Usando trigonometría3(¡mucha!), se puede demos
trar que la celda tiene un área superficial de

S(0) = 6sL + 1.5i2 ( -c o t 0 + V 3 ese 0)

para 0 ^ 0 ^  u/2, donde s es la longitud de cada la
do en la base hexagonal abierta, y L es la altura del 
prisma.
a) Suponiendo que s y L son fijas (constantes),

¿qué ángulo minimiza el área superficial 5(0)? 
Exprese el área mínima en términos de 5 y L.

b) Lea el artículo citado con este problema y escri
ba un párrafo sobre si usted piensa, o no, que las 
abejas en realidad conservan la cera construyen
do sus celdas con el “ángulo de la abeja” hallado 
en el inciso a).

CIRCULACIÓN SANGUÍNEA Sea F(0) la re
sistencia a la circulación sanguínea obtenida en el 
ejemplo 11.3.4; es decir,

35.

F(0) =  k
L — h  cot 0 h  ese 0 

----1-------■;—
R r

En el ejemplo 11.3.4 se encontró la derivada F'(0) y 
se demostró que F(0) tiene su único número crítico en
0O donde eos 0O =  iA/R4. Demuestre que F'(0) <  0 si
0 <  0 <  0O y que F'(0) >  0 si 0 >  0O. ¿Por qué esto 
significa que F(0) tiene un mínimo absoluto en 0O?

36. LUZ POLARIZADA Una onda de luz polariza
da se desplaza en forma tai que su desplazamiento 
vertical y, en el momento t, es una función de t y de 
su desplazamiento horizontal .v, según la fórmula

y(x, t) = 0.27 seníiOrrf -  3-nx + 

dy dya) Encuentre — y —.
dx dt

b) ¿Para qué puntos (a , t) queda maximizada y(a , 0?
¿Para qué puntos queda minimizada v (a , /)?

37. DISEÑO MECÁNICO Una junta cardán es un 
acoplamiento que se emplea en automóviles y 
otros sistemas mecánicos para unir ejes que giran 
en ángulo. En un modelo diseñado para explorar la 
mecánica del mecanismo de junta cardán,6 se de
muestra que

a eos 7
m  = 1 - s e n -7 sen-(a /)

E. Batschelet, In tro d u c tio n  to M athem atíes f o r  L ife  Scientists, -  ' 
ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1976, pp. 274-276.
J “A Mathematical Model of a Universal Joint”, por Thomas O’Neill. 
U M A P  M odu les  1982 ; Tools f o r  Teaching, Consortium t’or Mathema- 
tics and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1983, pp. 393-405.
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donde a (rad/s) es la velocidad angular del eje de 
entrada (motor), (J(0  es la velocidad angular del eje 
de salida (impulsado), y 7  es el ángulo entre los dos 
ejes, como se ve en la figura siguiente.

PROBLEMA 3 7

a)

b)

\ lV 
1

c)i IHX‘ • ^  /I wy»!  '

Dibuje la gráfica de (3(f) para el caso donde 
a y 7  son constantes positivas. ¿Cuáles son los 
valores máximo y mínimo de (3(0?
Sea T el tiempo necesario para que el eje impul
sor complete una revolución. Encuentre T y 
luego establezca una integral para el promedio 
de velocidad angular de salida A en el periodo
0 <  t <  T.
La integral del inciso b) no es fácil de evaluar. 
Use la función de integración numérica de su 
calculadora para hallar la velocidad angular de 
salida promedio A para las opciones de a  y 7  
dadas en la tabla siguiente:

Velocidad angular de entrada a 3 5 10 12.7

Ángulo entre los ejes 7 tt/  12 tt/6 0.4 0.26
Velocidad de salida promedio A

d)

38.

Con base en los resultados obtenidos en el in
ciso c), ¿cuál piensa usted que será la velocidad 
angular de salida promedio? ¿Tiene sentido este 
resultado?
En las páginas 398-400 del módulo UMAP cita
do con este problema, el autor considera el caso 
donde dos juntas cardán están dispuestas para 
compensar pulsaciones en un sistema de trans
misión. Lea este material y escriba un párrafo 
que analice los métodos de modelado y las con
clusiones del autor.

ÓPTICA En el estudio de difracción de Fraunho
fer en óptica, un haz de luz de intensidad / 0 desde 
una fuente L pasa por una estrecha ranura y es di
fractado sobre una pantalla. Experimentos demues
tran que la intensidad /(0) de luz en la pantalla

depende del ángulo 0, mostrado en la figura siguien
te, en forma tal que

fsen((3/2)V

°\ m  )

donde (3 =  2mz sen (0/\) , \  es la longitud de onda 
de la luz, y a es una constante positiva relacionada 
con el ancho de la ranura.
a) Encuentre dl/d[3, luego use la regla de la cadena 

para hallar dlldü.
b) Dibuje la gráfica de /((3). ¿Para qué valores de (3 

es cero la intensidad /((3)? (Los ángulos corres
pondientes resultan en bandas blancas en la fi
gura de difracción.)

c) En difracción de Fraunhofer, se supone que los 
rayos de luz incidentes son paralelos cuando se 
dirigen a la ranura. Lea un artículo sobre difrac
ción de Fraunhofer y un fenómeno relacionado 
llamado difracción de Fresnel, donde los rayos 
incidentes no son paralelos. Entonces escriba un 
párrafo sobre la forma en que la difracción afec
ta sistemas óptimos.

{t -  145)

PROBLEMA 38

39. CRECIM IENTO POBLACIONAL El nlimero 
P(t) de garrapatas de venado por acre en un parque 
de Maryland puede ser modelado por la función

f T 2tt
P(t) = 1 250<? j 1.47 + 1.38 eos —

donde t es el número de años después del año base 
2000.

^  a) Encuentre el número de garrapatas de venado 
por acre en el parque en los años 2000, 2005 y
2010.

b) Encuentre la tasa de cambio del número de ga
rrapatas de venado por acre en el parque en los
años 2000, 2005 y 2010.

c) Dibuje la gráfica del número de garrapatas de
venado por acre en el parque.

d )  Escriba un párrafo que explique qué hay acerca 
de la función P(t) que la hace un buen modelo 
para el número de garrapatas de venado por
acre.
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40. Dos lados de un triángulo tienen longitudes 3 y 4 y 
están separados por un ángulo 0, como se ve en esta
figura.

PROBLEMA 40

a) Demuestre que el área del triángulo está dada 
por/HO) = 6 sen 0 y use la función de gráficas 
de su calculadora para graficar A(0) para
0 — 0 — TT.

b) Use TRACE y ZOOM para hallar el ángulo pa
ra el que A(0) es maximizado para 0 < d < ir.

41. CONSUMO DE ENERGÍA El consumo domés
tico de energía para calefacción de espacios es me
dido a veces por los llamados días de grados de 
calefacción (hdd), que se definen como 65 — Tprom, 
donde 7pron, es el promedio entre las temperaturas 
diarias alta y baja, en °F.

Suponga que el número de los hdd en Bangor, Mai- 
ne, el día t de un año particular está modelado por la 
función

H(t) = 25 + 22 eos
2-tt

365
(t -  35)

b)

c)

para 0 ^  t ^  365, donde t = 0 corresponde ai prin
cipio del día 1 de enero.
¿z) ¿En qué día del año es que este modelo pronos

tica que se sentirá el número máximo de hdd en 
Bangor? ¿Cuál es este número máximo?
Conteste las preguntas del inciso a) para el nú
mero mínimo de los hdd.
¿Con qué rapidez está cambiando la función H{t) 
de consumo de energía el 1 de enero? ¿Es H{t) 
creciente o decreciente en este tiempo? Repita 
para el 1 de abril (f = 91) y 1 de junio (t = 152).
Dibuje la gráfica de H(t) para todo el año.
¿Cuál es el promedio de hdd para los primeros 
90 días del año (enero a marzo)? Esto da una 
medida del promedio diario de consumo de 
energía de una familia en Bangor durante el pri
mer trimestre del año.

d)
e)
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Términos importantes, símbolos y fórmulas

Medida de un ángulo:
Medida en grados (780)
Medida en radianes (781)
Fórmula de conversión (781)

grados _  radianes 
180 7r

El seno y el coseno (782)
Tabla de valores de seno y coseno frecuentemente em

pleados (787)
e 0 tt/6 tt/4 tt/3 tt/2 2tt/3 377/4 577/6 TT

sen 0 0 1/2 V 2/2 V 3/2 1 V 3 /2 V 2 /2 1/2 0

COS0 1 V 3/2 V 2/2 1/2 0 -1 /2 - V 2 / 2 - V 3 /2 -1

Propiedades del seno y del coseno: (783)
sen(0 + 2tt) =  sen 0 cos(0 + 2ir) =  eos 0 

sen(—0) = —sen 0 cos(—0) =  eos 0

Gráficas de sen 0 y eos 0 (784)
Otras funciones trigonométricas: (785)

tan 0 =

sec 0 =

sen 0
cot 0 =

ese 0 =

eos 0

eos 0 sen 0

La trigonometría de ángulos rectángulos: (786)

lado opuesto
sen 0 =

eos 0 =

tan 0 =

hipotenusa

lado adyacente 
hipotenusa

lado opuesto
lado adyacente

Identidad pitágorica: (788)
sen20 + cos20 =  1 

Fórmulas del ángulo suma: (788)
sen(A + B) = sen A eos B + sen B eos A 
eos (A + B) = eos A eos B — sen A sen B

Fórmulas del ángulo duplo: (789)
sen(2/4) = 2 sen A eos A 
cos(2A) = eos2 A -  sen2 A

= 2 eos2 A -  1
= 1 —2 sen2 A 

Fórmulas de derivación: (794-795)
d , du— (sen u{t)) =  eos u —
dt dt
d du
— (eos u(t)) = — sen u —
dt dt

d , n dll
— (tan u(t)) = sec u — 
dt dt

d du
— (sec u(t)) = sec u tan u —
dt dt

Fórmulas de integración: (797)

J  eos u du = sen u +  C

J  sen u du = — eos u + C

J  sec2 u du = tan u + C

J  sec u tan u du = sec u + C 

Modelos para fenómenos periódicos: (798)

s(t) = a + ¿>sen

c(t) = a 4- b eos

donde p es el periodo
\/p es la frecuencia 
b es la amplitud 
d es el cambio de fase 
a es la traslación vertical 

Principio de Fermat (810)
Ley de resistencia de Poiseuille (811)
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1. Evalúe cada una de las siguientes expresiones sin 
usar tablas ni calculadora:
a) sen(57r/6) b) cos(—4tt/3)
c) tan(3Ti/4) d) sec(-5u/6)

2. Encuentre cos 0 para 0 ^ 0 ^  tt/2 dado que tan
0 =  2/3.

3. Derive cada una de las siguientes funciones:
a) /(.y) = sen(Zy) b) f(x) = x  cos .v

tan x
c) /(-v) = d) /(.v) =  x  sin (.v2) sen

4. Encuentre cada una de las integrales siguientes:

a) sen(Zv) dx b) x  cos(.v2) dx

J'ttI 2 í t t /6

sec2 (2/) d t  d )  sen21 cos / d t

o J o
5. Encuentre todos los valores de 0 tales que sen(20)

=  cos 0 para 0 ^  0 ^  t t .

6. Encuentre el área de la región limitada arriba por
v = cos .y, abajo por y = sen x, y a la izquierda por 
el eje v.

7. A partir de la identidad sen2 x  + eos2 .y =  1, deduz
ca la identidad 1 + cot2 x  = ese2 x.

8. VENTAS Las ventas mensuales de cierto produc
to satisfacen

S(t) =  19.3 +  9.4 sen^— j +  3.4 cos^— j

donde t ( 0  ^  t  < 12) es el tiempo en meses medido 
desde el inicio de enero y S se mide en miles de uni
dades.
a) ¿Con qué frecuencia están cambiando las ventas 

a mitad del año ( t  = 6)7 ¿Aumentan o disminu
yen en este tiempo?

b) ¿Cuáles son los niveles máximo y mínimo de 
ventas para el año? ¿En qué meses se presentan 
estos niveles extremos de ventas? [Sugerencia: 
Puede usar la identidad del ángulo duplo sen 
(2/4) =  2sen A cos A.]

9. COSTO MARGINAL Suponga que C(x) es el 
costo (en cientos de dólares) de producir* unidades 
de una mercancía particular, y que el costo marginal 
está dado por

C'(a‘) — 3.r + 2.5 sen (2n:x)

para 0 <  .y <  10.
a) ¿Cuál es el costo neto de producir las primeras 

cinco unidades?
b) ¿Con qué rapidez está cambiando el costo cuan

do se producen 5 unidades? ¿En cuánto está 
cambiando el costo marginal a este nivel de pro
ducción?

10. METABOLISMO DE LA MUJER Suponga 
que la temperatura corporal (en °F) de una mujer 
particular, después de t días en el mes de junio, está 
dada por

"2tr ( r -  15)'
7X0 = 98.3 + 0.3 cos

28
+ 0.2 cos [2ir(t — 0.6)]

para 0 <  / ^  30.
a) ¿Con qué rapidez está cambiando la temperatura 

corporal de esta mujer cuando t =  15?
b) ¿Cuál es el promedio de temperatura corporal de 

esta mujer durante el mes de junio?
11. PRESIÓN SANGUÍNEA La presión sanguínea 

de un paciente particular en el tiempo t (segundos) 
está modelada por la función

B(t) = 105 + 31 cos kt 
donde k es una constante positiva y B se mide en 
milímetros de mercurio. Suponga que el paciente 
tiene una frecuencia cardiaca de 80 pulsaciones por 
minuto.
a) Encuentre k.
b) Con el uso del valor de k hallado en el inciso a), 

dibuje la gráfica de B(t).
c) Determine las presiones sistólica (máxima) y 

diastólica (mínima) para el paciente.
d) ¿Cuál es la presión sanguínea del paciente en el 

momento en que ella está aumentando más rápi
damente?
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Problemas de repaso

i. Especifique la medida en radianes y la medida en 
grados para cada uno de los ángulos siguientes:

2. Convierta cada una de las siguientes medidas de 
grados a radianes:
a )  50c b )  120c c) - 1 5 °

3. Convierta cada una de las siguientes medidas de ra
dianes a grados:
a )  0.25 radián b )  1 radián c) — 1.5 radianes

4. Evalúe cada una de las siguientes expresiones sin
usar la tabla III ni su calculadora:
a )  sen(—5tt/3) b ) eos (1577/4)
c) sec (7tt/3) d) cot (2tt/3)

5. Encuentre tan 0 si sen 0 = 4/5 y 0 <  0 <  tt/2.
6. Encuentre ese 0 si cot 0 = V 5/2 y 0 ̂  0 ^  77/2.

En los problemas 7 al 10 encuentre todos los valores de 0 
en el intervalo especificado que satisfacen la ecuación 
dada.

7. 2 eos 0 + sen 20 = 0; 0 <  0 <  277

8. 3 sen20 -  cos20 =  2; 0 <  0 <  77

9. 2 sen20 = eos 20; 0 <  0 <  77

10. 5 sen 0 -  2 cos20 = 1; 0 <  0 <  2u
11. A partir de las identidades

cos(20) = eos2 0 — sen2 0 y sen2 0 + eos2 0 = 1 
deduzca las identidades

2 1eos 0 = - (1  + eos 20) sen2 0 =  — (1 — eos 20)

12. A partir de las fórmulas para el seno y el coseno del 
ángulo duplo, deduzca una fórmula para la tangente 
del ángulo duplo.

13. a) A partir de las fórmulas para el seno y coseno de 
la suma, deduzca las identidades

17 \
y 77

sen I — + 0 I = eos 0

b )  Dé argumentos geométricos para justificar las 
identidades del inciso a).

En los problemas 14 al 20 derive la función dada.
14. f(x) = sen(3x + 1) eos x
15. f(x) = cos2x

16. f( x ) = tan(3x2 + 1) 

l 7* f(x) = tan2(3^ + 1)

18. f(x) = —SCn*
l — eos x

19. f(x) = ln(cos2v)
20. f(x) = e~2x eos 3a*

En los problemas 21 al 26 encuentre la integral dada.
21. /  sen 21 dt

22. J  eos (1 —21) dt

23.

24.

25.

J  sen x  eos x dx 

J  x  sen x  dx

1

sec 2t
tan t

.226. J  tan2 t dt [Sugerencia: Use 1 + tan21 = sec2 /.]

27. El ángulo 0 tiene un lado terminal en el cuarto cua
drante, como se ve en la figura siguiente. Encuentre el 
ángulo de referencia A, en grados aproximado al se
gundo más cercano. A continuación encuentre el mí
nimo ángulo positivo 0 de modo que ese 0 = ese A.

<
o

ÜJ
O

Kñ
LU
ü¿.
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28.

a) / ( a )  — sen a
b) / ( jc )  = eos x
c) / (a )  =  sen .y

d) / ( a )  = eos A
29.

1
30.

31.

32.

33.

34.

En cada uno de los casos siguientes, use la función 
de gráficas de su calculadora para dibujar las gráfi
cas del par de funciones / ( a) y g(x) dadas en la mis
ma pantalla. Describa la relación entre las gráficas 
de/(x) y g(x).

y g(x) =  2 sen x  
y g(x) = 2 eos 2x 
y g{x) = sen(A + t t / 2 )  

y  #(-v) =  2  +  COSA 

Use su calculadora para resolver la ecuación
2 tan 3 a  — 5.87 = 2  sen 2 a  para a  ^  x  ^  t t / 2  

:• con una exactitud de tres lugares decimales.
Encuentre el área de la región limitada por las cur
vas y = sen 2x y y = eos a  sobre el intervalo 
i r / 6  <  a  <  t t /2 .

Sea R la región limitada por el eje a ,  la curva 
y = eos a  + sen a  y las rectas a  = —tt/2 y a  = tt/6. 
Encuentre el volumen del sólido generado al hacer 
girar R alrededor del eje a .

a) Encuentre el periodo p, la amplitud b, el cambio 
de fase d y la traslación vertical a de la función

/ ( a )  = 5.0 + 3.0 eos f e *  -  1 .5 )

b)

a)

Dibuje la gráfica de la función/ ( a )  en el inciso a).
Encuentre el periodo p, la amplitud b, el cambio 
de fase d y la traslación vertical a de la función

/ ( a )  = 33 + 27 eos
2tt
2 5 * - 1 1 )

b) Dibuje la gráfica de la función/ ( a )  en el inciso a).
CLIMA La máxima temperatura diaria T(x) en 
grados Celsius en Minneapolis el día x  del año se 
puede modelar como

2tt
T{a) = 13 + 33 eos

365
(a  -  2 7 1 )

35.

donde x  = 0 corresponde al 1 de enero.
a) Con el uso de una calculadora, encuentre la má

xima temperatura diaria en Minneapolis el pri
mer día de enero. Repita para los primeros días 
de marzo, mayo, julio, septiembre y noviembre. 
Encuentre la más alta y más baja temperatura 
máxima diaria en Minneapolis durante el año.
Dibuje la gráfica de la función T(x) de la máxi
ma temperatura diaria.

COSTO DE CONSTRUCCIÓN Se tiende un ca
ble en línea recta de una planta generadora de energía 
eléctrica, situada a un lado de un río de 900 metros 
de ancho, a un punto P en el otro lado, y luego a lo 
largo de la margen del río a una fábrica ubicada
3 000 metros río abajo desde la planta de energía, co

b)

c)

36.

37.

38.

mo se ve en la figura siguiente. El costo de tender el 
cable bajo el agua es $5 por metro, mientras que el 
costo de tender el cable en tierra es de $4 por metro. 
Si 0 es el ángulo (más pequeño) entre el segmento de 
cable bajo el rio y la margen opuesta, demuestre que 
para la ruta que minimiza el costo total de instalación 
se cumple que eos 0 = 4/5 (el cociente entre los cos
tos por metro). (Se puede suponer, sin demostración, 
que el mínimo absoluto se obtiene cuando la derivada 
de la función de costo es cero.)

POBLACIONES ESTACIONALES Podemos 
modelar la población P(t) de una especie animal o 
planta que fluctúa estacionalmente, usando una fun
ción de la forma P{t) = P0easen (2’IT'), donde t es el 
tiempo en años y P0 = P{0) es la población inicial.

La función P(t) de población satisface una ecua
ción diferencial de la forma 

dP
—  = R{t)P{t) 
dt

donde R(t) es la función de frecuencia relativa de 
crecimiento para la especie (tasa de nacimientos — 
tasa de muertes). ¿Cuánto es R(t)l
POBLACIONES ESTACIONALES Suponga 
que la población de mosquitos de un pantano puede 
ser modelada por P(t) = 5 0 0 ^ sen (27T'\ donde t es el 
tiempo en años y t = 0 corresponde al 1 de mayo.
a) Encuentre el número de mosquitos en el pantano 

en el momento t = 0.125. Repita para los mo
mentos t = 0.25, t =  0.5 y t =  0.625.

b) Encuentre la razón de cambio de la población 
de mosquitos en el pantano en el momento 
t = 0.125. Repita para los momentos t = 0.25,
/ = 0.5 y t = 0.625.

c) Dibuje la gráfica de P(t).
CONTAMINACIÓN Los niveles de ozono en 
partes por millón (ppm) en una ciudad pueden ser 
modelados por la función 

F(t) = 0.0 Ir3 + 0 .05r + \A t  + 56 + 22sen(27rr) 
donde t es el tiempo en años después de 1990.
a) Encuentre los niveles de ozono el 1 de julio de 

1990. Repita para el 1 de enero de 2000, y
1 de marzo de 2005.
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39.

b) Encuentre la razón de cambio del nivel de ozono 
en las tres fechas del inciso a).

c) Grafique F{t) para el periodo de 1990 a 2010 
(0 <  t <  20).

d) Describa el comportamiento de F{t) cuando t 
aumenta de 0 a 20. Interprete los efectos de la 
parte polinomial y de la parte periódica de F(t).

CRECIMIENTO POBLACIONAL Suponga 
que entran caribúes a la Arctic National Wildlife 
Reserve a la razón modelada por la derivada

C \t)  = 275 + 275 eos
TT
7 ( í ~ 3)6

40.

donde C(/) es el número de caribúes en la Reserva 
en el momento t (meses).
a) ¿Cuánto crece la población de caribúes en la Re

serva durante el primer año (0 ^  <  12)? ¿Qué 
pasa durante el segundo año (12 <  r <  24)?

b) ¿Durante qué mes del año es máxima la pobla
ción de caribúes? ¿Cuándo es mínima?

VENTAS Las ventas mensuales de alitas de pollo
y

picantes en Los Angeles se pueden estimar usando 
la función

B(t) =  4 128 500 + F¿t) +  F2{t)
donde

F x{t) =  —841 000 eos ~  j — 111 500 sen í - ^

F2(t) = 234 500 eos — 88 OOOsení —

y t se mide en meses, con t = 1 correspondiente a 
enero.
a) Use la fórmula para B{t) para estimar el número 

de alitas de pollo vendidas en Los Angeles du
rante junio.

b) Encuentre el promedio de ventas mensuales de 
alitas de pollo durante el primer año (0 ^  ^  12).

41. LUZ DEURNA El número de horas de luz diurna 
en Nueva York para el día t del año se puede mode
lar usando la función

2tt
D(t) = 12.2 + 3.09 eos

365
(t ~  185)

donde t — 0 corresponde al 1 de enero.
a) ¿Cuántas horas de luz diurna hay el 1 de enero? 

¿Y el 15 de marzo (t = 74)? ¿El 21 de junio
(/ = 172)?

b) ¿En qué día del año es máximo el número de 
horas de luz diurna? ¿Cuándo ocurre el número 
mínimo de horas de luz diurna?

c) ¿Cuál es el número promedio de horas de luz 
diurna por día en todo el año (0 <  t <  365)?

42. TASA DE CAMBIO RELATIVA El reflector 
giratorio de un faro, ubicado 2 millas mar afuera, 
está siguiendo a un deportista que corre a lo largo 
de la playa, como se ve en la figura siguiente. Cuan
do el deportista está a 1 milla del punto A en la ori
lla que está más cercana al faro, el reflector está 
girando a razón de 0.25 revoluciones por hora. ¿Con 
qué rapidez está corriendo el deportista en este mo
mento? [Sugerencia: Como 0.25 revoluciones por 
hora es tt/2 radianes por hora, el problema es hallar
dx dd
— cuando x = 1 y — = tt/2 . ] dt dt

A

PROBLEMA 42

43. TASA DE CAMBIO RELATIVA En víspera de 
año nuevo, un juerguista está observando la caída 
de una pelota iluminada desde lo alto de un edificio 
que está a 600 pies de distancia. La pelota está ca
yendo a razón de 20 pies por minuto. ¿Con qué ra
pidez está cambiando el ángulo de elevación de la 
línea de vista del juerguista, con respecto al tiempo, 
cuando la pelota está 800 pies del suelo?

44. CONSTRUCCIÓN Un canal de 9 metros de lar
go debe tener una sección transversal formada por 
un trapecio isósceles en el que la base y dos lados 
miden todos ellos 4 metros de largo, como se ve en 
la figura siguiente. ¿Con qué ángulo deben los lados 
del trapecio encontrar la parte horizontal para maxi
mizar la capacidad del canal?
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45. CONSTRUCCIÓN Una hoja de papel que mide 
8.5 pulgadas por 11 pulgadas, se dobla de modo que 
la esquina inferior derecha llega al borde izquierdo, 
formando un ángulo 0 en el doblez, como se ve en 
la figura siguiente.
a) Exprese la longitud del doblez L como función 

de 0.
b) Encuentre el ángulo 0 del doblez para el cual L 

se minimiza. ¿Cuál es la longitud mínima?
c) ¿Cuál es la mínima área del triángulo AABC 

mostrado en la figura?

PROBLEMA 45

46. Resuelva la ecuación diferencial de variables sepa
rables

dy
dx

= sen x  sec y

47.
sujeta a la condición y = 1 cuando x  = 0.
Resuelva la ecuación diferencial lineal de primer 
orden

dy , y-----\—  =  sen x
dx x

sujeta a la condición y = 1 cuando jc =  tt.

(Es posible que necesite usar integración por partes.)
Use la función de gráficas de su calculadora para di
bujar las curvas y = sen x y  y = ex~2 para x  ^  0 en 
la misma pantalla. Encuentre todos los puntos de in
tersección de las dos curvas. Sea R la región ence
rrada por las dos curvas.
a) Encuentre el área de la región R.
b) Encuentre el volumen del sólido formado al ha

cer girar la región R alrededor del eje x. [Suge
rencia: Puede ser útil recordar la identidad sen2 
x  =  (1 — eos 2x)/2.]

c) Verifique la integración en el inciso b) usando la 
función de integración numérica de su calcula
dora.

La integral definida
r -tt/2
j sen(A'2) dx 

Jo
está asociada con la difracción de luz, pero el inte
grando f(x) =  sen (.y2) no tiene antiderivada.
a) Use la regla de Simpson (sección 6.3) con

n = 10 para estimar el valor de la integral defi
nida dada.

b) Verifique el resultado en el inciso a) usando la 
función de integración numérica de su calcula
dora.

50. Repita los pasos del problema 49 para la integral 
definidav teiyVOS

51.

J ' i t / 2

eos (.y2) dx

0
Evalúe f  tan .v dx. [Sugerencia: Use la sustitución 
u = eos A*.]

dy52. a) Encuentre —, donde y = ln(sec .v + tan .y).
dx

b) Encuentre J sec x  dx.
c) La proyección Mercator es un procedimiento 

de cartografía para dibujar el mapa de la Tierra 
en una superficie plana, en la que las trayecto
rias de dirección constante de una brújula son lí
neas rectas. Resulta que dibujar uno de estos 
mapas requiere de los valores de la integral

K
sec 0 dQ

para todo 0 <  ,v <  tt/2 . Lea el artículo citado en 
la nota al pie de este problema y escriba un pá
rrafo sobre el papel desempeñado por esta inte
gral en el desarrollo de la proyección de 
Mercator.

Los problemas 53 al 58 se refieren a temas desarrollados 
en los capítulos 7 y 9.
53. ¿Cuál es el máximo valor posible del producto

f(A , B, C) = sen A sen B sen C
dado que A, B y C son los ángulos en un triángulo?
[Sugerencia: Puede ser útil ver que ,4 + B + C = tt.]

7 “Mercator’s World Map and Calculus”, por Philip M. Tuchmsky, 
U M A P  M odu les  1977 : Tools f o r  Te ach í ng, Consortium for Mathema* 
tics and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1978.
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54. La integral de la función /(.v) =  aparece en

ciertas aplicaciones de ingeniería, pero/(.v) no tiene 
antiderivada.
a) Encuentre la serie de Taylor alrededor de x = 0 

para sen x.
b) Use el resultado del inciso a) para demostrar 

que

! E £ ==1- £ Í  + £ Í _ £ ! +  =  y  ( - O ” *2"
A- 3! 5! 7! ' ¿ o  (2/2 +  1)!

Entonces integre esta serie de potencia término 
por término para expresar la integral definida

1 sen a
------dx

i a*
como una serie numérica infinita.

c) Estime el valor de la integral definida
1 sen a

------dx
x

calculando la suma de los primeros cuatro tér
minos de la serie numérica del inciso b).

55. LA ECUACIÓN DE DIFUSIÓN La siguiente 
ecuación, que contiene derivadas parciales de la 
función u(x, t), se denomina ecuación de difusión:

u, — c2uxx

La ecuación de difusión se emplea para modelar una 
gran variedad de fenómenos físicos. Por ejemplo, en 
biología se usa para modelar el mecanismo para las 
formas de las alas de mariposa, los efectos de corri
miento genético y la respuesta de macrófagos a la 
presencia de bacterias en los pulmones, mientras 
que en física se usa para estudiar el movimiento de 
moléculas y la conducción térmica.

a) Demuestre que la función u. = e ^  sen kx 
satisface la ecuación de difusión.

b) Lea un artículo sobre la ecuación de difusión y 
escriba un párrafo sobre una de sus aplicaciones.

56. ECOLOGÍA Modelos de temperatura del suelo 
son importantes en ecología, donde se emplean para 
estudiar fenómenos como son la penetración de hie
lo en el terreno. Suponga que la temperatura T del 
suelo en el momento t (en meses) y a una profundi
dad a (centímetros) está modelada por una función 
de la forma

T(a, t) = A + Be~kxsen (at — kx)

donde a = tt/6 y A, B y k son constantes positivas.
a) Encuentre las derivadas parciales Tx y Tt.
b) La derivada parcial Tx mide la rapidez a la que 

baja la temperatura del suelo con profundidad 
creciente para cada momento fijo. Dé una inter
pretación similar para la derivada parcial Tt.

c) Demuestre que T(a, t) satisface la ecuación de 
difusión Tt = c2Txx, donde c es una constante 
donde aparecen B y k.

57. Use el método de multiplicadores de Lagrange para 
hallar el máximo valor de

/(a, y) = eos a + eos y 
sujeto a la condición de restricción

y — x = tc/4
58. Encuentre los valores máximo y mínimo de la fun

ción
/(a, y) = 2 sen a + 5 eos y

sobre el rectángulo R con vértices (0, 0), (2, 0), (2,
5) y (0, 5).
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EXPLORE! ACTUALIZAC! %

En el sitio web especificado en el libro, www.mhhe.com/lioffmann, es posible tener ac
ceso a soluciones completas para todas las cajas ¡EXPLORE! de este libro.

S o lu c ió n  p a r a  Guarde la1 función/(x) =  sen(x) en Yl del editor de ecuaciones de su calculadora grafi-
e j .-£XD| o r e j c| e  cadpra. Grafique con el uso de la tecla ZOOM, opción 7:ZTrig, que emplea una panta-
lo  r*áoiinc& 784 '^la de aproximadamente 2tt]'tt/2 por [ -4 ,4 ]  1, como se ve en la pantalla izquier

da siguiente. Usando la tecla TRACE, vemos que/(x) se aproxima a 1 para valores de 
x cércanos pero menores a tt/2 . También por rastreo determinamos lím sen(x) = O 
(5.898 X  10_<loes cero en la calculadora). .V— >TT

WINDOW 
£nin= ‘6.152285... 
Xnax=6.1522856... 
Xsc 1 = 1.5707963... 
Vnin="4 
Vnax=4 
Vscl=l 
Xres=l

V1=s¡nCX)

H=i.E70?sfi3 V=i

V1=5iriíM)

X*" /

K=3. Ih íSB l? V=E:.B9BE -id

Solución pa ro  Guarde/(x) = tan x en Y 1 del editor de ecuaciones de su calculadora graficadora.
e \ ¡Explore! de Grafique con el uso de la tecla ZOOM, opción 7:ZTrig. Nótese que en los valores x de
f O pácjina 785 ^  — /7Tr’ Para números naturales n, aparecen en la gráfica líneas verticales semejantes

a asíntotas. La calculadora intenta completar la gráfica de tan x en estas asíntotas. La 
pantalla siguiente, de en medio, muestra la gráfica de tan x en modo dot (punto), que no 
da estas líneas verticales. Pero es más difícil ver la gráfica para puntos cercanos a las 
asíntotas. Por ejemplo, cuando x se aproxima a tt/2 ~  1.571, tan x se hace asintótica- 
mente grande (se aproxima a -l-00). Se puede escribir lím _ tan x = + cc’..v —> tt/2

r.CK)

i.30B99ti9 OEOB

Yi=t<incx)'

/  / y y
/

¡:=i.H::90?bb '{=?SSZ?SHi

Soluc ión  pa ra  Vea el ejemplo 11.1.5. Escriba Yl = sen (X)2 — eos (X)" -1- sen (X) en el editor de
el jExplore! de ecuaciones de su calculadora graficadora. Grafique usando la pantalla [O, 2tt]h/2 por 
l a  n á g i n a  7 8 C'! 2, 2].5. Con la función para hallar raíces de la tecla CALC (2nd TRACE), 2:zero, se

pueden determinar las intersecciones con el eje x de t t / 6  ~  0.5236, 5tt/6 ~  2.6180, y 
3tt/2 ~  4.7124, que confirman los resultados hallados en el ejemplo.

¿troM=H.7i£S9£ Y=0
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S oluc ión  pa ro  
el ¡Explore! de 
la  p a g in a  798

S o luc ión  p o ra  
ei ¡Explore! de 
la  p a g in a  807

Vea el ejemplo 11.2.7. Escriba Y1 — X sen (X) en el editor de ecuaciones de su 
calculadora graficadora y grafique usando la pantalla [—t t / 2 ,  3-n-/2]'n-/2 por [ -1 , 
2]0 .25 . Acceda a la pantalla de integración gráfica a través de CALC, 7:Jf(x)dx, po
niendo el limite inferior en x = 0 y el límite superior en x = t t ,  escrito directamente. 
Como se ve en la siguiente pantalla de la extrema derecha, el área bajo la curva sobre 
el intervalo [0, t t ]  es t t .

V1=Xs¡n

\
I A  ■L owtr

X = 0 l
\Lirott? i

V 1=K5ir.
\

v \
UF-F'tKl
X=ji

\.¡mifí 'i

\
A

/fíx)d3
■
d . l ' i l W Z ?  \

Vea el ejemplo 11.3.2. En el editor de ecuaciones de su calculadora graficadora, escriba 
Y1 = cos (X) sen (X)2, que es L(0) con un cambio de parámetro k=  16. Grafique usando 
la pantalla [—t t ,  3tt/2 ]tt/2  por [— 1, 2].25. Usando CALC, 4:maximum, localizamos un 
valor máximo de Y1 en x = 0.9553 que se encuentra dentro del intervalo [0, tt/2], que 
sería el mismo valor x  máximo que para L(0). Ahora, usando la función CALC, 2:zero 
de su calculadora, podemos determinar que dentro del intervalo [0, tt/2] la raíz de Y2 = 
tan(X) — V 2, obtenida en la siguiente pantalla de en medio, así como la raíz de Y3 = 
2cos(X)2 — sen(X)2, como se ve en la pantalla de la extrema derecha. Estos valores se 
redondean como X = 0.9553, todos los cuales concuerdan dentro del nivel de toleran
cia de la calculadora, aun cuando parece que el valor de la raíz de x  = 0.95531662 es 
más preciso.

:y J \

Haxiroi
W ~ W

r*i
21763 V=.5BH900iB

■ hi
Z4K0 X  i  v

Sififil  _Y=0 \

¡E
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Los arco iris han sido observados y admirados por filósofos, poetas y científicos duran
te miles de años. La mayoría de las personas estarían de acuerdo en que experimentar la 
efímera belleza de un arco iris es uno de los mayores goces de la vida, pero, ¿a qué án
gulo de observación parecerá más vivido un arco iris?

Los arco iris se forman cuando la luz de Sol presente en el aire es reflejada y refractada 
por gotitas de agua. La figura \o muestra una gota de lluvia, que para mayor sencillez se 
supone que es de forma esférica. Un haz de luz solar entra en la gota en el punto A, con 
ángulo de incidencia a. Parte de la luz es reflejada y parte es refractada con un ángulo 
(3. El haz refractado continúa entonces hacia el punto B en el otro lado de la gota de llu
via, donde parte del rayo es reflejado con un ángulo (3 de nuevo a través de la gota de 
lluvia hacia el punto C, mientras que la parte que queda se refracta con el ángulo a 
de nuevo al aire.

Ángulo de 
minimización

Gota de lluvia

i  B

NO ox  Gota de lluvia

Ánsulo del arco iris

a) Luz que pasa por una gota de lluvia

 ̂ Análisis de luz que pasa por una gota de lluvia.

b) Un arco iris es más colorido cuando se 
ve en cl ángulo del arco iris.
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En cada interfaz, el haz de luz es desviado (de una trayectoria recta), lo que ha
ce que se reduzca su intensidad. En particular, en A, el haz entrante es desviado con 
una rotación de a -  (3 radianes en sentido de las manecillas del reloj, mientras que 
en B la desviación es tt -  2|3 radianes y, en C, es de nuevo a  -  (3 radianes. Por tan
to, la desviación total es D radianes, donde

D = (a — (3) + ir — 2(3 + a  — (3 = 17 + 2a — 4(3

La intensidad de la luz que sale de la gota de lluvia es máxima para el ángülo de inci
dencia a 0 que minimiza la desviación total D. Como se indica en la figura \b , este án
gulo de minimización a 0 está directamente relacionado con el ángulo de observación 0r, 
para el cual el arco iris es de máximo colorido. El ángulo 0r es apropiadamente llamado 
ángulo del arco iris. El lector determinará el valor del ángulo del arco iris usando 
cálculo para contestar las preguntas 1 a la 3 de la siguiente lista.

Este ensayo fue adaptado del artículo “Somewhere Within de Rainbow,” por Ste- 
ven Janke, UMAP Modules 1992: Tools for Teaching, Consortium for Mathematics 
and Its Applications, Inc., Lexington, MA, 1993. El artículo explora varios problemas 
que se refieren a la observación de un arco iris. Sugerimos abordar dos de estos pro
blemas en la pregunta 4.

P r e g u n t a s
1. La ley de refracción en óptica dice que el ángulo de incidencia a  está relacio

nado con el ángulo de refracción (3 por la ecuación sen a  — k sen (3, donde k
es una constante que depende del medio de refracción (recuerde el problema 21 
de la sección í 1.3). Use esta ley para expresar la desviación de luz D en térmi
nos de a  y luego derive para demostrar que

úfB 4 eos a
—  = 2 ------------
da k eos (3

2. Demuestre que D '(cl0) =  0, cuando a 0 satisface (olq) = V(&2 — l)/3. Use la 
prueba de la segunda derivada para demostrar que D(a.) es minimizada en a  = olq.

3. Para el agua de nuestra gota de lluvia, se puede demostrar que k ~  1.33. Calcu-
^  le el ángulo a 0 que minimiza la desviación de luz para nuestra gota de lluvia.
\S | Entonces use a 0 para hallar el ángulo del arco iris 0r = ir — D(oto).

4. Hay varias preguntas importantes que no hemos explorado. Por ejemplo, ¿qué 
pasa si las gotas de lluvia no son esféricas? ¿Cuál es el óptimo ángulo de ob- 
servación si el arco iris tiene un arco secundario (un arco iris doble)? Lea el mó
dulo ÜMAP en el que este ensayo está basado y escriba un párrafo sobre uno 
de estos temas.

R e f e r e n c  1 a
Steven Janke, “Somewhere Within the Rainbow,” UMAP Modules 1992: Tools 
for Teaching, Consortium for Mathematics and its Applications, Inc., Lexington, 
MA, 1993.
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SECCIÓN A1j Breve repaso de álgebra

834 i APÉNDICE Á ¡ Repaso de algebra ¡ A-2

Los números reales

Desigualdades

Existen numerosas técnicas de álgebra elemental que son necesarias en cálculo. Este 
apéndice contiene un repaso de estos temas, y empezamos por examinar sistemas de nu
meración.

Un entero es un “número entero,’* ya sea positivo o negativo. Por ejemplo, 1, 2,
2 
3

875, —15, —83 y 0 son enteros, mientras que —, 8.71 y \ Í 2  no lo son.

a
Un número racional es un número que puede ser expresado como cociente -

2 8 - 4  , . 1 b
entre dos enteros, donde b ̂  0. Por ejemplo, - ,  - ,  y - y  son números racionales,

como también lo son

. 1  “ 13 _  25 _  1— 6 -  = -------  y 0 .25 — — —
2 2 y  100 4

Todo entero es un número racional puesto que puede ser expresado por sí mismo divi
dido entre 1. Cuando se expresan en forma decimal, los números racionales son ya sea 
finitos o decimales infinitamente periódicos. Por ejemplo,

|  =  0 .625 j  =  0 .33  . . .  y -jy  =  1.181818 . . .

Un número que no se puede expresar como el cociente entre dos enteros se lla
ma número irracional. Por ejemplo

V 2  =  1.41421356 y ir  =  3 .14159265

son números irracionales.
Los números racionales y los números irracionales forman los números reales y 

se pueden visualizar geométricamente como puntos en una recta numérica, como se 
ilustra en la figura A .l.

r

1 1 1

>.5 -•>

U

3
¡2 2  71

l  l' l  i i V i |Y i 1----\ ■ 1 1
-5 -4  -3

r
-2 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURA A .l Recta numérica.

Si a y b son números reales y a está a la derecha de b en la recta numérica, se dice 
que a es mayor que b y se escribe a > b. Si a está a la izquierda de b, decimos que 
a es menor que b y escribimos a < b (figura A.2). Por ejemplo

5 >  2 —12 <  0 y -8.2 <  -2.4

1 1 w I 1 ------- W.—1----
b

----------1.....  ^
a

a> b

i
a

a < b
b

RGUt-iA A.2 Desigualdades.
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Además,

6 7-  <  -
7 8

como se puede ver al observar que

6 _  48 7 _  49
7 ~  56 y 8 "  56

El símbolo >: significa mayor o igual a, y el símbolo <  quiere decir menor o igual a. Así, por ejemplo,

—3 — —4 —3 ^  —3 —4 ^  —3 y —4 ^  —4

Intervalos

* \

FIGURA A . 3 El intervalo
a  ^  x  >  b .

Un conjunto de números reales que puede ser representado sobre la recta numérica 
por un segmento de recta se llama intervalo. Es posible usar desigualdades para des
cribir intervalos. Por ejemplo, el intervalo a ^  x  >  b consta de todos los números 
reales x  que estén entre a y b, incluyendo a pero excluyendo b. Este intervalo se 
muestra en la figura A.3. Los números a y b se conocen como puntos extremos del 
intervalo. El paréntesis rectangular en a indica que a está incluida en el intervalo, 
mientras que el paréntesis redondo en b indica que b está excluida.

Los intervalos pueden ser finitos o infinitos en extensión y pueden o no contener 
cualquier punto extremo. Las posibilidades (incluyendo notación y terminología con
vencionales) se ilustran en la figura A.4.

Intervalo cerrado: a < > x < ,b

—§--------------------- 3—
Intervalo abierto: a < x < b  

C ' D----------►Je

Intervalo semiabierto 
a < x <  b

í )---------

Intervalo semiabierto 
a < x < b

4----------------------- 3- - ► J C

Intervalo infinito
x"2 .a

x

Intervalo infinito 
x >  a

Intervalo infinito
x < b

•3---------- ►Jf

Intervalo infinito
x < b

FÍGURA A.4 Intervalos de números reales.

EJEMPLO I A1.1
Utilice desigualdades para describir estos intervalos.
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3
a)

^ N»

-2
b)

A

-2 3
c)

Solución 
a) x < 3 b) x >  —2 c) — 2 <  x  ^  3

EJEMPLO A1.2
Represente cada uno de estos intervalos como segmento de recta sobre una recta numé
rica.
a) x  <  — 1

Solución

b) - 1  < x < 2 c) x >  2

-1

b) - t
-1

RGURA Á.5 Distancia 
entre a y b = \a — b\.

V a lo r abso lu to  El valor absoluto de un número real x, denotado por \x\, es la distancia de * a 0 en
la recta numérica. Como la distancia es siempre no negativa, se deduce que \x\ ^  0. 
Por ejemplo,

|4 | =  4 |—4| =  4 |0| = 0 |5 -  9| = 4 |V 3 -  3| =  3 -  V 3

A continuación veamos una fórmula general para el valor absoluto.

\ a - b \

\ b - a \

a b

Valor absoluto & Para cualquier número real ,t, el valor absoluto de x  es

x  =
x six  ^  0 
—x  si jc <  0

Generalmente, la distancia entre cualesquier dos números a y b es el valor absoluto de 
su diferencia tomado en cualquier orden, como se ilustra en la figura A.5.

EJEMPLO I A l .3
Encuentre la distancia sobre la recta numérica entre —2 y 3.

Solución
La distancia entre dos números es el valor absoluto de la diferencia entre ellos. Así,

Distancia = |—2 — 3| =  |—5| = 5 

La situación se ilustra en la figura A.6.
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-------*-------1-------»-------1-------1-------J—  I I------ 1-------1-------1----- ►
-5 -4  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURA Á,ó Distancia entre —2 y 3.

La interpretación geométrica de valor absoluto como distancia se puede usar para sim
plificar ciertas desigualdades algebraicas que comprenden valores absolutos. A conti
nuación veamos un ejemplo.

EJEMPLO! A l .4
Encuentre el intervalo formado por todos los números reales x  tales que \x — l| <  3.

Solución
En términos geométricos, los números x  para los que \x — 11 ^  3 son aquellos cuya dis
tancia de 1 es menor o igual a 3. Como se ilustra en la figura A.7, éstos son los números 
que satisfacen — 2 <  x  <  4.
i-------------------- .......................................................................   ~—   .------------------------------------------------------  --------------------— —   . .. . . .  . . _

h«-------3 -------- -----------3 --------H

------1------ 1------1------1------E----- 1------I------!------1-------h— 3--------------------- 1--1------- ► *
-6 -5 -4  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

R G U R A  A.7 El intervalo en el que \x — l| ^  3 es — 2 ^  x ^  4.

Para hallar este intervalo algebraicamente, sin apoyarse en geometría, rescriba la 
desigualdad \x — 11 ^  3 como

- 3  <  jc -  1 <  3 

y sume 1 a cada término para obtener

- 3  +  1 < jc- 1  +  1 < 3  + 1

o bien,

- 2  <  * <  4 •___

Estas reglas definen la expresión c f  para a >  0 y todos los valores racionales de x.

Definición de ax para x  ^  0 0 Potencias enteras: Si n es un entero posi
tivo, entonces

a n = a ' a  • • • a

donde el producto a • a • • • a contiene n factores.
Potencias fraccionarias: Si n y m  son enteros positivos, entonces

donde ̂  denota la raíz positiva m.

_ x  1
Potencias negativas: a -  —

a

Potencia cero: a° = 1
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EJEMPLO I A l .5
Evalúe estas expresiones (sin usar su calculadora), 

a) 9 I/2 b) 272/3 c) 8-l/3  d)

Solución

a) 9 i/2 =  V 9  = 3
b) 272/3 =  ( ^ 2 J )2 =  32 =  9

c) 8

d)

= V ( ^  =  \/729  =  9 
1 1 1  

81/3 ~  2 

1 \ " 3/2

-1/3 _

r n j
e) 5o = 1

=  1003/2 =  (VÍOO)3 =  103 = 1000

1 \ _3/2
100 e) 5

Leyes de exponentes Los exponentes obedecen estas útiles leyes.

Leyes de exponentes s Para un número real a, tenemos
La ley del producto: aras — ar+s

a
La ley del cociente: — = ar 5

( f
La ley de potencia: (ar)s =  ars

Las leyes de exponentes se ilustran en los ejemplos A 1.6 y A 1.7.

EJEMPLO I A l .6
Evalúe estas expresiones (sin usar calculadora).

a> (2' 2)3 «  3 ■ 73^/3) ')  27/4(8_i/4)

Solución

a ,  ( 2 - 2)3 =  2 - =  1  =  ¿

33 33 33 2
3 1 / 3^ 2/ 3 ^  =  3 1 / 3 + 2/3  =  3 ^  =  3  =  9

c) 2 7/4( 8 ~ ,/4 ) =  2 7/4(2 3) " i/4  =  2 7/4( 2 " 3/4) =  2 7/4" 3/4 =  2 1 =  2

EJEMPLO I A1.7
De cada una de estas ecuaciones despeje n.

a) \  = a" b) (a")5 =  a20
a
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Factor! ¿roción 
de térm inos com unes

a) Como —j  =  a5 2 =  a3, se deduce que n =  3.a
b )_Como (a'1)5 = a5'\ se deduce que 5n — 20 o n = 4.

Factorizar una expresión es escribirla como producto de dos o más términos, llamados 
factores. Se emplea factorizacion para simplificar expresiones complicadas y resolver 
ecuaciones, y está basada en la ley distributiva para adición y multiplicación.

I SECCIÓN A1 i Breve repaso de algebra i 839

Solución
a5

Ley  distributiva ® Para cualesquier números reales a, b y c,

ab + ac = a(b + c)

Las técnicas de factorización necesarias en este libro están ilustradas en los ejem
plos A l.8 al A1.10.

EJEM PLO  I A l . 8
Factorice la expresión 3a4 — 6a3.

Solución
Como 3x es un factor de cada uno de los términos de esta expresión, se puede usar la 
ley distributiva para “factorizar” 3x3 y escribir

3a4 -  6 a 3 =  3a3(a -  2)

EJEMPLO I A l .9
Simplifique la expresión 10(1 — a ) 4( a  + l)4 + 8 ( a  + 1)5(1 — a ) 3.

Solución
El máximo factor común es 2(1 — a ) 3( a  + l)4. Factorice esto para obtener

10(1 -  x)4(x + l)4 + 8(x + 1)5(1 -  x?  = 2(1 -  x ) \x  + 1)4[5(1 -  x) + 4(jr + 1)]

Como no es posible más factorización, haga la multiplicación en los paréntesis rectan
gulares y combine los términos resultantes para concluir que

10(1 -  x)4(x + l)4 + 8C* + 1)5(1 -  x f  = 2(1 -  x f{x  + 1)4(5 -  5x + 4x + 4)

= 2(1 -  x f(x  + 1)4(9 -  jc)  ____________

Hay veces, en cálculo, donde es necesario factorizar expresiones que comprenden radi
cales o exponentes fraccionarios. A continuación veamos un ejemplo de esta factoriza- 
ción.

EJEM PLO  I A 1 . 1 0
Factorice la expresión

~A 1/3(A + 1) + A2/3
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Sim plificación de 
cocientes por 

factorización y 
cancelación

Notación sum atoria

Solución

Encontramos que

- x  1/3 (x  +  1) +  x 2/3
f c « + i>

v l / 3 + *2/3

ponga términos
~ {x  +  1) +  x 2/ \ x l /3) sobre el común

  denominador .v,/3 v
simplifique

2 , ^  5 2 porque
~{x + l) + X -X  +  -  ¿ry vi/3 =  v

.1/3

* 1/3 * 1/3

El ejemplo A 1.11 ilustra la forma en que se puede combinar factorización y cancela
ción para simplificar ciertos tipos de cocientes que aparecen con frecuencia en cálculo.

EJEMPLO I A1.11
Simplifique el cociente

4(x + 3)4(jc -  2)2 -  6(x + 3 ) \x  -  2)3 
(x + 3)(a -  2)3

Solución
Primero simplifique el numerador para obtener

4(x + 3) \ x  -  2)2 -  6(x + 3)3(.s -  2)3 2(jc + 3)3(x -  2)2[2(a: + 3) -  3(jc -  2)] 
(x + 3)(x -  2)3 ~  (x + 3)(x -  2)3

2(x + 3f(x  -  2)2(2r + 6 -  3x + 6)
(x + 3)(x -  2)3

2(x + 3)3(jc -  2)2(12 -  x) 
(x + 3 )0  -  2)3

y luego “cancele” el factor común de (x + 3)(x — 2)2 del numerador y denominador pa- 
ra concluir que

4(x + 3)4(* -  2)2 -  6(x + 3)3p  -  2)3 = 2(jc + 3)2(12 -  jr)
(x + 3)(x -  2)3 ~~ x — 2

Sumas de la forma

a \ + a2 + ’ * * + an

aparecen en los capítulos 5 y 6. Para describir esta suma, es suficiente especificar el tér
mino general aj e indicar que n términos de esta forma deben sumarse, empezando con 
el término en el que j  =  1 y finalizando con el término en que j  = n. Se acostumbra usar
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la letra griega ]T (sigma) para denotar suma y expresar la suma en forma compacta co
mo sigue.

N otac ión  d e  sum ato ria O La suma de los números a x • • • an está dada
por

« i + ¿*2 + **• + <*/.=
7= 1

El uso de notación de sumatoria se ilustra en los ejemplos A1.12yA1.13.

"EJEMPLO ! A1.12

Use notación de sumatoria para representar estas sumas.

a) 1 + 4  + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

b) (1 -  Xi)2 Ajc +  (1 -  x2)2 Ajc +  • • • +  (1 -  x l5)2Ax

Solución
/  • O

a) Esta es una suma de 8 términos de la forma j  , que empieza con j = 1 y termi
na con j  — 8. Así,

8
1 + 4  + 9 +  16 + 25 + 36 + 49 + 64 = ^ j 2

7 = 1

b) El y'-ésimo término de esta suma es (1 — xJ)2Ax. Por lo tanto,

15

(1 -  x t f A x  +  (1 -  x 2)2k x  +  • * • +  (1 -  x l5)2k x  =  2  (1 ”  Xj)2Ax
7 = 1

EJEMPLO A 1.13

Evalúe estas sumas,

a) 2  O '2  + 1)
7 =  1

t» ¿ ( - 2 y
7=1

SoítíCíóni

a) 2  O'2 +  1) =  ( l 2 +  1) +  (22 +  1) +  (32 +  1) +  (42 +  1)

= 2 + 5 + 10 + 17 = 34

b) S  ( - 2)J = + (_2)2 + (_2)3 = - 2  + 4 -  8 = - 6
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PROBLEMAS | A 1 _____________________ _____
INTERVALOS En los problemas del 1 al 4, use desigualdades para describir el intervalo indicado.

842 I APÉNDICE A I Repaso de álgebra i A-10

En los problemas 5 al 8, represente el intervalo dado como segmento de recto en una recta numérica.
5. x > 2  6. - 6  < * < 4

7. - 2 < x < 0  8. x  >  3

DISTANCIA En los problemas 9 al 12, encuentre la distancia en la recta numérica entre el par dado de núme
ros reales.

9. 0 y - 4  10. 2 y 5

11. - 2  y 3 12. —3 y — 1

VALOK ABSOLUTO E INTERVALOS En los problemas 13 al 18, encuentre el inténsalo o intérnalos forma
dos por todos los números reales x que satisfagan la desigualdad dada.

13. | z |< 3  14. |jc —2 | < 5

15. |a: + 4 |< 2  16. |l — jc| <  3

17. |* +  2 |> :5  18. \ x -  1 |> 3

NOTACIÓN EXPONENCIAL En los problemas 19 al 26, evalúe la expresión dada sin usar calculadora.

19. 53 20. 2~3

2 1 . 161/2 22. 3 6 "1/2

23. 82/3 24. 27” 4/3

[T ( I V -25. 26.
W \4 /

En los problemas 27 al 34 evalúe la expresión dada sin usar calculadora.

„„ 25(22) „ 34(33)
27. 28. —W2 (3 )

24/3(25/3) 5-3 (52)
25 30, (5 -  2)3

„  2(163/4) V 27 (V3)3
«JA»

2  9

33. [Vi (25/2)]_ 1/2 34. [V27 (35/2)]i/2
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En los problemas 35 al 42 de la ecuación dada despeje n. (Suponga a >  0 y a =£ 1.)

35. a3 a1 = an 36. ~ ~ a n
a2 ~ a

37. a4a~ 3 =  ¿7" 38. a2a" = -  
a

39. (a3)n = a 12 40. « o 5 =  ¿

41. 3/5 —n _ ®a a =  —i 
a 42.

SÍMPLÍFSCACBÓN DE EXP&ESÍONES En los problemas 43 al 54, factorice y simplifique la expresión dada 
tanto como sea posible.

43. x5 — 4x4

45. 100 -  25(jc- 3 )

47. 8(* + 1)3(jc -  2)2 + 6(jc + \)2(x -  2)3

49. x~ l/2( 2 x + l)  + 4x]/2

(x + 3 ) \x  + 1) -  (x + 3)2(;c + l)2 
(.x + 3)(jc + 1)

4(1 -  x ) \x  +  3)3 + 2(1 -  x){x + 3)4

51.

53.

44. Sx3 -  I2x4

46. 60 -  20(4 -  x)

48. 12(jc + 3)s(x -  l)3 -  8(jc + 3fy x  -  l)2
50. x~ u \ i x  + 5) + 4 r l/4

3(x -  2 ) \x  + l)2 -  2(x -  2)(x + l)3 
(x -  2)4

6(x + 2)5(1 -  x)4 -  4(x + 2)6(1 -  jc)3
(1 -  x)‘

52.

54.
(x + 2) (1 -  x)‘

N O fA ctÓ r.' O £, SUMATOKIA En los problemas 55 al 58 evalúe la suma dada.

55. 2 ( 3 /  + 1)
j=  1

10

57.
i -i

56. 2 /
;= i

5

58. 2 27
y=i

£« /os problemas 59 al 64, use notación de sumatoria para representar la suma dada.

60. 3 + 6 + 9 + 12 +  15 + 18 + 21 + 24 + 27 + 301 1 1 1 159. 1 + -  + -  +  -  +  -  +  -  
2 3 4 5 6

61. 2x¡ +  2x2 +  2jc3 +  2 r 4 +  2jc5 +  2jc6 

63. 1 —2 + 3 — 4 + 5 — 6 + 7 — 8

62. 1 -  1 + 1 -  1 + 1 -  1

64. x — x 1 + jc3 — x4 + x5

65. ECOLOGÍA La atmósfera sobre cada centíme
tro cuadrado de la superficie terrestre pesa 1 kilo
gramo (kg).
a )  Suponiendo que la Tierra es una esfera de ra

dio R = 6 440 km, use la fórmula S = 4 ttR2 
para calcular el área superficial de la Tierra y 
luego encuentre la masa total de la atmósfera.

b) El oxígeno ocupa aproximadamente 22% de la 
masa total de la atmósfera, y se estima que las 
plantas producen alrededor del 0.9 X 10,J kg

de oxígeno por año. Si plantas y animales no 
usaran nada del oxígeno (o combustión), 
¿cuánto tardaría en acumularse la masa total 
de oxígeno en la atmósfera (parte a)?*

* Adaptado de un problema de la obra de E. Batschelet, In tro d u c tio n  
to  M athem atics f o r  L ife  Scientists, 2nd ed., New York: Springer-Verlag, 
1976, página 31.
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Factorización de polinomios y resolución 
de sistemas de ecuaciones ________
Un polinomio es una expresión de la forma

a0 + a xx  + a2x  -+-••• + anx

donde n es un entero no negativo y a0, ax, a2, * • •, an son números reales, conocidos co
mo los coeficientes de un polinomio. Si an #  0, n se dice que n es el grado del polino
mio. Por ejemplo, Ix5 -  l x 2 4- 12 es un polinomio de grado 5. Aparecen expresiones de 
polinomios en cálculo, como ejemplos y en aplicaciones prácticas. En esta sección, se 
estudiarán las técnicas para factorizar polinomios y también veremos la forma de resol
ver sistemas de ecuaciones en las que aparecen polinomios.

Factorización de Muchos de los polinomios que aparecen en la práctica tienen coeficientes enteros (o
D o lin o sn io s  COSI estan estrechamente relacionados con polinomios que los tienen). En los siguientes

coercientes enteros ejemplos se ilustran técnicas para factorizar polinomios con coeficientes enteros. En
cada uno de ellos, la meta es rescribir el polinomio dado como producto de polino
mios de grado inferior que también tienen coeficientes enteros.

EJEMPLO I A2.1
Factorice el polinomio x  — 2x — 3 usando coeficientes enteros.

Solución

La meta es escribir el polinomio como un producto de la forma

x2 — 2x — 3 =  (x + á)(x + b) 

donde a y  b son enteros. La ley distributiva implica que

(jc +  a){x +  b) =  x 2 +  (a +  b)x +  ab 

Por lo tanto, la meta es hallar los enteros a y  b tales que

x 2 — 2x — 3 = x2 + (a + b)x + ab

o bien, lo que es equivalente, tales que

a + b = — 2 y ab = — 3

De la lista

1 , - 3  y - 1 ,3

de pares de enteros cuyo producto es -3 , escoja a = — 3 y b = 1 como el único par cu
ya suma es -2. Se deduce que

x2 -  2x -  3 = (x -  3)(jc + 1)

que se debe verificar al multiplicar el lado derecho.

EJEMPLO I A2.2
Factorice el polinomio 2x2 + x — 10 usando coeficientes enteros.
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SoÍLídón

Se desea hallar los enteros a, b, c y d para que

2x2 +  a  -  10 =  (ax +  b)(cx +  d) le y  d is t r ib u í  ¡va

= (ac)x2 + (be 4- ad)x + (bd)

de modo que se debe tener

ac = 2 
be + ad =  1

bd = —10

Como a, b, c y d deben ser enteros todos ellos, hay sólo un número limitado de posibi
lidades para las opciones de a, c y b, d; o sea,

4 posibles opciones para el par a, c: 2, 1; 1, 2; - 2 ,  -1 ;  y -1 ,  - 2
8 posibles opciones para el par by d: 2, -5 ;  5, -2 ;  1, -10 ; 10, -1 ;  -2 ,  5;
- 5 ,  2; - 1 ,  10; y -1 0 , 1

Hay (4)(8) = 32 posibles modos de formar la expresión be + ad. Encontramos que la 
condición be + ad = 1 se satisface cuando a = 2,b  = 5, e = 1, d = -2 ,  de modo que

2 a 2 +  a  -  10 =  ( 2 a  + 5)(a -  2 )

(Nótese que be + ad = 1 también se satisface con a = -2 ,  b = —5, c = — 1 y d = 2. 
¿Por qué no es necesario hacer una lista de esto como segunda factorización del polino
mio dado?

EJEMPLO I A2.3
Factorice el polinomio x3 — 8 usando coeficientes enteros.

Solución

El hecho de que 23 = 8 nos dice que x — 2 debe ser un factor de esta expresión. Es de
cir, hay enteros a y  b para los cuales

jc3 — 8 =  (x — 2)(x2 +  ax +  b)

Como

(x — 2 ) ( a 2 + ax + b) = x3 + (a — 2))? + (b — 2 a)x — 2b

(que se deberá comprobar), la meta es hallar enteros a y  b para los cuales

¿2 — 2 = 0 b — 2a = 0 y 26 =  8

Evidentemente, estos únicos enteros son a = 2 y b = 4. Por lo tanto,

x3 -  8 = (x -  2)(x2 + 2x + 4)

Con el examen de pares de enteros cuyo producto es 4, el lector debe convencerse que 
el polinomio a 2 + 2x +4 no se puede factorizar más con coeficientes enteros._______

Diferencio d<£ dos A continuación veamos una fórmula (que se puede verificar por multiplicación) para
cuadrados la factorización de la diferencia entre dos cuadrados perfectos. Es particularmente útil,

y se debe memorizar.
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Solución de 
ecuaciones 

por factorización

D ife ren c ia  d© d o s  c u a d ra d o s  ss Para cualesquier números reales a y b,

a2 -  h2 =  {a + b){a -  tí)

El uso de esta fórmula se ilustra en el ejemplo A2.4.

EJEMPLO I A2.4

Factorice el polinomio x5 — 4x3 usando coeficientes enteros.

Solución

Primero factorice x3 para obtener

x5 — 4x3 = x3(x2 — 4) 

y luego factorice x2 — 4 (que es la diferencia de dos cuadrados) para concluir que

x5 -  4x3 =  x3(x + 2)(x -  2)

Las soluciones de una ecuación son los valores de la variable que hacen que la ecua
ción se cumpla. Por ejemplo, x  =  2 es una solución de la ecuación

x3 — 6X2 + \2x — 8 = 0

porque la sustitución de 2 por x  da

23 -  6(22) + 12(2) -  8 = 8 -  24 +  24 -  8 =  0

En los ejémplos A2.5 y A2.6, se puede ver la forma en que se puede usar factorización 
para resolver ciertas ecuaciones. La técnica está basada en el hecho de que si el produc
to de dos (o más) términos es igual a cero, entonces al menos uno de los términos debe 
ser igual a cero. Por ejemplo, si ab = 0, entonces ya sea a = 0 o b  = 0(o  ambos).

EJEMPLO ! A2.S ~

Resuelva la ecuación x2 — 3x = 10.

Soludóñ

Primero restamos 10 de ambos lados para obtener

A'2 -  3x - 1 0  = 0

y luego factorizamos el polinomio resultante del lado izquierdo para obtener

(x -  5)(x + 2) = 0

Como el producto (x — 5)(x + 2) puede ser cero sólo si uno (o ambos) de sus tac
tores es cero, se deduce que las soluciones son x  = 5 (que hace cero al primer factor) y 
x  = — 2 (que hace cero el segundo factor).

EJEMPLO I A2.ó
1 2

Resuelva la ecuación 1 -----------  ̂ = 0.
x x
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S o luc ió n  de 
ecuaciones 

c u a d rá tic a s

Solución

Ponga las fracciones del lado izquierdo en el común denominador x2 y sume para obte
ner

Ahora factorice el polinomio del numerador para obtener

(x +  !)(* -  2) ^

Un cociente es cero sólo si su numerador es cero y su denominador no es cero, de mo- 
do que entonces x — — 1 y x  =  2 son las soluciones pedidas.

Una ecuación de la forma

ax1 + bx + c = 0 (para a #  0)

se dice que es una ecuación cuadrática. Una ecuación cuadrática puede tener a lo su
mo dos soluciones. Como ya hemos visto, una forma de hallar las soluciones es factori- 
zar la ecuación. Cuando los factores no son obvios, o cuando la ecuación no se pueda 
factorizar en absoluto, se puede usar esta fórmula especial para resolver ecuaciones cua
dráticas.

Le, Las soluciones de la ecuación cuadrática

ax2 +  bx + c =  0 (para 0)

están dadas por la fórmula

— b ±  V¿>2 — 4ac
2 a

El término b2 -  4ac de la fórmula se llama discriminante de la ecuación cuadrática. 
Si el discriminante es positivo, la ecuación tiene dos soluciones, una que proveniente de la 
fórmula con el signo ± sustituido por + y la otra con ± sustituido por —. Si el discrimi
nante es cero, la ecuación tiene sólo una solución porque la fórmula se reduce a_ Jy
x  = ~2 ^~ Si el discriminante es negativo, la ecuación no tiene soluciones reales porque

los números negativos no tienen raíces cuadradas reales.
El uso de la fórmula cuadrática se ilustra en los ejemplos A2.7 a A2.9.

’EJEMPLO I A2.7
Resuelva la ecuación x +3x +1 =0.

Solución

Ésta es la ecuación cuadrática con a = \ ,b  = 3 y c = \. Con el uso de la fórmula cuadrá- 
tzica, se obtiene

— 3 +  V 5  - 3  -  V 5
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' e j e m p l o !  ¿ 2 . 8  '
Resuelva la ecuación a + 18a- + 81 = 0 .

Polución
Ésta es una ecuación cuadrática con a — 1 ,b =  18 y c = 81. Usando la fórmula cuadrá
tica, se encuentra que el discriminante es cero y que la fórmula para jc da

— 18 ±  V 0  18

F¿ J £  (V! P L o T a 2-V  '
Resuelva la ecuación x + x + 1 = 0.

Solución

Ésta es la ecuación cuadrática con a = 1, b = 1 y c = 1. Con el uso de la fórmula cua
drática, se obtiene

- 1  ±

Como no hay raíz cuadrática real de -3, se deduce que la ecuación no tiene solución 
real.

Un conjunto de ecuaciones que han de resolverse simultáneamente se llama sistema 
de ecuaciones de ecuaciones. Algunos de los problemas de cálculo del capítulo 7 contienen la so

lución de sistemas de dos (o más) ecuaciones con dos (o más) incógnitas. Un ejem
plo típico es hallar los números reales x  y y que satisfacen el sistema

2x + 3y = 5
* + 2 y = 4

El procedimiento para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 
es (temporalmente) eliminar una de las variables, con lo cual se reduce el problema 
a una sola ecuación con una variable, de la que entonces se despeja la variable. Una 
vez hallado el valor de una de las variables, se puede sustituir ese valor en cualquie
ra de las ecuaciones originales y resolver para obtener el valor de la otra variable.

Las técnicas más comunes para la eliminación de variables se ilustran en los ejem
plos A2.10 y A 2.ll.

EJE M PLO  I .

E lim in a c ió n  Resuelva el sistema
jooi iüí'UiItíplicocíon 

y  sum a
4x + 3.y = 13 
3x + 2y = 7

Solución

Para eliminar y, multiplique ambos lados de la primera ecuación por 2 y ambos lados de 
la segunda ecuación por -3  para que el sistema se convierta en

8x + 6y = 26
— 9x — 6y = —21
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Entonces sume las ecuaciones para obtener

—* +  0 =  5 o x  = —5

Para hallar y, se puede sustituir* = - 5  en cualquiera de las ecuaciones originales. Si se 
escoge la segunda ecuación, resulta

3(—5) +  2y = 7 2y =  22 o y =  11

Es decir, la solución del sistema es * = —5 y y = 11.
Para verificar esta respuesta, sustituya* = - 5  y y = 11 en cada una de las ecuacio

nes originales. De la primera ecuación, resulta

4(—5) + 3(11) = - 2 0  + 33 =  13

y de la segunda ecuación se tiene

3(—5) + 2(11) = -1 5  + 22 =  7

como se pidió.

po r  sustitu.CÍÓ-il.

EJEMPLO I A 2 /V \

E lim in a c ió n  Resuelva el sistema

2yA -  x z =  14 

x — y = 1

Solución

De la segunda ecuación, despeje * para obtener

* =  y  +  1

y sustituya esto en la primera ecuación para eliminar *. Esto da

2y 2 -  (y +  l )2 =  14 
l y 2 -  (y2 + 2y + 1) = 14 

2y2 — y 2 — 2y — 1 = 14 
y 2 -  2y -  15 =  0

o bien,

de lo cual se obtiene

(y +  3)(y ~  5) =  0

y =  - 3  o y = 5

Si y = —3, la segunda ecuación da

x  ~  ( -3 )  = 1  o x  = - 2

y si y = 5 , la segunda ecuación da

* - 5 = 1  o * = 6

Por lo tanto, el sistema tiene dos soluciones,

* = 6, y =  5 y * = - 2 , y = - 3
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Para comprobar estas respuestas, sustituya cada par a ,  y en la primera ecuación. Si 
a* = 6 y y = 5, se obtiene

2(52) -  62 = 50 -  36 = 14

y si x — —2 y y = —3, resulta

2(—3)2 -  (—2)2 = 18 -  4 = 14

como se pidió.

PROBLEMAS I A2

FACTOR1ZACIÓN DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES ENTEROS En los problemas 1 al 14 factorice 
el polinomio dado usando coeficientes enteros.

1. x 2 +  x  -  2 

3. x 2 - l x +  12 

5. x 2 — 2x  + 1 

7. lóx2 — 25 

9. jc3 — 1 

11. x 7 — y?

13. 2x3 -  Sx2 -  1 0 a

2. x2 H- 3jc — 10 

4. x2 +  Sx +  12 

6. x2 + 6x +  9 

8. 3a2 -  a  -  14 

10. x3 -  27 

12. a3 + 2x2 + x  

14. a 4 + 5a3 -  14x2

SOLUCIÓN DE ECUACIONES POR FACTORI¿ACIÓN En los problemas 15 al 30 resuelva por factorización 
la ecuación dada.

15. jc2 -  2x -  8 =  0

17. 3? + 10* +  25 =  0

19. t?  -  16 = 0

21. 2X2 +  3jc + 1 = 0

23. 4JC2 +  12* +  9 =  0

4 5
25. 1 H--------- ó = 0

27. 2 H---------  ̂ — 0
a  x~

16. a 2 -  4 a  + 3 = 0

18. a 2 + 8 a  4- 16 =  0

20. a 2 -  25 = 0

2 2 .  a 2 -  2x + 1 = 0

24. 6 a 2 4- 7a -  3 =  0

9 6
26. — -------h 1 — 0

A” A

3 5
28. - 2 ---------2 = 0

A A

29.
10

A — 2 a 4  3 A +  A — 6
= 0 30. 4-

11a 4- 10

a  4- l 2a  4- 3 2x~ 4- 5a +  3
= 0

/  /

FORMULA CUADRA I ÍCA En los problemas 31 al 36 use la fórmula cuadrática para resolver la ecuación dada.

31. 2a2 4- 3a 4- l = 0 32. —a2 4- 3a' — 1 = 0

33. a2 -  2a + 3 =  0 34. a2 -  2x +  1 = 0

35. 4a2 + 12a  + 9 = 0 36. a2 + 1 2  = 0
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SISTEMAS DE ECUACIONES En los problemas 37 a 42 resuelva el sistema de ecuaciones dado 
37. x  + 5)- =  13

3x -  lOy = -11
39. 5.v -  4y = 12

2x -  3y = 2
41. 2y2 -  x2 = 1

x — 2y = 3

38. 2x -  3y = 4
3x -  5y = 2

40. 3a2 -  9y =  0
3y2 -  9x = 0

42. 1II<N1

2x + y = 1

Evaluación ele 
de L'Hópital

o con

Regla de L'H6pií< 
0F o rm a s  — y 
0 J CO

En el trazado de curvas y otras aplicaciones de cálculo, con frecuencia es necesario 
calcular un límite de la forma

lím ~ ~A->C g(c)

donde c es ya sea un número finito o oo. Si lím g(x) 0, entonces se puede usar la regla
del cociente para límites, pero si f(x) y g(x) se aproximan a 0 cuando x  se aproxima a c, 
prácticamente cualquier cosa puede pasar. Por ejemplo

lím dA3) -  (1A2) 
1A

2x — 3x
lim - 5 ------ 9------
x >0 X +  X +  X

lím 4 ^
x—> 1 X 1

todos tienen esta propiedad, pero el límite de la izquierda es 0, el del centro es oo? y el de

la derecha es —.
2

0
Límites como éstos se llaman formas indeterminadas -  Del mismo modo, lí

mites de cocientes en los que numerador y denominador aumentan o disminuyen sin
00

límite cuando x -> c  se llaman formas indeterminadas — .00
Hay una poderosa técnica, conocida como regla de L’Hópital, que se puede usar pa

ra analizar formas indeterminadas. La regla dice, en efecto, que si el intento de hallar el lí-
0 00

mite de un cociente lleva a la forma indeterminada -  o - ,  entonces tome derivadas del0 oo
numerador y denominador e intente de nuevo. A continuación veamos un enunciado 
más simbólico del procedimiento.

Regla de L'Hópital
Si lím f{x) =  0 y lím g(x) = 0, entoncesx—>c x—>c

. .  m  v  / ' «lim —  = lim ,, Na->c g(c) x->c g (x)

Si lím ñx) =  oo y lím g(A') =  oo, entonces
.v—>c x—>c

m  _  f ( x )
lim  / v lim  f , vx-« g(x) «  g (x)
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El uso de la regla de L'Hópital se ilustra en los ejemplos A3.1 al A3.3. Al leer estos 
ejemplos, ponga particular atención a los dos puntos siguientes:

1. La regla de L’Hópital comprende derivación de numerador y denominador se
paradamente. Un error común es derivar todo el cociente usando la regla del 
cociente.

2. La regla de L’Hópital aplica sólo a cocientes donde los límites son formas in-
0 °° 0 0 0  . . .determinadas — o —. Límites de la forma — o — no son indeterminados (el0 oo oo o

primero es O y el segundo es oo).

EJEMPLO I A3.1

Use la regla de L’Hópital para calcular el límite

x
lím
.r—><» (x + l)2

Soíirdón
00 .Esta es la forma indeterminada — , por lo que aplica la regla de L’Hópital y se obtiene

x  1
lím  -—ó =  lím —-------— = O

,Y-*» (_T + 1 ) “ .v—>a> 2(jc + 1 )

Use la regla de L’Hopital para calcular el límite

jc5 — 3x4 + 5x — 3 
í-5i 4x5 + 2x3 — 5x2 — 1

Solución

Al sustituir x — 1 en el numerador y denominador, se ve que ésta es una forma indeter-

0
minada —. Se podría evaluar este límite por el método de factorización desarrollado en 

el capítulo 1, pero nótese que es mucho más fácil usar la regla de L’Hopital:

x5 -  3x4 + 5x -  3 , 5,v4 -  12-v3 + 5 - 2  - 1
4x5 + 2x3 -  Sx2 -  1 _  a™ 20x4 + 6x2 -  lOx 16 _ 8

EJEMPLO I A3.3 

Ix  + 5
Evalúe lím

x—*2 X2 +  3 x  — 10*
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Solución

Si ciegamente se aplica la regla de L’Hópital, resulta

2x + 5 2
lim „------ — = lím
-x->2 x  +  3x -  10 jc—>2 2jc +  3 7

No obstante, si se usa calculadora para evaluar el cociente dado a un número muy cer
cano a 2 (por ejemplo 2.0001), se encuentra que el numero que resulta es mucho mayor

a -  ¿Por qué? La respuesta que se obtiene con la regla de L’Hópital estaba errónea por

que el límite dado no es indeterminado. De hecho, con sólo sustituir x  = 2 se obtiene

2x +  5 9
lim ---------------- =  — =  co
x—>2 x  + 3x — 10 0

En ciertas aplicaciones será necesario calcular límites que comprenden ex y ln jc. A 
reces estos límites se pueden calcular directamente, usando las fórmulas básicas

lim ex = oo y lim ln x  = oo
A — > 0 0  X — ><»

pero otros límites son formas indeterminadas y requieren el uso de la regla de L’Hópi
tal. A continuación veamos dos ejemplos.

I A3 .4

Encuentre lím
x—>0° 1 +  e x

Solución 
Se encuentra que

lím ------- — = -  = 0
x—>0° 1 +  e 1

Nótese que el límite no es una forma indeterminada, de modo que la regla de L’Hópital 
no aplica. Sin embargo, si ciegamente se aplica la regla de L’Hópital, se obtiene

e x ~  e x
l ím --------— = lím ---- — — 1
a—>oo 1 + e x—>oo — e

que \es erróneo\ Este ejemplo nos recuerda que es muy importante asegurarse que esta
mos manejando una forma indeterminada antes de usar la regla de L’Hópital.

EJl MPLÜ  t -*3.5 
3 -  e'v

Encuentre l ím ----5— •
X—>°° X

Solución
00

Esta vez el límite es indeterminado de la forma . Aplicando la regla de L Hópital, se
00

obtiene

3 -  ex , ~ e x 
lím — 5— = lím —

A"—>°° X A —>oo ¿X
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°°
Como el nuevo límite es también de la forma —, se aplica la regla de L’Hópital otra vez00
para obtener

— £x — ex
lím —— = lím —— = -co

.v— 2x x—>°° 2

y se concluye que

3 -
lím ---- 2— = — 00
jc—>co X

O co
Aun cuando la regla de L’Hópital sólo aplica a formas indeterminadas -  y — otras cla

ses de formas indeterminadas se pueden calcular a veces al combinar la regla de L’Hó
pital con un poco de álgebra. Este procedimiento se ilustra en los ejemplos A3.6 y A3.7.

c  ‘ -  fl 7 o  i a  o  /.C -J CM» Lv-v I M ^ . O

Encuentre lím <?_Alnx,
.v—>«>

Solución
Este límite es de la forma indeterminada O * co y se puede escribir como

e~x (  O
lím —:----  de la forma —

JC— 1/lnx  \  O

ln jc / i , _ oo
o como lím —— de la forma —X—>00 g' \ 00

Al aplicar la regla de L’Hópital al segundo cociente más sencillo, se obtiene

ln*  l/x
lím e ln jc — lim —— = lim —— = O

.r—>“  x —>co £  x —>«= e'

Como ilustración final de esta técnica, observe el límite que se utilizó en la sec
ción 4.1 para definir el número e.

\ A O *T
I j  V .. i

( i r
Encuentre lím 1 H—  .

JT->» \  X )

Solución
Este límite es de la forma indeterminada 1". Para simplificar el problema, sea

Entonces ln y =  x  ln í 1 +  -
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A-23 SECCIÓN A3 Evaluación de límites con la regla de L' Hópital 855

lím ln y  = lím * ln ( 1 +  -  ] (oo . 0)X->rx> *->«> \ % J v '

lím ln y = lím (1 + —  ( - )
- t - > c o  j t —>co l / x  10 /

- — r vgi t i  d e  L ' í h 'p i t ü l

X —>co —  1 /  ¡̂htj/hfH'dC i I
ül^chi Liiai

= lím.r_»co 1 + \ / x  

= 1

Como ln y —> 1, se deduce que y —> e1 = e. Es decir,

lím [ 1 + — ] — e
A ’ - > o o  v  x

En los problemas 1 a 16 use la regla de L  Hópital para evaluar el límite dado si el límite es una forma indetermi
nada.

1. lím
x  -  3xx

>o 3x + 2x

3. lím
x  — 2x 4- 3

x—>°° 2x +  5jc +  1

5. lím
(1/x) -  (2A 2)

x ^ ( \ / x ó) +  (2 /x 2) -  (3/x)

7. lím
x  4- 3x +  3* +  1

x->-i 2x3 +  3x2 — 1
[Sugerencia: Utilice la regla de L’Hópital’.]

—x
9. l ím -------X—>co 1 -|- (?

11. lím- -̂r

— 2x

t—>0 e

(ln xy
13. lím

X->co x

2. lím

4. lím
.Y—

x  (x — 1)

6. lím — 

8.

3x3 +  2x -  5

x 2 + x  — 5
1 — 2x — a3

x 2 + 2 x - - 15
-V—>3 x — I9x +  3

— 8.v3 + 2x2 +  3x
lím

1/2

-  1
(2x -  iy

10. lim x2e x
.v — >oo

ln Vi
12. lim -------

/—><» t

14. lim x ' /x
X—>°°

15. lím (1 + 2x)'/x
x ->0

16. lim I 1 +  -
x  >00 \  A*
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856 APÉNDICE A 1 Repaso de álgebra A-24

Términos importantes, sír r  i h o los y io rn ¡u la s |

Entero iA 2)
Número racional (A - _ \
Número irracional (A-2)
Números reales t A-2)
Recta numérica (A-2)
Desigualdad (A-2)
Intervalo (A-3)
Valor absoluto: (A -4)

x si x  ^  0
—x  s i x < 0  

Distancia sobre una recta numérica (.A I)
Notación exponencial:

an =  <3 * a * • • a

x =

icnw nos n

a n = — (potencia negativa) (A-5>
a

an,m = = \Z~cT (potencias fraccionarias)
Leyes de exponentes: i \ -cA

aras = ar+s (ley del producto)
r

— = ar~s (ley del cociente) 
a5

(ary  = ars (ley de potencia) 

Factorización (A-7)
Notación de sumatoria: (A-9 >

n
' 2 a j  = a l + a 2 + - - - + a n

7 = 1

Polinomio:
Coeficientes de un polinomio (A -12)
Grado de un polinomio (A-12)

Leyes de números empleados en factorización:
Ley distributiva ab + ac = a{b + c) (A-12>)
Diferencia de dos cuadrados (A-14 ) 

a2 -  b2 = (a + b)(a -  b)
Resolución de una ecuación por factorización < A - 1 -h 

Fórmula cuadrática: (A -15 >
Las soluciones de ax2 + bx + c = 0 para <3^0 son

— b ±  V&2 — 4ac
x —

2 a
El discriminante de la ecuación cuadrática 

ax2 4- bx + c = 0 es b2 — 4ac (A-15)
Sistema de ecuaciones (A -! 6 1

Resolución de un sistema de ecuaciones por 
eliminación <A-< >)

Regla de L’Hópital: < A-! 'A

forma ^  j Si lím/(x) = 0 y lím g(x) = 0,
X — >c x—>c

entonces
. .  m  y  / '(* )  hm —  = hm
x—>c g(x) X  —>c

00
forma — I Si lím f(x) = 00 y lím g(;c) =

00 /  ,t—>C x—>c

entonces

m  y / ' wlirn —  = hm
g(x) x—>c 8 ’Oc)

Problemas c!e repaso j______ _____________ _
En los problemas 1 y 2 use desigualdades para describir el intervalo dado.

En los problemas 3 a 6 represente el intervalo dado como segmento de recta sobre una recta numérica.

3. —3 <  x <  2 4. — 1 <  x <  5

5. x — 1 6. 2 <  x <  7
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A-25 1 Resumen del apéndice l 857

En los problemas 7 y 8 encuentre la distancia sobre la 
recta numérica entre el par dado de números reales.

7. O a 3

8. - 5  y - 2

En los problemas 9 y 10 encuentre el intervalo o inter
valos formados por todos los números reales x  que 
satisfagan la desigualdad dada.

9. \x 3| — 1

10. |2x + 11 >  3

En
sin

los problemas 11 al 20, evalúe la expresión dada 
usar calculadora.

11. 35

12. 4~2

13. g 2 / 3

14. 4 9 - 3 / 2

15.
4(32)3/4
(V 2)3

16. r
17. 163/2 + 272/3

18.
23/2(45/2)

g V S

19.

20.

^ 5 4 ^ 2
V 8

^ 8 l  (62/3) 
2V3

En los problemas 21 al 24 de la ecuación dada despeje 
n (suponga a > O, a #  \).

21. a2̂ 2 =  a3"

22.
a

= a2"(Vi)5
23. a2a~5 = (anf

24. a2V  =  a - ?

En los problemas 25 al 28 evalúe la suma dada.

25. '2J2k + 3
k— 1

26. 2  (k + 1):
k= 1

5

k= 1
27. ¿  (2*2 -  k)

28. 2
k= 1

k — 1 
k +  3

En los problemas 29 y 30 exprese la suma dada en tér
minos de la notación de sumatoria.

29. l + i - i  +  I -  I  +  I -  I
2 3 4 5 6 7

30. 3 + 12 + 27 + 48 + 75

En los problemas del 31 al 34 factorice la expresión 
dada.

31. x4 -  9X2

32. a3 + 3(x -  12)

33. x 16 -  (2x)4

34. 2(x -  3)2(x  + 1) -  5(x -  3)3(2x)

En los problemas 35 y 36 simplifique cuanto sea posi
ble el cociente dado.

35.

36.

x (x — \) — 2x(x — 1)' 
x 2 — x  — 2

x(x +  2)4 -  x \ x  +  2)2 
x 2 + 3x +  2

En los problemas del 37 al 42 factorice el polinomio 
dado usando coeficientes enteros.

37 . x2 +  2x -  15

38 . 2X2 + 5 x - 3

39 . 4 a2 +  12a +  9

40 . 12a2 +  5.y -  3

41 . x 3 +  3jC x  3

42 . x* -  lv 3 -  3a2 +  8x -  4

En los problemas 43 al 48 resuelva la ecuación dada 
por factorización.

43. x2 + 3x — 4 = O

44. 2x2 -  3x -  2 =  O

45. x2 +  14a- +  49  =  O

LU
y

d
7
l i i
CL

UJ
D

IU

D  
y  ir: v 5LLá
0£
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858 APÉNDICE A Repaso de álgebra | A-26

46.

47.

48.

.V2 -  64  =  0

1 2 „
1 ---------- ? = 0

X X

9 12
4 +  —  -

x  x

En los problemas 49 a 54 use la fórmula cuadrática 
para hallar todos los números reales x que satisfagan 
la ecuación dada.

49. 14a-2 — a  — 3 =  0

50. 24a2 +  a -  10 =  0

51. a2 -  3x + 5 =  0
7a2 +  3a  -  2 =  0 

3a2 +  5a -  2 =  0

52.
53.
54. 2a2 + 12a + 11 = 0

En los problemas 55 al 58 resuelva el sistema dado de 
ecuaciones.

55. 3a -f 5y = — 1 

2a  +  ly  — 3
56. 2x +  y =  7 

—a + 4y = 1

57. 3X2 -  y2 =  - 1
2Ly +  y  =  4

58. 5x2 -  2 /  = 1
5a — 2y =  4

En los problemas del 59 al 64 use la regla de L’Hópi
tal para evaluar el límite dado si el límite es una 
forma indeterminada.

x2 — 1
59. lím

• i 2 a ‘ +  a  — 3

60. lím
x3 + 8

-2  3x -  7x + 10
-2.x-

61. lím
jc—»«> 3 + 2e

62. lím x3e~ '/*
-T—

63. lím x(e
.V — > 0 0

— 2_r

l/.v _ i)

64. lím í  1 -  - )
\ A /
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Para una vida moderna cómoda, se estima que cada persona necesita alrededor de 60 m2 
de espacio habitable, 40 m2 para su trabajo, 50 m2 para edificios públicos e instalaciones 
de recreación, 90 m2 para transporte (por ejemplo carreteras), y 4000 m2 para la produc
ción de alimentos.

P r e g u n t a s
Suiza tiene aproximadamente 11000 km2 de espacio habitable (cultivos y vivien
da). ¿Cuántas personas pueden vivir cómodamente en Suiza? Busque la pobla
ción real de Suiza. Con base en las cifras dadas aquí, ¿está Suiza superpoblada 
o todavía hay espacio para crecimiento confortable?

Use un almanaque, una enciclopedia o alguna otra fuente para obtener la pobla
ción de la India. ¿Cuánto espacio habitable tendría que haber en India para alo
jar su población actual sin estar superpoblada? Ahora busque el área total de la 
India. Incluso si toda la India fuera espacio habitable, ¿hay suficiente espacio 
para que la población viva cómodamente?

Es probable que el lector sepa que la India está superpoblada. Escoja otro país 
donde la respuesta no sea tan obvia (Bolivia, Zimbabwe, San Marino). Descri
ba el “confort de vivir” en ese país.

2.

F u e n te : Adaptado de un problema en la obra de E. Batschelet, In tro d u c tio n  to  M a th e m a tic s fo r  L ife  Scientists. 
2a. ed., Springer-Verlag, Nueva York, 1976, página 31. El lector encontrará interesante examinar varios de los 
problemas aplicados a ciencias sociales, en las páginas 31-33 del texto de Batschelet.
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TABLA 8 Potencias de e

X e x e ~ x X e x e x X e * e  x

0.00 1.0000 1.00000 0.50 1.6487 .60653 1.00 2.7183 .36788
0.01 1.0101 0.99005 0.51 1.6653 .60050 1.10 3.0042 .33287
0.02 1.0202 .98020 0.52 1.6820 .59452 1.20 3.3201 .30119
0.03 1.0305 .97045 0.53 1.6989 .58860 1.30 3.6693 .27253
0.04 1.0408 .96079 0.54 1.7160 .58275 1.40 4.0552 .24660

0.05 1.0513 .95123 0.55 1.7333 .57695 1.50 4.4817 .22313
0.06 1.0618 .94176 0.56 1.7507 .57121 1.60 4.9530 .20190
0.07 1.0725 .93239 0.57 1.7683 .56553 1.70 5.4739 .18268
0.08 1.0833 .92312 0.58 1.7860 .55990 1.80 6.0496 .16530
0.09 1.0942 .91393 0.59 1.8040 .55433 1.90 6.6859 .14957

0.10 1.1052 .90484 0.60 1.8221 .54881 2.00 7.3891 .13534
0.11 1.1163 .89583 0.61 1.8404 .54335 3.00 20.086 .04979
0.12 1.1275 .88692 0.62 1.8589 .53794 4.00 54.598 .01832
0.13 1.1388 .87809 0.63 1.8776 .53259 5.00 148.41 .00674
0.14 1.1503 .86936 0.64 1.8965 .52729 6.00 403.43 .00248

0.15 1.1618 .86071 0.65 1.9155 .52205 7.00 1096.6 .00091
0.16 1.1735 .85214 0.66 1.9348 .51685 8.00 2981.0 .00034
0.17 1.1853 .84366 0.67 1.9542 .51171 9.00 8103.1 .00012
0.18 1.1972 .83527 0.68 1.9739 .50662 10.00 22026.5 .00005
0.19 1.2092 .82696 0.69 1.9937 .50158

0.20 1.2214 .81873 0.70 2.0138 .49659
0.21 1.2337 .81058 0.71 2.0340 .49164
0.22 1.2461 .80252 0.72 2.0544 .48675
0.23 1.2586 .79453 0.73 2.0751 .48191
0.24 1.2712 .78663 0.74 2.0959 .47711

0.25 1.2840 .77880 0.75 2.1170 .47237
0.26 1.2969 .77105 0.76 2.1383 .46767
0.27 1.3100 .76338 0.77 2.1598 .46301
0.28 1.3231 .75578 0.78 2.1815 .45841
0.29 1.3364 .74826 0.79 2.2034 .45384

0.30 1.3499 .74082 0.80 2.2255 .44933
0.31 1.3634 .73345 0.81 2.2479 .44486
0.32 1.3771 .72615 0.82 2.2705 .44043
0.33 1.3910 .71892 0.83 2.2933 .43605
0.34 1.4049 .71177 0.84 2.3164 .43171

0.35 1.4191 .70469 0.85 2.3396 .42741
0.36 1.4333 .69768 0.86 2.3632 .42316
0.37 1.4477 .69073 0.87 2.3869 .41895
0.38 1.4623 .68386 0.88 2.4109 .41478
0.39 1.4770 .67706 0.89 2.4351 .41066

0.40 1.4918 .67032 0.90 2.4596 .40657
0.41 1.5068 .66365 0.91 2.4843 .40252
0.42 1.5220 .65705 0.92 2.5093 .39852
0.43 1.5373 .65051 0.93 2.5345 .39455
0.44 1.5527 .64404 0.94 2.5600 .39063

0.45 1.5683 .63763 0.95 2.5857 .38674
0.46 1.5841 .63128 0.96 2.6117 .38289
0.47 1.6000 .62500 0.97 2.6379 .37908
0.48 1.6161 .61878 0.98 2.6645 .37531
0.49 1.6323 .61263 0.99 2.6912 .37158

Tomada de R. S. Burington, H andbook  o f  M a th e m a tie a l Tables and  F o rm u la s , McGraw-Hill, 1973. Usa
do con permiso de McGraw-Hill Book Company.
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Y.ÁV fcl íogsntm o natura! {base e)
X ln x X ln  x X ln x X ln x
.01
.02
.03
.04

-4.60517
-3.91202

.50656

.21888

0.50
.51
.52
.53
.54

-0.69315
.67334
.65393
.63488
.61619

1.00
1.01
1.02
1.03
1.04

0.00000
.00995
.01980
.02956
.03922

1.5
1.6
1.7
1.8 
1.9

0.40547
7000

0.53063
8779

0.64185
.05
.06
.07
.08
.09

-2.99573
.81341
.65926
.52573
.40795

.55

.56

.57

.58

.59

.59784

.57982

.56212

.54473

.52763

1.05
1.06
1.07
1.08 
1.09

.04879

.05827

.06766

.07696

.08618

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4

9315
0.74194

8846
0.83291

7547
0.10

.11

.12

.13

.14

-2.30259
.20727
.12026
.04022

-1.96611

0.60
.61
.62
.63
.64

-0.51083
.49430
.47804
.46204
.44629

1.10
1.11
1.12
1.13
1.14

.09531

.10436

.11333

.12222

.13103

2.5
2.6
2.7
2.8 
2.9

0.91629
5551
9325

1.02962
6471

.15

.16

.17

.18

.19

.89712

.83258

.77196

.71480

.66073

.65

.66

.67

.68

.69

.43078

.41552

.40048

.38566

.37106

1.15
1.16
1.17
1.18 
1.19

.13976

.14842

.15700

.16551

.17395

3.0
4.0
5.0 

10.0

9861
1.38629
1.60944
2.30258

0.20 -1.60944 0.70 -0.35667 1.20 .18232
.21 .56065 .71 .34249 1.21 .19062
.22 .51413 .72 .32850 1.22 .19885
.23 .46968 .73 .31471 1.23 .20701
.24 .42712 .74 .30111 1.24 .21511

.25 .38629 .75 .28768 1.25 .22314

.26 .34707 .76 .27444 1.26 .23111

.27 .30933 .77 .26136 1.27 .23902

.28 .27297 .78 .24846 1.28 .24686

.29 .23787 .79 .23572 1.29 .25464

0.30 -1.20397 0.80 -0.22314 1.30 .26236
.31 .17118 .81 .21072 1.31 .27003
.32 .13943 .82 .19845 1.32 .27763
.33 .10866 .83 .18633 1.33 .28518
.34 .07881 .84 .17435 1.34 .29267

.35 -1.04982 .85 -0.16252 1.35 .30010

.36 .02165 .86 .15032 1.36 .30748

.37 -0.99425 .87 .13926 1.37 .31481

.38 .96758 .88 .12783 1.38 .32208

.39 .94161 .89 .11653 1.39 .32930

0.40 -0.91629 0.90 -0.10536 1.40 .33647
.41 .89160 .91 .09431 1.41 .34359
.42 .86750 .92 .08338 1.42 .35066
.43 .84397 .93 .07257 1.43 .35767
.44 .82098 .94 .06188 1.44 .36464

.45 .79851 .95 .05129 1.45 .37156

.46 .77653 .96 .04082 1.46 .37844

.47 .75502 .97 .03046 1.47 .38526

.48 .73397 .98 .02020 1.48 .39204

.49 .71335 .99 .01005 1.49 .39878

De S. K. Stein, C a lc u lu s  a n d  A n a ly t ic  G eom etry. McGraw-Hill, 1973. Usado con permiso de McGraw
Hill Book Company.
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■JV.A 5SI ¡ - t i n c i o n e s  t r i c o n o m é t r i c a s

ADOS RADIANES SEN eo s TAN GRADOS RADIANES SEN eo s TAN

0 0.0000 0.0000 1.000 0.0000 45 0.7854 0.7071 0.7071 1.000
1 0.01745 0.01745 0.9998 0.01746 46 0.8028 0.7193 0.6947 1.036
2 0.03491 0.03490 0.9994 0.03492 47 0.8203 0.7314 0.6820 1.072
3 0.05236 0.05234 0.9986 0.05241 48 0.8378 0.7431 0.6691 1.111
4 0.06981 0.06976 0.9976 0.06993 49 0.8552 0.7547 0.6561 1.150

5 0.08727 0.08716 0.9962 0.08749 50 0.8727 0.7660 0.6428 1.192
6 0.1047 0.1045 0.9945 0.1051 51 0.8901 0.7772 0.6293 1.235
7 0.1222 0.1219 0.9926 0.1228 52 0.9076 0.7880 0.6157 1.280
8 0.1396 0.1392 0.9903 0.1405 53 0.9250 0.7986 0.6018 1.327
9 0.1571 0.1564 0.9877 0.1584 54 0.9425 0.8090 0.5878 1.376

10 0.1745 0.1736 0.9848 0.1763 55 0.9599 0.8192 0.5736 1.428
11 0.1920 0.1908 0.9816 0.1944 56 0.9774 0.8290 0.5592 1.483
12 0.2094 0.2079 0.9782 0.2126 57 0.9948 0.8387 0.5446 1.540
13 0.2269 0.2250 0.9744 0.2309 58 1.012 0.8480 0.5299 1.600
14 0.2444 0.2419 0.9703 0.2493 59 1.030 0.8572 0.5150 1.664

15 0.2618 0.2588 0.9659 0.2680 60 1.047 0.8660 0.5000 1.732
16 0.2792 0.2756 0.9613 0.2868 61 1.065 0.8746 04848 1.804
17 0.2967 0.2924 0.9563 0.3057 62 1.082 0.8830 0.4695 1.881
18 0.3142 0.3090 0.9511 0.3249 63 1.100 0.8910 0.4540 1.963
19 0.3316 0.3256 0.9455 0.3443 64 1.117 0.8988 0.4384 2.050

20 0.3491 0.3420 0.9397 0.3640 65 1.134 0.9063 0.4226 2.144
21 0.3665 0.3584 0.9336 0.3839 66 1.152 0.9136 0.4067 2.246
22 0.3840 0.3746 0.9272 0.4040 67 1.169 0.9205 0.3907 2.356
23 0.4014 0.3907 0.9205 0.4245 68 1.187 0.9272 0.3746 2.475
24 0.4189 0.4067 0.9136 0.4452 69 1.204 0.9336 0.3584 2.605

25 0.4363 0.4226 0.9063 0.4663 70 1.222 0.9397 0.3420 2.748
26 0.4538 0.4384 0.8988 0.4877 71 1.239 0.9455 0.3256 2.904
27 0.4712 0.4540 0.8910 0.5095 72 1.257 0.9511 0.3090 3.078
28 0.4887 0.4695 0.8830 0.5317 73 1.274 0.9563 0.2924 3.271
29 0.5062 0.4848 0.8746 0.5543 74 1.292 0.9613 0.2756 3.487

30 0.5236 0.5000 0.8660 0.5774 75 1.309 0.9659 0.2588 3.732
31 0.5410 0.5150 0.8572 0.6009 76 1.326 0.9703 0.2419 4.011
32 0.5585 0.5299 0.8480 0.6249 77 1.344 0.9744 0.2250 4.332
33 0.5760 0.5446 0.8387 0.6494 78 1.361 0.9782 0.2079 4.705
34 0.5934 0.5592 0.8290 0.6745 79 1.379 0.9816 0.1908 5.145

35 0.6109 0.5736 0.8192 0.7002 80 1.396 0.9848 0.1736 5.671
36 0.6283 0.5878 0.8090 0.7265 81 1.414 0.9877 0.1564 6.314
37 0.6458 0.6018 0.7986 0.7536 82 1.431 0.9903 0.1392 7.115
38 0.6632 0.6157 0.7880 0.7813 83 1.449 0.9926 0.1219 8.144
39 0.6807 0.6293 0.7772 0.8098 84 1.466 0.9945 0.1045 9.514

40 0.6981 0.6428 0.7660 0.8391 85 1.484 0.9962 0.08716 11.43
41 0.7156 0.6561 0.7547 0.8693 86 1.501 0.9976 0.06976 14.30
42 0.7330 0.6691 0.7431 0.9004 87 1.518 0.9986 0.05234 19.08
43 0.7505 0.6820 0.7314 0.9325 88 1.536 0.9994 0.03490 28.64
44 0.7679 0.6947 0.7193 0.9657 89 1.553 0.9998 0.01745 57.29

45 0.7854 0.7071 0.7071 1.000 90 1.571 1.000 0.0000

862
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R e s p u e s t a s  a p r o b I e t
p i o o I s rn a s cle r e p a s oi¡ ^
o e r e v i s i  ó n

¡as i m p a r e 5 , 
y p r o b l e  ni a s

CAPÍTULO S e c c i ó n  1

1. /(O ) =  - 2 ; / ( —2) =  0 ; / ( l )  =  6

3.

5. h(2) = 2V 3; /?(0) =  2; /?(-4) =  2 \/3  

7.

9.

11.
13.

15.

17.

19.

21.
23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

/ ( 1 ) =  l ; / ( 5 )  =  ^ ; / ( 1 3 )  =  - ^  

/ ( l )  =  0 ; / ( 2 )  =  2 ; / ( 3 )  =  2 

/ ( - 6 )  =  3 ; / ( —5) =  —4 ; / ( 1 6 )  =  4  

Sí
No,/(í) no está definida para t >  1
Todos los números reales jc excepto jc = — 2
Todos los números reales jc para los cuales jc >  — 3
Todos los números reales t para los cuales — 3 <  t <  3
f(g(x)) =  3X2 +  14* +  10 

/(g(x)) = A-3 +  2X2 + 4x + 2

f(gUY) = ixl
f( x  + h ) - f ( x )

---- = 2x + h

- 1
h

f(x  + h) -  f ( x ) _________
/? jc (jc  +  / í)

/ f e W )  =  V i  - 3 * ;  # ( / ( jc)) =  1 -  3V x;
/feW ) =  g ( /M )  s ix  = 0
/(*(*)) =  £(/(*)) =  x;f(g(x)) =  *(/(*)) para to
dos los números reales excepto jc =  1 y jc =2
f ( x -  2) =  2x2 -  l lx  + 15
f ( x  — 1) = x5 — 3 x2 + 6x — 3
/(a:2 + 3x -  1) =  V a 2 +  3x -  1

JC
45. / (jc  +  1) =  

69. a)

jc +  1

Nota: En las respuestas 47 al 51, las respuestas pueden 
variar.

47. / ?(jc) =  jc — 1; g(u) =  u2 + 2u + 3

49. h{x) = x 2 + 1; g(u) = -  
u

51. h(x) = 2 -  jc; g(u) = ^/u  + -
u

53. a) /(2 ) = 46
«  /(2) - / ( l )  =  26 

97
55. a) P(9) =  — ; 19 400 personas

b) P(9) — P(8) =  — ; 67 personas

c) P(t) se aproxima a 20 (20 000 personas)
57. a) 5(0) = 25.344 cm/sec

b) S(6 X  10~3) =  19.008 cm/sec
59. a) s(8) =  5.8 «  6 especies

b) s2 =  V 2s\
c) Aproximadamente 41 000 millas cuadradas

61. a) Todos los números reales jc excepto x  =  200
b) Todos los números reales jc para los cuales

0 — x — 100
c) /(50) =  $50 millones
d) /(100) —/(50)=  $100 millones

/(*) =  37.5 millones implica que jc =  40% 
63. a) c(p(t)) = 4.2 + O.OSí2

b) c(p(2)) = 4.52 partes por millón
c) 5 años

65. a) R(x) = -0 .0Z \2 + 29x; 
P(x) — —1.45.x2 4 374 -  15.6

b) P(x) >  0 si 2 <  x <  5.38
4,374 

67. a) g (p(0) -  (Q 04 í2 +  Q 2t + 12)2

2(p(10)) = 13.5 kilogramos/semana
c) t — 0

Nivel de
educación /  año 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

Sin certificado de secundaria 1.00 l.OO 1.00 1.00 1.00 1.00 l.OO 1.00 1.00 1.00
Certificado de secundaria 1.45 1.41 1.52 1.48 1.53 1.48 1.42 1.47 1.52 1.45
Algo de universidad 1.63 1.63 1.68 1.62 1.70 1.68 1.63 1.72 1.76 1.67
Título de licenciatura 2.48 2.55 2.74 2.72 2.64 2.54 2.51 2.73 2.83 2.76
Título de posgrado 3.65 3.80 4.35 4.10 4.04 4.08 3.92 3.95 4.20 3.85
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864 ¡ Respuestas R-2

b) 1.45,1.67,2.76,3.85
71. Todos los números reales jc excepto 

x = l y x =  -1 .5
; 73. f(g{2.3)) =  6.31

CAPÍTULO 1 Se c c i ó n  2

1. a) Función de potencia
b) Polinomio
c) Polinomio
d) Función racional

9. / ( j c )  =  x(2x  +  5)

y
i

5 -

1 (0,0)
-5

11. / «  =  "

- 5 1

x2 — 2x + 15

x

13. f(x) = V x

7. / ( jc) = 2x — 1

y
A

4--

2.5-

1 --

"(0. 0)

1 2.5

15. f(x) =
x  — 1 si jc ^  0

jc +  1 si JC >  0

4-*~.V

y
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R-3
i Respuestas 865

17. f (x )  =
X +  X — 3 si A' <  1 

1 -  2a si a  >  1
23.

25.

27.

21. y = x ^ y y  = 3x -  2; (2,4) y (1, 1)

y
i

6 -

\
\  1-

L

(2,4) .
©

• 0 (1 ,1 )
- 1 *

■3 0* 3
/

i f

- 4 -

29.

31.

3y — 2x =  5 y y + 3* =  9; (2, 3)

y

a) ( 0 ,- 1 )
*) (1,0)
c) f(x) = 3 cuando a  = 4 
¿0 /(*) = - 3  cuando a = - 2
а) (0,2)
б) ( -1 ,0 ) ,  (3.5,0)
c) / M  = 3 cuando a = 2
d) / ( a) = — 3 cuando a = 4

^0?) — (p ~  40)(120 — p ); el precio óptimo es $80 
por grabadora

a) E(p) =  —200/? + 12 OOOp 

E

2 X 105+ (30,18 0000)

b) Los puntos de intersección representan precios 
a los cuales los compradores no gastan dinero en 
la mercancía.

c) $30 por unidad
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866 Respuestas R-4

<
33. a) P(a-)=-0.07.v2+35a—574.77

U1tu
ÍJL  
I f t  
:J :
.Uu<

/»($100)

b) 25 000 unidades; $25.50 
35. D(v) = 0.065v2 + 0.148v

D

37. Las respuestas variarán
39. á) La gráfica de y = y? + 3 es la gráfica de y 

corrida 3 unidades hacia arriba.
b) y

1  ¡ 9
/ 7 > y = * + 3

' \ v = x2• i ,
/  y  =  ¿ - 5

= ,v2

-10-L
c) La gráfica de g(Y) es la gráfica de f(x) corrida 

|c| unidades hacia arriba si c >  0 o hacia abajo 
si c <  0.

41. a) La gráfica de y = (x — 2)2 es la gráfica
de y = x2 corrida 2 unidades a la derecha.

b)
10”

43.

c) La gráfica de g(x) es la gráfica de f(x) corrida Icl 
unidades a la derecha si c > 0 y a la izquierda si 
c <  0.

y
Á

io--

4--

-2
— 2

-*-jc

intersecciones x\ x = — 1, —0.76, 1.76.

45. a) Función
b) Función
c) No es función

47. Un punto (x, y) está sobre el círculo cuando la dis
tancia de (.x, y) a (a, b) es R. Esto es,

V(jc -  a)2 + (y -  b)2 = R
O
(jc -  a)2 + (y -  b)2 = /?2.

/(x) está definida para x  ^
- 1  ±  V I 7  

8
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R-5 Respuestas

C A P Í T U L O | S e  c  c  i o n  3 17. Pendiente: — intersecciones: (2, 0),(0, 5)

1. m = - -

3. m = — 1 

5. m no definida

7. Pendiente: 2; intersecciones: (0, 0); y =  2x

5 . . /  5 \9. Pendiente: intersecciones: (—4, 0), 0, -  ;
8 \  2 J

5 5
V =  ~X +  ~

8 2

11. Pendiente: no definida; intersecciones: (3, 0)

13. Pendiente: 3: intersecciones: (0, 0)

19. y = x -  2

1 1 21. y = — x -\—
7 2 2

23. y =  5

25. y = —x + 1

“ 45 43
^ =  ~52~X + 52

29. y = 5

31. j  = —2x + 9

33. >> =  ;c + 2

35. y = C(x) =  6(k + 5 000

y
i

/
(0,5000)

-*~JC

37. a) y = /( í )  =  35f +  220 b) 325

y
//

/
/

/
/f

» (0,220)

39. / ( 0  = -1 5 0 / + 1 500
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868  ̂ Respuestas R-6

<
4.. r
i / )
1.1.'

ÚL
I ñ

w c)

41. a) y =  f(t) = - 4 r  + 248

¿O /(8) = 216 millones de galones

43.

a)

(0, 248)

V

'
\  (62,0)

y
i

6 0 -

5 0 -

« 4 0 -<u
M 3 0 "•o•o 20- /

10
0

/

0(18,50)
v

V
O

(24, 25)

V 10)

b)

 1---1---1---1---1---1 h-W
0 3 6 9 12 15 18 21 24 

meses

10 •
0

6 0 "

5 0 -  

40 -
I

M  30vO
20 f  (2,15)O

(24, 20) 
o

(0, 10) © (llt8)
H-- 1---1---1-- 1---1---!-►/

A
6 0 -

5 0 -

* 4 0 -¥
M 30 --'OTD20-

y

10
0

•  (12, 60)

(12, 25)

(24, 12) 
.■CO, 10) \  ^  •

(15 ,5)0  ^
—i—i—i—i—i—i—i—h-p-t

0 3 6 9 12 15 18 21 24 
meses

45. a) 95.5 cm
b) 15.4 años de edad
c) 50 cm; sí
d) 180 cm; sí

9
47. d) F = - C  + 32

b) 59°F
c) 20°C
d) —40° Celsius = —40° Fahrenheit

49. d) v(1930) = $800; v(1990) = $51 200; 
v(2000) = $102 400 

b) No, no es lineal.

b) 515
c) 2003

ÍS -  V\
53. d) B = I —  It + V

N
b )  $30 800

0 3 6 9 12 15 18 21 24
meses
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R-7

55. Las dos rectas no son paralelas; no tienen la misma 
pendiente.

57. á) Horas rentada 10
Costo total $70.00 $85.00 $110.00 60 + 5t

b) y =  60 + 5t, t >  0

d) Resuelva 60+5/216.25;
t = 31.25 horas (31 horas, 15 minutos)

59. La pendiente de -0.389 significa que el porcentaje 
de desempleo baja aproximadamente 0.389% de un 
año a otro.

61. Las rectas L { y L2 están dadas como perpendicu
lares, y la pendiente de L x es m x =  b¡a mientras que 
la de L2 es m2 =  c¡a. En el triángulo recto OAB, la 
hipotenusa tiene longitud \AB\ =  |¿> — c| mientras 
que los dos catetos tienen longitudes
\OA\ = V a 2 +  b2 y \OB\ =  V a 2 +  c2 . Así, por el 
teorema de Pitágoras,

Ca2 + b2) +  (a2 + c2) = ( b -  c f

a2 + b2 + a2 + c2 = b2 — 2 bc + c2
2 a2 =  - 2  bc

- =  - 1
a 2

C A P Í T U L O  1 S e c c i ó n  4

l Respuestas 869

1. A  =  2w(500 — w)

3. P = x( 1 8 - x )
5. R = x(35x +15)
7. A =  x(160 — x)\ 80 m por 80 m

A
A

(0,0)

(80, 6400)

'

(160, 0)
->~x

9. V =  x^l 000 — :

11. V = tt7'(60 -  r2) 

13. C = 0 . 0 8 t t
H )

15. R =  kP\ R = rapidez de crecimiento de población; 
P = tamaño de población

17. R =  k(T0 — Te)\ R = rapidez de cambio de tempe
ratura; T0 = temperatura del cuerpo; Te = tempera
tura del cuerpo; Te = temperatura del medio 
circundante

19. R =  kP(T — P);R =  rapidez de implicación;
P = número de personas ya implicadas; T = número 
total de personas involucradas

21. C =  — + k2R: R — rapidez del camión 
R

23. c

m \m 2 = — 1
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870 Respuestas ¡ R-8

0.725

0.725

2 5 . a) 95.2 mg
b) Como 0.0072(2WOa425(2tf)a725

= 0.0072(2)a425(W00'425(2)a725(
=  (2)a42-, (2)a7250.0072(WOo'425(/7)'
«  2.22[0.0072(H/)o'423(//)°‘725J 

el niño más grande tiene el área superficial del 
más pequeño. Si S se multiplica por 2.2 en la

SAfórmula C =  — , entonces C crece por el
1.7

mismo factor. 

2 400

2 7 . R(x) =

si 1 <  a' <  40
1

A-I 80 -  -A I si 4 0  < A <  8 0

4 0 a

R

2 9 .  á) C(x) =
3 .5 0 a  si a  <  5 0  

3a  si a  >  5 0

C
A

300--

200 + 

150
(49,171.5) ,

ü /
/  *(50, 150)

¡jjr
/

0 50

b) $ 2 1 .5 0

3 1 .  V (a )  =  4 a  -  —

^  0 100
3 3 .  A(a )  =  8 a  + ------ +  5 7

A

100

3 5 .  P(p) = (3 3  0 0 0  -  1 00 0 /?)(/?  

/>($ 1000)

18)

El precio óptimo es $25.50. En realidad, el fabri
cante obtendrá más utilidad al reducir el precio en 
$4.50 por unidad.

5 120
3 7 . C (a ) =  2 0 a  + ---------

A

El número de máquinas es 16.
3 9 .  R(a) = (3 — 0 .0 2 a ) ( 1 4 0  + a), donde a = días desde 

el 1 de julio

R

El agricultor debe cosechar cuando a = 5 o sea el 6 
de julio.
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R-9 1 Respuestas 871

41. a) xe = 25; pe = 225 55. a) x 2 000 4 000 6 000

c) 0 <  a <  25; x  >  25 
43. a) xe = 9 \ P e -  25.43

c) 0 < x  < 9; x  > 9 
45. a) Ae =  10; p e =  35 

b) P

c) 5(0) =  15; no se producirán unidades hasta que 
el precio sea al menos de $15.

47. 2 horas, 45 minutos después que salga el segundo 
avión

49. Si N  <  6 000 o 30 000 < N  <  126 000 escoja editor 
A; de otro modo, escoja el editor B.

51. I =  knr2

„  Km 153. y =  — x  +
R m R m

C(x) 
b) x

8 000
85 200 

2 000
96 200 

4 000
107 200 

6 000
118 200 
8 000

m
c) C{x)
d) R(x)
é )  y

39 000 78 000
5.5a + 74 200 
19.5a

117 000 156 000

f )  C(a )  = R(x) = $103 350 cuando a  = 5 300 
libros

g ) Aproximadamente 4 359 libros deben venderse 
para un ingreso de $85 000. La “utilidad” es en 
realidad una pérdida de $13 174.

C A P I T U L O  1 S e c c i ó n  5

1. lím /(a) =  b
x—>a

3. lím /(a) = b
x-*a

5. No existe límite. 
7. 4 
9. 7 

11. 16

u - 1
15. No existe límite. 
17. 2 
19. 7

23. 5

27. +co; -o o

29. -o°; -oo
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872 i Respuestas i R-10

< f
t
f Aw í

a .
• % i U J

31.

33.
35.
37.
39.

1. J .
2’ 2 
0; 0 
+ 00* —00 ' y 
i; - i
1.8 in.

41. a) lím I(S) =  a. Sin importar el tamaño de la
s—>+°°
mordida, la vigilancia requerida limita la canti
dad de ingestión de alimento.

b) Las respuestas variarán.
43. $ 7 .5 0 ;  cuando aumenta el número de unidades pro

ducidas, la contribución de costos fijos al promedio 
de costos disminuye a 0.

45. No
47. a) 0

b) y

c) + 00 si an y bm tienen el mismo signo, —00 si an y 
bm tienen signos contrarios.

C A P Í T U L O  1 | S e c c i ó n  6

i.
3.
5.
7.
9.

11. -

13.
15.
17.
19.
21.
23.
25.
27.
29.

31.
33.
35.

-2; 1; no existe 
2; 2; existe y es igual a 2 
3 9

0 
0
1
4

1 5 ; 0
Sí
Sí
No
No
No
Sí
/(a) es continua para todo número real x.
/(a) es continua para todo número real a  excepto 
x = 2.
/(a) es continua para toda x  =£ — 1.
/(a) es continua para toda a #  —3, 6.
/(a) es continua para toda x  =£ 0, 1.

37. / ( a )  es continua para todo número real x.
39. f(x) es continua para toda x ^  0.
41. «) W ( 2 0 ) ~ 3 . 8  

W( 5 0 )  =  - 7  

¿) v =  2 5  mph v = 9 9  mph, está fuera de
rango.]

c) W es continua en v = 4  y en v = 4 5 ,  suponiendo 
que redondeamos W(4 )  y W(4 5 )  al décimo 
siguiente. La pequeña discrepancia puede verse 
como imprecisión del modelo.

4 3 .  p(x) es discontinua e n x =  1, 2 , 3 , 4  y 5 .

p (centavos)

45. La gráfica es discontinua en t = 10  y t = 2 5 . Sue se 
detiene en una gasolinera y compra un poco en es
tos tiempos.

47. A = 6
49. f(x) es continua en el intervalo abierto 0  <  x < 1.

/ (x) es continua en todo punto del intervalo cerrado
0 ^  ^  1 excepto x — 0.

51. Sea f(x) =  V x  -  8 + 9x2/3 -  2 9 . Entonces/(a) 
es continua en 0  ^  x  ^  8 , / ( 0 )  =  —31 <  0  y / ( 8 )  =

7 >  0 . Por el IVT,f(x) = 0  para alguna 0  <  x <  8.
53. a) lím /(*) existe en jc = 2 pero/(,v) no es continua

x —>2
ahí.

b) lím f(x)  no existe, por lo que f(x) no es
,v—>-2
continua e n x =  —2.

55. Durante cada hora, la manecilla de los minutos se 
mueve continuamente de estar atrás de la manecilla 
de las horas a estar adelante. Por lo tanto, en algún 
momento, deben coincidir.

C A P Í T U L O  1 R e v i s i ó n

1. Todos los números reales a* tales que — 2  <  a  <  2  

2 a  +  1 1

2 ‘  m x ) )  = ^ T Í ' X * ~ 2
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R-11
I Respuestas 873

1 3
3. «) > - = - y  +  2

b) y  = 2x — 3

4. a)

8. a) A =  3, B =  — 1; $52

b)

5. a) 2 
¿) 4
c) 1 
¿f) -00

6. /(x) no es continua en x =  1.
7. a) p{t) =  0.02í +  1.7

P

b) $1.70 por galón
c) $1.88 por galón

9. a) t = 9
b) La función g(t) = /(r) -  10 es continua y g(l )=

“ 2 y g(7) = 6, y por el IVT g(í) = 0 o f(t)= 10
un tiempo entre t = 1 y t =  7.

10. M =2.5D+0.2; 0.2%

C A P ÍT U L O  1 | P r o b l e m a s  d e  r e p>8SO

1. a) Todo número real x
b) Todo número real a excepto x = 1 y x  =
c) Todo número real x para el que 1x1 >  3

3 . a) g(h(x)) = x2 — 4x +  4

b) g{h{x)) =  ^

c) g(h(x)) =  V ~ 2 x  -  3
5. Nota: las respuestas variarán.

a) g(u) — u5; h(x) = x 1 + 3x + 4

b) g(u) = ( u -  l )2 + - 3 ; ¿(x) = 3x + 2
2u

7. c =  - 4
9. a) m = 3, b = 2

- 2
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b) m = 7 , b = — 5 
4

874 Respuestas

5 b) 5 semanas
c) 20 semanas

R-12

4tt/ ,  / T V  S3/2 17 , . ..13. V = —  \  —  = — 7=; V se multiplica por 2 .
3 \  V 477/ 6V7T

15. a) ( 3 , - 4 )

b) No hay intersección

c) (1,0) y ( - 1 , 0 )
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R-13
Respuestas 875

d) (3, 9) y ( - 5 ,  25)

1 7 . P(p) — 2(100 — p)(p — 50); precio óptimo p = $75 

P

1 9 . Para a* máquinas C(a )  =  8 0 a  +
11 520

C i

1 9 2 0 - minimo

12

El costo es mínimo cuando a  = 12 
2 1 . a) 150 unidades

b) utilidad de $1 500
c) 180 unidades

2 3 . y — k(N — x), donde y  es la frecuencia de recordato
rio, a  es el número de datos que han sido recorda
dos, y N  es el número total de datos.

2 5 .  C — 6 0 a  + (27t  — 6 ) a 2

2 7 .  C(a) =  1 5 0 0  +  2a , 0  < a <  5 0 0 0

C
i

6 000-

1 5 0 0 -
y

2 500 5 000

C(a ) es continua para 0 <  a  <  5 000.
29. Escoja la proposición A si V <  30 000; de otro 

modo, escoja la proposición B.

3 1 .  i
2

3 3 .  -1 2
3 5 .  No existe límite 
3 7 .  0
3 9 .  - o o  

4 1 .  0 
4 3 .  0
4 5 .  No es continua para a  = — 3 
4 7 .  Continua para todo número real a .

B
4 9 .  A = (4 000):

w
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876 Respuestas ¡ R-14

51. 10 T

I I I I I I I I l-í
-10

:: /
+ -

M i l i  I -H —I
10

21  6 5 4
No, porque —  *  — .

53. La función es discontinua e n i  = 1. 
55. Existe el límite y es 0.

C A P Í T U L O  2 S e c c i ó n

1* /'(* ) = 5-,m = 5 
3. f '{x)  = Ax — 3 ; m = —3

2
5. g (0 =  - p ;  m = - 8

1 1
-,m = -

7 - =  2 V ^’
9. / ' ( j c )  = 2 r ,  y =  2 x  -  1

11. / ' ( j c )  =  —2 ; y  =  —2x +  7

13. / ' ( j c )  =  - 5 ; y = 2jc +  4

1 1
15. /'(* ) = ^ = ;  y = - x  + 2

17. T" =  0
dx

19. / ' «  = 1 -  2 r , / ' ( - l )  = 3
¿y 0 „ dy21. — = 2x — 2; —
úuc dx

= 0
x= 1

23. a) msec = 3.31
b) = 3

25. a) El promedio de frecuencia de cambio de tempe
ratura entre t0 y t0 + h horas después de media
noche. La frecuencia instantánea de cambio de 
temperatura t0 horas después de medianoche.

b) El promedio de frecuencia de cambio en el nivel 
de alcohol en la sangre entre toy t0 + h horas 
después de tomarlo. La frecuencia instantánea 
de cambio en el nivel de alcohol en la sangre t0 
horas después de tomarlo.

c) El promedio de frecuencia de cambio de la tasa 
de hipoteca fija a 30 años entre t0 y t0 + h años 
después de 2000. La frecuencia instantánea de 
cambio de la tasa de hipoteca fija a 30 años t0 
años después de 2000.

65 -  50 3
27. V (30) ~ -----------= - ;  disminuye a 0

v '  50 -  30 4 J
29. Aproximadamente -0.009°C por metro; aprox. 0°C 

por metro
31. a) P = ( \ 2 0 - q ) q - 2 0 q

b) $80 por unidad
c) $60 por unidad; creciente

33. a) P'(x) = 4 000(17 — 2x)
17

b) P(x) =  0 cuando a = —  u 850 unidades. A este

nivel de producción las utilidades no son 
crecientes ni decrecientes.

37. a) La gráfica de y = jc2 — 3 es igual que la de 
y = jc2 corrida 3 unidades hacia abajo. Así, 
ambas curvas tienen la misma pendiente para 
cada x, y sus derivadas son iguales, ambas 
iguales a y' = 2x.

b) y' = 2x

39. a) ^ f  = 2 x ; ^ = 3 x 2 
dx dx

b) £  = 4* ?  =27*“
dx dx

41. Para jc >  0, tenemos f(x)  = x  y
(jc +  h) -  (jc)

/ ' ( * ) =  l ím-------- --------- =  1/i->0 /7
y para x < 0, tenemos/(x) = — jc de modo que

- ( x  + h ) - ( - x )
f'(x) =  lím — -------f ---------- =  -  1/j->o h
Sin embargo, la derivada de jc = 0 sería

10 + h\ ~  0 I/2I
/ '(0 )  = lím J------ - 1------= lím V 1,

h->o h /»-»o h
que no existe porque los dos límites con un lado en
jc = 0 no son iguales (el límite de la izquierda es -1
y el de la derecha es +1).
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R-15
> Respuestas ¡ 877

0.001
3.851
4.37310
4.37415

4.37310 4.37310
4.39426

-0.02

4.37310
4.35192

-0.01

4.37310
4.36251

1.059

-0.001
3.849
4.37310
4.37204

1.059

4.37310

indefinido

/(.v + h)
ñ x  + h) -

45. /(x) no es continua e n x =  1, razón por la que no es 
derivable ahí.

- l

. \
/

— 2 T

/
o

C A P I T U L O  2 S e c c i ó n  2

1. di  = —4x~5 
dx

_ dy 
3. - f  =  0

dx
_ dy
5. — = 2777' 

dr

dx 2Vx

dy = - 9
dt i V ?

dy = Ov -J- '
dx

i *

f \ x ) = 9x8
f \ x ) =  —0.(

d i  = - 1 1
dt t 2 t3 2V ?3

1 \

19- f ' ( x ) =  j  V i  — 2 V j?

d x 8

23.

25.

27.

29.

31.
33.
35.

dy _  4
x3 + 3x1/3

y = lOx + 2 

y - ~ *  + 2

y =  x + 3 
y =  -4 x  -  1 
y =  3x — 3

22
j  =  — 3x H-----

3
37.

39. / ' ( —1) =  —5 

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

/ ' « )  -  - 5  

n  n  -  i

a) 0.2 partes por millón por año
b) 0.15 partes por millón
c) 0.4 partes por millón

a) / '(* )  = - 6
b) El cambio en el promedio de calificaciones en 

la prueba de aptitud escolar (SAT) es igual 
cada año. El promedio de calificaciones SAT 
disminuye cada año.

a) r ( 0 )  = $40 por año
b) $480
Aproximadamente 2 435 personas por día 

7 280
a) C(x) = 1.9x H----------

c) C '(40) =  -2.65; decreciente 
f ' (x )  óx2 -  lOx / '( I )
f(x)  2x3 -  5a-2 + 4 ’ /(1)
a) $10 800 por año
b) 17.53%

= - 4
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878 ' Respuestas R-16

¡S
<ñ
UJ
D
£L,
e n
LU

</> 59. a) f(t) = 100(2 000) _  100
24 000 +  2 000/ 12 + t

C A P Í T U L O  2 S e c c i ó n  3

>- í

b) 7.69%
c) El porcentaje de rapidez de cambio se aproxima 

a cero.
61. P'(x) = 2 + 6xí/2

a) P'(9) = 20 personas por mes
b) 0.39%

63. a) T'(t) =  —204.2Ir2 + 61.96/ + 12.52
fc) 7 '(0) =  12.52, creciente; T'(0.713) = -47.12, 

decreciente
c) t ~  0.442 días o 10.61 horas;

7(0.442) = 42.8°C, que es la máxima 
temperatura durante el periodo.

65. a) v(t) = 6t + 2; a(t) =  6 
¿>) No estacionario 

67. a) v(í) =  4f3 -  12f2 + 8; a(í) = 12í2 -  24/
b) f =  1 , 1 + V 3  

69. a) 32 ft/sec
b) 128 ft
c) —32 ft/sec 
¿/) —96 ft/sec

71. a =  — 1, =  5, c =  0 
73. ( / + * ) ' ( x )

( /  + g)(x + h) ~  ( /  + g)(x) 
h

[f(x  + /?) + g(x + /?)] ~  [/(x) + g(x)]
/?

[/(x + h) ~ /(x )] + [g(x + h) -  g(x)]
/z

lím/j->U

— lím/7-»U

— lím/j->0
/(x  +  h) -  /(x) , g(x + h) -  g(x) 
_ h  + h
/(x  + /í) - / ( x )

+ lím h-->0/j^o h 
=  / '(* ) + g \x )

75. a) $150 por tonelada de carbón 
b) 0.2% por dólar

g(x +  h) -  g(x) 
h

1. / '(x )  = 12x -  1 

3.
dy

5.

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.
23.

25.

27.

29.
31.

33.

35.

—  = — 300w -  20 
du

/ '(* )  = ^(ó*5 -  l l x 3 + Ax + 1 +  -p

dy _  —3
dx ~  (x -  2)2

~ ( t 2 + 2)
m  =

dy _  —3
dx (* + 5)2

l l x 2 -  10* -  7
f ( x )

/ '(* )

(2x2 + 5x -  l)2 
2(*2 + 2x +  4)

(* + l)2 
/ '(* ) =  10(2 + 5x)

_  4 V ?  + 2 0 V ?  -  2/ + 5 
8 (l) ~  2 v 7  (2t + 5)2
y = 17* — 4 
y = 3x + 2

11 19
y = - y x  +  T

(0,1). ( - 2 , - i )

- 1 8
4

' - i 7 (- ' - 37l)
9 -  4x

437. «)-<*) y ' =

39. f"(x) = 8x3 -  24x + 18 

41.
d 2y
dxÁ

4 V 2 
+

1
3x 4x3/2 8x5/2

43.

45.

—y = 36x2 + 30x + 12 
dx
á) S \ 2) = 378.07
¿) Las ventas se aproximan a un límite de 

$6 666.67
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Respuestas ¡ 879

47. a) P'(5) =
1 900

~  4.3 por ciento de aumento por 

semana.
b) P{t) se aproxima al 100% a la larga; la frecuen

cia de cambio se aproxima a 0.
49. a) P '(16) «  -0 .631; decreciente

b) Creciente para 0 <  x <  10; decreciente para 
x  > 10

51. a) R(I) = — 3/2 + 16/ +  15
b) 10 unidades por hora por hora

53. a) v(/) = 15f4 — 15/2; a(t) =  60/3 -  30/ 
V 2

b) a(t) = 0 cuando t =  0 , -----
3

55. a) v(í) =  -3Z2 + 14/ +  1 
a{t) =  — 6t +  14 

7
6) ¿z(f) =  0 cuando t = —

57. a) 9.8 metros por minuto
b) 9.83 metros

59. a) S = - K M  — M 2 
3 

dS 2
£) —  = - K  — 2M  y representa la frecuencia de 

dM 3
cambio de sensibilidad con respecto a la 
cantidad de medicina absorbida.

61. á) a{t) = - 3 2
£) <2(0 es constante.
c) El cuerpo está acelerando hacia abajo.

3

71.

63.
3

+  7
Zx5' 2

65. a) ± ( á )  = + - m : .
d x \ h  j  h2
dy 1 2 * 3 +  5 1 * 2 +  7 0 *  -  3 3

b ) t  = (3 a  +  5 ) '

Las intersecciones del eje x  de / ' ( a ) ocurren en
1 V 3

x  — —0.5, x — —— H-------~  0.366 y

V 3
2

— 1.366. Las intersecciones del

eje x  son los puntos donde / ' ( a ) — 0 ,  que son los 
puntos donde la tangente a la gráfica de/ ( a )  es hori
zontal, es decir, los máximos y mínimos de/ ( a ).

C A P Í T U L O  2  S e c c i ó n  4

i.

3.

5.

7.

9.

11.

13.

15.
17.
19.

^  =  6 ( 3 *  -  2 )  
dx
dy _  x  + 1
(±c V a 2 +  2x — 3 
dy _  —4x
dx ~  (x2 + 1 )3 
dy _  —x
dx ~  (x2 -  9)3/2 
úfy _
Tk ~  (x2 -  l)2 
- 1 6 0

2 
3 

- 1 6  

/ ' ( j c )  =  8 ( 2 *  +  l ) 3 

/ ' ( * )  =  8 * V  - 4 X 3 -  V)7^ * 2 -  1 2 )  

- 2 ( 5 /  -  3 )

f  ^  ( 5 / 2 -  6 /  +  2 ) 2

—4x

/ '( a)=  0 cuando i  =  0 y j  =

21.

23. g ’(x) =

25. / '( * )  =

(4 a +  1) 

2 4 a

(1 "  A'2)5

3/2
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880 ¡ Respuestas 1 R-18

15(1 + V 3s)4
27- ,! (í> = -^ v 3 t ~
29. / '(* )  = (x + 2)2(2x -  l)4(16x + 17) 

31. G'(.v) = — “ (3x + 1)- i/2(2x -  1)_3/2

33. / '(* )  = 

35.

(.v + 1)4(9 -  x) 
(1 -  x)5

5 -  6y
/ 'W  =

37. y  = —4 8 x  -  32 
39. y = —I2x +  13

0 ;  a=  — 1 ; jc =41. jc =

43. x =

1
2

2
3

45. jc = 2
47. f ' (x )  =  6(3x + 5)
49. /"(x) = 180(3x +  l)3

51. = 8 0 ^  + 5)6(3f2 + 1)

53. /"(x) =  (1 + x2)“ 3/2
55. a) $2 279 por año

b) 10.3% por año
57. a) -1 2  libras por dólar

b) (—12)(0.5) = —6 libras por semana; decreciente
59. La demanda será decreciente en 12%.
61. a) L'(w) =  0.65w16; £.'(60) =  455 mm/kg

b) Un tigre de 100 días de edad pesa
w(100) = 24 kg y mide L(24) ~  969 mm de 
largo. Por la regla de la cadena,

L'(A) = L'(w)w'(A) = (0.65w1,6)(0.21) 
de modo que cuando A = 100, w = 24, tenemos 

¿'(100) =  (0.65)(0.21)(24)'-6 «  22.1 
Esto es, la longitud del tigre es creciente a un 
ritmo de alrededor de 22.1 mm por día.

63. a) V'(T) = 0.41(—0.027+  0.4)
0.39b) m'(V) = -------------------- ?

(1 + 0.09V)
c) 1/(10) = 2.6732 cm3; 0.02078 gm/°C 

dT a(3L -  2b)
6S' a) TL = 2 V ¿  -  b

67. a) v(t) = -(1  -  2í)(3 + t -  í2) '72

24Í2 -  24í -  33 
° {t) ~  4(3 + t -  ñ W2

2 +  V 26
c) a{t) — 0 cuando t = ----------- ~  1.775

s( 1.775) »  2.07; v(1.775) -  -4.875

e) El cuerpo reduce su velocidad durante
0 <  í <  0.5 y 1.775 <  t <  2.

dy d dh(x) dh(x)
69. - f  = ~ [/2 (x )/z(jc)] =  Kx)—̂ -  +  - T - ^ W  

áx dx dx dx

— 2 h{x)
dh(x) 

dx
71. / '(1 )  -  0.2593,/ ' ( - 3 )  -  -0.4740; una tangente 

horizontal, y = 2.687, donde a = 0.

C A P Í T U L O  2 O 6 C C i O O O

1. a) C'(x) = - x  + 4;R'(x)

b) C'(3) = $5.20
c) C(4) -  C(3) = $5.40
d) /?'(3) =  $7.50
e) «(4) -  R(3) = $7.25

3. a) C'(x) = | x  + 2 -R \x )

b) C'(3) = 4
c) C(4) — C(3) =  4.33
d )  R'(3) = 29
e) R(4) -  R(3) = 15

x
9 _  2

= — 3a -  8a  + 80
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Respuestas I 881

5.

7.

9.

11.

13.

15.
17.
19.

21.
23.

25.

27.

29.
31.
33.

\ r , ,  s X 2x2 + 4x +  3a) C (x) = - ; R  (x)  ------------ =—
2 (1 + x f

b) C'(3) = $1.50
c) C(4) — C(3) =  $1.75

33
d) R '(3) = ^ 7  “  $2.06

16
e) R{4) -  R(3) = $2.05 
2.1
100/'(4)

^ -(0 .3 ) -  0 .20; 20%
/(4)

a) C'(3) =  $499.70 
«  C(4) -  C(3) = $500.20
a) $241
b) $244
200
El ingreso disminuirá en aproximadamente $150.80.
La producción diaria aumentará en aproximada
mente 8 unidades.
5.12%
La producción diaria aumentará en aproximada
mente 825 unidades.
0.2 unidades

3c
|c ~  b\
46.67%
0.0385 ft
La recta tangente en x  = x0 es y — f ' ( x 0)(x — x0) + 
f{xo). Al hacer y  = 0 y despejar x  = X\ da

0 =  f ' { x 0)Ui -  x0) +  f ( x 0) => x x -  x0 = ^ X°  ̂ ‘

C A P Í T U L O  2 j e c c i o n  6

X \  =  X 0
f ( x  o)
f ( x 0)

f ' ( x  o)

. La repetición del proceso

35.

37.

muestra que x n = x n-  ¡ - 

3.82070437, 1.61179338

> _  f(x„) _
-^n+1 ri / \ ^nf  (xn)

.1/3

I r “ 2/3

3
r — 3r = —2x•'ví n

b) Para cualquier x0 =£ 0 la secuencia x0, — 2x0, 
4x0, . .  . crece más en magnitud y alterna signo, 
de modo que no puede aproximarse a un límite.

1.

3.

dy
dx

2
3

a) £ . =  -= ¿L  
dx x  + 2

5. a)

¿y

dy
dx

- 3
(jc + 2)2 
2x — y jc + 4x 
x + 2 "  (* + 2)2 
x(x + 4)

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

-  2

b) ?  =
(x + 2)

ú(y _  x 
y

dy _ y  — 3x2 
dx 3 y2 — x
¿fy _  3 -  2y2 
dx 2y(l + 2x)

dy _  V y 
dx V i

dy_ _  y ~  1
1 — A'

dy _  1
¿¿x 3(2* + y)'
dy _  y — 5x(x2 + 3y2)4
dx 15y(x2 + 3y2)4 — x

1 4
y — ~~x 4- —

3 3

1 4 - 9y = - - *  +  2

13 11
y = ñ x + ñ  
á) Ninguno 
b) (9,0)
a) Ninguno
b) Ninguno
a) ( 1, - 2), ( - 1, 2)
b) ( - 2, 1), (2, - 1) 
d2y

33' dx2
- 3 y2 ~  x2 -  5

LL!

CX.

A
/ r

.

9y~ 9y

\
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882 i Respuestas R-20

vO 35.

t íf”  37.
<X>

39.

O  41-
UJ 
: '

43.

45.

47.

49.
51.

Ay ~  -1 .704

— = 1.74 o sea 174 unidades por mes 
dt
0.476 cm3 por mes

— = 20 mm/min 
dt
dx— = 0.15419 o 15.419 unidades por mes 
xt
a) 14.04
b) -9 .87
j je  o

—  = ---- ($1 000) =  -$400  por semana
dt 5
4 pies por segundo 
Ay ~  0.566 unidades

53. Como v =
KR- = constante en el centro del

recipiente (/* = 0), tenemos

0 =  v'(f) = K 

Por lo tanto,

2/? , 
—  /?' 
L

- £ v
L

™ R '
L A lL2

V o R '
L = 2 t

55.

de modo que la frecuencia relativa de cambio de L 
es el doble de la de R.

2 2V
~2M = l ; ^  + ¥  = 0 ; 2 ^  + 2 a V  = 0,

a b a b
2b2x b2x A n/ x b2x 0

y = = — ~  ’ nxo ,yo ) ,m  =2 a y  a~y
por lo que la ecuación de la recta tangente es

b2xo( v
y ~  yo = — T~(* ~  xo) a yo

a2yyo -  a2yo = - b 2xx0 + b2Xo
,2.,,, _  u2 JZ

a2yo

12 i 2   i 2 2 i 2 2b xx0 + a >>>>o = b x0 + a y0
xox , yoy Xo 

_2a
Á
b2

ya que P(x0, y0) está sobre la curva y por lo tanto 
satisface la ecuación de la curva.

r -  1dy rx ‘ y" *_  =  _ _  P e r o ,  = _  =  _ d e m o d o q u e

r/ s

? Z = í . x r- I  . £ _  
dx s xr

—  -  . r / _ 1 + r / s - r

= -  . r r/J“ 1

59. Las tangentes horizontales son y = 1.24 y 
y = -1 .24.

61. Las tangentes horizontales son y = 1.23 y 
y = —1.23.

\

y = 1.23 
----

--.5

H------ t—
.5 0.84

-+~x

y = -1 .23

  www.FreeLibros.com



R-21 i Respuestas 883

C A P  í í¡ U L O  2  | R e v i s i ó n

. dy 3 2 10
fl) d v  "  12"' V x  "  7

6) v  =  _  15;t'4 +  39jc2 - 2 x - 4 dx
dy _  -  10x2 +  lOx +  1 
<¿c ~  (1 -  2x)2

d) =r = ( 9 x -  6)(3 -  4x + 3x2),/2 
dx

2. /"(O =  24t +  8
3. y =  —4.x

5. a) 58 dólares por año 
6) 2.98%

6. a) v(r) =  6t2 — 6t; ¿7(r) = 12í — 6
b) t = 0, 1; se retira 0 <  í <  1; avanza 1 <  t <  2.
c) 6

7. a) C '(5) =  5.4($100) = $540
b) C(6) -  C(5) = 5.44($100) =  $544

8. La producción aumenta en aproximadamente
75 000 ,— - —  unidades

9. 0.001586 m2 por semana

10. -%
3

C A P Í T U L O  2  j P r o b l e m a s  d e  r e p a s o

1* /'(* )  — 2jc — 3 
3. f ' (x)  = 24X3 -  21X2 +  2 

dy _  -1 4 x
dx (3x2 + l)2 

7. /'(jc) =  KX20X3 -  6x + 2)(5x4 -  3X2 +  2x +  l )9

dy
dx

1
x

1
9. — — 21 x +  -  II 1 5  ] +  2 \ / 7Sxi

9jc+ 3
11. f \ x )  =  3V6jc +  5 +

V 6* +  5
- 7

dr 2(3* +  2)2 V 1 -  2x 
15. y — —x  — 1

17.

19.

21.

2 5
y = t *  + -3 3

b)
c)
a)

87.5%
-400%
-100%
2

23.

« i

*> I " - ;

« t - - -ax x

c)

<*)

_  1 -  10(2x +  3 y f  
dx ~  15(2x + 3>)4

3\41 + lOy (1 -  2xyJ) 
L4 + 30xy2(l -  2ry3)4J

25.

27.

¿ 2;y _  6y2 -  9x2 _  - 9  
dx2 4y 3 2y 3
a) 75 000 por año
b) 0 por año

—2 (t +  4)(í -  3)
29. a) v(r) =

a(í) =

(r2 + 12) ’
2(2í3 +  3í2 -  12t -  12)

b)

31.

33.

35.

37.

39.

41.

9 o .E l cuerpo está
( r  + 12)

avanzando durante 0 <  t <  3, se retira durante 
3 <  / <  4. Siempre está desacelerando 
durante 0 <  t <  4.
n_
42

a) La producción aumentará en aproximadamente 
12 000 unidades.

b) La producción aumentará en 12 050 unidades.
La producción disminuirá en aproximadamente 
5 000 unidades por día.
La contaminación aumentará en aproximadamente 
10%.
a) 0.2837 individuos por kilómetro cuadrado
b) 2.61 millones
c) 55 años; 60.67 animales por año 
1.5%

dF - k D x 
a’ dC ~  1 \ ÍA  -  C 

C aumenta

; F  disminuye cuando

b)
50

:%
A -  C

43. 425.25 <  A ^  479.53; preciso hasta 6%
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AO
45. 100-“  «0 .67%

<2
47. 6.59 <  V <  7.89; preciso hasta 9%
49. 2 tostadoras por mes 
51. 10.7%
53. 5.5 segundos; 242 pies 
55. a) $195 por unidad por mes

b) — $ 16 por unidad por mes por mes
c) — $8 por unidad por mes
d) —$8.75 por unidad por mes

57. —$99 por mes 
59. 28.37 pulgadas cúbicas 
61. 3 ft/sec 
63. 2.25 ft/sec 
65. -3 .29  ft/sec 

8
67. -  ft/sec

69. El porcentaje de cambio se aproxima a 0 porque, si
100;y' lOOra .

v = mx + b , ------- = -----------, que se aproxima a 0
y mx + b

cuando x se aproxima al 00.

71.

C A P Í T U L O  3  I S e c c i ó n  1

73. 10Í

.. /

1. f \ x )  > 0 para —2 < x <  —2;/'(x) <  0 para* <  - 2  
y x > 2

3. / '(x ) >  0 para x  <  —4 y 0 <  x <  2;/ '(x ) <  0 para 
- 4  <  x  <  - 2 ,  - 2  <  x  <  0 y * >  2

5. B
7. D
9. /(x) es creciente para x  >  2; f(x) es decreciente para 

x < 2 .
11. f{x) es creciente para x  < — 1 y x >  1 ;/(x) es decre

ciente para — 1 < x  <  1.
13. g(t) es creciente para t < 0 y t > 4; g(t) es decre

ciente para 0 <  t < 4.
15. f(t) es creciente para 0 < í < 2 y r > 2 ;  f(x) es de

creciente para t <  —2 y —2 <  í <  0.
17. /?(w) es creciente para — 3 <  u < 0; /?(¿¿) es decre

ciente para 0 <  u < 3.
19. F(a') es creciente para x < —3 y x >3; F(x) es de

creciente para — 3 <  x  < 0 y 0 <  x  < 3.
21. f(x) es creciente para x > 1; f(x)  es decreciente para

0 < * <  1.
23. x = 0, 1; (0, 2) mínimo relativo; (1,3) ninguno
25. x = —1; (—1, 3) ninguno
27. x = 1; (1, 0) ninguno

29. t = — V 3, V 3; ^V3, máximo relativo;

( - V 3, mínimo relativo

31. t = - 2 ,  0, 1,4; (0, 0) máximo relativo; ^4,

mínimo relativo
33. t = 0 ,-1 , 1; (0, 1) máximo relativo; ( - 1 ,  0) y (1, 0) 

mínimos relativos
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3 7 .

3 9 .

4 1 .

45.

( - 1 , 3 ) J

-i— H----1----1----1— t

(-1 .73 , -0 .29)

(1.73,0.29)

Números críticos Clasificación

-2
0
2

Mínimo relativo 
Ninguno 
Máximo relativo

4 7 . Números críticos Clasificación

-1
4
3

4 9 .  Una posibilidad:

y

Ninguno 

Máximo relativo

51. Una posibilidad:

53. Hit) 1 (23.58, 85.81)

/  "*(30,64)

*(15,46.75)

Máximo de 85.81% a 23.58°C.

K ñ

CL
m
LU
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t r - 55. R(x) = jc(10 — 3x)2; =  (10 — 3jf)( 10
, ■» dx

10
el ingreso se maximiza cuando x =

t. s

-  9x);

57. La concentración máxima ocurre cuando t 
horas.

y A

(0.9,0.083)

= 0.9

59. á)

b) 207
c) $11 000; 2 264 unidades

61. a) Y(t) =
9 300

(3 + t -  0.05r )

b) 8 semanas; 1 860 libras 
63. a) 1971,1976,1980,1983,1988,1994

b) 1973,1979,1981, 1985, 1989

c) Aproximadamente por año

d) Aproximadamente —% por año

67.

/

->~x
0 1 2  3 4

69. a = 2-b = 3 \c =  - 1 2  ; d =  -1 2
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71.

-10 o\
\

\ >  x 
10

73. Por la regla del producto,

y -  = ( x -  p )(l) + (1)(jc -  q) 
dx

dy
= 2x — p  — q. Al resolver — = 0 resulta

„ . „ dxp -r q
x = —-— , el punto a la

mitad entre las intersecciones p y q del eje x.

75. f ( x )  =  0enjc =  - 3 ;  -2 .5 2 9 , -1.618, -0.346,0.618

77. / ' ( j c )  nunca es 0.

y

79. La mitad superior de un círculo.

y
lk

10-

f
í  y  

1----------------

A

---------------- h->̂
- 5

C A P I T U L O  3 S e c c i ó n  2

1- f'X*) >  0 para x  >  2 ; /" ( jc) <  0 para x < 2
3. f" (x ) >  0 para x  < - 1  y x  >  1 ;/" (* ) <  0 para 

- 1  < j c <  1
5. Cóncava hacia arriba para x  >  — 1; cóncava hacia 

abajo para je <  — 1; inflexión en ( — 1, 2)

7. Cóncava hacia arriba para x >  — cóncava hacia

1 . „ /  1 1 \  abajo para x <  —- ;  mnexion en I —- ,  — — I

9. Cóncava hacia arriba para í <  0 y t >  1; cóncava 
hacia abajo para 0 <  t <  1; inflexión en (1, 0)

11. Cóncava hacia arriba para x <  0 y x >  3; cóncava 
hacia abajo para 0 <  x <  3; inflexión en (0, —5) y 
(3, - 6 5 )

13. Creciente para x  <  — 3 y x  >  3; decreciente para 
—3 <  x <  3; cóncava hacia arriba para jc >  0; cón
cava hacia abajo para jc <  0; máximo en ( —3, 20); 
mínimo en (3, —16); inflexión en (0, 2)

i f )
,<r—
CO
'
D
a»
c o
UJ
ÜC

i

%
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15. Creciente para x  >  3; decreciente para x <3 \  
cóncava hacia arriba para x  <  O y x  >  2; cóncava 
hacia abajo para 0 <  x  <  2; mínimo en (3, -17); 
inflexión en (0, 10) y (2, -6 )

inf 
(2, -6,1

in f 
(0,10)

o  (3 ,-17)

21. Creciente para 5 >  -1 ;  decreciente para s < - 1; 
cóncava hacia arriba para s < —4 y s >  —2; cón
cava hacia abajo para - 4  <  s < — 2; mínimo en 
(—1, —54); inflexión en (—4, 0) y ( - 2 ,  -3 2 )

y  i

in f 
( - 4 ,0 )

\

in f \
( - 2 ,  -3 2 ) \

•>\
( - 1 , - 5 4 )

17. Creciente para toda jc; cóncava hacia arriba para 
x >  2; cóncava hacia abajo para x < 2 \  inflexión 
en (2, 0)

23. Creciente para x >  0; decreciente para x <  0; cón
cava hacia arriba para toda x  real; mínimo en (0, 1)

19. Creciente para toda x; decreciente para x <  0;
cóncava hacia arriba para x  <  — V 5, — 1 <  x  <  1, 
x  >  V 5; cóncava hacia abajo para — V 5 <  jc <  — 1 
y 1 <  x < V 5; mínimo en (0, —125); puntos 
de inflexión en (— V 5, 0), (V5, 0), (—1, —64) y 
(1, -6 4 )

y  a

1
(-V 5 .0 ) \

in f •  
( - l , - 6 4 ) >

\

i 
>■ <■ > »M > .

. (V 5 .0 )*

í in f 
V i , -6 4 )

(0, -125)

1 . 1 
25. Creciente para x  <  decreciente para >  - - ;

cóncava hacia arriba para jc <  — 1 y x >  0; cóncava
/  1 4 \

hacia abajo para — 1 <  x <  0; máximo en I——, — I; 

inflexión en (— 1, 1) y (0, 1).

y

( - u ) A
(-i. De • ((0,1)

V

27. f ' \ x )  = 6(x + 1); máximo en (—2, 5); mínimo 
en (0, 1)
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29. f"(x) = 12 (a2 — 3); máximo en (0, 81); mínimo en 
(3,0) y ( - 3 , 0 )

36
31. f" (x ) — —j ’, máximo en ( — 3, —11); mínimo en

x
(3, 13)

5 6 2 5  \

2’ 16 / ’ 
mínimo en (0, 0) y (5 , 0)

4(3t 2 -  1)
35. /" (0  = ^  ~+ ¡ máximo en (0, 2)

2 4 ( a  -  2 )
37. /"(a) = ------ 4-----; máximo en ( -4 ,  -13.5). La

x
prueba falla para x  =  2 (hay un punto de inflexión 

en (2, 0)).
39. Cóncava hacia arriba para x  < 0 ,  para 0 <  x  <  1 y 

para x >  3; cóncava hacia abajo para 1 <  x  <  3 ; 
puntos de inflexión en a* =  1,3.

41. Cóncava hacia arriba para a  >  1; cóncava hacia 
abajo para a  <  1; punto de inflexión en a  = 1

43. a) Creciente para x  <  0 y x  >  4; decreciente para
0 <  x <  4

b) cóncava hacia arriba para x  >  2 y cóncava hacia 
abajo para a  <  2

c) Mínimo relativo en a - =  4, máximo relativo en a  

= 0; punto de inflexión en a  = 2 .

R-27

45. a) Creciente para — V 5  <  x  <  V 5, decreciente 
para x > V 5  y x  < — V 5

b) Cóncava hacia arriba para x  < 0; cóncava hacia 
abajo para x  > 0

c) Máximo relativo e m =  V 5 y mínimo relativo 
en a = — V 5; punto de inflexión en a' =  0

33. / " ( a )  = 12a 2 — 6 0 a  +  5 0 ;  máximo en

Respuestas

d) y
ii

\
\

1 1 1

/

1 1 I1 1 1
\  -1

1
1

1 1 
75

47. Se muestra una gráfica característica.

y ii

2 3
i

-i
1 l -~w~

\  Jc
\  /

49. / ( a )  es creciente para a  >  2 .

/ ( a )  es creciente para x  <  2 .
f(x) es cóncava hacia arriba para toda x  real.
/ ( a )  tiene un mínimo relativo en x = 2 .
/ ( a )  no tiene puntos de inflexión. 

y 
i

2

889

X
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51. / ( a )  es creciente para x  > 2.
flx) es creciente para x < — 3 y — 3 <  x  <  2.
flx) es cóncava hacia arriba para a  <  — 3 y a  >  — 1,

flx) es cóncava hacia abajo para —3 <  x  <  — 1.
f(x) tiene un mínimo relativo en a  = 2 .

flx) tiene puntos de inflexión en x  =  — 3 y a  = — 1.

53. CO) =  0.3.x3 -  5.V2 + 28* +  200
a) C'(x) =  0.9.x2 -  lOx +  28

400 t

200 +

10 20 30

b) Sólo el número de inflexión de C(a ) es a  = 5.56. 
Corresponde a un mínimo en la gráfica de C \x).

55. La producción es Q\t)  — —3r2 + 91 + 15.
a) La producción se maximiza en t = 1.5 (9.30

a.m.)
b) La producción se minimiza en t = 4 (mediodía).

57. El crecimiento es P \t) = —3í2 + 18í + 48.
a ) El crecimiento es máximo cuando f =  3 años.
£) El crecimiento es mínimo cuando t = 0 años.
c) El crecimiento de P'(t) es P \t )  =  — 6t + 18, que 

es máximo cuando t = 0.

59.
100 P \ t )  

P(t)
= A -  BP(t); P \ t )  =

1

P(t)(A -  BP{t))
100

P \ t )  =  7 ^ ( 0 0 4  -  BP{t)\A -  2B P i m

A A
P"(t) =  0 cuando P(t) = — o P(t) =  — . Cuando,

B 2 B

P(t) = —, la población está al máximo posible, y 
B

A
no hay cambio (P'(t) = 0). Cuando P(t) =  la 

población está cambiando más rápidamente.

61. a) R'( t )  =  A"(t) = j t [ { k V W )  (M -  A(í))]

= -  A(t)) +  k V m i - A ' i t ) )

kA'(t)
2 V m

[M -  3/4(/)]

M
= 0 cuando A = —.

b) Máximo
c) La gráfica de A(t) tiene un punto de inflexión

M
donde A(í) = —.

63. a) 10 T

-10
I \

0 lí 10

i  ̂-10-1

b)

20-i

A 
/ \  i ••
• \  
i \

j

i
i!
I

------- 1
-10

ií

S 1
.

- 2 0 -

0 f 10
.1

\ i

x - 4 - 2 - 1 0  1 2

f(x) - 3 9 13 6 - 7  - 1 4  - 3
f ' (x)  60 0 - 1 2  - 1 2  0 24
/"(x) - 4 2 - 1 8 - 6  6 18 30

c) (-3 .08 , 0), (-0 .54 , 0), (2.12, 0); (0, -7 )
d) Máximo relativo en (—2, 13); mínimo relativo 

en (1, -1 4 )
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e) x < — 2 y x  >  1
f )  — 2 < x <  1

,  (4 . 4 )
ll) X >  —

2

i) x  <  — —
2

j)  Las respuestas variarán. 
k) 13; - 3 9

19.

(-1, i)
inf.

i ¿ +x = ~0A \  x  = - \ . 6 ,
© e

\  inf*

(-2,0) (0,0)
->~x

1. Asíntota vertical, a  = 0; asíntota horizontal, y = 0
3. No hay asíntotas verticales; asíntota horizontal en 

y =  0
5. Asíntotas verticales, x = — 2, x = 2; asíntotas hori

zontales, y =  2 y y =  0 (eje a )

7. Asíntota vertical, a  = 2; asíntota horizontal, = 3

9. Asíntota vertical, a  =  —2; asíntota horizontal, y  =  3

11. No hay asíntotas verticales; asíntota horizontal,
y = i

13. Asíntotas verticales, t =  2, f =  3; asíntota 
horizontal, y =  1

15. Asíntotas verticales, x  = 0, a  = 1; asíntota 
horizontal, y =  0

17. y
(-2,2)

V

-3;:

!Í

/!

X inf.
V (-1,0) 

—• -------
-2

$
r<i-0

->~X
1

21.

-o-\

y
A

25--

/

23.

inf. 
x =  0.98 ©

V
( - 2 ,- 1 2 5 )

(¿.0)

y
inf. \  

x =  1.5

(2.25, -48.2)

  www.FreeLibros.com



892 Respuestas R-30

25

x  =  —3 
i

35. Las respuestas pueden variar.

37. Las respuestas pueden variar.

O 5

33. Las respuestas pueden variar.
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39. a) f(x) es creciente (J'(x) >  0) para 0 <  jc <  2 o
* >  2; / ( jc) es decreciente (/'(* ) <  o para jc <  0.

b) Mínimo relativo en jc =  0
c) /"(*) = — 2)(5x — 6);/(jc) es cóncava hacia

arriba para x  <  0, 0 <  jc <  -  y jc >  2; cóncava 

hacia abajo

para — <  jc <  2.

6
d) jc = -  y jc = 2

41. B =  — A =  —10
2

43. Las respuestas pueden variar.

45. y
A

9 0 - y = 90

47. a) Asíntota vertical, jc = 0; no hay asíntotas 
horizontales

b) La curva de promedio de costo A{x) se aproxima 
a la recta y = 3x + 1 cuando jc se hace más 
grande.

c) y

49. a) w

b) 11.8% 

51. á ) S

b) t = 5; 41.2%
c) positiva; decreciente
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894

55.

Respuestas R-32

7 502.40 , ort
í) C(x) = -----------+ 1.89*

57. a)

?) 63 mph; $238.16

i) f '{x)  =  ~~^~I73— ; / ( a ) es creciente para a  <  0

y * >  1 ; / ( a ) es decreciente para 0 <  a  <  1; 

mínimo relativo en (1, -3 ) ; máximo relativo en 
(0, 0).

10(2* +  1) „  N
50 /  W  =  — TTTrk— í/C*) es cóncava hacia9 a  7

1
arriba para a  >  — —; / ( a ) es cóncava hacia a

1 , - * abajo para a  <  —-; punto de inflexión en

( 4 , - 3 4

:) (0, 0), ( 0  I; no hay asíntotas

La gráfica tiene un agujero e n x =  1 

b) y

Asíntotas verticales en a  =  1, a  =  — 1; asíntota 
horizontal y = 0.

C A P Í T U L O  3  i S e c c i ó n  4

1. Máximo absoluto en (1, 10); mínimo absoluto en 
( -2 ,  1)

3. Máximo absoluto en (0, 2); mínimo absoluto enM)
5. Máximo absoluto en (— 1, 2); mínimo absoluto en 

( -2 ,  -5 6 )
7. Máximo absoluto en (—3, 3 125); mínimo absoluto 

en (0, - 1  024)

9. Máximo absoluto en ^3, —  j; mínimo absoluto en 

(1,2)
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11. Mínimo absoluto en (1, 2); no hay máximo absoluto 
13. / ( x) no tiene máximo ni mínimo absoluto para x  >  0. 
15. Máximo absoluto en (0, 1); no hay mínimo absoluto 
17. a) R(q) = 49q -  q2;R'(q)  = 49 -  2q-

C'(q) =  \ q  + 4;

9
/>(*) =  - g q2 +  45g — 200;

máximo cuando q — 20

ji

(20,250)

■ A
. /

(0,49)t 
(0, 4)

. i *i 
1 4 
I 1 

^<12°,9) | C'(<?)
i---1— *

i So S

1 200
o) A(q) =  —q + 4 H-------; A(q) se minimiza en

8 q
<7 =  40.

19. a) R(q) =  180<? -  2q2; R'(q) =  180 -  Aq\ C'(q) 
3q2 + 5; P(q) = - q 3 -  2q2 + 175q -  162; 
P(q) se maximiza en q = 7.

b) A(q) = q2 + 5 + A(<?) se minimiza en
<7

<7 = 4.327.

162

21. a) R(q) = 1.0625q -  0.0025<?2; 
R'{q) =  1.0625 -  0.005q; 

q2 + 6q -  1
C'{q) = 

P{q) =

(<? + 3)2 ’
-0.0025<?3 + 0.055<y2 + 3.1875? -  1

q + 3 ;
la utilidad P(q) se maximiza cuando P'{q) =  0; 
cuando q = 17.3 unidades.

4--

-  / X

/  (17.3,0.98)—  «i mi r
\ \  C'{q)

V #(9)

¿(4) =

20 
<?2 + 1

40

<?(¿7 + 3)
i + V io

q = --------— -  1.3874.

se minimiza cuando

t n
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<£ 23- £(p) = - L 3 p T T o ;£(4) =  " f elástica
• “ 2
4 Í  25. B(p) =  2 tt ; £(10) =  - 2 ,  elástica
«s», zuu

^  27. £(p) =
LU
QC. 29. R'(q) = — 4¿7 + 68;

/?(£?) 128
A (^ = —  = - 2 ^  + 6 8 --------

q q
a) R ,(q) = A(q) cuando q = 8 
&) A creciente (A' >  0) si 0 <  q <  8 y decreciente 

(A' <  0) si q >  8

c)

31. La pendiente/'(jc) =  4x -  x2 tiene su máximo 
valor absoluto cuando a = — 1. La gráfica tiene

más pendiente en f — 1, — j .  La pendiente de la

tangente es -5.

33. a) x = 4 o en 1993. La membresía en 1993 fue 
46 400.

b) 0 en 1989 (cuando t = 0) 

n35. p — ~
m

37. La rapidez de la sangre es máxima cuando r = 0, es 
decir, en el eje central.

- 3 p
39. a) E =

2 q 4- 3 p

b) Cuando p = 3,q = 2 y E  = — — ; la demanda

es inelástica.
41. a) 225 < / ? < 2 5 0

Pb) E(P) =
p — 250

La demanda es elástica cuando p >  125, inelás
tica cuando p < 125, y de elasticidad unitaria 
cuando p =  125.

c) El ingreso total es creciente para p < 125 y de
creciente para p > 125.

d) Si se dispone de cualquier número de impre
siones, entonces p = 125 maximiza el ingreso 
total. Si sólo se dispone de 50 impresiones, en
tonces p = 225 maximiza el ingreso total.

43. a) v = 39 km/hr
b) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

C C 2
45. a) D = y  ; —

47. R = r
AB + A( 1 — m)xm 

49. a) RQc) = ------  , ^ =
B 1 fm

b) R'{x)

(B + xmf  \ m - \ ,
—Amxm~ '[(1 — m)xm + (1 + m)B]

ms 3(B + xm)

x  = 0 y jc =
B(m + 1) 1 /m

m — 1
c) Máximo relativo; use la prueba de la primera 

derivada
51. á) F(r) =  aTvr4(r0 ~  r)

b) r = - r 0

53. a) E(p) =
ap

ap — b
b) E(p) =  -  1 => ap =  ( -  1 )(ap -  b)

b
=s> 2 ap — b => p = —

2a
b b . .

c) Elástica para — <  p <  inelastica para
2a a

o s p < s

ss . £!/)) = - y  =qdp
— ma

ni+ i — ma
m+ 1

£ _ \ \P
I

= —m

m  +  1

\  a J\P
Si m = 1, la demanda es de elasticidad unitaria. Si 
m > 1, la demanda es elástica, y si 0 <  m <  1, la 
demanda es inelástica.

C A P Í T U L O  3  ¡ S e c c i ó n  5

■ - i
3. x  =  25, y = 25 
5. $40.83 =  $41.00
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7. 80 árboles
9. Haga cuadrado el parque con lado S =  60 m.

11. Sea a  la longitud del campo y y el ancho, y sea p el 
valor fijo del perímetro, de modo que

p = 2(jc +  y) y  y  =  — (p — 2x). El área es

A = xy = x ~  2a) 2 1=  —X + —px  
2

Derivando, encontramos que 
1

A' = — 2x + —p = 0

cuando x  = —. Como A"= — 2 <  0, el área máxima 
4

ocurre cuando x  = -  y
4

1
y  = '  - i í

p
4

es decir, cuando la figura es cuadrada.
13. 6 por 2.5

4
15. 2 por 2 por — metros

17. 2 horas después del tiempo inicial; maximizar el 
cuadrado de jc también minimiza jc cuando x  ^  0.

19. La ruta más económica es tender el cable 2 000 
metros bajo el agua y 400 metros en tierra.

21. r =  1.51 pulgadas; h = 3.02 pulgadas
23. 27it pulgadas cúbicas

25. r =  —h
3

27. a) 10 máquinas
b) $400
c) $200

29. a) 200 botellas 
b) cada tres meses 

31. a = 18; y = 36; V =  11 664 pulg3

33. C(x) =  1 200 + 1.20jc +  —t"; x  — 6
x

35. 5 años a partir de ahora

37. Suponga que el costo de preparación y el costo de
b

operacion son aN y —, respectivamente, para 

constantes positivas a y  b. El costo total es entonces '

C — aN + — El costo mínimo es cuando 
N

C 1 = a -----ó = 0' rZ
b_

N2

b
aN =  -  

N
es decir, cuando el costo de preparación aN es igual 

al costo de operación

39. Frank tiene razón; en el ejemplo 3.5.5 sustituye 
3 000 con cualquier distancia fija D > 1 200. El re
sultado es el mismo porque D baja cuando se cal
cula C'(x).

41. 4.5 millas de la planta A

43. El punto P debe estar a
5V 3

2.9 millas de A.

45. S = Kwh3 = Kh3V z Í 5  -

S'(h) =
675h2 -  Ah‘

= 0 cuando h ~  13 pulgadas
V225 -  h~

w 7.5 pulg.
47. a) Sea jc el número de máquinas y t el número de 

horas necesarias para producir Q unidades. El 
costo de preparación es Cs =  xs y el costo de 
operación (para todas las jc máquinas) es 
CQ = pt. Como se pueden producir n unidades 
por máquina por hora, Q =  nxt o sea

t = — . El costo total es 
nx

pQ
C = CS + C0 = xs + —

nx
de modo que

C ' =  , - 4 - onx~

cuando x  = 

corresponde a un mínimo

b) Cs = jcs =

. Como C" > 0, esto

c  _ P Q  _  \ jpQs  
n ° nx V «

49. a) P ( jc)  = a|i5 -  | j r j  -  ^ v 2 -  5a* -  100 -  tx;

5Así, P'ix) = - - A +  10 -  r = 0

ÜJLJj

/•

donde a = -(10  — t)
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898 Respuestas 1 R-36

b) t = 5

c) El monopolista absorberá $ 4 .2 5  del impuesto de 
$ 5  por unidad. $ 0 .7 5  se pasan al cliente.

d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

C A P Í T U L O S  R e v i s i ó n

1. a) Creciente para A < 0 y 0 < A < 3 ;  decreciente 
para x  >  3

Números críticos Clasificación

0 Ninguno
3 Máximo relativo

Creciente para t < 1 y t > 2 ; decreciente para
1 <  t < 2

Números críticos. Clasificación

1 Máximo relativo
2 Mínimo relativo

Creciente para — 3 <  /  <  3 ; decreciente para
/  <  — 3 y t > 3

Números críticos Clasificación

- 3 Mínimo relativo
3 Máximo relativo

Creciente para x  < — 1 y a  >  9; decreciente para
- 1  < A <  9

Números críticos Clasificación

-1 Máximo relativo
9 Mínimo relativo

2. a) Cóncava hacia arriba para x  > 2; cóncava hacia 
abajo para A < 0 y 0 < A < 2 ;  inflexión en a  =  2

b) Cóncava hacia arriba para - 5  <  a  <  0 y a  >  1; 
cóncava hacia abajo para a  <  — 5 y 0 <  a  <  1; 
inflexión en x = —5, x  = 0 y x = 1

c) Cóncava hacia arriba para t >  1; cóncava hacia 
abajo para t < 1; no hay puntos de inflexión

d) Cóncava hacia arriba para — 1 <  t <  1; cóncava 
hacia abajo para t < — 1 y t > 1; inflexión en
f =  - 1  y í =  1

3. á) Asíntota vertical, x  = —3; asíntota horizontal,
y = 2

b) Asíntotas verticales, x  =  —\ , x =  1; asíntota 
horizontal, y = 0

3
c) Asíntotas verticales, a* = = ^

1
asíntota horizontal, y  = —

d ) Asíntota vertical, a  = 0; asíntota horizontal, 
y =  0

4. a) No hay asíntotas; intersecciones en (0, 0) y

/  4  \
I —, 0 1; mínimo relativo en (1, — 1); puntos de

(2 16 \
inflexión en (0, 0) y I I.

1 (0,0)
/(Í. 0)

-t—*~.K
0.5

- 2 1

27 0
(1,-D

b) No hay asíntotas; intersección en el eje y en 
(0, 1); mínimo relativo en (0, 1); puntos de

( \  2 3 \
inflexión en (1,2) y I -  — I.
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5.

6.

Respuestas 899

c) Asíntota vertical, x = 0; asíntota horizontal, 
y =  1; intersección con el eje x  en ( - 1 ,  0); 
mínimo relativo en ( - 1 ,  0); punto de inflexión

( _ l  
C n í 2’ 9/'

6r-

4-

-10

.f ■

>>= 1 
-- »—

10

d) Asíntota vertical, x  =  1; asíntota horizontal,

3’ = 0; intersección con el eje x en 0 j;  con el 

eje y  en (0, 1); máximo relativo en (0, 1); punto
J ' i, w /  1 8 \de inflexión en — , -  .

\ 2 '9

a) es la gráfica de/(x) y b) es la gráfica de/'(x). Las 
respuestas variarán. Una razón es que los puntos de 
intersección con el eje x de la gráfica en b) corre
sponden a los puntos alto y bajo en a).
Las respuestas variarán.

yA

3 -

'
i
; 1

- 3 -

(2, 3)

j  \
■ ®(1,2)
»
(0,1) \ ( 4 ,0)
---1--- 1--1— 9-----
0

7. 8:20 a .m .

8. $70
9. a)

b) t = 9
c) La concentración tiende a 0. 

10. a) 1.667 millones
b) t = 2 horas; 5 millones
c)

La población muere.

C A P Í T U L O  3  | P r o b l e m a s  d e  r e p a s o

1. /(x) es creciente para — 1 <  x <  2; decreciente para 
x <  — 1 y x >  2; cóncava

hacia arriba para x <  —; cóncava hacia abajo para 

x >  - ;  máximo relativo (2, 15); mínimo relativo

( - 1 ,  -12); punto de inflexión
1 3 
2’ 2

CO

I—
CO
uu
*“)
GL
</>
IU
ÜZ
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900 ¡ Respuestas t R-38

3. /(jc) es creciente para x <  —0.79 y 1.68 <  x; f(x) es 
decreciente para -0.79 <  x  <  1.68; f(x) es cóncava

4
hacia abajo para jc <  - ;  f(x) es cóncava hacia arriba

y
4

para .v >  - .

Hay un máximo relativo en (—0.79, 22.51), un 
mínimo relativo en (1.68, —0.23).
Hay un punto de inflexión, en (0.44, 11.14).

(-0 .79 ,22 .51)*
A

/
(-2.02,

(0, 17)

V
(1.68, -0.23)

->~x

5. f ix ) es creciente para t < — 2 y t > 2; decreciente 
para —2 < t < 2 ;  cóncava hacia arriba para 
— \ Í 2  < t <  0 y t > V 2; cóncava hacia abajo para 
t < — V 2  y para 0 <  t < \Í2 .  Máximo relativo en 
(—2, 64); mínimo relativo en (2, 64); puntos de in
flexión (—V2,  39.6) y (V2, —39.6).

I y
(-2 ,6 4 )o

\  -

í \ 
- m  \

h—t-
.. \

I ^| y 3 
-HM—(-

-- 'i

•  V*> »
y  ,O (2, -64)

7. g(t) es creciente para t < — 2 y para t > 0; decre
ciente para — 2 < t < — 1 y para — 1 <  t < 0; cón
cava hacia arriba para t > — 1; cóncava hacia abajo 
para t < — 1. Máximo relativo (—2, —4); mínimo 
relativo (0, 0); no hay puntos de inflexión.

9. F(t) es creciente para x <  —2 y para x > 2; decre
ciente para — 2 <  x < 0 y para 0 <  x < 2; cóncava 
hacia arriba para x > 0; cóncava hacia abajo para 
jc <  0. Máximo relativo (—2, -6 ) ; mínimo relativo 
(2, 10); no hay puntos de inflexión.

i  y
20--,

+
~5 /  (-2, -6)

V

—20-*-

-i (2, 1 0 )v ^  

/  y = 2,v + 2

11. Números críticos Clasificación

-1
0

3/2
7

Mínimo relativo 
Máximo relativo 
Ninguno 
Mínimo relativo

13. b) es la gráfica de /( jc) y a) es la gráfica de /'(jc). Las 
respuestas variarán. Una razón es que la gráfica en 
á) es siempre creciente y la gráfica en a) es siempre 
positiva.

15. Aquí está una posible gráfica.
y
i

-e------1—
- 6  - 3

4—3--- 1---- O—>~X

17. Máximo relativo en (2, 15); mínimo relativo en 
( - 1 , - 1 2 )

19. Máximo relativo en ( — 2, -4 ); mínimo relativo en 
(0, 0)

21. Valor máximo absoluto de 40 donde x =  —3; valor 
mínimo absoluto de -12 donde „y = — 1.

1 1
23. Valor máximo absoluto de -  donde s = ——o

2 2
5 = 1 ;  valor mínimo absoluto de 0 donde 5 = 0.

25. á) / ( jc) es creciente para 0 <  x < 1 y .v >  1; es de
creciente para x < 0.
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b) f(x) es cóncava hacia arriba para x <  ^  y

x > 1; es cóncava hacia abajo para ^  <  x  < 1.

c) f(x) tiene un mínimo relativo en x  =  0 y puntos 

de inflexión en x  =  — y x  =  1.

d)

\

H-------©-
i  /  1 
3 /

->-x

27. $12.50
29. R = kN(P — N ) de modo que R' = k(P — 2N) y

P Í P \
R' =  0 cuando N = —. Como /?"(—] = — 2 k < 0 ,

P
hay un mínimo en N  = —.

2

31. r = — h
3

33. /? = $8.12 (u $8.13) por carta 
35. Remar toda la ruta hasta la ciudad.

- 2 p 2
37. a) E =

100 -  p '■
y

b) A p =  6, E =  -  de modo que
8

|£ | = =  - .  Como |£ | >  1, la demanda es
8

elástica (es decir, cuando aumenta el precio, 
disminuye el ingreso).

c) $5.77 
39. 12 máquinas
41. 17 pisos

lA p 2
43. a) E(p) = -----------9-----

1 0.7p 2 -  300
b) E(8) =  —0.351; aumenta el precio

45. Rectángulo: 3.9 pies por 4.2 pies; lado de triángulo:
3.9 pies

47. 400 Floppsies y 700 Moppsies

51. Sugerencia: Si x unidades se ordenan, C = k xx  4-

53. a) Mínimo relativo en x  = -
c

49. 4 000 mapas por lote

TT
b) Máximo de ^-(5 -  3 \/2 ); mínimo de —

3 6
\ A*' • j V3H . V37Tc) Máximo de —7^—; mínimo de

16 4(2 4- V 2):

55. a)
2 2 m v mv

64(1 4- m2y  16(1 + m2)
b) m — \
, v2 16x l

c) — -------—64 v

C A P I T U L O  4  | S e c c i ó n  1

1. e2 «  7.389, e~ 2 «  0.135, e0'05 -  1.051,
e~0 05 «  0.951, e° =  1, * «  2.718, V ?  «  1-649,

4 =  «  0.607
V e

3. y  i

y  = 4X 

í y  = 3x

(1,4)4
• >(1,3)

-  -- (0,1)
1—  +■ — > -  -
J  =  0

i >*
X

5. a) 9

b)
1

27
7. a) 12

b)
189

1331
9. a) 3

b) 4
11. a) 243

b) gl4/3

13. a) 9.x4

b) 2j r /3y

V 7

m

r -

LU

Q

UU
üc:
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902 Respuestas i R-40

LO

s
i / )
UJ
mi».

CL

£JLi

15. a)
1 63. x -2 .2 -1 .5 0 1.5 2.3

x i / y / 2 m 10.5561 4 0.5 0.0625 0.0206

17.

19.

21.
23.
25.
27.

29.
31.

33.

35.
37.
39.
41.
43.
45.
47.

49.
51.

53.

55.
57.

59.
61.

tí) x XAy2

”> 7  
tí) t
3
2
1
1
& = 2, C = 3
a) $1 967.15 
«  $2 001.60
c) $2 009.66 
<0 $2 013.75 
$3 534.12
a) $6 361.42 

$6 342.19
a) 50 000,000
b) 91 105 940
400
320
La inversión original se cuadruplicará.
13 634
20 480 bacterias
4 000
a) 12 000 personas por milla cuadrada 
tí) 5 959 personas por milla cuadrada
204.8 gramos
a) 0.5488 
tí) 0.1812
c) 0.1215

^ 0 / o ~  ° '46/o
0.05%
a) 310
tí) No. La predicción de 169 es suficientemente 

cercana a las 167 reales y es una predicción, no 
un absoluto.

c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 
$1 206.93
a) No. Un pago mensual justo es $166.07.
b) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

65. As n —> — °°,  ̂1 ■+— j —> c ~  2.71828

/ 5 W 3

67. lím 2 -  —  = +oo
„_>+oo V 2/2 /

C A P Í T U L O  4 S e c c i ó n  2

1. ln 1 = 0, ln 2 *  0.693, ln e = 1, ln 5 «  1.609,

ln j  «  -  1.609, ln e2 -  2, ln 0 y ln —2 son

indefinidos; ex no puede ser negativo ni igual 
a cero.
3
5 
_8_
25
3 + log3 2 + log3 5
2 log3 2 + 2 log3 5
4 log2 x  + 3 log2 y

3.
5.

7.

9.
11.
13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.
27.

29.

31.
33.
35.
37.

39.

41.

“ [ln* + ln(x -  1)]

2 1
2 ln x  + — ln(3 — x) — — lníx2 + x + 1)

3 \n x  — x2 
ln 2
0.06 
ln 5

11.552

4
- C - t / 50

0.402

1.820
ln 3 
10 ln 2
5 ln 2 ~  3.4657
7 ln 5 — ln 2 ~  10.5729 
-5 .5  
ln 2
0.06
ln 2
13

11.55 años

5.33%
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4 3 . 5 614 años
45. Q(t) = 6 000<?a0203'; 20 250
47. Q(t) = 500 -  200e~O1331'; 459.5 unidades
49. 10 523 años
5 1 . hace 24.84 años; 95.8%
5 3 . f{t) = 70 + \A2e~kt\ la temperatura ideal es 

72.04°F
5 5 . a) 45%

b) 2.34%
57. Scélérat; la mañana del miércoles a la 1:27 a.m.
5 9 . a )  2  X  1 0 8

b) 101'2 ~  15.85 veces más intensa
6 1 . a )

b) A =
2H ‘
625

6 3 . El año 2 095
6 5 . á) 8.25

b) 1014 joules
6 7 . La recta y = x tiene pendiente 1, de modo que es 

peipendicular a la recta que pasa por/4(<z, tí) y
0a -  tí)

B(b, a), que tiene pendiente m = =  - l . S i

6 9 .

7 1 .

7 3 .

(b -  a)
O es el origen y M es el punto donde y  = x cruza el 
segmento de recta AB, entonces los triángulos rectos 
OMA y OMB son semejantes porque comparten el 
lado OM y

\OA\ =  V a 2 + ¿2 =  V ¿ 2 + a2 =  \OB\
Se deduce que \AM\ = \BM\, lo cual significa que A 
y B son reflexiones entre sí en y = x.
Y = mX + b donde Y =  ln y, X  =  ln x, m =  k y 
b =  ln c.
x  ~  -  17.4213 (usando una graficadora) 
x  «  1.1697 (usando una graficadora)

ln b \ ( ln a
7 5 . a) (log ¿?)(log á) =

,ln a 7 V ln b
=  1

b) 10g¿j X =
ln x 
ln a
(ln x)(ln tí)

= (\ogb x)(\oga tí)
(ln b)Qn a) 
tegbX
------ - usmg part a)
lOg ab

C A P I T U L O  4 S e c c i ó n  3

l.
3 .

5 .

7 .

9 .

f ' (x )
f \ x )
f \ x )
f \ x )
f ' (x )

11. f ' (x )  =

5eSx
xex + f  
-0 .5e~OX)5x 
(óx2 +  20x + 33)e6x 
- 6 e x\ l  -  3ex)

3 „V3x

1 3 .

1 5 .

1 7 .

f \ x )

f \ x )

f \ x )

2 \ í3x
3
x
2x ln x +  x

^2x/3

1 9 . f ( x )  =
- 2

21.
2 3 .

2 5 .

2 7 .

2 9 .

3 1 .

3 3 .

3 5 .

3 7 .

39.

(x +  l)(x -  1)
f ( x )  =  —2e~2x + 3 /
g'(s) = (es + l)(2e~s +  s) +

( /  +  i  +  l)(—2e~s + 1) 
=  1 + 2s +  é  + ses — 2se~s

te’ ln t +  t ln t — e' — t
f(ln t)2

h'it) =  

/ '(* )  -  

/ ' ( 0  = 

/ '(* )  =  

g '(«) =  

0

3V3 _ 
8  ̂

y =  x

2
t +  1

2íV ln t + t
1 -  e~'v 
x +

1
Vw2 + 1

3/2.;0

  www.FreeLibros.com



RE
SP

U
ES

TA
S

904 Respuestas R-42

41.

43.

y = e2
1 1

-2.v45. f ' \x )  = 4 e"  + 2e~x 
47. 2 ln t + 3

4
49. / ' « = / «  

51. f ' ( x )= f ( x )  

53. / ' « = / «

2* + 3 
5

a + 2 
3

+
1 -  10 a

2(a -  5x2) 
1

2(3* -  5).
2

+
6 -  x  3(2* + 1).

55.
57.

59.

x + 1
/'(* ) = (2 ln 5) a-5 a
a) E(p) = — 0.04p; elástica para p > 25, inelástica 

para p < 25, de elasticidad unitaria para p = 25 
Z>) La demanda disminuirá en aproximadamente 

1.2%
c) R(p) = 3 OOOpe~0 04p; p = 25
a) C'(x) = O.2e02x
b) 5 unidades

61. a) La población está aumentando a razón de 1.22 
millones de personas por año. 

b) Porcentaje constante de 2% por año
63. á) El valor está disminuyendo a razón de 

$1 082.68 por año. 
b) Porcentaje constante de -40% por año 

65. a) Aproximadamente 406 copias 
b) 368 copias
a) F'(t) = —k{\ — B)e~kt es la rapidez constante a 

la que está usted olvidando material.
b) F'{t) = —k(F(t) — B), que dice que la rapidez 

con la que olvida es proporcional a la fracción 
que ha dejado para olvidar.

i y
li- 

OS-.,
0.8 \
0.7-- 
0.6- 
0. 5-  
0.4 -- 
0.3 -- 
0.2- 
0.1--

--------------------1------------------ 1— t

67.

F(t )

y  =  0.3

0 10 20

69. fl) E'(p) = 3 000^”ooly3(l -  O.Olp) 
b) p = 100 
c) p = 200

71. fl) N \ t )  =
36e -0.02/

75.

_0 02, 2; la población está au-
(1 + 3 e ~ ^ y  

mentando en todos los tiempos t.
b) Creciente para t < 50 ln 3, decreciente para 

t > 50 ln 3
c) N(t) se aproxima a 600.

73. fl) Fí(10) «  1.556 cm/día
?2(10) =  -0.257 cm/día por día; decreciente 

b) Las plantas tienen la misma altura, aproximada
mente 21 cm después de 20.71 días; P((20.71) 
~  0.286, Pi(20.71) ** 0.001, de modo que la 
primera planta está creciendo más rápidamente.

R \ t o) 0.09(11) -  0.02(8)
R{t0) 19

77. La población de la ciudad dentro de x  años será 
P(x) = 5 000V a 2 + 4x + 19 

El porcentaje de cambio dentro de * años será

100 -  —  = 100— [ln 5 000V*2 + 4* + 19]
P(x) dx

= 100—  [ln 5000 + - l n ( ^  + 4x + 19)] 
dx 2

100(* + 2)
a 2 4- 4a + 19 

En consecuencia, el porcentaje de cambio dentro de 
3 años será

100(3 + 2)

79. / ' ( a) =

1 + InA

32 + 12 + 19 
2x(x ln 2 — 1)

= 12.5% por año

81.
ln 10

1
83. / ( a) = -  ln(A + 1) -  4 ln(l + 3a)

/'(* )
1 12

3(a + 1 )  1 + 3a
la recta tangente en (0.65, —4.16) es 
y = -3 .87a -  1.65
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11.

13.

15.

1. /sí*)
3. / 3(x)
5. f(t) es creciente para toda t real; cóncava hacia 

arriba para toda t real. Hay una asíntota horizontal 
en y = 2.

y i

C A P Í T U L O  4  | S e c c i ó n  4 / ( jc) es creciente para jc >  -1 ;  decreciente para 
jc <  — 1; cóncava hacia arriba para a >  — 2; cóncava 
hacia abajo para x  <  - 2 .  El mínimo relativo es

y— 1, ~ y  el punto de inflexión es ^—2, —

El eje x (y = 0) es una asíntota horizontal.

/(jc) es creciente paraje <  1; decreciente para* >  1;- 
cóncava hacia arriba paraje >  2; cóncava hacia 
abajo para jc <  2. El máximo relativo es (1, e), el 
punto de inflexión es (2, 2). El eje x  (j = 0) es una 
asíntota horizontal.

/(jc) es creciente para 0 <  x  <  2; decreciente para 
jc <  0 y jc >  2; cóncava hacia arriba para jc <  0.6 y jc 
>  3.4; cóncava hacia abajo para 0.6 <  x  <  3.4.
El mínimo relativo es (0, 0), el máximo relativo es

^ 2 , j ;  l°s puntos de inflexión son (0.6, 0.2) y

(3.4, 0.4). El eje jc es una asíntota horizontal.

7. g(x) es decreciente para toda jc real; cóncava hacia 
abajo para toda jc real; y = 2 es una asíntota 
horizontal.

9. /(jc) es creciente para toda jc real; cóncava hacia 
arriba para jc <  0.549; cóncava hacia abajo para 
jc >  0.549. El punto de inflexión es (0.549, 1), y 
y = 2 y y = 0 son asíntotas horizontales.

teléfonos
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LU
D
C L
í f i
m
c c

17. f(x)  es creciente para toda x  real; cóncava hacia 
arriba para x  <  0; cóncava hacia abajo para x  >  0. 
El punto de inflexión es (0, 3). El eje x  =  0) y 
y — 6 son asíntotas horizontales.

19. / (x) es creciente para x  >  1; decreciente para x  <  1; 
cóncava hacia arriba para x  < e\ cóncava hacia 
abajo para x  >  e. El mínimo relativo es (1, 0); el 
punto de inflexión es (e ,1). El eje y (x =  0) es una 
asíntota vertical.

b) 0.741
c) 0.089

1 17
23. á) A = 85, k = —  ln —

20 6

b)

-20 x
0 20" " \- 40 60^^ SO

v = - 5

La temperatura se aproxima a -5°C .
c) 12.8°C
d) 54.4 minutos

25. a) y i
y = 2

I

b) 500
c) 1 572
d) 2 000

27. 35..7 unidades por día

29. a) Aproximadamente 403
b) 348 copias

31. a) e — 1 1.7 años
b) El ritmo de aprendizaje

33. C =

t = 0 (al nacer). 

1
199

\ k  = 0.1745

La rapidez de cambio de proporción de comercio 
diario es

p \ t )  =
199 ke kt

(199 + ek' f
que se maximiza cuando

p'\t) =  0; t ~  30.33 semanas 
/X30.33) ® 0.5
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35. a) P(x) = 1 OOOf “ a02 v(.v -  125) b)

b) $175 
37. Dentro de 69.44 años 
39. 0.45 años

b J  b \  2a3R3
4L a) c  = ^ e "[-r ) =

b 4 i i
b) k — — ; m =  —a~R~ 

aR e
43. a) E(t) = 1 000w(í)p(?)

b) t =  82; 3 527 libras
c)

>  0

45. a) C =  9, ^ =  -  ln 3
2

£) 4 horas
c) 4 horas

47. a) /V(0)= 15 empleados; N(5) =  482 empleados;
2.10 años; 500 empleados

4 9 .  a) C'{t) — Ae A7(l — kt)\ C(t) es creciente para
1 1

t < -  y decreciente para í >  -  La concentración 
A: A'

A 1
maxima es — enr =  —

ke k
b) C"{t) =  kAe~k\k t  — 2); la gráfica de C{t)

2 2
es cóncava hacia arriba para t > — y para r <  —

k k
u • , - t-, /2  2A\es cóncava hacia abajo. Entonces  ̂ es el

\ k  ke )
punto de inflexión. La rapidez de cambio de 
concentración de medicamento es mínima en el 
punto de inflexión.

c)

El punto donde ocurre el máximo se corre a la 
izquierda cuando k aumenta y disminuye la altu
ra máxima.

5 1 .  á) Q(t) = 1 139<?°’06/, £>(7) = 1 734 miembros de 
personal

b) t — 9.38 (hacia 1957), t ~  11.5 años
c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

53. a) x = r; p"(r) < 0
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í
CO
LU
D
a .
'! /)  
UJ

i / )

r(s — V s )  r(s + V i)  
jc = —-----------y x  = -------------- • Ambos son

positivos porque s > 1. La rapidez de produc
ción de células sanguíneas se maximiza y mini
miza en los dos puntos de inflexión, 
respectivamente.

¿>) Los puntos de inflexión ocurren en b )

Hay sólo un punto de inflexión.
ln c A

55. f  (0 = 0 cuando / =  - j -  y / ( —  J = -  o la

mitad del número de residentes susceptibles.
57.

El valor de N se aproxima al máximo de 2 millones 
de personas.

59. a) t = —^—  ln ( -  )
b — a \ a )

“A la larga,” la concentración se aproxima a 0.

► r

c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 
61. d) V(5) = $207.64;

b) 100 ln í 1 — —

C A P Í T U L O R e  v i s i ó n

1. a)

b)

c)

d)

2. a) 

b)

c)

d)

3. a) 

b)

c)

d)

1
10
3

0
16
81
21x6y3

1
V 3 a7 2/3

7/6y
.1/6

6.5 8x y
dy
dx
dy
dx
dy
dx

__ e \ x 2 — 5a  + 3) 

(,v2 -  3x)2 
3a 2 +  4 a  — 3 

a 3 +  2 a 2 — 3a

=  a 2 (1 + 3 ln a )

6É L ,  _ 2 +  ^ _  +
dx V I r  -  1

2x
1 -  x
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4. á) f lx ) es creciente para 0 <  x <  2; decreciente pa- 
ra jc <  0 y x  >  2; cóncava hacia arriba para 
x < 2  — V 2  y x  >  2 4- V 2; cóncava hacia abajo 
para 2 — V 2  <  x <  2 + V 2. Hay un máximo rela
tivo en x =2, un mínimo relativo en x  = 0. Hay dos 
puntos de inflexión, en x  =  2 — V 2  y 
x =  2 +  V 2. El eje x (y = 0) es una asíntota hori
zontal.

i y

c) /(*) es creciente para 0 < x < ^ - y x >  1;

decreciente para — <  x <  1; cóncava hacia 
4

abajo para x =£ 1. Hay un máximo relativo en

x =  —. Hay dos puntos de inflexión, y x =  0 y 
4

x =  1 son asíntotas verticales.

c) x — —4, x =  4
Uüf) í =  — 2 ln —
3

6. $2 323.67; 8.1 años
7. a) Creciente para —1 <  t <  e — 1; decreciente

para t > e — 1
b )  t =  e3/2 -  1
c) El precio se aproxima a $500.

8. á) q '(p) =  — 1 000e~p(p  +  1) <  0 para p ^  0 
b) p  = V 2  o $141.42; $11 738.71

9. 6 601 años
10. a) 80 000

b) 2 horas; 81 873
c) La población desaparece por completo.

b) flx) es creciente para 0 <  x <  V e; decreciente 
para x >  V e; cóncava hacia arriba para x >  e5/6; 
cóncava hacia abajo para x <  e5/6. Hay un 
máximo relativo en x = V e. Hay un punto de 
inflexión en (2.30, 0.08), donde x <  e5/6. El eje 
y(x = 0) es una asíntota vertical, y el eje x (jy = 
0) es una asíntota horizontal.

(j. "I"

d) flx) es creciente para toda x; cóncava hacia 
arriba para x <  0; cóncava hacia abajo para 
x >  0. Hay un punto de inflexión en x = 0, y 
y = 0 y y = 4 son asíntotas horizontales.

RE
SP

U
ES

TA
S
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C A P Í T U L O P r o b l e m a s  d e  r e p a s o

20: 1

15-■

10-■ j

5- . J

//T
-----1-----h---- 1-----1\x

- 2 - 1 0  1

5 -

" N  : 
\  -

: //

/  ( 1 ,

-5 Y 0. 5
V /
l \

ii
•

- 5 - j

3 125
5. a) f(4) = 

b) /(3) =

65
c) /(9) = —

d) /(10) = |
7. ;t =  251n4
9 . x = e2

1 3 . x = 0
dy _ .

1 5 . — = xe x (2 — x) 
dx
dy

1 7 . ~^ = 2 \n x  + 2 
dx

dy _  2
dx x  ln 3

dx

dy _____________
dx 1 + e~x
dy _  — e~x[x2 + x  + 1 4- x ln x) 
dx

= ex (Nótese que y = ex.) 

- (1  + 2e~x)

x — x
x(x + ln x) 

(2x -  1) 4- 1
rv_ -  1

3x 4- 3e2x
- — 1 -

1 — 2xdy ______________
dx y V x2 4- e2* 1 3(1 x x2).
f(x) es creciente para toda x; cóncava hacia arriba 
para * >  0; cóncava hacia abajo para x < 0. Hay un 
punto de inflexión en x  = 0.

33. f(x) es creciente para t > 0; decreciente para t < 0; 
cóncava hacia arriba para toda t. Hay un mínimo re
lativo en t — 0. No hay puntos de inflexión.

  www.FreeLibros.com



R-49 Respuestas * 911

35. F(u) es creciente para —2 < u < - 1 y u < — 1; 
cóncava hacia arriba para u > — 1; cóncava hacia 
abajo para —2 < u < — 1. Hay un punto de infle
xión en«  =  — 1 y u = —2 es una asíntota vertical.

u = -2

25

20

15

10

5
( ~ h j l

- 3  - |2  - 1
1 - 5

/

/
/

-'"a(0, 2 ln 2)1----1----H
0 1 2 3 4 5

37. G(a) es decreciente para toda x. G(x) es cóncava ha
cia arriba para toda jc.

39. ln 4; ln 3

4i. ( « +  7 ) ; 32

43. y = 2x — 2 
45. y =  4x 
47. a)

49.

b) 10 0 0 0

c) 32 027
d) 9.81 miles de dólares ($9 808.29)
e) Un poco menos de 50 000 unidades
a)

51.
53.

55.
57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

71.

b) 10 millones
c) 17.28 millones (17 283.507)
d) La población se aproximará a 30 millones. 
8.20% por año capitalizado continuamente
á) $4 323.25
b) $4 282.09
5.83%
a) 0.13 partes por millón por año
b) Porcentaje constante de 3%
Después de 200 años

. _ ln 2 ln 2a) Como A = —— , tenemos que k = —— y

2 (0  =  2oeT(ln2A>'-
b) Qo(0.5)Á' =  Q0e~(1" 2/X)r

/ l n 2 )
kt ln 0.5 = — I \t

1
Así, k = —

A
La edad de bronce se inició hace alrededor de 5 000 
años (3 000 a.C.); el máximo porcentaje es 55%
0.8110 minutos = 48.66 segundos; -8.64°C por 
minuto

1
a) A = 5e, k = ~

b) t = 9.78 horas
a) 0.15% por año
b) 70.24 años, 0.15% por año
10"1-6 «  0.0251
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QL
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73. a) £>(10) 
b)

0.00195; D(25) = 0.000591
y

7S. a) Queda un porcentaje de 2.31 X 10 20°,
demasiado poco para una medición correcta.

b) Ejercicio de escritura.
a) 1790 3 867 087

1800 5 256 550
1830 12 956 719
1860 30 207 500
1880 50 071 364
1900 77 142 427
1920 108 425 601
1940 138 370 607
1960 162 289 823
1980 178 782 499
1990 184 566 653
2000 189 034 385

b) El modelo predice que la población fue crecien
te con más rapidez hacia 1915.

c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.
79.

8 1 .  jc = 1.066 
8 3 . n (Vñ)v7ÍTT (Vn -4- 1)vn

8 22.63 22.36
9 32.27 31.62

12 88.21 85.00
20 957.27 904.84
25 3 665 3 447
31 16 528 15 494
37 68 159 63 786
38 85 679 80 166
43 261 578 244 579
50 1 165 565 1 089 362

100 1.12 X 1010 1.05 X 1010
1,000 2.87 X 1047 2.76 X 1047

OA)v7?TT > (V/i + 1)^

C A P I T U L O  5 b e c c i o  n

i.

3 .

5 .

7 .

9 .

11.

1 3 .

1 5 .

1 7 .

1 9 .

21.

2 3 .

2 5 .

27.

—3jc + C 
;c6 „

6 + C

-- + c
x

4 V t  + C

- u 3/i + C 
3

,3 _  ? V 5 f3/2 + 2t + C 
3

2yin + y-2 + C

ex 2 5/2 
— + -X 5' 2 + C 
2 5
11 W21 ^
--------------h C

3.3 2.1
u

1
jc + l n j c ------ h C

JC

U
3

- - .v 4 + ^ - x 3 - x 2 + C

2 , 7 / 2  _  ¿ , 3 / 2  +  c
7 3

- e 2' + 2e' + / + C 
2

-  ln lyl -  lO Vy -  2e~y/2 + C
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29. j í 5/2 -  j í 3/2 + 4í 1/2 + C 

31. y = ^ 2 - 2 * - |

9 133. y =  ln x  H-2

3 5 . / ( j c )  =  2 a 2 +  a  -  1

y4 2 5
3 7 . / ( a ) =  — +  -  +  2 j t - -

4 a 4
x3

3 9 .  / ( a ) =  - e " *  +  y  +  5

41. 10 128 personas

43. f ( e a 4 - e 0'2)
2

45. $22 360

4 7 . á) 18^ (18 artículos)

b) 48— (48 artículos)

4 9 . 3 253
51. a) T(t) =  16 -  20e-0 '35'

b) 6.1°C
c) 3.44 horas

5 3 . á) P{q) = 1 0 0 q - q 2 ~  2 0 0

b) q = 5 0 ;  $ 2  3 0 0  

5 5 .  c(x) =  0 .9 a  +  0 .2 a 3 /2  +  1 0  

5 7 .  /'(a ) se maximiza cuando x = 10. 
á) Siete artículos por minuto
b) /(a) =  a + 0.6a2 -  0.02a3
c) 100 artículos 

5 9 . $2 265.80

61. v(r) =  ~ci(R2 — r 2)

63. 20 metros
f  f  x l n ¿  i 2

6 5 . = -------- --- +  C =  —  +  C
J J ln b ln b

23
6 7 . a) v{t) = - 2 3 í +  6 7 ;  ¿(O = - y / 2 + 6 7 /

c) v(í) =  0 cuando t =2.9 seg y ¿(2.9) = 97.6 ft; 
s{t) = 45 ft cuando t «  0.77 seg o 5.05 seg y 
v(0.78) »  49.30 ft/seg mientras que v(5.05) 
-49.15.

C A P Í T U L O  5  | S e c c i ó n  2

1. a) u =  3a  + 4
b) u = 3 — a

c) u = 2 — t2
d) u = 2 + t2

3. -^(2*  + 6)6 + C 

5. 7(4* -  1)3/2 + C 
6

7. - e '~ *  + C

9. ^  +  C 
2

11. + l)6 +  C

13. —  (*3 + 1)7/4 + C 
21 

15. ~  ln |y5 +  l | + C 

17. ¿ ( x 2 + 2r + 5)13 + C
26

19. |  ln |;t5 +  5 /  + 10* + 12| + C

21. -----í------ - )  +  C
2\íí  - 2 u  + 6)
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23. ^(In 5.r)2 + C

25. T ^  + C ln a

27. i[ ln  (x2 + 1 )]2 + C

29. ln |e* -  e_Ar| + C

31. —x ---- ln 12x + 11 + C
2 4 1

33. — (Tx + 1 )5/2 -  7(2x + 1)V2 + C 
10 6

35. 2 ln (V jc + 1) + C
37. y =  ln \ x +  1| +  1

39. 3? = — ln | Jf2 + 4jc + 51 - • — ln 2 + 
2

41. / w  =  |  -  j a  -  2*)5/2

43.
3 1 4 — tr

45. fl) A (0  =  - “ (31 +  1)3/2
40

H-------
9

47.

49.

51.
53.

55.

b) a (4 )  = - 1 6 . 4

c) t = 0 .4

a) x{t) — V 2 / + 1 — 1
b) * (4 )  = 2

15
O r =  T

a )  C(q) =  (q — 4 ) 3 +  6 4  +  k, donde k son gastos 
generales

b) $ 1 5 0 0  

2 .3  metros
a) R(x) = 50x -  I15e~00lx2 + 175

b) $ 5 0  175

1

57.

a) C(0 — - o.oit , ,e + 1
b) 0 .3 5 4 3  mg/cm3; 0 .1 4 1 9  mg/cm3
c) 2 9 4  minutos
a ) L ( í)  =  0 .0 3 V - r 2 +  16 r +  3 6  +  0 .0 7 ;  en / =  8 

(3 :0 0  p.m.); 0 .3 7  partes por millón

b) El nivel de ozono a las 1 1 :0 0  a.m. (t = 4 )  es 
L (4 )  =  0 .3 4 5 .  El mismo nivel ocurre en t = 12 

(7 :0 0  p.m.).

0.345
0.25

(8, 0.37)

/

8 12

3 0 0
59. a) p(x) = + 9 + 15

b) $66.45; $115
c) 265

61. R'(x) =  C'(x) =  2 + x +  x2

Sea 14 — x = u, du = —dx. Entonces,
fu  — 3 

# (a ) =  -  I — — du
\ í i i

= -  (m1/2 _ 3« ' )du

= - ( | « 3' 2 -  6U,/2)  + K,

=  6V14 -  x -  ^(14 -  x f ' 2 +  Kx

También tenemos

C(jc) = \(2 + x + x  ) dx = Z x  +  -  +  ~  +  K2

de modo que la utilidad P(x) = R(x) — C(x) 
satisface a
P(9) -  P(5) = R(9) -  C(9) -  [«(5) -  C(5)] = 
-295.54 -  (-64.167) = -231.373

63. \ 2/i + D7/2 -  7(-v2/3 + 1)V2 + C7 5
65. e* + 1 — ln (el + 1) + C

C A P Í T U L O  5 S e c c i ó n  3
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5 .
6 6 1 . 8 VTT — 8 V 6  o sea 7 hechos i ñ
5 6 3 . 96 ft < c ̂ r

IS)
Ü J

7.
6
5 6 5 .

a) 4
4

i

TT
o) —; parte del área bajo el círculo

D
9. 3 -  -  

<?
Ü L
C O

11. 1.95 ( x - l  )2 +  / =  1 LLJ

13. 144
8

1 5 .

1 7 .

1 9 .

21.

2 3 .

2 5 .

2 7 .

2 9 .

3 1 .

3 3 .

3 5 .

3 7 .

3 9 .

4 1 .

4 3 .

4 5 .

4 7 .

4 9 .

5 1 .

5 3 .

5 5 .

5 7 .

5 9 .

-  +  ln 3 «  3.7653
3
2
9
3.2
4 
3
7 
6 
e
8 
3

3 2e — e 
- 2 0  
0
3
33
5

4 
112
9

V(5) -  VXO)
$480 
75 ppm
Alrededor de 98 personas 
$75

/ 3 5 11 \
1 500 — I—  ln —  ~  2 626 teléfonos

\2  4 9 y
La concentración disminuye en 0.8283 mg/cm2 
Una reducción de $ 1 870
2 ln 2 ~  1.386 gramos

C A P Í T U L O  5 j S e c c i ó n  4

3. 2 ln 2 -  -
2

5 .  Área = 1

x

2?

1 +
V.
i k

A  

-1+

-2-1-

JC= l1
i ^ y  = x
i xi. ■

1)

7 .  Área = — 
3

1-

0 . 5-

y =  —jc2 + 4jc — 3

A

<1.0)j , ¡ (3 .0 ) i X
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1 5 .

i y

17. Área = 14

2 7 .  Valor promedio =

0.75 --

2 +

i-----
-1

1 9 . - 2

-  IR)
2 5 .  Valor promedio =

i y

Área = 18 0.5 --

0.25 -

2 9  i  
*  2

31. 0.1833

Área = —

3

Área = 9

Área =

y  =  X1 + 5x

(5, 50)

y  =  x 3 - 3 X 2

(-1 ,-4)
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33. 0.383 
35. $1.57 por libra 
37. 2 272.2 
39. 30 000 kg 
41. a) 16 años

b) $209 067
c)

43. a) 14.7 años
b) $582 221
c) y

(0, 140) 

(0, 90)

45. 0.412 millones

1 *47. —  mg/cm 
40

49. 39.25 mph 
51. a) M0 +  20.833

h
(14.7, 391)0

£  
■W

y =  PÍ(t) .; ' /

y = PÍO)

14 15
-►r

b) t = V 5, M(V5) = M0 + 50V5/^ 

y

1 5 9
53. Béisbol: fútbol: — ; baloncesto: — . El fútbol

3 18 25
es el deporte más equitativo; el baloncesto,
el menos.

55. 5 710 personas
57. $241 223.76

59. a) S' = F"(M) = j ( 2 k -  6M) =  0 para M = Mi. 

Máximo porque S" = — 2 <  0. 

k3
b)

108
61.

+ [ 42 2 “ C*3 -  8-9-t2 + 26.7.V -  27)

<!U-9
t o
U i
D
£L
m
LÜ
Cw
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918 Respuestas I R-56

C A P Í T U L O  5  S e c c i ó n  5

1. a) $624 
b)

3. a) 1 600 ln 2 *  $1 109.04
b) i  P

(0, 200)

\  p  =  D( q)

(12, 50) 

q= 12

9 12 15

1
5. á) 800^1 - y j J  «$314.78

iP
(0, 40)

P = D(q)
''■V, (10,24.26)

? = 10 

----------i--------- --------- f—
10 15

7. Po = $110; CS = $36

9. p0 = $31.15; CS = $21.21

11. po = $34.80; PS = $12.80

13. po = $26.41; PS = $2.14 

iP

(3, 26.41)
P = S(<?)

---- 1-------- 1------- 1------1------ 1— q
0 1 2 3 4 5

15. a) $104
b) CS = $162, PS = $324

17. a) $40
b) CS = $200, PS = $116.67

19. a) $1
b) CS =  $3.09, PS = $0.67

21. á) 11 años
b) $26 620
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R-57 Respuestas 919

23.
b) $15 069
c) Las ganancias netas están representadas como el 

área entre la curva R'(t) = 6 537e~03r y la recta 
horizontal y = 593.

25. $1 182.82
27. $237 730; $319 453
29. $5 308.78
31. El plan de $50,000 es mejor, produciendo ingreso 

neto de $37 465 contra $22 479 por el plan de 
$30 000 en 5 años.

C A P Í T U L O S  S e c c i ó n  6

1. 30 484
3. 468 130
5. 61 070 138
7. Unos 80 miembros

9. 4 097.62 (4 098 personas)
11. 515.48 mil millones de barriles 
13. 4 207 miembros 
15. a) 0.0775 litros/segundo

b)

17. a) 0.0853
b)

33. a)
b) 
c)

=  -<73 + 24q2 + 108? -  3 000 
18 unidades 
$162

35. a) P(t) = 32.5ea04' -  32.5; 4.14 mil millones de 
barriles; 4.67 mil millones de barriles

b) 12 años 19.
c) 382.2 mil millones de dólares 21.
d) Las respuestas variarán.

37. a) P(t) = 60e002' — 60; 3.71 mil millones de 
barriles; 3.94 mil millones de barriles

b) 9.12 años 23.
c) 282.69 mil millones de dólares
d) Las respuestas variarán

39. $1 929 148
41. á) $207 360

b) Las respuestas variarán. 25.

b) L(t) =  ^ ( 4 9  -  t2) lA +  150 -  j ( 4 9 )

c) 5.8 días

0.4

P X(T) =  100 000 -
50

0.011
U-°-01ir +

50
0.011

Entonces P,(T) <  P(T) para T — 50 y T — 100, pero 
P¿300) >  P(300).
1 565.83 (1 566 animales)

27. 10 125 personas

f 1229. [W\t) -  D'(t)]dt = 0,363;
Jo
unas 36 personas; 18.1%

31. a) 55 años
b) 70.78 años

litros/segundo

R
E

S
P

U
E

S
T

A
S
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920 i Respuestas i R-58

t/>

CO

t o
y j
O í

c) 86.36 años; ya han rebasado su esperanza 
de vida.

d) 71.69 años
33. a) 2.37 seg

b) 0.905 L
c) 0.382 L/seg

C A P Í T U L O  5 R e v i s i ó n

1. á) — -
4

2 ^ 3 / 2  _  í e~2x + c  
3 2

b ) --2jc + 4 ln Lxl + C
2

c) V 2 -  2*1/2 + C

- 1
2V3 + 2x2

+ C

1
e) ~(lnx)2 + C

4

/) ^ I+Jt2 + C 

62
2. a) — + 4 ln 2

«  í 3 - 1
c) 1 -  ln 2
</) V 3 Í  -  2

a . 733. a) —

b) 36
4. 1 -  2 ln 2
5. $10 333.33
6. 71.14 mil millones de dólares
7. $4 266.67
8. $16 183.42
9. 45 055

10. 0.1 mg/cm3

C A P Í T U L O  5  I P r o b l e m a s  d e  r e p a s o

l.

3.

5.

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

- X4 + \ x i!'1 - 9 x + C
4 3

+ C

- x 3 — 3 ln IjcI + C
3

- t 6 -  t 3 -  -  + C
6 r

^(3* + 1)3/2 + C

— (x2 + 4x + 2)6 + C 
12

- 3
+ C

4(2x2 + Sx + 3)

± (v _  5)14 + A (v _  5)13 + c
14 13

- V *2 + c
2

|( ln  x f /2 + C

0

¿(e2 + 5)

1,710
1

1 ~ “
e

e — 2

Área = 101

10-

8--

6

4

2

. y

y
/

2 3 4 5
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R-59 Respuestas 921

33. Área = ln 2 + -
3

37. Área = -
2

39.
11 407 2V 2

84 21
1

41. -  1 -
1

4 \  e 
43. $128; $21.33 
45. $6.70; $6.16

47. G/ =  -
5

53. X = 9- - K - 2'
2 2

55. y = \  ln (jc2 + 1) +  5 — — ln 2 
2 2

57. $87.57
59. 1 220 personas
61. 11 250 pasajeros de cercanías
63. En 2001 (0.2554 mil millones de barriles contra 

0.1003 mil millones de barriles en 2004)

65. $7 377.37
67. 61.65 (alrededor de 62 casas)
69. 14 868 libras 
71. $565 056 
73. $1.32 por libra
75. La temperatura disminuye en 2.88°C

L .n
i ñ  ■ C ’

lL
i / )
LU
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922 i Respuestas I R-60

$2.54

77. a) p t(x) = 0.2x + O.OOlx3 4  250; /?,(10) = $2.53

H

U J

P
CO 
} ' í

por docena 
6) p2(x) — 0.3* 4- 0.00 Lv3 4- 250; p2( 10) 

por docena

1

(10, 254)

y -  p2(x)
~ - > • ' (10,253)

= P,(x)
(0,250)

______ _____________ ____ 1------------ >-1 *
10

79. 30 metros
81. Terapeutas físicos

1 "N
83. á) -  S(t)dt 

N Jo

J' N

S{t)dt

o
c) La rapidez promedio es igual a la distancia total 

dividida entre el número total de horas.
85. La región limitada por las curvas es entre

x = -4 .66 y x = —1.82; las curvas también se 
cruzan en x = 4.98. El área también es 
aproximadamente 3.

C A P I T U L O  6  S e c c i ó n  1

1. — (x 4- 1)<? A 4  C 
3. (2 — x)ex 4  C

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.
41.
43.
45.
47.
49.
51.
53.

5. l ( ln2'4 )  + c
- 5 ( v  +  5)e_v/5 +  C

|x (x  -  6)3/2 -  y 5 (x -  6)5/2 + C

^x(x 4- l)9 -  — (x + l )10 4  C

2xV 7 T 2  -  - (x  4  2)3/2 + C

8
3

¿(1 -  3 , - 2)

¿ ( 3 /  + 1)

Te(e2 +
—-(ln * + 1) + C

x

- e AV  -  1) + C 
2

^-(3  — 5jc -  3 ln |3  — 5.v|) +  C

-  V4x2 -  9
x

— ln
2
V 3
24

2 4- 3x 
4 4  V 3u

+ 21n \2x 4  V4x2 -  9| 4- C 

+ C

ln
4 -  V3«

4  C

x(lnx)3 — 3x(lnx)2 4  6x lnx -  6x 4  C

25
5 + 4 *  4------------- 1—  ln

Lx(5 4- 2x) 5
x

+ C
5 4  2x

- ( x  4  i y _v -  <?~v + 5 4  3le 
— 2te~r/2 -  4é’_r/2 4  4 
Aproximadamente $13 212.06 
Aproximadamente 2 008 876 personas 
29.4 mg/mL 
$39 220.72 
$11 417.35 
4 367
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R-61 Respuestas i 923

55. a) $4.47
b) $14 263.84 

2
57. 1 -  -  *  0.2642

e
59. 0.0904

61. /  = f u " e a“du

Sea f — un y

entonces df — nu"~l du

de modo que

dV = eau du
1

V = - e au 
a

I = — u"ea" -  í - e au ■nu"~l du 
a J a
1 n C_ ,.nau I 1 „au j,,— — u e -----I u e du
a a J

63. (0.2437,0.3528)
65. a) (3.481,2.402)

b) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 
67. Área ~  0.7583

69. 4.227 
71. 0.4509

C A P Í T U L O  6  S e c c i ó n  2

■ • I
3. Diverge. 
5. Diverge.

1

11.

13.

15.

17. t

19.
21.
23.
25.
27.
29.
31.
33.

1̂
9
Diverge.
2
e
2
9
Diverge.
Diverge.
2
$60 000 
$600 000 
200 
50
a) Máquina 1: $28 519 

Máquina 2: $20 222
La compañía debe comprar la máquina 2.

b) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

35. PV =  límr —» + 00 Qe~rt dt

— rt

7— \ — /' )  

- r T 1

= lím Q
7—

= lím Q7_>+co \  — y — r)

= Q
r

C A P Í T U L O  6  S e c c i ó n  3

1. a) 2.3438
b) 2.3333

3. a) 0.7828
b) 0.7854

5. a) 1.1515
b) 1.1478

7. a) 0.7430
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924 Respuestas R-62

1 1 . a) 2.7968 con |E| <  —  
1 1 600

b) 2.7974 con \E\ < — -—  
1 1 60 000

1 3 . a) 1.4907 con

*18
VIK

b) 1.4637 con i i  19  ̂
^  “  11 520

1 5 . a)
b)

164
18

1 7 . a)
b)

36
6

1 9 . a)
b)

179
8

2 1 . a)
b)

3.0898
3.1212

2 3 . 0.1386
2 5 . 51.75 millas
2 7 . $5 949.70
2 9 . Área «  230 pies cuadrados
3 1 . $412 653.33
3 3 . GI *  0.394

- i
3. a) j[(ln  |3jc|)2 -  2 ln |3*| + 2] + C

V 4  +  x2 + 2
+ C

d) - j  ln
4

+ C
3x -  4

4 . La radiactividad aumentará sin límite.
5. Aproximadamente $1 666 666.67
6. 3.5
7. 16 000 unidades

f 4 V25 -  x 1
8. Por la regla del trapecio, -------------

La respuesta correcta es — 1 + 5  log — — 1.0273. 

El error de la aproximación es 0.0003.

C A P Í T U L O  6  I P r o b l e m a s  d e  r e p a s o

C A P I T U L O  6 R e v i s i ó n l. —(l + t) el~' + C

3. £(2x + 3)V2 -  J^(2x + 3)5/2 + C

5. -  2 + 4 ln 2

’ - T

9. y  O*2 + 2)3/2 -  y^ (3-t2 + 2)5/2 + C

1. fl)
4V 2 ,3/2

(—2 + 3 ln|x|) + C

6) 25 -  20e1/5 
. 298

c) - i r
d) —xe A + C

2. a) 10
3 9

b) - e ~ 2

c) Diverge.
CN

lím
n—><» (x 4- l)2

í ■

dx

= límN-> + Co\r + -  + ln|x + 1
N

/  1 1 ' = lím ( —----- + lnlN  + 11 — -  -
n->+o\ N  + 1  " 2

ln 2 = oo

5
11. - l n

8
2 + x

+ C
2 — x

1 3 . -3 (18  + 6w + w2) e~Mfl + C
1 5 . x [ - 6  + 6 ln 2x — 3(ln 2v)2 + (ln 2x)3] + C
1 7 . Diverge.

f N 1 3 3(1 + 2N)2/3
lím 3/ 7" = =  dx = lím — — H--------- -

n—>o© Jo \ / l  + 2x n—>°° 4 4
= 00 

1 9 . Diverge.
CN o# a

lím I ~—■—- dt = lím — ln (1 + N2) = 00
Jo r2 + l /v— 2

  www.FreeLibros.com



R-63

21. -

23.

25.

1
4
J_
4
Diverge.

f N \nX r -
lím —r dx=  lím 2 ( 2 - 2 V Ñ + V Ñ \ n N )  = ooN—>°° Ji V X N—><»

27.
29.
31.

N —>oo

15 000
La población aumenta sin límite. 
$320 000

33. a) 1.1016 con |£ | <
75

35.

b) 1.0987 con \E\ <

a) 3.0607 con \E\ ^

b) 3.0591 con \E\ <

9 375
e

1 200
e

200 000
37. a) 58

b) 8

39. a) f* y /q  e001g
Jo

dq

b) 15.6405

43. — ln 2 — 0.4621

45. 7(1) «=0.4214 
/(10) ~  0.5 
7(50) ~  0.5

I(N) converge a ^  cuando N 00

C A P Í T U L O  7  S e c c i ó n  1

! Respuestas i 925

l .
3.

- 3 ,  16
3, V 3

5. T

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

2’ ln (ln 9)
5 _L3 
2’ 6 
6,6
ln 2 2 + ln 3

3 ’ 4 e 2
Todos los pares ordenados (x, y) de números reales 
para los cuales 

, 4
~ 3 *

Todos los pares ordenados (jc, ;y) de números reales 
para los cuales y <  x 1
Todos los pares ordenados (x, y) de números reales 
para los cuales y > 4 — x

C = 2
y
n3-

2-

--- *- +-4 -3 ^^-1 
C = -3"

-2  +
-3-L

-f—-—t-
-1

21. y i

V: í
A  /(0,4)0 #(4,4)

i—i—i—i—h*

C = - 4

, C = 5
\ -9— ---1---h*-(-1,0), .(2,0) / (5,0) *

V /

'••(2,-9)
v

:\
/
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926 Respuestas R-64

27. á) 160 000 unidades
b) 16 400 unidades (aumento)
c) 4 000 unidades (aumento)
d) 20 810 unidades (aumento) 
á) R{x\, x 2) = 200 A'] — 10a] + 100a2 +

25a1a2 — 10a 2
b) $1 840
a) Si a + b > 1, la producción más que se duplica.
b) Si a + b < 1, la producción aumenta en menos 

de un factor de 2.
c) Si a + b = 1, la producción se duplica.

a 2 xry y2
3 3 . R(x,y) =  6 0 x - j  +  50y +  - + -  ^

3 5 .  a) 5(15.83, 87.11) ~  0.5938

d) Reduzca el número de trabajadores no capacita
dos de 2 0  a 17.

39. La utilidad es 2 6 0 .

29.

31.

37.

Las curvas representan combinaciones diferen
tes de altura y peso que resultan en la misma 
área superficial.

b) 9 0 .0 5  cm
c) 2 5 3 .9 7 %

d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 
á )  7 0  unidades
b) 3 a  +  2 y  =  7 0

y i
i

. j

X = -1

ó(0, 258)
\(x + l)(v + 2) = 260

\
\
-----©—>-(129,0) * 

v = -2

41. á) 0 .8 6 6  cm/seg
b)

Las curvas representan combinaciones diferentes de presión y distancia desde el eje que resultan en la misma rapidez.

b) 159.76°C
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R-65 Respuestas 927

45. a) 2 105.03 kilocalorías
b) 1 428.84 kilocalorías
c) 26.92 años
d) 24.43 años

47. 23.54 atmósferas 
49. á) K 277 311 493 554 718

L 743 823 1 221 1 486 3 197
Q 41 559 46 283 70 509 83 118 146 007

b) Q(3K, 3L) = 3Q(K, L) 

Q \2 K ,^ L J  =  2 ~ U5Q(K,L)

C A P I T U L O  7 c c ¡ o r

1. f x =  2y5 + 6xy + 2x, f y = IOA74 + 3x2
3. zx = 15(3* + 2y)4, zy = I0(3x + 2 y f

.  r 3r 3
S. / ,  2s2 ' ~  2s

7. zr = (1 + xy)é^,  zv — x2exy

« ,  - e2“ J .  “ 2e
9- f x =  2 . /y  =

2—-c

11- / , =
5y

13. z„ =  ln v, 

15. f x -

y

-  f  = — ■
(y -  x )2 ’ J (y -  x y

u
V

1 . 2[y — (x + 2y) ln (x +  2y)]
J y  =y 2(x + 2y) ’ Jy y \ x  + 2y)

17. f x (—2, 1) =  —2 2 , fy (—2, 1) =  26
19. f x (0, 0) =  \ , f y (0, 0) = 1
21. f a  = 60 * y , fxy = f yx = 2(30x3y2 + 1 ) , f yy = 30x4y
23. f n  = 2y{2xzy + 1) /„ . = f yx = 2x(x2y  + 1) e ’ry,

fyy =  X e

25. / „  =

f„ =

r
(.s2 + t2f ' 2 

2
> fst fts

— st
(s2 + t2)3/2 ’

(S2 +  t 2)3/2
27. La producción diaria aumentará en aproximadamen

te 10 unidades.
29. á) La productividad marginal de capital es aproxi

madamente 27 unidades. La productividad mar
ginal de mano de obra es aproximadamente 64 
unidades.

b) Empleo de mano de obra adicional

kL
31. a) F = —j  = 60 727.24*

dF k
—  = — = 19 156.86* oL r
dF_
dr

4kL
—T  = - 2  857 752.58* r

b) F(1.2L,0.8r) =  2.93F(L,r)

BF dF
—  (1.2L, 0.8r) =  2.44 —  (L,r)
oL dL

dF dF
—  (1.2L, 0.8r) =  3.66 —  (L, r)
or dr

33. La demanda mensual de bicicletas disminuye en 
aproximadamente 30.

35. El volumen se aumenta en 12tt cm3.
37. Sustituta
39. Ninguna
41. Sustituta
42. Sí 
45. No
47. a) Un aumento en x  reducirá la demanda D(x, y)

para la primera marca de podadora. Un aumento 
en y aumentará la demanda D(x, y) para la pri
mera marca de podadora.

49.

b) 

c)

Px =

dD „ dD —  <  0, —  > 0  
dx dy

Pu =

b <  0, c >  0 
lOOwvy 

(xy + uvY 
— 100 vxy

=
100 uvx

(X)’ +  Liv)2

— lOOiíxy
P =

(xy +  uv)2 ’ v (xy + uv)2

Todas estas parciales miden la rapidez de cambio 
del porcentaje de circulación total de sangre con 
respecto a las cantidades a, y, u y v.

51. F, =
— en a"

53. a)

, decreciente 

< 0

b)

8V> -  z 
á 2e  80A:'72
3L2 ~  31 5/3
Para un nivel fijo de inversión de capital, el 
efecto sobre la producción por la adición de un 
trabajador-hora de mano de obra es mayor cuan
do la fuerza laboral es pequeña que cuando la 
fuerza laboral es grande.
d20  30 L1/3
dK2 K 3 /2 < 0

Para un nivel fijo de mano de obra, el efecto 
sobre la producción por la adición de $1 000 de
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928 Respuestas R-66

capital es mayor cuando el capital es pequeño 
que cuando el capital es grande.

55. a) <2(37, 71) = 304 691 
(2(38,71) = 317 310 
6(37, 72) = 309 031

b) QÁx.y) =  1 175 + 6.2xy -  3.6x2 
6,(37,71) = 12 534 
6(38,71) -  6(37,71) = 12 619

c) Qv(x, y) = 483 + 3.1 ;c2 -  5Ay 
6 /3 7 ,7 1 )  =  4 344
6(37,72) -  6(37,71) = 4 340

C A P ÍT U L O  7  1 S e c c i ó n  3

Máximo 
relativo 

1. (0, 0)
3. Ninguno 
5. Ninguno 
7. ( - 2, - 1)

9. Ninguno

11. (0, - 1), (0, 1)

13. Ninguno

15. (0,3)

( -1 0

Mínimo
relativo
Ninguno
Ninguno
Ninguno

(1, 1)

(*•?)
(0, 0)

(!•;)
Ninguno

Ninguno

Ninguno

Punto de 
depresión 
Ninguno 
(0, 0)
(2, - 1)
( - 2, 1) , ( 1, - 1)

H)
( - 1, 0), (1, 0)

(0, 0)

Ninguno

Ninguno

Ninguno19. (e, —1), (e, 1)
21. Camisas Duncan $2.70 

Camisas O’Neil $2.50
23. Altura = 8 pies, longitud = ancho = 2 pies
25. x  = y = 20

V 227. unidades de cada estímulo

29. x = y = z = V̂ 3
31. Proveer 200 máquinas al mercado nacional y 300 

máquinas al mercado extranjero.

CYt =  I — —i  1

“ • 5
37. a) Dick (0.424, 1.2), Mary (2.660,3.7)

b) Tom, Dick y Mary ganarán por 15.0 minutos.
c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

39. x  = 13.866 ft 
y = 12.025 ft

41. /(x, x) = — 2x2 que tiene un máximo en x  = 0
x2 -  ly1

43. f x =

fy =

j f l n y
(xy + 14y2)lny - x 2 — xy — l y ‘

xy(lny)2

Los puntos críticos son (±  v l e ,  e).
45. fx =  2x(18 + 4x2 -  11 y),fy =  4y7, -  Ux2 

El punto crítico es (0, 0).

C A P Í T U L O  7  | S e c c i ó n  4

1. y

3.

y =

y
A

5- 

4- 
3-- 

2 

1 +

x  3 
— I—  
4 2
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R-67
i Respuestas 929

y =  -0.915* + 1.683 
13. >> =  15.02 e0Mx 
15. y = 20.03 e °.2°ijc

y  = 1.018* +  0.8022

b) y = -1.29.x + 50.71
c) El precio de demanda es negativo; no se 

venderán unidades.

7 19
y = - x  -i-----
y 9 18

y = - { x  + 4
b) y = 0.42x — 0.71
c) 1 306 aplicaciones
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21.

2 3 .

2 5 .

2 7 .

y

2 9 .

3 1 .

b) y = 3.05x + 6.1
c) 42.7%
á) 12.5% por década
b) 308.4 millones
á) 4.09% 
b) $122 000
c) 42 años
d) A = 54.5, r =  0.044

a)

El método de Frank es menos preciso.

; L y 
12--
10--
8-- o
'•

s  •

1n—' 

<  
iQ

01990 1992 1994 —i—1996Año 1998 2000 2002

b) y = 6 9 3 .8 a  + 2 131

c) 11 150; valor real: 8 607.52
d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.
á) y — 539t + 6 785
b) 11 6 3 6  mil millones de yuanes
a)

b) y — 2 9 8 5 ¿  +  7  69 1

c )  8 2  3 1 6

</) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

33. a) in c  6 i

2--

O
ooo

ln VV
ft) y =  1 . 6 3 1 a - 4 . 9 7 5  

c) a = 0 .0 0 6 9 ,  k =  1 .6 3 1

CAPÍTULO Sección 5
i ( i  r

1. Valor máximo -  en \ —, —

3. Valor máximo 2 en (—1, -1 )  y (1, 1)
5. Valor máximo —4 en (0 , —2) y (0 , 2)

, . 3 / V 3  1\ /  V 3  1\
7. Valor máximo -  en I — , -  -  I y I — —, -  - 1

Valor máximo —3 en (0 , 1)
9. Valor máximo —18 en (8, 7 )

11. Valor máximo e2 en (V 2, V 2) y ( - V 2, - V 2)
Valor máximo é1-2 en (V2, — V ^) y (—V 2, V 2)

2 5 6  /  ,  8 \
13. Valor máximo en I 8, 4, -  I

15. Valor máximo 4 V T Í
8

en I v T ?  VT4’ V Í4 /  
Valor máximo — 4 \ / l4  en

8 12 A
 ̂ V l 4 ’ V \ 4 '  V Í 4 J

17. 80 metros por 40 metros, donde 80 metros es la lon
gitud del lado paralelo al río

19. 11 664 pulgadas cúbicas
21. Radio — 1.51 pulgadas, altura ~  3.02 pulgadas
23. $2 000 para desarrollo, $6 000 para promoción
25. Aumento de unas 31.75 unidades
27. H = 2R
29. 4L
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31. x ~  8.93 cm, jy ~  10.04 cm
3/r2 . . /t r 1/3 T/ 1/333. £ mfn = Ko 2/3 en v¿", v¿/3)
8/?/

20V3 80V3 . 25 V 3
35. .v = —-—  ft, y  = —- —  ft, z = —- —  fty o

donde a* =  longitud del frente, y = profundidad y 
z  = altura

37. La utilidad aumenta en $ 130.61.
39. a) a  =  3 5  

y = 4 2  

b )  \  «  1 4 .3 3

\  es aproximadamente el cambio en utilidad 
máxima debida al aumento de $ 1.00 en fondos 
disponibles.

41. El cambio en utilidad máxima es alrededor de

m r
43. Ecuaciones de Lagrange: Qx =  \ p

Qy = M  
px  + qy = k

<2V Qy
Por lo tanto, —-  =  —  sujeta a px + qy = k.

p q
45. Extremo posible en (0, —2)

Es un punto de inflexión.

-4  a-

dP dC
47. Ecuaciones de Lagrange: —  = X——

dK dK
dP_ _  ■dC 
dL dL
C(K, L) = A

dP_ dP_
dK dLpor tanto,---- =  — .
dC 8C
dK dL

49. a)
dy
dx

xy + exy‘ -  4  +
x  + y

+ ln (a + y)

2xzy exy~ + -  +
A + y

b) Fx =  x 2yexf  + -  ^  + X

ln(A + y)
x + y

+

Fy = 2x2yexyl + -  + —

dy
dx

x x  + y

dy
donde — es la respuesta en la parte a).

51. Valor mínimo alrededor de 1.6723 en (2.1623, 
1.5811)

53. Valor máximo alrededor de 2.952 en (0.9729, 
-0.1636)

C A P I T U L O  7 b  e  c  c i o  n 6

1. -7

3.
5.
7.
9.

11.

1 3 - i  
15. h

7
6
-1
41n2
0
ln3
32
1
3
32 
9

17.

19.

21.

23.

25.

27.

g2 -  1 
8

Secciones transversales verticales: 0 ^  a <  3

A2 <  y <  3 a

Secciones transversales horizontales: 0 ^  y ^  9

V y

Secciones transversales verticales: — 1 <  a ^  2
1 < y < 2

Secciones transversales horizontales: 1 <  ;y <  2
- 1  <  a <  2

Secciones transversales verticales: 1 <  a ^  e
0 ^  y ^  ln a 

Secciones transversales horizontales: 0 ^  y ^  1
ev <  a  <

3
2
1
2
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29.
44 43.

15 

31. 1

33. -  ln 5
2

35. 2 ( e ~ 2 )

JP>> =  4 f x = v 4 —y

y = 0 J.V = O 

39. y

/(x, y) dx dy

_„l/3'*y= 1 fx=y
/(x , y) dx dy

ty = 0 Jx = y

4 1 . >

*y = 2 fx — e:

ly = O Ja-= 1
/ ( x ,  y) ¿¿X ¿fy

p  = 2 p=V yirT 

ly— 1 J x — -  Vy-  1
/(X, )>) ¿¿X ¿fy

JTa- =  2  r y  =  .r +  4

\ dy dx = 18

x= —4 Jy = O

P - 4 [y=2-< 16
47. l d y d x  = —

J.T = O Jy = ¿x* 3

p =3 ro 4
49. I \ dydx = -

J.r= 1 Jy=.\-2- 4.V + 3 3

Jf\v = e ry = ln.r
) l dy dx = 1

x = 1 Jy = O

53.
' =  3 f.v =  V 4 - y

ly = O Jx = y/3
, , 19 1 dx dy = — 

6

a -V = 1
(6 — 2x — 2y) dy = 6

■=o
n > = 3 j

— dy dx = (ln 3)(ln 2)

’= i A7

f x = i fy~ _ \ í  r
59. x¿ 'v ¿fy dx = -  1 ---- 2

Jjc-0  Jv = 0 2 \ ,

61.

63.

r>-=i r x —2 - y  

ly = 0 J x = y  

rx = 2 ry — 8 —x2

)x= —2 Jy = .v2

(2x 4- 3;) dx dy = -

64
(X + 1) ¿fy ¿/x = y

J r*v= 3 fy = 2
1 ¿fy ¿¿V = 15

* = -2 Jy = — 1
1 r*=3 fy=2 1

Average = — J J .vy(x -  2>>) ¿fy dx = -
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67. Área =  í  Í  \ dy dx = 2 
Jx = 0 Jy—0

87. E
r x = 2 Cy~2

Jx= -2 J y = - 2
1 ~ ¿ ( x 2 + y 2) dy dx =

304
27

Promedio 1 r 1 p =2 ^  , e2 - 3= -  xye y dy dx = ----------------------
2 Jx = 0 Jy = 0 4

p =  1 3
. Área = I 1 dy dx = -

Jx = 0 Jy = x/3 2

i0 = f  J I
ó Jx =  0 Jv=.

2 r-=3 p = i  9
Promedio =  -  I 6xy dy dx = -

= 0 Jy — x/3 2

J Cx = 2 ry = 4-x*
I 1

jc= —2 Jy = O 

_  _3_ P  = 2 p ^ 4"*2 
32 )x=-2  Jy — 0

32
dy dx = — 

3

p  = 2 ^  = 3
89. Area = I 1 dy dx = 2

Jjc=1 Jy= 1

Promedio =  ̂J  J  x y l n ^ j d y d x

27 1
=  —  ln3 — 4 ln 2 H—

8 2

C A P Í T U L O  7  | R e v i s i ó n

Promedio x dy dx — 0

7 3 .  r r a iM dydx
Jx= 1 Jy = 2 y

1. a) f(x, y) = x 3 + 2xy2 -  3y4 
El dominio es toda x y  y.

fx =  3*2 + 2y fxx ^X

= (3 ln 3 -  2) ln -  +  (ln 5)2 -  (ln 2)2
b) f ( x , y) =

f y = 4xy -  12y 3 f ^  = 4y
2x + y
x - y

f X=i f y= i
75.

Jx=0 Jy — 0
x 3ex~y dy dx =

fx =
- 3 y

fy =e — 2 (x -  y f
2

fxx =
6y

fxy =(x -  y f

El dominio es toda x ^  y.

3x 
(x -  y)2 
—3(x + y)

j fx = 5ry = 7
Promedio =  —  I (2jc3 4- 3 ^  4- y3) dy dx

35 Jx—O Jy=0

( x - y ) 3
c) f(x,  y) =  e2x~y 4- ln (y2 -  2x)

El dominio es toda (x, y) con y2 > 2x.
2

fx = 2e2x~y -
943

J fx= 125 ry = 89
79. Promedio = - ■■■ [(x — 30)(70 + 5x

25 • 19 Jx= ioo )y=7o
-  4y) + (y -  40)(80 -  6x +  7y)] dy dx

= $24 896.50

f  = - e * - y  +

y2 -  2x
2y

fxx = t e 2* - *  -

f  = —2e2x~y +

81. Promedio 

=  630 pies

-  r r
Jx = 0 Jy =  0

.2

~  ' (y2 -  2a-)2

(y2 ~  2x)2 
4y

90(2* + y2) dy dx

83. Valor
Cx=\ ry= i

J x = - 1 Jy= - 1
(300 4- x  + y) e ~ 00lxdy dx

=  79 800 e 01 -  80 200 e~ 01 *  1 200
85. a) 0.911 metros cuadrados

b) No, sólo puede ser considerada el área superfi
cial promedio del nacimiento hasta el momento 
en que la persona llega a la edad adulta.

2. a) Las curvas de nivel son círculos con centro en el
origen.

b) Las curvas de nivel son parábolas que abren a la 
izquierda con un eje horizontal.

3. a) Máximo relativo en (0, 0)
Mínimo relativo en (1, 4)
Puntos de depresión en (0, 4) y (1, 0)

b) Punto de depresión en ( — 1, 0)
c) Mínimo relativo en ( -1 ,  — 1)

x i 4 8 \  16
4 - a )  A s ’ s j - t

b) / ( -  1, ± 2) = - 4  es el valor más pequeño.
/(1 , ±2) = 4 es el valor más grande.
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5. a) 16 9.

b)
3 + e¿ 

4e2

c) 2 ln2 -  -

3
d) 2 ln2 -  -

6. a) 180 y QL =
15

cuando K = 1 296 y L = 20 736
7. Compra a = 12 DVD y y = 2 juegos de video.
8. jc = 30 unidades del medicamento A y 

y = 25 unidades del medicamento B 
Sí

9- r ^ í 1 -  ~VCln 2 \ e

10. a) yA4-
3 f 
2

1--
o

->-.r1 2 3 4 5
b) y = 0.451.V + 0.613
c) La utilidad en el año 6 será alrededor de 

$3 319 000.

CAPÍTULO 7 i

1. f x = 6a2y + 3y2 -  ^

/y = 2a 3 + 6xy +

3. A- = y(l + ay)exy 
f y = a (1 + xy)exy

5. /* =  3y

1_
A

fy =
X

a(a + 3y) y y(x + 3y)
7. La producción diaria aumenta en alrededor de 16 

unidades.

11. Reduzca en 2 el número de trabajadores sin capaci
tación.

13. Punto de depresión en í 12

23Mínimo relativo en

15. Puntos de depresión en y

17. Máximice A = xy sujeto a 2 a  + 2 y  = C donde C es 
una constante positiva.
Ecuaciones de Lagrange:
y = 2 \  x = 2 \  2 a  + 2y = C
Por lo tanto, a = y y el rectángulo es un cuadrado.

19. $4 000 en desarrollo y $ 7  000 en promoción
21. Puesto que/es finita en todo punto en la región pe

ro se aproxima al °° como * —» 0, y —» 0, a —> °°, o 
y —>°°,/debe tener un mínimo en la región.
/tiene un valor mínimo 18 en (2 , 3).
(1 + e ) ( e -  l )2 

23. ---------- 3---------
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2 9  ^  -  1}
2

31. 2

33. ^  (e~2 — e-3 )
2

«  20 35. x = y = z = —
7 3

37. La distancia más corta es VTÜ y ocurre cuando 
x = z = 0 y y  = ±  VTO.

39. á)

27. 2{e — 1)
C A P Í T U L O  8

o

2 4
b) y = 11.54x+ 44.45
c) Unos $102 000
. dM __

41. a) ----= Asr e

—h+~X 
10

ds
b) Punto de depresión en s = 0, r — e
c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 
dQ
dx

= axa~ ' y h = - Q

d Q  h a b - 1 b n—  = bx y = ~ Q  
dy y

de modo que
dQ dQ

+  y *  =  aQ +  bQ =  (a +  b)Q
dx dy

Si b =  1 — a entonces esto se convierte en
dQ ^  dQ 

x------- 1- y —  =  0.
dx dy

e c c i o n  ¡

3.

9.

y = a 3 + - a 2 - 6a + C

y = Ce3x 
y — — ln(C — a )  

y = ± V a 2 + C

y  = ( j x 3«  + c )2

y =  C|x -  1|
> = - 3  +  Ce[- (2* -3r5]/10 

Ce,lz 
X (2 í + 1)1/4
j  =  ln(Aex — e* +  C)
y  =  Q e t ( \ n t - \ ) / 2

y = j  (e5x + 4)

» - ( ! ’’ +21f

31.

4(4 -  a ) 3/2 + 3 
y -  21n \y + 1| =  ln \t\ + 2(1 -  ln 3) 
kQ ,
—— = kQ donde <2(0 =  número de bacteria en el 
dt

tiempo t
k =  constante de proporcionalidad 
t = tiempo

0.07Q donde Q(t) — cantidad de inversión 
t = tiempo

= 500 donde P(t) = número de personasdP_ 
dt

t = tiempo

—  = k{T -  T J  donde T(t) = temperatura del

cuerpo en él tiempo t 
Tm = temperatura del medio 

k = constante de proporcionalidad 
t =  tiempo

i

R
ES

PU
ES

TA
S
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m

S
í ñ
UJ
3
c l
iT$

T

r¡R37. —  = k(F -  R) donde R(t) = número de datos re- 
dt

cordados en el tiempo t 
F = número total de datos 
k = constante de proporcionalidad 
t = tiempo
dP39. —7-  = /:P(C -  P) donde P(f) = número de personas 
dt

implicadas en el tiempo t 
C = número de personas implicadas 
k = constante de proporcionalidad 
t = tiempo

41. ^  = — (Cetx) = kCekx = ky 
dx dx

43. ^  =  C, + C2 (xex + ex) 
dx
d 2y

4  =  C ,  ex + C 2(xex + 2ex) 
dx~

= [Cj e* +  C2(xex +  2ex)] -  2[c , e* + C2(xeA' + <•*)]

+ [Cj €'V + C2 =  0 
45. Unos $292 608

5(047. a) ----libras por minuto
40 ^

'  A 40
c) S(r) = 400 e~'/40 

dP
49. —  = &P(C -  P)

dt
d 2P dP dP

= k - { C - P ) - k P  —  
dt2 úfí dt

dP
= k(C — 2P) —

d 2P dP „
“TT = 0 ~  -  0dt

Buscamos el máximo de — , de modo que
dt

dP C
eliminamos —— = 0 y verificamos P — —.

dt J 2
d 2P
—y  = k{kP{C -  P))(C -  2P), where k > 0, P > 0 
dt

C d 2P
Suponga que P <  —, entonces — j  > 0-2 dt

C d 2p  „
Suponga P >  — y P <  C, entonces

dP
Por lo tanto, —  tiene un máximo local en P : 

dt

51. ^  = < t( l-p ) , p(8) = 0.05 
dt
p(t) = 1 -  (0.95),/8 

53. 45

55. a) R(S) = k ln ( | - J

í>) /?

57. - ln S  + - 5  + r _ S 2 = r + íT
a a 2a

59. ^  =  —ax x
/>(*) = Cxk

C A P I T U L O  8 c c i ó n  2

x2 C
L  y = T + 7

i
3. y = —7= {xe* — ex + C) 

V x
2 C

5. y =  -  ln x  4—
x x

X C 
7. y = — Tz. 4-

9. y =

11. y =

7e2x 
1 ' 

1 + x

xe2x

(Cex -  1)

1 ( t 2 ' 3 /-------- ( -------1--------h C
1 + f \ 2  3

.—t'13. y = ( t+  1)(1 + Ce~l) 
15. y = 2.r3
17. y = 1 + (.v -  2) e~x‘rl

Cj I <N
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19. y =  -  (ln  x — 2)
x

21. y -  -  +  Ce - 3 a-

x + 1
25. y =  - x  -  1 +  2ex+l 
27. Alrededor de $260 578
29. a) El cambio en el valor de la cuenta se debe al 

interés acumulado, rV, más depósitos, D.
b) Unos $245 108.19
c) Unos $11 488.68 

31. Unos $3 860.03

x ds  - 333. a) —  = ----------
dt 40 -  21

S, 5(0) = 5

5(0 =
1

b)

c)

8V5 
2.76 min

(20 -  f)3/2 por 0 < / < 2 0

1
lbs/gal.

16V5 
35. Sí

37. Unos $39 346.93 
dA

39. a) —  — 3 — kA, A — 0 cuando t = 0 
dt

¿(0 = 7(1 -  e ~ k : ) k
b) A(8) ~  5.32 mg

lím A(t) ~  5.39 mg 
t—

c) El ritmo debe ser de unos 5.013 mg/h.

C A P I T U L O  8

1.

3. y  =  Cx2, fa m ilia  ortogonal 2;y2 + x 2 = C

/ v C -
/  q S

y
A

dp

/  Á/familia y = Cx2

\

->-jc

familia y = Cjc2

X

5. a) -j- =  0.02(8 -  4p), />(?) = 2 -  e -0 08'

b) p(4) = 2 -  e -0’32 ~  $1.27
c) HjSpM = 2, el precio se aproxima a $2.

7. a) ^  = 0 .0 2 (1 + 7 e ~ '- p ) ,
22

í»(f) = 1 -  -  e- ' + — -~0 02'
1̂
7 '  7

6) p(4) =  $3.90
c) , p{t) =  2, el precio se aproxima a $1.

9. 6 minutos 
11. Unos 97.27°C
13. Hora de fallecimiento =  12:40 p.m.

dA ( a \
15. —  =  6(0.16) -  6 —  

dt \200j
A{t) = 32(1 -  e -°  03')

17. ^ - 0 . 2
¿r 3 000 V3 000/

iV(0 =
1

400
/ V '/40

Z>) N'(r) = 0 cuando t = 80 minutos. 
N{ 80)
3 000 0.000722 onzas por galón.

^ x 1000 100 000 800 000 003,
19. P(t) = ——  t + — - —  + — - —  e°-03t 

w  3 9 9
dP

21. —  = 0.02 P + 100<T', P(0) =  300 000 
dt
P(t) =  — 98.04e- '  +  300 098.04e°°2'

xy2 = C, familia ortogonal y 2 — 2 x2 = C

familia^ 2 =
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b) >a = ¿ r límP(0 = ”o
1 ,50

25. a)

C) P(t) ^ - 0.02 _  o 00679,y 

d) 145 meses o 12 años y l mes 
dPx = - 1 5  P t 
dt ~  7 000

, P X{0) = 2 000
—3/

b)

P¿t) = 2 000? 1 400 
dP2 15 P x 15 P2
dt

a —

7 000
15 ,y b =

4 000
P2(0) =  0

15

P2(t) =

7 000 

8 000

4 000
-31 -3  /

S00

27.

29.

c) = 0 cuando t = 348.2 horas. 
P2(348.2) ~  542 libras de contaminante, 
el máximo

d) t = 3 898 horas

a) k = —  l n l O  
30 _/ ln 10\.

*) D(t) = 50e ( “  ''
/ ln IO\.

S{i) = 5e{ 15
c) Unas 23.2 unidades

1/3y =  .V
31. Mercado de dinero: unos $9 499.10 

Fondo de acciones: unos $30 274.65 
33. á) Con poblaciones en miles,

2.5(250 -  N0)e~9-9' + 250(N0 -  2.5)
N(t) =

(250 -  N0)e~ + (A'o -  2.5)
b) Si N0 = 5(5 000 personas), entonces cuando t—»°o

2.5(250 -  5)<r9'9' + 250(5 -  2.5) . _  
N(t) = ---- 7^77---- ^  9-,---------- — ---- -h>250

C A P Í T U L O  B j S e c c i ó A

+ (5 -  2.5)(250 -  5)e
o sea 250 000 personas

c) Si N0 = 1(1 000 personas), entonces N(t) = 0 
cuando el numerador satisface
2.5(250 -  l)e -9 '9' + 250(1 -  2.5) = 0
t = 0.051 días

d) En general, si N0 > m, entonces N(t)—>NS 
cuando t—>co.
No obstante, si N0 < m, entonces N(t) = 0 cuando

t =
1

ln
m(Ns -  N0)

(.Ns - m ) k  \ N s( m - N o ) ,

1.
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940 Respuestas 1 R-78

21. 7(1) es aproximadamente 5.9728. 19. yn = (1.05) 7„_i + 50, 70= 1000
23. 7(1) es aproximadamente 0.666546. 7n = 1 000 [2(1.05)" -  1]
25. 7(2) es aproximadamente 2.77973. 21. fl) 25 000(1.08" + 1)
27. L(4) es aproximadamente 3.4526. « h =  4 000

n = 6, h = 0.5 23. a) 5n+1 - S „  = « F - ^ ) - 0 . 2 5 „
29. a) En el tiempo t = 2, el pez medirá unas 4.9415 

pulgadas de largo. 
b) L(t) = 5.3 -  5.l e -1'03'

L(2) = 4.65 pulgadas
31. Se producirán unas 870 unidades.

C A P Í T U L O  8 Sección 5

i . 70 = i 
y\ =  3
yo = 9
73 = 27
74 = 81

3. 7o = 7i = 72 = 73

5. 7o =  1
71 =  1
72 = 2
73 =  3
74 = 5

7. 7 o = l  
1

7i = r

= 74 = 1

72 =

73 =

74 =
15

31
9. A = 1 t B = - 1  

11. 7n =  (-1 )"
1

17. 7* =

= 2 —  —

2n
( 9 V

= 2 -
w
ii"

10n — 1

donde /> = 10 000, S0 = 500, S, = 1 100, k = 

b) S„ = í 0.8 -  ¿  j 500

95

+
i - (0.8 - 

L 1 - (0.8 - é) — (10 000)

lím S„ = 2 692.3
/J—»°o

25. a) C„ = 0.75 C„_i + 50 
C„ = (0.75)” 100 + 200

é) 205; 200
27. $446.08
29. A = $180.63

31. / „  =  ( /0 -  d  +  c)" +  *

33. a) Suponga que Pm = Pm+\ = L para alguna m.

(  1
entonces Pnt+2 = 1 + kPm + ll 1 “  + 1

= P„, + k P„, f 1 — — Pm )
a:

= L

Por lo tanto, una vez que dos valores consecuti
vos sean iguales, todo el resto de los valores se
rá igual.

b) K = 105, k  = j ^ , L  = 105

c) K= 110,* = ln f ,L  = = 110
6

Los valores son semejantes y L = K en ambos 
casos.

1 C>\-1 ^35. a) Cn — Cn - 1 + 18 -
v5 000/

4 982

18, C0 = 0

Cn = 5 0001 1 — i 5 ooo

b) Unos 638.46 años
c) t ~  639.61 años; tiempos muy similares
d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.
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R-79 i Respuestas 9 4 1

37. a) pe =  0.825
b) pn = - 3  i + 3.3;/?o = 1 

Pn = 0.175(—3)” + 0.825

c) n />* Dn
1 0.3 - 1.1 1
2 2.4 5.2 - 1.1
3 -3 .9 -13 .7 5.2

39. a) = 2
b) Pn  = - p B- i  + 4

= ( - 1)" + 2

c) n Pn Sñ Dn
0 3 5 1
1 1 1 5
2 3 5 1
3 1 1 5

C A P Í T U L O  8  R e v i s i ó n

1. a) y = C V x 2 + 1

b) y = ̂ -x4 -f Cx2
2

c) y = — ln(|x + 1 -  Cex\) + x

2. á) y =
4 +  5x

6)
,  i c) y =  -

7 2
x  + 1  —

1
V x 2 + i

4. a)

«

Kfí
<p
e n
UJ

CL
en
UJ
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942 Respuestas R-80

c)

\
\
\
\

S I k

iI
4

-V
*
4
4
4

4
4

j-v

i \ \  *\ -J+*

V1 '  - 2 1-

4 4  4  *  *  ■?

4 <f <■< *r *
<  t ?  ■f «< T  

<f V  f  V  v ' ' r -

+>~X

Ak *v 'v  *- &- t -

<  ̂ << *>, <  /V ev

 ̂  ̂ ^ A. *v 4<
 ̂  ̂ \  <v

dP
5. —  = — 0.1 lp 

dt

6. ^  = *[s(p) -  D(p)]

7. A0 ~ 2  546 mg
8. / = 16 años

dA n A(t)
9. —  = 8 ------- ——

dt 200 + 31

5(0 = 400 + 6t -  325
200 1/3

200 + 31_
Hay alrededor de 760.54 libras de sal cuando el 
tanque esta lleno.

10. á) pe = 10

Sn = 20 + pn

C A P Í T U L O  8 P r o b le m a s 0  O O ’:■ O

1. y -  - j a 4 -  a 3 + 5a  + C 
7 4

3. y = 80 4- Ce“ **
5. _y = - l n  (-<rv -  C)

7. ? = 4 - « -

11.
13.
15.

A
4  12  2 4  2 4

1 4--------1----- j  4-----3 “*-----4
A A A A

9. y =
1

[2 a 2 + 4 ln ( a  4- 2 )  4- C]

y

y

(JC +  1 f _________

± V(lnA')2 4- C 
a 5 — a 3 — 2 a  4- 6

= 100 e0.06*

17. 3> =

19.
21.
23.
25.
27.

29.

31.

7
y

y

y n

yn

y n

^ 3  ^ 5-~A  ~ “ A
2 2

(4 4- a )  e ^ ' 2
- 4 x x/2 e(l~x)/2

= 2e1~V r ^
= 1 + 2  n 
= 1+3/7

=  I ( _ j  + 5 t+")
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R-81 Respuestas 943

37. x  = 0.1 y = 0 

jc =  0.2 y =  0.03 

jc = 0.3 y = 0.087 

jc = 0.4 y = 0.1683 

jc =  0.5 y = 021U1

39.
JC
A'
X

1.2 y 
1.4 y 
1.6 y 
1.8 y

1.4
1.91333
2.56933
3.40437

41. X I) es aproximadamente 19.7642.

42. _y(2) es aproximadamente 678.6282

dN
45. — = ¿(A -  A/), W(0) = O

dt
N(t) = A(1 -  e_*')

47. Unas 81.20 Ib

dP
49. —  = W>(10 -  />), />(0) =  4, P(4) = 7.4 

dt

P{t) =
20

3<?~*' + 2 

F(10) = 9.615 millones 

dC
51. a) —— = R — kC, k > O

dt

1
C(Í) =  ytf? -  (fi -  C0k)e- k') k

R
b) lím C(í) = 7

/-><» A:

c) r = _ I ln ^ 1 + / ? _ c ^

53. En= l.05En-uEo= 100 
£„ = (1.05);,100

55. a) /?„ =  03pn-i

Pn = (0.3)>O
£) La probabilidad de que una unidad defectuosa 

obtenga su defecto en algún tiempo durante la 
producción es igual a 1.

Pn = 0.7(0.3f 

p 3 = 0.0189
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944 Respuestas R-82

m
<
c
C/>
LU
■Nrver̂

£LLA

57. a) Como F0 >  O, í? >  O, /? >  0,

bPo > 0
¿7 + P o

análogamente P2 >  0, F3 >  0, . . . ,  Fn_i >  0, . . .  
Como P„_ t >  0, 
entonces a + P,, _ 1 >  a 

bPn _ 1
Entonces = ----- < - P „ - 1

¿7 +  /> „ _ !  ¿7

■= ( ! )  '■ -*

6) Suponga que a > b. Entonces 

lírn />„< lím ( - )  P0 = 0
,7—»co /?—»<* 1_ y £7 )

Por lo tanto, lím Pn = 0.

c) Por suposición,
a = lím P„ = lím Pn- Y< 00

bx
n —>30 n—

Entonces a* satisface a* =
a + x

o a = 0 (que se descarta) 
o x  — b — a. Entonces, lím Pn — b — a.

n — >00

59. a) Cada mes tenemos todos las parejas de conejos 
del mes previo, Rn- b más una pareja de conejos 
por cada pareja de conejos que tiene por lo me
nos dos meses de edad, de modo que Rn = Rn- i
+ R„-2-

b)
1 + V 5 1 -  V 5

c) A = —-p 
V5

B = -
V i

d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

“APÍTULQ 9  | Sección 1 __

1- /? — 1

n— 1
n=2 n

5. í c - i r 1^ -n=l n + 1

7. —
15
16

9.

11.
13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

5
3
Diverge.
3_

20
45
J3_
16
100
J_
3
25
99
$625 mil millones, incluyendo gastos del gobierno 
$25 503

_J7_
12

+1 + r (1 + r)2 
20

+ = 2
A

n= 1 (1 + r)n r

V e  — 1 

A  ~ Q

unidades

d) 1 + 2VÓ36 + 2(0.36) + 2(0.36)3/2 4-

b) —  (1 + 2Vr + 2 r + 2 r2r~ + • ■ •)
4

= 4

V h (  í + V ? '
4 [ l - V ? ,

41.

43.

45.

47.

4 \ n=i 

c) 15 pies 

2037 

8 horas 

856.52125

a) Cuando r — 1, Sn = na. Por lo tanto, lím Sn no
es finito si a i= 0. "~*x

b) Cuando r = — 1, Sn¡ impar = a y Sn¡ par = 0. Por
lo tanto lím Sn no existe.

C A P I T U L O  9 S e c c i ó n  2

1. lím a„ = 2 ^ 0
/!-> 00

3. lím  an no existe

  www.FreeLibros.com



R-83 Respuestas 945

5.

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

Diverge.

Diverge.

Diverge.

Converge.

Converge.

Diverge.

Diverge.

Converge

Diverge.

Diverge.

Converge.

Diverge.

Converge

Converge.

Converge.

Diverge.
OO 1 CO 1

k =1¿ A=1*

3I-P

41.

43.

Si p > 1 entonces
J, ( l +  2 (p — 1)

Si /? <  1 entonces
f ” ¿Y
J, ^ T ^ noconverge-
C <  1

1
> 2

1

45.

„=o 3/7 + 1 „ = 0 3/2 + 3

= 1  f  1 _  1 y  I
3 „  = 0 « + l  3 „ í=1/72

y esta última serie es la serie armónica divergente.

Al igual que en el ejemplo 9.2.2, determinar la resis
tencia a la ruptura de la primera viga establecerá una 
marca mínima de deformación por rotura, y también 
romperá la viga. La siguiente viga, con probabilidad 
1/2, establece una nueva marca mínima de deforma
ción por rotura y también rompe la viga. El número 
total de vigas rotas es el número de la nueva marca 
mínima de deformaciones por rotura, o sea

H— = 5.19 
100

47. Una cantidad infinita de tiempo. 

49.
1

Compare con 2  5 Por 1° tanto, diverge.
k = 1

51. Compare con 7  ) *» Por lo tanto, converge. 
k=1 \5 /

53. Diverge, porque X  — 3  >  S  “ i— > que diverge
„ = 3(ln n) „ = 3 n\n n n

por la prueba integral.
</*
LU
QZ

'ULO Sección 3

1. R = el intervalo de convergencia absoluta es

1 1
5 5

3. R = 1; el intervalo de convergencia absoluta es

- 1  < * <  1.

_  _  1 .  .

5. R — —; el intervalo de convergencia absoluta es4
1 1
4 4

7. R = oo; el intervalo de convergencia absoluta es toda 
x  real.

9. /(.y) =  2  (~  1)"+ lxn; el intervalo de convergencia
n=- i

absoluta es — 1 <  x  <  1.
co

i i .  /c o  =  2  x2"; el intervalo de convergencia absoluta
n = 1

es — 1 <  .v <  1.

13. /(.v) =  ln2  +  2
( - 1)

„=i n T  
vergencia absoluta es — 2 <  x < 2

.y"; el intervalo de con-

<* o/í
15. f(x) = ' Z - - /

„=o «!

17. /(-v) = ¿  7^-7  A-2"
„ = 0 (2/?)!

“  3 / __o y j

19. / ( jc) =  X  ¡ (* + 1)”„=o ni

00 /_ i \rt + lo« / i \/í
2i . / W . J L S J . . - n

n =  1 n \

2 £  (x -  2)"
23. /(.v) =  -  + 2

3 " ,  ( - 3 ) «+ I
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946 Respuestas R-84

25. a) /W  = 3 ^ ¿ ^  = ¿ ^ 3"+2
n = 0 ft' n — O ft'

d ( oo „3 n\ “ 0^3/7—1
« / w - i r d - J

3x-
d x \ n=o n\ /  n—i (ft 1)!

=  y  -
¿Ao»!

, 3 n  +  2

27 y  ( ■ i r  . ^ 3  
• ¿ o  (2n +  3) /i!'

29. 1.0955 

31. -0.3565 

33. 0.6065 

35. 0.4591 

37. 0.2970 

39. 0.4854 

41.

*» X»

43.

i, y = ( x - l ) - | ( x - l ) 2  +  ^ ( jc - l ) 3

y = JC “ 1

45. Aproximadamente $1 862 

47. 13 548

C A P Í T U L O  9 R e v is ió n

1
1. a) Converge a —.

8

b) Diverge.
3

2. a) Prueba de sene p con p = —

b) Prueba de razón L = lím
n —>ro

a
a,

= lím
n — /7 +  1

= 0

3. a) Prueba de divergencia: lím - ■ 3
n(n + 1) 1

/!—>■» 100/2 4- 9 100

OO ^ CO J
b) ^  —r= >  X  —7= que diverge por la prueba de 

n = 3 V f t  n = 3 V /l

serie p. Por lo tanto, diverge.

4. a) Diverge. b) Converge.

c) Converge.

5. a) —\ < x < \

d) Converge. 

b) Toda x  real

5 - 3 \ n
n = 0 2 \ 2

00 o 2«
7. a) 2

2*'
n-0  (2w)!

8.

/!= 1 

25

( ~ \ ) n + l x 2n 
n

.1/3 _ 63.2
— 1 

9. $122 517

10. Usando n = 10 000, la estimación es 0.7854.

CAPÍTULO 9 i Problemas de repaso

l. -
7

5.
V e

\íe  ~ 1
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R-85 Respuestas 947

7 .

9 .

11.
1 3 .

1 5 .

1 7 .

1 9 .

21.

Diverge.
Diverge.
Diverge.
Diverge.
Converge.
Converge.

V 3 V 3
< x <2 2

1 1
----<  A <  -

e e

~x2n + 1
«=0 (2/2 + 1)!

( ~ i y 7(2,? -  \ )xn 
n= 1 n

2 7 .

2 9 .

3 1 .

3 3 .

3 5 .

25 417 
"495

10 pies 

$102 521

19
A' = ln —  — 0.305 

14

a) 55 =  + +

+ ( ?  “  I ) + ( I  “  i )

1
1 6 

b) = ( i  ~  1 ) +
1

+  l-
1

= 1 -
n + 1

c) S = lím Sn — 1
/7-^co

7
es el número de palabras diferentes;

39.

41.

A'= \ k(k +  1)

debe sumarse a T.
CO r r t

b) ¿ i  *(* + i) = T
c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.
co

2 ( - l ) >  + l ) ( x - 2 ) "
n= O

0.9487

43. a) El tiempo total para la colisión es

1000 , 1000/ ,  2 \  1000/  2 \2 
90 90 ( 3 /  + 90 ( 1 _  3 )  +

50
= —  segundos.

La distancia que la abeja recorre es 
50
—  • 60 = 1 000 pies.

b) Los trenes chocarán en 
1 000 pies 50
60 s/pies segundos.

La distancia que la abeja recorre es
50 _

—  • 60 = 1 000 pies.

c) Los trenes corren
1000 -  180 _  820 

60 ~  60
segundos antes de empezar a desacelerar. A con
tinuación corren otros 6 segundos antes de dete
nerse con la abeja posada suavemente entre sus 
faros delanteros. Así, el tiempo total de viaje pa-

. 820 1 180 
ra la abeja es -777 + 6 = —777-  segundos, y en ese

60

tiempo, se desplaza

60
1180
60

(60) = 1 180 pies.

4 5 .  á )

. , 25b) La integral es aproximadamente —
4 o

4 7 .  a) t =
ln 2 R(t)

b) t — 5.587 X 108 años

c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.
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948 i Respuestas i R-86

KA

S
i / )
ÜJ
f»
L 'v a

y j
c c

S e c c i  ó n  1 27. a)

1. Discreta 
3. Continua 
5. Continua 
7. Discreta 
9. Discreta

11. {0, 1, 2 }

13. {0,1,2}

21
15. E(X) = y ,  

20
17. £(X) = y ,

Var(X) = 

Var (X) =

143
6 4 ’

160

<r(X)

cr(X)

19. a) H H H H J - 0  
H H H T, X = 1 
H H T H J  = 1 
H T H H, X = 1 
T H H H , I = 1  
H H T T J  =  2 
H T H T, X = 2

49

H T T  H, X = 2 
T H T H , X  = 2 
T T H  H, X = 2 
H T T T, X = 3 
T H T T , X  = 3 
T T H T, X =  3 
T T T  H, X = 3 
T T T T, X =  4

VT43
8

^  VIÓ

T H H T, X = 2

b) H T T T , T H T T , T T H T , T T T H
c) Todos los resultados

d) p(X =  0) = P{X <  3) =
lo  lo

P(X >  3) =
16

21. A
3
8

4 4

1
16

1
16

X = 0 X=\ X = 2 X = 3 X = 4

E(X) = 2 

Var(X) =  1 

a(X) = 1

23. $20

25. -$ 0 .0 2 7

# de días
A 4

15 7
1 30
5

-- 10
15 15 i 1

30 30
0 0

3 4 5 6 7 8 9 >~# de accidentes

23
»  « * )  = 73

Esperamos que ocurran aproximadamente dos 
accidentes en cualquier día determinado.

1 603
c) Var (X) =

o(X) =

300

VT809
30

29. E{X) = 0.096

31. a) E(X) = pw + (1 — p)(— 1)

= pw + p — 1 

b) El juego es limpio cuando E(X) = 0. 

pw + p ~  1 = 0

pw = 1 — p 

1 - p
M’

Las apuestas parejas son
1

a 1.

33. j |  a 1

35. P(X = 1) = 0.8, P(X = 2) = 0.16,
P{X = 3) = 0.032, P(X = 4) = 0.0064, 
P(X = 5) = 0.00128

0.8

0.2

i
0.8

--

0.16
0.032 0.0064 0.00128 ---- 1--- =»-►

X = 1 X =2 X = 3 X = 4 X = 5
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R-87 ¡ Respuestas

37. a) 0.00567
b) 0.99757
c) 0.00243
d) Unos 1.4 chips

39. á) Aproximadamente 0.00050
b) Página 2000
c) Aproximadamente 0.98757 

41. á) Aproximadamente 0.03397
b) Aproximadamente 0.18463
c) Aproximadamente 0.61271
d) 25 estudiantes

43. Aproximadamente 0.13533

45. E(X) =  2  np(l -  p)"
n =  1

00

= p 2  «0  -  p)"

-1

-1
n=\

= P 

P

1
(1 -  (1 ~  p))-

O O  03 O O  ..

47. 2  n x  = » )  = 2  4  = a 2  -  = i

1 °° 1 
Por lo tanto, a = — - donde £(¿>) =  Y  - r ,

E(W “

CAPÍTULO 10 e c c i o  n 2

i . Sí 
3. Sí 
5. No

7. a) 1 

« i  

«) ;  

9. a) 1

16

o  i -  16
11. fl) 1

7
8 
t

13. a) 1

15. a) —
14

b)
43
70

c) »  
28

17. . )  -

20
19. a) Aproximadamente 0.05772 

/?) Aproximadamente 0.45119
c) Aproximadamente 0.54881

21. n

1--
-- 38

l4 1
4

116 l16

OIIX x= 1 X= 2 mIIX X = 4
£(X) = 2 
Var(X) = 1 
cr(X) = 1

23. $20

25. -$0.027

27. a) / »  = 60
0

si 0 <  í <  60 

de otro modo

« i

29. -
e

0.36788

31. fl) Aproximadamente 0.11612 
b) Aproximadamente 0.06336 

33. fl) Aproximadamente 0.33353 
b) Aproximadamente 0.66647 

35. AproximadamenteO.45816 
37. 20 segundos

™  A +  B
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950 Respuestas R-88

41. a) r(x) = J ftx) dx = 1 

b) e-200

f tx)  dx

b) 0.06
c) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

C A P I T U L O  1 Sección 3

1. £(X) = - ,  Var (X) = -
7
2"

4
3’
3

8
Var (X) = -3. E(X) =

5. 

7

9. £(X) = Var (X) =

£(*) = - ,  Var(X) = 7

ECX) = 7 . Var (X) =4

3
4

J_
16
_2_
63

11. £(X) = 2, £(Y) = 1
13. £(X) =  1, E(Y) = 2
15. E(X) ~  4.685 años 
17. E(X) =» 10 minutos
19. E(X) ~  20 meses

21. a) \  =  -

¿>) Aproximadamente 0.32968
c) Aproximadamente 0.24660

23. a) A = b = — ln 0.9
Aproximadamente 35.9%

c) Aproximadamente 22.9 semanas 
Aproximadamente 9.5 semanas

e) Aproximadamente 90.1 (semanas)2; la variabili
dad es grande en comparación con el valor espe
rado.

25. 2 horas

27. E{X) = dx =
x2

\b — a j  2(b -  a) 
(¿2 -  a2) _  b + a 
2 ( b -  a) ~  2

x = b

'N
29. E(X) = I \ x e ~ ^ d x  = lím I \xe~™dxN-> oo

-Ajc.
JO

= lím>oo —xe ->ur

10
n rN

+ e 
o Jo

— \jcdx

= lím 1 — xe — — e/V—»oo\ X
1 - \ x

31. a) ftx) = 

b) e~2

0
 ̂0 de otro modo

0.13534
c) e~ 1/2 -  e" 1 *  0.23865 

33. Paciente en 107A: 4 días 
Paciente en 107B: 3 días

35. a) —
30

24 16
b) A: —  trabajador-horas, B: — trabajador-horas

c. Aproximadamente $193.07

b s c c i o n  4

1. E(X) = 0, Var (X) = 4, a  = 2
3. E(X) = — 1, Var (X) = 3, a  = V 3
5. 0.8925
7. 1.0000
9. 0.6827

11. 1.00
13. 1.10
15. a) 0.0228

b) 0.5
c) 0.6826 
<0 0.0000

17. a) 5
A) -3 .5  

19. a) 0.683 o 68.3%
6) 0.954 o 95.4%
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R-89 I Respuestas ( 951

21. a) 3e -3

»  f e " ’

0.149 

* 0.224

27 o 
— <? 3 — 0.168 o
38

23.

^  8Í ^~3

0.3

0.008

1 0.27 0.27

0.14
0.18

0.09

X = 0 X = 1 X = 2 X = 3 X = 4
25. a) Falso; sólo es verdadero si la media es =  0 

b) Verdadero; es simétrico alrededor de 0.
27. a) Alrededor del 68.3% de los perros basset adultos 

tienen peso w entre 45 ^  w <  55 Ib.
b) Alrededor del 95.4% de los perros basset adultos 

tienen peso w entre 40 <  w <  60 Ib.
c) Alrededor del 99.7% de los perros basset adultos 

tienen peso w entre 35 <  w <  65 Ib.

29. 0.3829

31. a) 0.9544 b) 0.0013
33. Aproximadamente 0.0388

35. 11.51%
37. 44.2 años

39. á) 7.66%

41. á) 7.66%

b) 17.78 oz

b) 103.25
mg
dL

43. a) 0.0668
b) 0.3538
c) 0.4554 

45. 0.9759

47. á) 0.3472,0.4599
b) 0.2047
c) 0.7953 

49. Tienda B

51. á) 0.9544
b) Sí, 0.0062
c) Sí, 0.00003
d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

53. á) X = 6.1 
b) 0.0022
c) 0.0848
d) 0.4298

55. La diferencia en probabilidades es 0.00027.
57. a) X = l n 2 0 « 3

b) 0.1005
c) ~  0.9165
d) 0.95 
é) 3 hits

59. f { x )  = 77=  e~x2/2 -  0 donde x  = 0.
V 2ir

f'{x) > 0 para* <  0 y f ( x )  < 0 para* >  0, 
de modo que/tiene un máximo absoluto e n i  = 0.

f ' (x)  = e ~x"/2(x2 — 1) = 0 cuando x  = — 1

^ =  -1  .f"(x) >  0 para x <  -1  y jc >  1 y f"(x) <  0 
para — 1 <  x  <  1, de modo que/tiene puntos de in
flexión e n i  =  — l y x  = 1.

Jpc=H. +  2cr j
----J—

jc= m- - 2 o- (JV 2/TT
1

l_ 2  V 2 tt
~!?irL dx =  0.954

'.r = ja + 3a
V)

rJ x =  (X

1
= |X~ 3cr

3
crV^ir 

1

e 2<r‘ dx

|_3 V 2 tt
dx «  0.997

C A P I T U L O  1 0 R e v i s i ó n

l.

X = 0 X = 1 X=2 X = 3 X = 4

61

<j(x) =

900
V T349

30
1.2243
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952 i Respuestas i R-90

14.2 semanas
ln 2

33. a) 1.0000
b) 12.08 onzas 

35. 0.4784, 39 estudiantes

37. á) 0.5
b) 5

X = 1 X= 2 X = 3 X = 4 X = 5
28

£ 0 0  = — «3.1111

Var (X) = «  1.6543
81

32
39. a) - 4

- 4

V I34
<r(X) = ——  «  1.2862

3. Finita discreta 
5. Finita discreta
7. P(2 <  X <  7) = 0.8 

P(X >  5) = 0.6 
9. P (X <  1) = 0.3125 

F (1 < X <  3) = 0.6875

<?
, 71 

O y f - 4

«  0.1954

0.0183

0.4335

41. a) e~2A~  0.0907
w 1 -  é?~L2«  0.6988 

. - o . i 0.9048
*= 1

0.4(2v + 3;y) dxdy = 1

c) e

43. a) P f
J)’ = 0 Jx = 0

y para 0 <  x <  1, 0 ^ ^ ^  1, f(x,y)
b) 0.275

>  0
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R-91 Respuestas , 953

c) 0.072

d) ^ « 0 . 3 3 3

45. a) 0 ~5/4 -  \)(e~sn -  1) «  0.6549
b) 1 + e 4 — l e -2 0.7476

b) 120c

47. «| j

« i

* > £
25

49. a) —  ~  0.2717 
92

i)  §  =  0.3490

c) Esta distribución no tiene un valor finito espera
do.

d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán.

11. a) 45c

C A P I T U L O  1 1 o

' .

<
H*

LU
D
ÜL
(/)

b e c c i o n  í

1. fl) 30° 
b) 60°

3. a) -120° 
b) 390°

5. a)

b) ~3

7. a) - -
3

6) — 150c

b)
5 77

9. a ) 60°
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954 Respuestas R-92

b) -
2 77

5tt

3 71

17. a)
TT
~\2

4tt 
*> - T

x 3tt 
19. a) —

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

e

a) 150°

b) -1 5 °  

a) 540°
w
TT

0

1

0

1

J _
2

]_
2

V 3
3

-1

2V3
3

- V 2
TT 1 TT

eos -  = s e n -
V 3

l'Ti
~6~

5tT
T

4 tt

3

377

o
5 tt

3
7lT llTT 2tt

sen0 

eos 0 -

I  V2
"2 2
V3 V2

V3 -  1 - V3
2

1

V2
o — 0 o

V2 V3

4 9 . J  

5 1 .  |

5 3 .  -
4

tt 3 tt 
55. 0 = —

2 2

2tt
57. 0 = 0, y

59. 0 =
TT 5lT 
6'~6

b) 3 tt
TT

61. 0 — —, TT
3
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R-93 Respuestas 955

Primer cuadrante

63. a) 

b)

c)

65. a) A = 106,5 = 24, k  =

b) 130
tr TT

67. sen — — 0 =sen — eos ( — 0) + eos — sen (— 0)
2 /

= cos(— 0)
— cos(0)

69. Un ángulo 0 corresponde a un punto en el círculo 
unitario con coordenadas (a, y) = (eos 0, sen 0). La 
correspondencia es biunívoca para 0 <  0 <  2u. De 
las siguientes gráficas vemos que para 0 ^  0 <  2 t t ,  

si (a'o, Jo) corresponde al ángulo 0, entonces (y0, x0)
TT

corresponde al ángulo — — 0. Esto nos da

(yo, a'o) =  ĉos( y  ~  e s e n ( y

Si (a0, y0) = (eos 0, sen 0), entonces (y0, a0)=  (sen 0, 
eos 0). Combinando esto con el resultado de líneas 
antes, tenemos

(Jo,a'o) =  (cosíy  -  0j, se n íy  -  0 j) = (sen 0, eos 0).

Cuarto cuadrante

C A P  Í T U L O  1 1  I S e c  c í o  ;-i..2

1. 3 eos 31

15 330

£ ° s e n ( g - 2 1  7365^ = - E 0 

Pos ; e n ( g , )

P°Sen(^f ’ 21 * 365) = Posen ^

-  0.998 PQ
El ciclo E0 tiene un máximo cuando t = 7(4/? 4- 
1) días y n es un entero. El ciclo P0 tiene un má- 

23
ximo cuando t = —  (4/?? + 1) días y m es un en

tero. No hay enteros n y m que den el mismo t. 
Por lo tanto, los dos ciclos de Jake nunca estarán 
a sus niveles máximos simultáneamente.

2 eos (1 —21)

—3 r  sen (r3 + 1)

2 eos g - / )  sen g

Tercer cuadrante
y

Segundo cuadrante

(A'O.
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956 Respuestas j R-94

C/)

í ñ  11.
y j

9. - 6 ( 1  + 3x)sen(l + 3x)
1

¿ - 13.
t n
^  15.

17.

19. 2 cot t 

21.

e  W//2 — cos 2 t tm  — 2 t t  sen27rw

cos í
(1 + sen/1)2
— 3í2 sec2 (1 -  t3)

— 2tt sec í— — 27Tíj tan — 2irt

23.

25.

27.

29.
31.

— 2 cos j  + C

— — sen(l — 3x2) + C
6

1 x
-  cos (2jc) + — sen (2 x )  4- C

-  sen2 + C
2
sen* — Jt cos x  + C
Periodo 4, amplitud 1.5, desfasamiento 1, cambio 
vertical 2

TT
33. Periodo u, amplitud —1, desfasamiento —, cambio 

vertical 3

y

35.
3 V 3  -  4

2tt

37. 7(0 =  — 1 + V 5 -  cos 2t 
39. ~  -3 .69 grados/hora, más frío

41. fl) y

(0, 37.9), (7.8, 0) 
b) «  244.73

43. 5  + 32V6
45. a) Mínimo de 97.87 en el tiempo t = 0 (media

noche)
Máximo de 98.7 en el tiempo t = 15 (3:00 p .m .)

b) «  0.03°F/hr
c) En t = 3 (3:00 A .M .) 

miles de unidades
47. a) «  -5 .69

b) «  28.53-

mes
miles de unidades

decreciente

mes

49. —  = — rad/s 
dt 15

51. 60rad/h

d cos (t -t- h) — cos (t)
53. — (cos 0 = lím ----- ------7-------- —dt /7—>o /?

cos (r) cos (/i) -  sen(r)sen(/?) -  cos (f)
= lím ----------------------- ;---------------------/»—>o h

cos (/) (cos (/i) — 1) — sen(0 sen (h)
= lím ---------------------- ;--------------------/j->o h

„  cos (/?) -  1 n
lim ------------- = 0,/i->o h

sen (/?) 
y lím — -—  = 1, asi,

A—>0 /?

(eos 0 = —sen/.
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R-95 i Respuestas ¡ 957

„  w eos x  — 1 
55. l im ------------ = 0

x—»0 X

— TT

C A P Í T U L O  1 1  S e c c i ó n  3

57. á) f ( t  + p) = a + b sen
2tt

(t + p -  d)

= a + sen
2tt
—  (t — d) + 2tt 
P

= a + b sen (r — d) j  eos (2tt)

i  2tr
+  sen(2n-) eos —  {t — d) 

\ P

= a + b sen
2tt 
—  (t ~  d) 
P

b) f ( t  + p) = a + b eos - ( t + p - d )
P

= a + b eos
2tt
—  (r -  d) + 2tt 
P

= a + b eos (t — d) j  eos (2tt)

-  sen (—  (t -  d))  sen(2ir)

=  a +  b eos
2tt

(t ~ d )

Máximo en t = — ~  0.39,

„ . TT
mínimo en t = — 1.57

2

3. y

TT
Máximo e n í =  - ,  

mínimo t n t  = ir

Máximo en t »  0.502, 

mínimo en t ~  1.615

5.

R
ES

PU
ES

TA
S
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958 Respuestas ! R-96

7. Máximo en = / (  j = — 1,

no hay valor mínimo, lím/(¿) =  — 00

21.

í—>TT
9. a) Volumen máximo =  0.9 litros en el tiempo t 

(2/2 + 1)(1.75) donde n es un entero 
tí) Volumen mínimo = 0.1 litros en los tiempos t 

(2/?)(l.75) donde n es un entero

f  dP ¡
11. I —  = I (b + a cos2ttí) dt

ln \P\ =  bt + — sen 2ttí + C\2tt

P(t) = C2eb,+* ' a' 2m, donde C2 = ec '
P0 = P( 0) = C2 

13. a.) y

13. b. 5 — —  ~  4.79 dólares 
3tt

c) $1600

15. 0 = -
2

17. Longitud de la cuarta pared =  40 pies 
Área máxima = 300V3 pies cuadrados

19. 0 = are sen ( - ^ )
\ E w

Tiempo = T =
distancia
rapidez

dT
dx

\J  a 2 +  (d  -  x )2 V b ^ + x 2
T = ---------- -------- — + -------------

Vj v2

( \ \  2 { d - x ) ( - \ ) 2x
2 / V\\/a2 + (d — x)2 \2 ) v2 V b 2 + x2

— (d — x) x
v ^ a 2 + (d — x)2 v2V b 2 + x 2 

— sen 0. sen 02= -------------- ------- + ------------
Vi V2

dT n sen0! vj
—  = 0 =>---- — = —
dx sen 02 v2

23. a)
TT TT TT

1.0 1.25 1.5Angulo 0
i 6 4

Fuerza F 13.00 13.13 14.14 15.97 20.15 29.80

TT
b) F no está definida en 0 = —. No obstante, si rees- 

cribimos F como

F = eos 0 + (x sen0 

— tt

c)

vemos que F ~  — lím ~ W*
M \ 2  0 - > t t / 2

F está minimizada en 0 «  0.38.

d) 0 = arctan (|x)
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R-97 I Respuestas i 959

25. TT

a) parábola

b) Plinto más alto 100 187.89 29.30 91.53

Punto de impacto 125.00 749.62 67.66 883.88

27. a) 20.34 pies 

b) 18.68°

29. a) L = ~  9.67 sec

b) 2.68 litros; sí

c) I = 9.67 s; inhala 6.47 litros; no 

31. P(10) = 13 499

33. a) T \ t ) =
0.46 t t

12
sen

Tr(r -  16.37)' 
12

b) Máximo en t = 16.37 

Temperatura máxima = 37.75°C

c) Temperatura mínima = 36.83°C en el tiempo 
t =  4.37

d) El promedio en el periodo de 7 A .M . a 10 P.M. 

= 37.48°C

ff /c s c 0 cot 0 
35. F (0) = kh ese 0 [ — 4------------

R
TT4 ,, o <  0 <  —

r 2

Punto crítico en 0O donde eos 0O = — .
A

TT
csc 0 >  0 para 0 <  0 <  — y k >  0, h > 0

(CSC 0 

COS 0

cot 0

csc 0 cot 0 1
R sen 0 r sen 0

1 /  1 eos 0 \

sen 0 \R 4 r4 )

sen 0 >  0 para 0 <  0 <  entonces, considere

1 eos 0
r

TÍ-
COS 0 es estrictamente decreciente en 0, —

\ 2=> si 0 <  0O entonces eos 0 >  eos 0O

1 eos 0
\R- r 

= > F ' ( 0 ) <  0
Análogamente, si 0 >  0O entonces eos 0 <  eos 0( 

l  1 eos 0 \  /  1 eos 0O\
* * { 7 ? — 7 ~  J > t - V íj  = 0

=>F ' (0) > O
Hay un mínimo en 0O porque 
F '(0) <  0 => F(0) decreciente y 
F '(0) >  0 => F(0) creciente.

37. cl)  y

Máximo valor de p =
a  eos 7

1 — sen~ 7 

Mínimo valor de (3 = a  eos 7

b) T =
2tr
a

Promedio de velocidad angular de salida:

'2TT/aa a  eos 7
2tt Jo 1 — sen 7 sen“(af)

dt

c) Velocidad angular de 
entrada a 3 5 10 12.7

Ángulo 7 entre ejes
TT TT 

6 6
0.4 0.26

Promedio de velocidad de 
salida A 3 5 10 12.7
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960 Respuestas R-98

d) a; Al eje de salida le toma el mismo tiempo com
pletar un ciclo.

e) Ejecicio de escritura; las respuestas variarán.
39. a) 460, 2 483, 13 211 respectivamente

b) 156, 834, 4 398 respectivamente
c)

y
12 000-- 

10 000-- 

8 000 -- 

6 000 --

4 000 --
2 000--

---------- !--------- 1--------- i--------- 1--------- !-►/0 2 4 6 8 10
d) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 

41. á) t = 35 (5 de febrero); 47
b) t = 217.5 (6 de agosto); 3
c) 1 de enero: ~  0.2146; creciente

1 de abril: ~  —0.3073; decreciente
1 de agosto: —0.3449; decreciente

d)
H
A

40-
30-
20--

10-

0 50 100 150 200 250 300 350
e) «44.57

CAPÍTULO 1

2. cos 0 =
3VÍ3

13

3. a) 2 cos (2x) 
b) cos x  -  x sen x

c)
x  sec" x — taru;

jv2
d) sen(x2) + 2x2cos (x2)

4. a) — ̂  cos (2x) + C

b) -  ' (x2) + C } 2 senv '

c) 00

« 5
TT TT 5tT

5 ‘ 6 = 6 ’ 2 ’ T

6. V 2 -  1

7. sen2r + cos2x = 1

( — ] (sen2x + eos2*) = f 2 )
\sen“xj  \sen xj

1 + cot2x = csc2x
miles de unidades

8. á) ~  -4 .9 2 ----------------------- ; decrecientemes
b) Ventas máximas: 25.9 mil unidades; febrero y 

mayo
Ventas mínimas: 6.5 mil unidades; octubre

9. á) $3 750
b) $1 500 por unidad, ~  $1 871 por unidad

1 0 . a )  -  —0.74°F/día

11 . a) k «  8.38

b)
D 
A140 

Mo

n o -
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R-99
Respuestas 961

c) Sistólica: 136; diastólica: 74

d) 105
b)

C A P IT U L O  1 • O r  '‘6 O £330

1. a) 120° = —  radianes

b) —225° = — —radianes
4

45°
3. a) —  ~  14.32°TT

TT 5 r r  7 7 7  1 1 7 7  

~6, ~ 6 , ~ 6 , ~6~

11. eos (26) = cos20 — sen2 0

=> eos (20) = cos20 — (1 — cos20) 

=> eos (20) = — 1 + 2 cos20 

? 1=> eos 0 = -(1  + eos 20);

sen20 =  1 — eos20 

, 1
=  1 -  -(1  +  eos (20))

=  ^(1 -  eos (20))

Sumando 90° a 0 intercambia efectivamente los ejes 
x  Y y> de modo que 7 =  0 + —, entonces

180°
b) ----- ~  57.30°

77 Icos 7 | = | sen 01 y

, 270°
c ) -------- ~  85.94

77

|sen7 | = |cos 0 |. 
Por cuadrante,

4
sen >  0 sen >  0

3 cos <  0 cos >  0

77 377 sen <  0 sen <  0

2 ’T cos <  0 cos >  0

Sumando 90° a 0 cambia el ángulo al siguiente cua-

77
drante. Vemos que eos í — + 0 ) = —sen 0

y sen + 0 j = eos 0.

15. f ( x )  = — 2cosA*senx 

17. f ( x )  = 6 tan (3 a* + 1) sec2 (3 a  + 1)

2 sen a
19. f ( x )  =

COS A

77
13. a) cosí —+ 0

s e n ^  + 6

/  77 \  /  77 \
= cos I — I cos 0 — senl — I sen0 

=  sen

/  77 \  / t7N
senl — I cos 0 + sen0 cosí—

21. cos 2t + C
2

1 o23. - s e n “A + C
2

=  cos (0)

25. ln |tan /| + C

27. Ángulo A = -5 2 °  14' 20", 0 =  232° 14' 20" 

29. a  = 0436, 1468

11 2 2 _ 3tt
3 4
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962 i Respuestas l R-100

01  33. a) p = 25

UJ

b = 27 
d = 11 
a = 33

CL
X ñ
un
t í

3 5 . C = (3,000 -  900 cot 0) 4 4- (900 ese 0) 5 

C  = -9 0 0  ( -e s c 2 0) 4 4- 900 (-e se  0 cot 0) 5 

= 900 ese2 0 (4 — 5 eos 0)

C' = 0 => eos 0 = — o ese 0 = 0

pero ese 0 0

37. a) t

p{t)
b)

t
p'(t) 

c)

y

0 125 0.25 0.325 0.5
70 570 548 317 255 673 500

39. a) primer año 3 300 
segundo año 3 300

b) El mes más grande es 12; el mes más pequeño es 1.

4 1 . a) Ene. 1 Mar. 15 Jun. 21
9.11 11.12 15.20

4 3 .

b) Máximo el día 186, 4 de julio 

Mínimo el tercer día, 3 de enero

c) 12.2 horas 

3
250 

4 5 . á )  L  =

radianes/s 

4.25
eos 0 sen 0

b) L minimiza 0 = 0.9553; longitud mínima = 

11.04 pulgadas

1 1 ? ic) área = - L  sen0 =  -8 .5  sec 0 (ese 0) ; el área 
2 8

tr
se minimiza cuando 0 = —; el área mínima es

27.81 pulgadas cuadradas 
sen x

4 7 . y = — eos x  +

4 9 .  d )  0.828155 
b) 0.828116

5 1 . — ln Icos x\ 4- C

x

3V3 
5 3 . —-— ~  0.65

0 125 0.25 0.325 0.5
0 2195 X107 0 -0.5105X 10' -2 1  991.15

55. a) = [^-c2k2e c“*”'jsen t x = ~ c 2k2e c'k ' sen kx

— = e~c k2{ (k eos kx) 
dx

d u
dx2

= e ck t ( - k 2senkx) = —k2e 1 k r senkx

11, =  C Mxv

b) Ejercicio de escritura; las respuestas variarán. 

5 7 . «* 5.75 o V26 4  5V2

R e p a s o  d e  á l q e b r a ,
S e c c i ó n  A l

i. i <  x <  5 3. x > —5

-2

9. 4 11. 5
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13. - 3 < x < 3  
17. x <  —7 o x >  3 
21. 4

» i

33. -
4

37. /2 = 1 

41. 71 =  y

15. —6 <  x <  —2 

19. 125 

23. 4

2 7 ’ 5

31. 2

35. n = 10 

39. /i = 4

43. x4(x — 4)

45. — 25(x -  7) = 25(7 -  x)
47. 2(jc + 1)2(jc — 2)2(7jc — 2)

49. jT 1/2( 6 x + 1 )  51. 2(* + 3)

2(jc +  3)3(5 -  jc)
53.

57. 0

(1 -  *):
55. 34

6 1 
59. 2 1

J=i7

63. 2 ( - D y+V 
y=i

61. ^  2Xy
j= 1

65. a) El área superficial es aproximadamente 5.212 
X  108 km2; la masa de la atmósfera es 5.212 X 

1018 kg. 
b) 127 400 años

A P E N D I C E
S e c c i ó n  A 2

R e p a s o  d e  á l g e b r a ,

37. x — 3; y = 2 39. x = 4, y = 2

41. x = - l ; y = - 5  y x = l , y = - l

A P E N D I C E  
S e c c i ó n  A 3

R e p a s o  d e  á l g e b r a ,

i.  o

5. - -
3

9. 0 
13. 0

7. 0

11. 0
15. <?2

A P É N D I C E  
d e  rep a so

i.

3.

5.

7.

11.

15.

19.

23.

27.

31.

33.

- 2  < x <  3

1. (x + 2)(x — 1) 3. 1^5,
co1

35.
5. (X -  1 ) 2 7. (4x + 5)(4x -  5) 39.
9. (jc — I X * 2 + X +  1) 11. x5(x +  l)(x — 1) 43.

13. 2x(x — 5)(x + 1 ) 15.

<N1II*II*

17. x =  —5 

1
19. x = 4; x = - 4  

3

47.

21. * II 1
to 

| i * II 1 23.
* ”  2 51.

25. x = 1; x = —5 27. x = 1; x = —2 

, - = - ! ; * = - 1

55.

57.
29. x =  - 1 31.

59.

33. No hay soluciones reales 35.
3

X = _ 2 63.

- 3  2

 ̂ r - . ...

—►-
X

^ [
I JC

3 9. 2  < x <  4
243 13. 4
16^5 17. 73
3
2

21. n =
7
18

n — — i 25. 21

95

x2(x + 3)(x -  3)

29. 1 +
S n rk = 2 *

x \ x 6 + 4)(.v3 + 2)(aj  -- 2)

x(x -  l )2 37. (x + 5)(x -  3)

(2v + 3)2 41. (x + l)(x -  l)(x + 3)

x  = -4 ;  jc = 1 45. x — - 1

x =  — 1; x = 2 49. X =
3 _  1 
l ' x ~  2

No hay soluciones reales 53. X = - 2 ; x  = \

x =  - 2 ; y =  1
x =  1, y  =  2 y x =  15, y = --26

2
7

61. 0

1

CO

í
(/>
UJ
ID
OL
(/*
ÜJ

R epaso  d e  álgebra,  p rob lemas
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Á

Absorción de la luz, 622 
Abuso de drogas, 541 
Accidentes

en autopistas, 769 
industriales, 757 

Aceleración, 115-116, 134 
gravedad y, 116-117 
unidad de medida de la, 115 

Acidez (pH) de una solución, 347 
Acumulación de droga, 668-669, 671, 700, 701 Administración

de la producción, 86 
de negocios, 644 
de portafolios, 766 
de producto, 760 
de recursos en una cárcel, 367 
del tiempo, 731, 735, 744, 767, 769, 770 
del tráfico, 767 

Admisiones a universidad, 39, 540 
Adopción de tecnología, 229 
Aerodinámica, 247

trayectorias ortogonales en, 618 Agricultura, 760 
Ahorro(s), 611,624, 644, 701 

propensión marginal al, 247, 667 
Ajuste

de curvas, no lineal, 538-540 
de precios, 614-616, 648 
de tiempo, 624
exponencial de una curva, 307 
no lineal de curva, 538-540 

Alometría, 311, 544-545, 601 
Altura, 82 (prob. 56) 

de la mujer, 748 
y rango de un proyectil, 817 

Amortización de la deuda, 296, 637-638 
Amplitud de oscilación, 248 
Análisis

ambiental, 85 
de costos, 271, 744 
de equilibrio, 49-51, 55-56, 86 
de inversión, 425, 542 
de precios, 342
de regresión. Véase Método de mínimos 

cuadrados
marginal, 148-150, 154-155, 197,214, 238, 

248, 271, 314-315, 324, 335-336, 441, 
517,518,556, 558, 577, 698 

derivadas parciales y, 513-514 
y aproximación por incremento, 150-152 

Ángulo
de incidencia, 810, 815 
de reflexión, 810, 815 
del arco iris, 830 
negativo, 780
óptimo de observación, 817-818 
óptimo para ramificación vascular, 810-813 
positivo, 780

Ángulos, 780
medición de, 780-781 
notables, 787 
para ver el arco iris, 830 
recto. Véase Triángulos rectángulos Antiderivación, 356-368
aplicaciones prácticas de, 362-364 definición de, 356 
regla de la diferencia para, 360 
regla de la suma para la, 360 
regla del factor constante para la, 360 
reglas algebraicas para la, 360 

Antiderivada, 356-368 
definición de, 356 
general, de una función, 356-357 
propiedad fundamental de, 357 
reglas para calcular la, 359 

Anualidad
definición de, 415 
para el retiro, 424-425 
valor presente de, 667-668 

Apreciación de un activo, 39 
Aprendizaje, 86, 246, 294, 325, 366, 367, 391- 

392, 530, 593-594, 646, 743 
en la infancia, 336 

Aproximación
de raíces de una ecuación, método de 

Newton de, 157 
de utilidad por mínimos cuadrados, datos, 

576
método de mínimos cuadrados de, 533-535 
por cambio porcentual, 152-153 
por diferenciales, 153-154 
por incremento, 150-152 
por parábolas, 476-478 
por polinomios de Taylor, 694-696 
por rectángulos, 472 
por trapecios, 472-475 

Apuestas, 723 
Área, 52

bajo la curva, 383-384, 386, 391-393 
como integral definida, 385 
como límite de suma, 381-384 
normal, 747
teorema fundamental del cálculo y, 386, 

391-393 
como integral doble, 566-567 
de descanso, 547-548 
de un círculo, 174 (prob. 43) 
de un rectángulo, 260 (probs. 11 y 12), 261 

(prob. 13) 
de un triángulo, 261 (prob. 14) 
de una parcela, 386 
entre dos curvas, 398-401 
entre dos curvas, 399-401,439 (probs. 31-38) 
superficial de la célula de una abeja, 818 
superficial del cuerpo humano, 441, 506, 

518, 556, 573 y volumen, 804 
Arqueología, 306-307, 309, 347

Arquitectura, 814 
Arte falsificado, 309 
Arteriosclerosis, 156 Artículos

complementarios, 514-515 sustitutos, 514-515 Asíntota
horizontal, 65, 218-219 
vertical, 187, 216-218 

Astronomía, 40-41 
Ataques de tiburones, 762 
Aumento, 27 

de salario, 120

B
Bacteriología, 762-763 
Bien, costo capitalizado de un, 471 
Biología, 70, 638-640, 733, 803 marina, 272 
Biomasa de una especie, 114-115 Bioquímica, 56 
Biorritmo, 793 
Bola que rebota, 701

distancia recorrida por la, 671 
tiempo de recorrido de la, 671 

Bomberos, 273

c
Calculadora, introducción a la, xxi-xxxii 
Cálculo, teorema fundamental del, 358, 380, 

385-387
Cambio

de legisladores, 770 
de temperatura, 11, 52, 441, 600 
en los votos, 541 
neto de la demanda, 437 
neto del ingreso, 437 
porcentual, aproximación de, 152-153 
tasa de. Véase Razón de cambio 

Camino seguro, 23 
Campo de pendientes, 625-627 
Cantidad económica

de producción (CEP), 265 
del pedido (CEP), 265 

Capacidad máxima, 330, 594 
Capital, productividad marginal del, 513 
Cardioide, 170
Carrera de relevos a campo traviesa, 531 
Catenaria, 340
Centro de una región, 463-464
CEP. Véase Cantidad económica de pedido;

Cantidad económica de producción 
Cercado, 42, 52, 249-250, 260, 529, 547-548, 

555
Ciencia forense, 346, 622 
Ciencias

de la vida, integrales definidas usadas en, 
426-435
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sociales, integrales definidas usadas en, 426- 
435

Circuito eléctrico, 520 
Circulación

de la sangre, 520 
de periódicos, 85, 119, 155 

Cisoide, 177 
Clima, 81,803, 816, 824 
Cociente(s)

derivación de, 124-126 
diferencia, 8-9, 99 
incremental, 8-9, 99 simplificación de, por factorización y 

eliminación, 840 
Coeficiente(s) 

de absorción, 295 de difusión, 582-583 
de dispersión, 583 de expansión térmica, 156-157 
de polinomios, 844 
de Taylor, 689 Colonia de bacterias (población), 84, 133, 229, 

268, 291-292, 294, 309, 362-363 
Compensación a los empleados, 760 
Comportamiento 

a largo plazo, 64 
animal, 70, 108, 145 
de la población, 225-226 
de un pájaro, 264, 815 

Composición de funciones, 6-9 
como línea de montaje, 7 
separar, 8 

Concavidad
definición de, 200
determinación de intervalos de, 201-203 
hacia abajo, 200-201 
hacia arriba, 200-201 

Concentración
de drogas, 229, 268, 291, 338, 339, 346,

379, 395,438,462,485, 599, 608-609, 
612, 622, 648,651 

de glucosa en la sangre, 650-651 
de soluto en una célula (Ley de Fick), 346, 601-602 

Confiabilidad, 775-778
del producto, 294, 335, 724,730-731, 733, 738, 743, 767 

Conflictos, teoría de, 336 
Conjuntamente proporcional, definición de, 45 Cono, gráfica de, 500 
Constante(s)

de integración, 358 
de los gases, 352, 519 
de Michaelis, 56 de un gas, 519 
derivada de una, 110 
universal de los gases, 352 

Construcción, 814-815, 825-826 de casas, 271
de una caja de joyería, 549-550, 556 Consumo
de agua, 38, 395 
de energía, 82,433, 813, 820 
de petróleo, 440

nacional, 247propensión marginal al, 247, 367, 667 
Contabilidad, 40 
Contaminación, 803, 824-825

del agua, 82, 146, 165, 168, 379, 394, 623, 
648del aire, 12,39, 119, 142, 145, 155, 173, 
345, 379, 394, 507 

Continuidad, 75de funciones. Véase Funciones continuas 
de polinomios, 76 
definición de, 71 
en intervalos, 77-78 y diferenciabilidad, 104-105 

Contratos deportivos, 425-426 
Control 

animal, 765
de calidad, 651, 719-720, 724, 760, 761 

(prob. 45), 762, 765, 767, 768 
de enfermedades, 763 de inventario, optimización en el, 258-260 
de la contaminación, 122, 133, 168, 174, 

198, 254-255,481-482 
de la producción, 272 
de tráfico, 270,411,767 
en el abuso de alcohol, 40, 325 

Convenio para calcular el dominio, 4-5 
Convergencia

criterios de, 672-684 
cociente, 680-681 
comparación directa, 679-680 
divergencia, 674-675 
la integral, 675-678 
serie p, 678-679 
series armónicas, 672-674 

de integrales impropias, 465 
de series de potencias, 684-685 
de series geométricas, 665 
de series infinitas, 662-664 

Conversión de temperatura, 39 
Correo, 23, 82 
Corrida, 27 
Corrupción

en el gobierno, 600-601 
política, 53 

Cosecha, 55, 260 
Costo

capitalizado, de un bien, 471 
de almacenamiento, 363-364, 394, 426 
de capitalización de un activo, 471 
de distribución, 12, 229-230 
de educación, 13
de fabricación, 11, 12, 23, 38, 43-44, 53. 55, 

86, 87, 145, 151, 155, 156, 163, 171, 
176, 229, 262, 263, 265, 270, 391,411

de instalación, 261, 263 
de un diseño eficiente, 86 
del agua durante sequías, 44-45 fijo, 260
marginal, 147-149, 239, 362, 366, 367, 440,462, 600, 822 marginal, 147-149 
versus promedio, 239

cn la combinación de insumos, 557-558 
óptimo de puesta en marcha, 263 
promedio, 70, 237-238, 245 
versus costo marginal, 239 

promedio mínimo, análisis marginal 
para, 239 

total, 5-6, 26
a partir del costo marginal, 487 

variable, 260 
Costos

de construcción, 54, 87, 175, 261, 262, 272, 
556, 557, 824 

de impresión, 38 
de transportación, 53, 263 
fijos, 260 
variables, 260 

Crecimiento 
abrumador, 623
de bacterias, 174, 342, 345, 411, 434, 544,

599
de insectos, 146 
de inversión, 484, 599, 648 
de la burocracia, 338 
de la población, 11, 45, 52, 107, 120, 133, 

155, 173, 175,215,293,294.311.324, 
326, 335. 344, 366, 368 (prob. 66),
395, 412, 432, 433, 437-438, 462, 471,
600

de la población, 650, 651, 819-820, 825 
modelos de, 282 

de las suscripciones, 486 
de los mamíferos, 145-146 
de plantas, 325 
de tejidos, 215 
de un árbol, 366, 379, 440 
de un niño, 39 
de un tumor, 119, 167, 171 
de una célula, 156 
de una especie, 197, 246, 632 
decrecimiento, 331 
del ingreso per cápita. 325-326 
exponencial, 290-292, 317-319. 593 
logístico, 594-598, 645-646 
tasa

asintótica de, 583 
intrínseca de, 583 

y decaimiento exponencial, 290-292, 317- 
319,593 

Crimen urbano, 273 
Cristalografía, 272-273 
Criierio(s)de comparación del límite, 683-684 

de comparación directa, 679-680 
de divergencia, 674-675 
de la integral, 675-676justificación geométrica para el.

677-678 
de la segunda derivada

para extremos absolutos, 236 
para extremos relativos, 209-211 

de la serie p, 678-679de las segundas derivadas parciales, 523-526 
de mínimos cuadrados, 534

mínimo, 557-558
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de recta vertical, 21-22 
del cociente, 680-681 
educacionales, 119 

Cuadrados, dos, diferencia de, factorización, 
845-846 

Cuentas de cheques, 56 
Cuidado de la salud, 471, 735, 744 

mental, 480-481 
Cuotas

a socios, 38
de admisión, 54, 394, 440 

Curva
catenaria, 340 (prob. 60) 
de aprendizaje (recuerdos de la memoria), 

146,310. 329-330, 335, 600 
de aprendizaje, 329-330, 367 
de Gompertz, 338
de Lorentz (e índice de Gini), 405, 439, 463 
de Phillips, 109 
en forma de campana, 329 
normal, 741

área bajo la, 747 
Curva(s) 

área bajo la
como integral definida, 385 
como límite de una suma, 381-384 
teorema fundamental del cálculo y, 386, 

391-393 
área entre, 398-401 
catenaria, 340 
de campana, 329 
de Gompertz, 338 
de indiferencia, 502-503 
de Lorentz, 404-406 
de nivel, 499-502 

definición de, 499 
en economía, 502-503 
en la gráfica de un paraboloide circular, 

501-502 
en un mapa topográfico, 501 

de nivel. Véase Curvas de nivel 
de Phillips, 109 
de producción constante, 507 
de producto constante C, 502 
de temperatura constante, 507 
logísticas, 330-332, 601 
normal, 741

área bajo la, 747 
trazado de, 190-194, 205-209, 219-226, 326- 

329
Cúspide, gráfica de, 104, 105

D
Datación

con carbono, 306-307, 342, 345, 347 
geológica, 703 

Decaimiento
de biomasa, 485, 650 
exponencial, 290-292, 317-319, 593 
radiactivo, 52, 294, 309, 345, 599 

Decibel, 310
Decimales, repetición de, 666, 701 
Decisión del editor, 56

Decisiones en construcción, 424 
Demanda, 246, 271, 376-377, 380, 814 

del consumidor, 13, 145, 175, 518, 519 
e ingreso, 132, 487, 541 
elástica, 241,242,318

de elasticidad unitaria, 241, 242, 318 
elasticidad del ingreso de la, 248 
elasticidad del precio de, 239-244 

e ingreso, 242-243 
niveles de, 241-242, 318 

inelástica, 241, 242, 318 
promedio, 462 

Demografía (función de Gompertz), 602 animal, 345 
Demográfico, 310, 317, 486, 701,767 Densidad

de población, 12, 173-174, 294, 307, 433, 
698

de probabilidad normal estándar, función, 
329

Depreciación, 38, 324, 335, 344 (prob. 46),
379, 395, 439 

Derivación, 95-181 
de cocientes, 124-126 
de funciones

exponenciales, 315-317 
logarítmicas, 319-321 

de polinomios, 105, 112-113 
de productos, 122-124 
de series de potencias, 687-689 
definición de, 99 
implícita, 158-170 

definición de, 159
pendiente de la recta tangente por, 160- 

161 
parcial, 510 
técnicas de, 110-122 

Derivada(s), 99-102
cociente incremental y, 8
de coseno, 794-795, 802
de función potencia, 110-111
de la función exponencial, 315
de la suma, 112
de orden superior, 129-130
de una constante, 110
de una función, 99-100
del factor constante, 112
del logaritmo natural, 312
del seno, 794-795, 801-802
determinación de los intervalos de

crecimiento y decrecimiento de las 
funciones y la, 185-187, 192 

/7-ésima, 129-130 
notación para la, 103-104 
parcial. Véase Derivadas parciales 

cálculo de, 511-512 
de Q con respecto a x, 510 
de Q con respecto a y, 510 
de segundo orden, 515-517 

mixtas, 516 
interpretación geométrica de, 512-513 
y análisis marginal, 513-514 
y artículos sustitutos y complementarios, 

514-515

pendiente como, 100 
primera, 127

aplicaciones prácticas de la, 190-194 
criterio para extremos relativos, 189-190 

Razón de cambio instantánea como, 100 
regla de la cadena y, 136-137 
regla de la constante y, 110 
regla de la suma y, 112-113 
regla del cociente y, 124-126 
regla del factor constante y, 112 
regla del producto y, 122-124 
segunda, 127-129

criterio de la segunda derivada, 209-211, 
236

para determinar los intervalos de 
concavidad, 201-203 

trazado de una curva usando la, 205-209 signo de, 102
trazado de la gráfica de una función 

continua, usando, 190-191 
Derrame de petróleo, 164 
Descartes, folio de, 170 
Descongelamiento, 366-367 
Desechos nucleares, 433,440,469-470,471,579 
Desempleo, 33-35,41 

e inflación, 96-97, 109 
Desigualdad del ingreso, índice de, 404-405 
Desigualdades, repaso de, 834-835 
Desplazamiento por un alambre, 70 (problema 

39)Desviación estándar
de una variable aleatoria, discreta, 716-718 

con distribución de Poisson, 758 
normal, 747 

Desviador cardiaco, 520 
Deuda, amortización de, 296, 637-638 
Diagramas de dispersión, 533-534 
Diamante del béibol, 176 (prob. 65)
Diferencia de dos cuadrados, factorización de 

una, 845-846 
Diferenciabilidad, continuidad y, 104-105 
Diferenciable, definición de, 99 
Diferencial(es), 153-154 
Difracción de Fresnel, 819 
Difusión

a través de una membrana, 622 
de una población, modelación de la,

582-585 
definición de, 582 

Dilatación de un material, 156-157 
Dilución, 600, 606-607, 611, 648, 650 
Dinero, utilidad marginal del, 557 
Directamente proporcional, definición de, 45 
Discontinuidad, 75 
Diseño

arquitectónico, 573 
de un cartel, 54,262 
mecánico, 818-819 
óptimo, 269 

Disminución
de fuentes de energía, 425 
de ozono, 346 
de reservas, 671 
en crecimiento, 331

  www.FreeLibros.com



968 I ÍN D IC E  I

Disolución de azúcar, 600, 622 
Disposición

a gastar, total, 419 
marginal, 419 

Distancia, 25 (prob. 46), 55, 176 (prob. 60),
261, 364, 368, 392,441,462, 480, 842 

Distribución
de probabilidad conjunta, valor esperado de 

la, 741 
de Weibull, 776-777 del ingreso, 405, 412, 441, 463, 482-483 

Distribución(es) 
acumulada, 774 
de Poisson, 755-759 

fórmulas para, 758 
de Weibull, 776-777 
exponencial, 728 
normal, 745-748aplicaciones prácticas de la, 754-755 

cálculos que involucran la, 748-752 
normales, 745-748aplicaciones prácticas de, 754-755 

estándar, cálculos que involucran a la, 
74S-752

no estándar, transformación a estándar, 
753

otras, 752-754 probabilidad conjunta, valor esperado para, 
741

Divergencia
de integrales impropias, 465 
de series infinitas, 662-664 

Dominiodefinición de, 2 
natural, 4 

Donación, 468,471 
Dos variables, funciones de. Véase

Función(es), de dos variables
Dosis

de droga, 134, 576 
pediátrica de medicamentos, 53 

Duración de una llamada telefónica, 723-724, 
738

E
e (base exponencial natural), 862 
Ecología, 324, 768, 843 en la isla, 12 

tropical, 734,743 
Economía

curvas de nivel en, 502-503 
derivación implícita usada en, 161-162 
efecto multiplicador en, 666-667 funciones usadas en, 5-6 
integrales definidas usadas en, 414-426 modelos matemáticos en, 46-47 razón de cambio usada en, 127 

Ecuación(es)
con valor inicial, 636 
cuadráticas, 847-848 

solución de, 847-848 
de Arrhenius, 346, 351-354 
de difusión, 582

de estado de Van der Waals, 507 
de Fibonacci, 651-652 
de Haldane, 215 
de Laplace, 519
de recta tangente, 101, 103-104, 123, 138 
de Van’t Hoof, 509 definición de, 635 
diferencial lineal de primer orden 
diferenciales. Véase Ecuaciones diferenciales 
en diferencias. Véase Ecuaciones en 

diferencias 
forma explícita de, 158 
forma implícita de, 158 
fundamental de glotocronología, 295 
logística, 594-598 
raíces de, método de Newton de 

aproximación de, 157 
sistemas de, 848 
solución de

general, definición de, 588 
particular, definición de, 588 
por ecuaciones en diferencias, 633, 634- 

637por factorización, 846-847 
trigonométricas, 789-790 

Ecuaciones diferenciales, 362-364, 588-602 
acopladas, 620-621 
de la familia de curvas, 619 
definición de, 588 
lineales, de primer orden, 602-612 
logística, 594-598 
modelación con, 612-624 
parciales, 582 
separables, 591-592, 598 
soluciones aproximadas de, 625-632 

método de Euler, 627-631 
método de las isoclinas, 625-627 

versus ecuaciones en diferencias, 642-643 
Ecuaciones en diferencias, 632-646 

aplicaciones prácticas de las, 637-640 
definición de, 632 
solución de, 634-637 
versus ecuaciones diferenciales, 642-643 

Edad óptima para la reproducción, 332-333, 
337

Efectividad de la droga, 434-435 
Efecto

del gravamen en un monopolio, 265 
multiplicador, 666-667, 670, 701 
térmico de la comida, 412 

Eficiencia
de fabricación, 86
del trabajador, 11, 119, 128-129, 133, 155, 

175,211,214-215,267,271,309, 
335, 344, 410, 411, 462, 601, 769,
816 

pico, 367 
Eje

horizontal, 15 
vertical, 15 

Elasticidad
del ingreso por la demanda, 248 
del precio de demanda, 241, 243-244, 245, 

246, 248, 270, 271, 318-319, 376-377

del precio por demanda, 239-244 
e ingresos, 242-243 
niveles de, 241-242, 318 

unitaria, demanda de, 241, 242, 318 
Elecciones sociales, 529 
Electricidad, 247 
Elevación promedio, 573 
Eliminación, simplificación de cocientes por, 

840
de desechos peligrosos, 215, 602 
de variables, 41-45

por multiplicación y suma, 848-849 
por sustitución, 849-850 

Elipsoide, gráfica de un, 500, 504 
Emigración de la población, 623 
Empaque, 52, 261, 262, 519, 555 
Encuestas políticas, 230, 246, 762 
Energía

de activación, 352 
eólica, 509
gastada en un vuelo, 435 

Enfermedad de Alzheimer, 818 
Enfermedades dinámicas, 339 
Enfriamiento, ley del, de Newton, 310, 324, 

335,616-618, 622 
del cuerpo de un animal, 579 

Entero, definición de, 834 
Entomología, 39, 310-311 
Entrega de paquetes, 768-769 
Entrenamiento 

en negocios, 295 
militar, 766 

Entretenimiento, 734, 765 
Epidemia

de SIDA, 173,483,544 
modelación, 277-280, 656-660 

Epidemiología, 229, 656 
Equilibrio de mercado, 48-49, 55 
Error

estimación del, por regla de los trapecios, 
474-475 

por regla de Simpson, 478-479 
propagado, 151-152 Escalera inclinada contra la pared, 176 (prob. 

63)
Escasez, 48 
Espacio

habitable, 532, 859 
muestral, 710 

Especies en peligro, 325, 366, 395, 434 
Especulación en el mercado de valores, 644 
Esperanza de vida, 435 
Esquí acuático, 817 
Estación de mantenimiento, 530 
Estimador de máxima verosimilitud, 246 
Estudios de población, 724 
Evaluación de inversión, 462 
Evento, 710 

cierto, 710 
imposible, 710 
simple, 710 

ex,861
límites que conciernen a, 853-855 
versus logaritmo natural, 303-304
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Excedente, 48
de los consumidores, 420-423, 424,425, 

437, 439, 440, 463, 482 
de los productores, 421-423, 424, 482 

Exceso neto de utilidad, 402-403,411 Éxito, 718
Expansión de la población, tasa asintótica de, 

583
Experimento aleatorio, 710 
Exponentes, leyes de, 838-839 
Exportación, 321, 326 (prob. 75)
Exposición a una enfermedad, 573-574 
Extinción de la población, 632 
Extremos. Véase también Máximo; Mínimo 

absoluto 
absolutos

criterio de la segunda derivada para, 236 de intervalo
cerrado, 232-235 
no cerrado, 235-238 

definición de, 231 
determinación, 232-235 

con restricciones, 546 
relativos, 187-189

criterio de la primera derivada para, 189- 
190

criterio de la segunda derivada para, 209- 
211

de funciones de dos variables, 521-528 
definición de, 188 

relativos. Véase Extremos relativos 
sin restricciones, 546

F
Fabricación, 761-762 
Fábula antigua, 38-39 
Factor

de frecuencia, 352 
integrante, definición de, 603 

Factorización, 839
de la diferencia de dos cuadrados,

845-846
de polinomios con coeficientes enteros, 844- 

845
de términos comunes, repaso de, 839-840 
simplificación de cocientes por, 840 
solución de ecuaciones por, 846-847 

Familia, número promedio de hijos por, 706- 
708

Farmacología, 133
Fenómeno periódico, modelación, 798-801 
Física de partículas, 529,557 
Fisicoquímica, 120, 272 
Fisiología, 56 
Flujo

de ingresos, valor futuro de un, 415-417 
valor presente de un, 417-418, 467-468 

del tráfico, 233-234, 732-733, 742 
sanguíneo, 11-12, 23, 156, 169, 174, 246, 

368, 429-430, 433, 507, 518, 519-520 
(prob. 49), 819. Véase también Ley de 
Poiseuille 

Fluorización del agua, 612-613

Folio de Descartes, 170 
Fondo de amortización, 645 
Fondos educativos, 85 
Forma de U. Véase Parábolas 
Forma(s)

explícita de una ecuación, 158 
implícita de una ecuación, 158 
indeterminadas, 851
pendiente-intercepto de una función lineal, 

30
punto-pendiente de una función lineal, 31-32 Fórmula(s) 
cuadrática, 847
de Babilonia para raíz cuadrada de N, 157- 

158
de conversión, para logaritmos, 304 de Debye, 120 
de lentes delgados, 556 
de reducción, 459-460 
del ángulo duplo, 789 
para el seno y el coseno de una suma, 788- 

789, 801 
para la distancia, 25 

Fracaso, 718
Fracción de empaque, 272 
Fuentes renovables, 107 
Función

constante, 110 
cosecante, 785 
coseno, 782

de triángulo rectángulo, 786
derivadas de, 794-795, 802
en integrales, 797-798
fórmula de la suma para, 788-789, 801
fórmula del ángulo duplo para, 789
gráfica de, 784
identidad de Pitágoras para, 788 
límites de, 801-802 
propiedades elementales de, 783-784 

costo, 5-6,26,43-44,49 
cotangente, 785 
creciente, 102, 184-199 

definición de, 184, 185 
uso de la derivada para determinar 

intervalos de, 185-187, 192 
de confiabilidad, 774 
de demanda, 5,47

de los consumidores, 418-419 
de densidad exponencial, 728-729 
de densidad uniforme, 727-728 
de distribución acumulada, 774 
de Gompertz, 602 
de incremento, 338 
de Michaelis-Menten, 67 
de producción de Cobb-Douglas, 168,498, 

569
de renovación, 427-429 
de tasa de falla, 775 
de utilidad, 502, 550-551 

Cobb-Douglas, 550-551 
decreciente, 102, 184-199 

definición de, 184, 185 
uso de la derivada para determinar 

intervalos de, 185-187, 192

definida por partes, 4 
derivada de, 110-111 
discreta, definición de, 633 
ingreso, 5-6, 19,49, 193-194 
oferta, 47, 421 
potencia, 20-21 
secante, 785

derivadas de, 795-797 
en integrales, 797-798 seno,782
derivadas de, 794-795, 801-802 
en integrales, 797-798 
en un triángulo rectángulo, 786 
fórmula de suma para, 788-789, 801 
fórmula para el ángulo duplo, 789 gráfica de, 784
identidad de Pitágoras para, 788 
límites de, 801-802 
propiedades elementales de, 783-784 

supervivencia, 427-429 
tangente, 785

de un triángulo rectángulo, 786 
derivada de la, 795-797 

utilidad, 5-6, 23,46-47, 101-102, 108, 132, 
270

de Cobb-Douglas, 550-551 
versus función exponencial, 285 

Función(es)
conjunta, 729-730 
de probabilidad, 725-727 
exponencial, 728-729 
normal, 741 
uniforme, 727-728 

antiderivada general de, 356-357 
como mapeo, 2
como modelos matemáticos. Véase Modelos 

matemáticos 
como series de potencia, 684-688 
compuesta, 6-9

como línea de montaje, 7 
regla de la cadena y, 139 
separación, 8 

compuestas, 6-9
como línea de ensamble, 7 
regla de la cadena y, 139 
separar, 8 

confiabilidad, 774 
constante, 110 
continuas, 71-72, 75,76-77 

diferenciables, 104-105 
en intervalos, 78 
extremos absolutos de, 232-238 
graficación, usando derivadas, 190-191 
propiedad del valor 

extremo de, 231-232 
intermedio de, 78-79, 185 

racionales, 76-77 
costo, 5-6, 26,43-44,49 
creciente, 102, 184-199 

definición de, 184, 185 
derivadas para determinar los intervalos 

de, 185-187,192 
criterio de recta vertical para, 21-22 
de densidad. Véase Funciones de densidad
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de densidad de probabilidad, 725-726 
conjunta, 729-731 
continua, 726-727 
exponencial, 729-731 

Función(es) (cont.) 
normal, 745 
normal estándar, 329 
uniforme, 727-728 

de dos variables, 496-498
aplicaciones prácticas de, 522-523 
extremos relativos de, 521-528 
graficación, 499 
gráficas por computadora para,

503-504
optimización de. Véase Optimización, de 

funciones de dos variables 
puntos críticos en, 521-522 
puntos de silla de, 522-523 
valor promedio de, 568-569 

de Gompertz, 602 
de incremento, 338
de Malthus, 282. Véase también Funciones 

exponenciales 
de Michaelis-Menten, 67 
de probabilidad, 711-713 
de rectas horizontales, 29 
de rectas paralelas, 35-36 
de rectas perpendiculares, 35-36 
de rectas verticales, 29 de supervivencia, 427-429 
de tres variables, optimización con 

restricciones de, 549-552 
decreciente, 102, 184-199 

definición de, 184, 185 
uso de la derivada para determinar 

intervalos de, 185-187, 192 
definición de, 2 
definida por partes, 4 
demanda, 5, 47

del consumidor, 418-419 
derivada de, 99-100 
diferenciable, continuidad de, 104-105 discreta, 633 
dominio de una 

definición de, 2
en funciones de varias variables, 496 natural, 4 

en economía, 5-6 
graficación/gráficas de, 14-25 

de funciones de dos variables, 499 iguales, 19-20
por trazado de puntos, 15-17 ingreso, 5-6, 19, 193-194 inversa, 303

límite por dos lados de, 73-74 límites laterales de una, 72-74 notación para, 2-4, 6 
oferta, 47, 421 periódica, 783 
potencia, 20-21

derivada de, 110-111 
versus función exponencial, 285 

racional, 21
continuidad de, 76-77

diferenciable, 105 
límites de, 62-63 

rango de, definición de, 2 
renovación, 427-429 
utilidad, 5-6, 46-47, 101-102, 502,

550-551 
valor promedio de, 406-408 
y cálculo de límites. Véase Límite(s) 

Funciones exponenciales, 282-296 
base exponencial natural (e), 286-287 
definición de, 282 
derivación de, 315-317 
derivada de, 315 
notación para, 283 
propiedades de, 285-286 
regla de la cadena para, 316 
versus función potencia, 285 
versus funciones logarítmicas, 303-304 

Funciones lineales, 26-41
aplicaciones prácticas de, 32-35 
definición de, 27
forma intercepto-pendiente de, 30 
forma punto-pendiente de, 31-32 
horizontales, 29 
límites de, 61 
paralelas, 35-36 
pendiente de, 27-29 

negativa, 28 
positiva, 28 
valor absoluto de, 28 

perpendiculares, 35-36 
vertical, 29 

Funciones logarítmicas, 297-312 
derivación de, 319-321 
gráficas de, 300-301 
notación para, 297 
regla de la cadena para, 313 
versus funciones exponenciales, 303-304 

Funciones racionales, 21 
continuidad de, 76-77 
diferenciable, 105 
límites de, 62-63 

Funciones trigonométricas, 780-793 
aplicaciones prácticas de, 790, 805-820 
cosecante, 785 
coseno, 782

de un triángulo rectángulo, 786 
derivadas de, 794-795, 802 
en integrales, 797-798 
fórmula ángulo duplo, 789 
fórmula de la suma para, 788-789, 801 
gráfica de, 784
identidad pitagórica para, 788 
límites de, 801-802 
propiedades elementales de, 783-784 cotangente, 785 

integrales con, 797-798 
para modelación de fenómenos periódicos, 798-801 secante, 785

derivadas de, 795-797 
en integrales, 797-798 seno, 782
de triángulo rectángulo, 786

derivadas de, 794-795, 801-802 
en integrales, 797-798 
fórmula del ángulo duplo, 789 
fórmula para la suma, 788-789, 801 gráfica de, 784
identidad pitagórica para, 788 
límites de, 801-802 
propiedades elementales de, 783-784 tangente, 785
de triángulo rectángulo, 786 derivadas de, 795-797

G
Garantía de protección, 735, 765 
Gastar

disposición marginal a, 419 
disposición total a, 419 

Gasto
cardiaco, 156, 430-432, 433, 463,481, 490-494 
energéticos diarios, 508 periódico, 783

del consumidor, 23, 85, 325 
Genética, 530, 645, 698-699, 702 

de la población, 634 
Glotocronología, 295 
Grado

de un polinomio, 21, 844 
en la medición de ángulos, 780 

Gráfica(s)
comportamiento de, en un punto de 

inflexión, 205 
con calculadora, xxii 
con huecos y saltos, 71-72 
con pico, 104, 105 
de cúspide, 104, 105 
de funciones, 14-25 

de dos variables, 499 
iguales, 19-20
mediante el trazado de puntos,

15-17
de funciones logarítmicas, 300-301 
de parábolas, 18-19 
de superficie de silla, 500 
de tangente vertical, 104, 105, 224 
de un cono, 500 
de un elipsoide, 500 
de un paraboloide, 500 

circular, 502 
de una función continua, usando derivada, 

190-191en computadora para funciones de dos 
variables, 503-504 

intersecciones de, 19-20 sobre un sistema tridimensional de 
coordenadas, 499-504 

generado por computadora, 503-504 
trazado de una curva, 190-194, 205-209, 

219-226,326-329 
Gravedad, y movimiento de un proyectil, 

116-117 
Grillos, 351-354 
Guerra del desierto, 683
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H
Heinz, E., 339 
Hiperboloide, 504 
Hipertennia, 531 
Histograma epidémico, 714 
Histogramas, 713-714 
Historia

de espías, 55, 121, 261, 310, 367, 556, 611, 672, 734,817 
de la abeja, 702 

Huecos, gráfica con, 71-72, 75 
Hull, C. L., 338

I
ICE. Véase índice del costo de educación 
Identidades trigonométricas, 788-789 
Iluminación de una fuente de luz, 806-808, 815 Impuesto(s)

sobre ingresos, 54
sobre una propiedad, 87, 119, 155, 171, 573 Incidencia, ángulo de, 810, 815 

Incremento, aproximación por, 150-152 
índice

de desigualdad del ingreso, 404-405 
de Gini, 404-405 
de valor de educación (IVE), 13 
del costo de educación, 13 
del valor de la educación, 13 
del valor del costo de la educación, 14 

Infectivos, en el modelo S-I-R, 656 
Infinito, límites en el, 64-67, 216 
Inflación, 127, 175 
Influencia política, 651 
Ingeniería de tráfico, 683 
Ingreso, 123-124, 155, 193-194 

marginal, 148-149 
niveles de elasticidad y, 242-243 

del retiro, 650 
disponible y consumo, 543 
en la producción de petróleo, 590-591 
futuro, 440
marginal, 148-149, 367 
máximo, 18-19, 193-194, 256-258, 342 
nacional, 645 
por ventas, 52, 395 
promedio, 245, 440 
total, 5-6,426 

Inmigración a una población, 623 
Inmunización, 12, 230 
Inscripción de cursos, 38 
Instalación de pagos, 645 
Integración, 355-448 

constante de, 358
de integrales dobles, límites de, 564 
de series de potencia, 687-688 
indefinida. Véase Antiderivación 
límites inferiores de, 384 
límites superiores de, 384 
numérica, 472-483

aproximación, por rectángulos, 472 
por trapecios, 472-475 

interpretación de datos con, 479-480

por partes, 450-460
aplicaciones repetidas de la, 455-456 definición de, 454-455 
fórmula de reducción de la, 460 fórmula para, 450 

por sustitución, 368-380
aplicaciones prácticas de, 376-377 fallo de la, 375 

variable de, 358 
Integrales

definidas, 358, 380, 384-385
aplicaciones prácticas de, 396-413, 414- 435
área bajo la curva como, 385 
reglas para, 387-389 
sustitución, 389-390 definidas
con funciones trigonométricas, 797-798 
dobles, 559-569

aplicaciones prácticas de las, 566-569 
límites de integración para, 564 
sobre regiones no rectangulares, 562- 566
sobre regiones rectangulares, 560-562 impropias, 464-470
aplicaciones prácticas de, 467-470 definición de, 465-467 
límite útil para, 467 

indefinidas, 356-368 
definición de, 356, 358 
notación para, 358 

dobles, 559-569
aplicaciones prácticas de, 566-569 
límites de integración de, 564 
sobre regiones no rectangulares,

562-566
sobre regiones rectangulares, 560-562 

impropias, 464-470
aplicaciones prácticas de, 467-470 
definición de, 465-467 
límite útil para, 467 

indefinidas, 356-368 
definición de, 356, 358 
notación para, 358 

iteradas, 559-569 
Integrando, 358, 384 
Intensidad de campo eléctrico, 81 
Interés compuesto, 71 (prob. 46), 146, 288, 

289, 293, 294, 309, 324, 344, 345, 
287-289 

continuo, 71 
Internet, 725, 744 
Interpretación

de datos, con integración numérica, 479-480 
geométrica

de derivadas parciales, 512-513 
de valor promedio, 408-409 

Intersección en y 
definición de, 17 
determinación, 17 

Intersecciones 
con el eje x

definición de, 17 
determinación, 17

con el eje y
definición de, 17 
determinación, 17 

de gráficas, 19-20, xxiv 
Intervalos, 835-836

cerrados, extremos absolutos de, 232-235 continuidad sobre, 77-78 
de concavidad, 201-203 
de funciones decrecientes y crecientes, 

derivada para determinar, 185-187,192
definición de, 835
no cerrados, extremos absolutos de, 235-238 valor absoluto e, 837 

Inventario, 82, 86, 229,258-260, 262, 265, 
271,272,411,426 cantidad económica de producción, 265 

cantidad económica del pedido, 265 
justo a tiempo, 72, 258 

Inversamente proporcional, definición de, 45 Inversión
de bienes raíces, 294,412,413, 440, 610 
en un periodo de mercado a la baja, 441 térmica, 108 
valor futuro de una, 289 
valor presente de una, 289-290 

Investigación 
de mercado, 339 
del cáncer, 339, 578-579 
médica, 743 

Isocuanta, 502-503 
Isotermas, 507
IVE. Véase índice valor de educación

Juegos
de azar, 724 
de casino, 722 
de mesa, 721, 723 
justos, 723 

Justo, 723

L
Lanzamiento de una moneda, 712-713, 715- 

716,717,720-721,723 
Lasota, A., 339 
Pisa, Leonardo de, 651 
Ley

de alometría, 601
de Bouguer-Lambert, 295
de Boyle, 168
de Fick, 346, 601-602
de Hoonveg, 337
de los exponentes, 838-839
de los gases ideales, 519
de los rendimientos decrecientes, 520
de oferta y demanda, 47
de Pareto, 602
de Parkinson, 338
de Poiseuille (flujo sanguíneo), 11-12, 156, 

169, 246, 429-430,433,811-813 
de reflexión, 810
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de refracción, 831 
de Stefan, 157del enfriamiento de Newton, 310, 324, 335, 

616-618,622 
distributiva, 839 

Libby, W. F., 306 
Límite(s), 57-71 

cálculo de, 62-64 
de coseno, 801-802 
de funciones lineales, 61 
de funciones racionales, 62-63 
de polinomios, 62 
de seno, 801-802 
en el infinito, 64-67, 216 estimación, usando tablas para, 58-59 
existencia de, 74 
inferiores de integración, 384 
infinitos, 60, 64-68, 216 introducción intuitiva a, 57-60 
laterales, 71-74notación para, 72, 217 
notación para, 72, 217 
para integrales impropias, 467 
por los dos lados, 73-74 
propiedades de, 60-61 
que involucran e* y ln x, 853-855 
superiores de integración, 384 

Línea(s)
de montaje, función compuesta como, 7 
equipotenciales, 618 
isotérmicas, 618 

Lingüista, 295, 702 
Linterna cayendo, 176 (prob. 64)
Llamadas de ventas por teléfono, 758-759 
Llegadas de aviones, 734, 742 
Logaritmo(s), 292

aplicaciones de, 304-307 
definición de, 297 
fórmula de conversión para, 304 
natural, 301-302 

derivada de, 312 
propiedades de, 298-300 
versus e*, 303-304 

natural(es), 301-302 
derivada del, 312 
propiedades de, 302 
versus ex, 303-304 

Longitud de un pez, 755 
Lotería, 716, 722, 766 
Luz

de día, 825 
polarizada, 818

M
m/seg, 115 
m/seg2, 115 
Malthus, Thomas, 282 
Manejo

de costos, 120, 230 
de datos con computadora, 433 
de desechos peligrosos, 558 
de personal, 651

de una pescadería, 198, 337, 623, 638-640, 
767-768 

Mantenimiento 
al restaurante, 622 
de un cobertizo, 530 

Mapas topográficos, 501 
Mapeo, función como, 2 
Máquina, vida útil de, 414-415 
Material de construcción, 175, 529, 555 
Máximo. Véase también Optimización 

absoluto, definición de, 231
criterio de la segunda derivada para,

236
determinación de, 232-235 

con restricciones, 546 
relativo, 188, 189criterio de la primera derivada para, 189 

criterio de la segunda derivada para, 209- 
211criterio de las segundas derivadas 
parciales para, 523-526 

de funciones de dos variables, 521-528 
definición de, 188 
puntos críticos de, 188-189 

Mayor quedefinición de, 834-835 
o igual a, definición de, 835 

Medicina, 156, 168, 198, 471, 576, 734, 761, 
765,768,793, 803-804,817 

deportiva, 768 
pediátrica, 761, 766-767 
veterinaria, 760, 761 

Medición
de la respiración, 435 
de un tumor, 151-152 
pediátrica, 171 

Menor que
definición de, 834-835 
o igual a, definición de, 835 

Metabolismo, 804 
de la mujer, 804, 822 
del hombre, 804 

Metalurgia, 768 
Método

de dilución de tintura, 430, 490 
de Euler, 627-631
de los multiplicadores de Lagrange. Véase 

Multiplicadores de Lagrange 
de mínimos cuadrados, 533-535 
de Newton para la aproximación de las 

raíces de una ecuación, 157 
Microbiología, 85,556 
Migración laboral, 703 
Minimización

de costos, 250-252, 255-256, 263 
del tiempo recorrido, 808-810 

Mínimo(s). Véase también Optimización 
absoluto, definición de, 231

criterio de la segunda derivada para, 236 determinación de, 232-235 
con restricciones, 546 
cuadrados, método de, 533-535 relativo, 188, 189

criterio de la primera derivada para, 189

criterio de la segunda derivada para, 209- 
211

criterio de las segundas derivadas parciales para, 523-526 
de funciones de dos variables, 521-528 definición de, 188 
puntos críticos de, 188-189 

Modelo de ajuste de precio, 614-616, 622 
de ajuste de precios de Evans, 614-616 
de Cobweb, 639-641, 646 
de deuda de Domar, 624 
de la telaraña, 640-642, 646 
de Mitscherlich, 600 
de salud pública, 612-613
S-I-R, 656-659 

Modelosalométricos, 91-92 
de aprendizaje, 593-594 
de dilución, 606-609 

salud pública, 612-613 
logísticos, 282, 595 
matemáticos, 41-57 

alométricos, 91-92 
con calculadoras, xxviii-xxx 
de crecimiento poblacional, 282 
de difusión poblacional, 582-585 
de epidemias, 277-280, 656-660 
de fenómenos periódicos, 798-801 
definición de, 41
eliminación de variables en, 41-45 
en negocios y economía, 46-47 
etapas de, 588 
proporcionalidad en, 45 

Molusco, 578
Monopolista, definición de, 265 
Montaña, sobre mapa topográfico, 501 
Movimiento de un proyectil, 23, 116-117, 121, 

816, 392 
rectilíneo, 115-116 
sobre una recta, 171, 177 (prob. 74) 

Multiplicación, eliminación de variables por, 
848-849 

Multiplicadoresde Lagrange, y optimización con 
restricciones 

aplicaciones prácticas de, 557-558 
para dos variables, 546-547 
para tres variables, 549-552 

interpretación geométrica de los, 553-554 
significado de los, 552-553 

Múltiplo, de la derivada, 112 
Mutación, 84

N
Negocios de restaurantes, 722
/j-ésima derivada, 129-130
/j-ésimo polinomio de Taylor, 694
Niños, número promedio por familia, 706-708
Nivel diario promedio de dióxido de carbono, 9
Niveles del sonido, 310
Notaciónde la suma, 397-398, 840-841 

exponencial, 283, 837-838
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para derivadas, 103-104 
para funciones, 2-4, 6 
para la función logarítmica, 297 
para la integral indefinida, 358 
para límites laterales, 72, 217 
para razón de cambio, 103 

Números
críticos, definición de, 188 
de Fibonacci, 652 
de ventas, 799-800 
irracionales, 834 
racionales, 834 
reales, 834 

Numismática, 724 
Nutrición, 39-40, 763

O
Objeto

desacelerando, 115 
en retroceso, 115 
estacionario, 115 
que avanza, 115 

Oferta y demanda, 55, 56, 84, 648 
ley de, 47
modelo de ajuste de precios para, 622 

Óptica, 556, 819
Optimización, 231-248. Véase también 

Máximo; Mínimo 
con restricciones, 545-554 

para dos variables, 545-554 
para tres variables, 549-552 

de funciones de dos variables, 
521-528

aplicaciones prácticas de, 526-528 
con restricciones, 545-554 

de funciones de tres variables, con 
restricciones, 549-552 

de intervalo
cerrado, 232-235 
no cerrado, 235-238 

de tiempo de espera, 329 
en control de inventario, 258-260 
problemas prácticos de, 249-265 

Órbita de satélite, 816 
Organismos Semélparo, 332-333 
Organización corporativa, 338 
Ornitología, 120-121, 247 
Ósmosis inversa, 509

Pago(s)de la lotería, 426 
financieros, 296 
hipotecarios, 296, 644-645 

Paisajes, 52, 803, 814 
Palomilla de la manzana, 180-181 
Parábolas

abriendo hacia abajo, 18 
abriendo hacia arriba, 18 
aproximación por, 476-478 
graficación, 18-19 
vértice de, 18

Paraboloide
circular, gráfica de, 501-551 
de revolución, 501-502 
gráfica de, 500 

Paradoja de Zenón, 671, 683 
Partes, integración por, 450-460 

aplicación reiterada de la, 455-456 
definidas, 454-455 
fórmula de reducción, 460 

Patrones
en la edad del hielo sobre la temperatura y el hielo, 508 
en las alas de una mariposa, 532 sociales, 761 

Pendiente
como derivada, 100 
de recta secante, 98-99 
de recta tangente, 96, 98, 100, 101, 104 

por derivación implícita, 160-161 
de una función lineal, 27-29 

negativa, 28 
positiva, 28 
valor absoluto de, 28 

y razón de cambio, 96-99 
Percepción

auditiva, diferencias notables en la,
446-448 

diferencias notables en, 446-448 
humana, diferencias apreciables en la, 

446-448 
Pérdida, 50
Perímetro de una ventana, 271 (prob. 45) 
Periodismo, 769
Periodo de búsqueda, palomillas de manzana, 

180-181 
Pico, gráfica con, 104, 105 
pies/s2, 115 
pies/seg, 115
Plan de inversión, 610-611 
Planeación urbana, 263-264 
Plano de observación, 796-797 
Población(es), 645 

animal con caza, 644 
de insectos, 735
de los Estados Unidos, 347 (prob. 77) 
estacionales, 800-801, 813-814, 817, 824 
mundial, 336 
promedio, 411, 441 

Polinomio(s)
con coeficientes enteros, factorización, 

844-845 
continuidad de los, 76 
de Taylor, aproximación por, 694-696 
definición de, 20-21 
derivación de, 105, 112-113 
grado de un, 21 
límites de, 62 

Póliza de seguros, 767 
Posición de un objeto, y velocidad, 115 

en movimiento, 12 
Precio

de equilibrio, 48 
óptimo de venta, 85-86 
promedio, 440

Precios, 32-33, 84 (probs. 2 y 7), 143, 529 
de comida, 410 
de gasolina, 543 
de las acciones, 38 
de venta, 379, 610 

Predicción
de la población, 542, 636-637 
mediante mínimos cuadrados, 536-537 Presión
atmosférica, 622 
del aire, 311 
osmótica, 509
sanguínea, 105, 108-109, 822 diastólica, 105 

sistólica, 105 
Presupuesto fijo, 558 
Prima del comprador de una subasta, 53 
Primera derivada, 127

aplicaciones prácticas de, 190-194 
criterios para extremos relativos, 189-190 Principal, 287

Principio de Fermat, 810, 815-816 
Probabilidad de ventas, 754-755 
Problema

con presupuesto fijo, 558 
de una boya, 176 (prob. 62) 
del costo mínimo, 557-558 
del papalote, 176 (prob. 61)

Problemas
con valor inicial, 362-364 

definición de, 588, 633 
ecuación diferencial lineal de primer 

orden, 636 
método de Euler aplicado a, 630-631 

en geometría y ciencias físicas 
Procedimiento de ubicación de raíces, 79 
Proceso químico adiabático, 169 
Producción, 367, 395,486, 505, 506,573,579, 

632 
agrícola, 600 
de bebidas, 768 
de células de la sangre, 134 
de madera, 169 
de petróleo, 395, 600 
de sangre, 247
en una fábrica, 152, 155, 156, 161-162, 167, 

168, 169, 171, 173, 174, 265,569,
573

máxima obtenible, 67 
Productividad

del capital, marginal, 513 
del trabajo, marginal, 577 
marginal, 517-518, 520 

del capital, 513 
del trabajo, 513 

Producto
interno bruto, 114, 120, 153, 173, 198,294, 

309, 347, 543-544 
marginal del trabajo, 577 

Productos, derivación de, 122-124 
Promedio

aritmético, 715 
del mercado de valores, 543 

Pronóstico del tiempo, 762
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Propagación
de un rumor, 270, 337, 600 
de una epidemia, 52, 119, 120, 215, 277- 

280, 332, 335, 336, 339, 340, 346,433,
463, 596-597, 600-601,624, 644 

del SIDA, 277-280 Propaganda, 119, 133, 198, 230, 309, 335, 344, 
’ 366,395,411 

Propensión marginal 
al ahorro, 247, 667 
al consumo, 247, 367, 667 

Propiedaddel valor extremo, 231 -232 
fundamental de las antiderivadas, 357 

Propiedades algebraicas de límites, 61 
Proporcionalidad, en modelos matemáticos, 45 
Proyectil, movimiento de, 116-117 
Prueba(s)académicas, 760, 761, 765,768 

de materiales, 683 
para drogas, 762 
psicológicas, 486 

Psicología, 506experimental, 11, 70, 229, 733-734, 743 
Pulsoarterial, 105 

cardiaco, 105 
Punto(s)crítico. Véase Puntos críticos 

de equilibrio, 49 
de inflexión, 203-205

comportamiento de la gráfica en, 205 
definición de, 203 
localización de, 203-205 

de rendimientos decrecientes, 200 
muestra, 710

picos, gráfica con, 104, 105 
silla. Véase Puntos de silla 
trazado de, graficación por, 15-17 

Puntos críticos, 188-189
criterio de las segundas derivadas parciales 

para, 523-526 
definición de, 188
en funciones, de dos variables, 521-522 

Puntos de silla, 522-523
criterios de segundas derivadas parciales 

para, 523-526 
Puntos extremos, 835 
Purificación del aire, 611

Q
Química, 169, 507, 519 
Quimiotaxis, 618-619, 624

R
Radiación, 157 
Radianes, 780-781 
Radio

de la Tierra, 88 (prob. 49) 
de la tráquea, 234-235 
de una esfera, 175 (prob. 58)

Radiodifusoras, 245

Radiología, 310, 347Raíces de una ecuación, método de Newton 
de aproximación de, 157 

Rango, definición de, 2 
Razón de cambio 

constante, 96 
de la población, 113 
de los costos, 138-139 
de tasa de cambio, 127-129 
instantánea, 97-99 

como derivada, 100 
notación para, 103 
per cápita, 113-115 
porcentual, 113-115 
promedio, 97-99
relativa (per cápita), 113-115, 825 
variable, 96 
y pendiente, 96-99 

Razón variable de cambio variable, 96 
Reacción al medicamento, 413 
Recaudación de fondos, 424, 462 
Reciclaje, 56, 263, 644 
Rectade mejor ajuste, 33-34 

de mínimos cuadrados, 535-536 
de regresión. Véase Recta de mínimos 

cuadrados 
secante, pendiente de la, 98-99 
tangente

ecuación de la, 101, 103-104, 123,
138

pendiente de la, 96, 98, 100, 101,
104
por derivación implícita, 160-161 

vertical, 104, 105,224 
Rectángulos, aproximación por, 472 
Rectashorizontales, función de, 29 

paralelas, 41
funciones de, 35-36 

perpendiculares, 41 
funciones de, 35-36 

verticales, función de, 29 
Recuerdo de la memoria, 600, 650 
Recursos, ubicación de, 551-552 
Reducción en la contaminación del aire,

651
Reflexión

ángulo de, 810, 815 
de la luz, 810 
ley de, 810 

Refracción, ley de, 831
de la luz en agua, 793, 815-816 

Refrigeración, 167-168 
Regiones no rectangulares, integrales dobles 

sobre, 562-566 
Regiones rectangulares, integrales dobles sobre, 560-562
Regla(s)

aditiva de la integral definida, 387 
de exponentes, para antiderivadas, 359 
de L/Hópital, 851-853 de la cadena, 135-147

para funciones compuestas, 139

para funciones exponenciales, 316 
para funciones logarítmicas, 313 

de la constante, 110 
para antiderivadas, 359 

de la diferencia
para antiderivación, 360 
para integración definida, 387 

de la división, para funciones exponenciales, 
286 de la igualdad

para funciones exponenciales, 285 para logaritmos, 298 
naturales, 302 

de la potencia 
general, 140-143

prueba de, 147 (probs. 69 y 70) 
para antiderivadas, 359 
para funciones exponenciales, 286 
para la derivación, 110-111 
para logaritmos, 298 
para logaritmos naturales, 302 
recíproca, 65 

de la suma, 112-113
para la antiderivación, 360 
para la integración definida, 387 

de los recíprocos de potencias, 65 
de multiplicación, para funciones 

exponenciales, 286 
de Simpson, 476-479

error estimado por, 478-479 
del cociente

para funciones exponenciales, 285 
para logaritmos, 298 

naturales, 302 
prueba de la, 135 (prob. 67) 
y derivadas, 124-126 

del factor constante, 112 
para antiderivación, 360 
para integración definida, 387 

del producto
demostración de, 130-131 
para funciones exponenciales, 285 
para logaritmos, 298 

naturales, 302 
y derivadas, 122-124 

del trapecio, 473-475
error estimado para la, 474-475 

empírica, 747
general de la potencia, 140-143 

prueba de, 147 (probs. 69 y 70) 
logarítmica, para antiderivadas, 359 

Regresión
log-lineal, 540 
polinomial, xxx-xxxi Regulación de colesterol, 433-434 

Regulaciones postales (empaques), 555 
Removidos, en el modelo S-I-R, 656 
Rendimiento(s)

agrícola, 55, 260, 395 
decrecientes 

ley de, 520 
punto de, 200 

proporcionales, 507 
Renovación de la moneda, 646
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Renta
de autos, 38, 51 
de equipo, 24 (prob. 42), 40 

Representación recíproca doble de Lineweaver- Burk, 56
Reproducción, edad óptima para, 332-333 Respiración, 248 

humana, 813 
Respuesta a estímulos, 337, 529,

573,601 
Restricción, 545 
Ritmo

aeróbico, 336, 411-412 
metabólico, 92, 168 

basal, 168 
Rueda de la fortuna, 766

Saldo doblemente decreciente, 340 (prob. 61)
Saltos, gráfica con, 71-72, 75
Salud

personal, 767
pública, 542, 612-613, 671, 769 

Secciones transversales
horizontales, de regiones no rectangulares,563-564
verticales, de regiones no rectangulares, 

562-563 
Segunda derivada, 127-129

para determinar intervalos de concavidad, 
201-203 

trazado de curva con, 205-209 
Seguridad

del tráfico, 175 
en autopistas, 722-723 
en centros comerciales, 464 

Selección de un jurado, 724 
Semáforo, 723, 737-738 
Sensibilidad

a los medicamentos, 247 
definición de, 247 

Serie armónica, 672-674 
Series

de potencia
convergencia de, 684-685 
derivación de, 687-688 
funciones como, 684-688 
integración de, 687-688 

de Taylor, 689-692 
alrededor de x = a, 693 

geométricas, 635, 664-666
aplicaciones prácticas de, 666-669 

infinitas, 662-672
convergencia y divergencia de, 662-664 

telescópicas, 701 
Servicio al cliente, 733, 743 
SIDA, propagación del, 277-280 
Signo, de la derivada, 102 
Símbolo 

de infinito (°°)>64
de integral, 358, 384 

Sin memoria, 777 
Sismología, 310, 311

Sistema
cardiovascular, 174-175 
de coordenadas, en tres dimensiones 

curvas de nivel en, 499-502
generado por computadora, 503-504 

rectangulares, 15 Sistemas
curvas de nivel en, 499-502 
de coordenadas tridimensionales, 499-504 de ecuaciones, 848 
generados por computadora, 503-504 Skellam, J. G., 583 

Socios, 245-246,432,434,463, 671 Solución
de una ecuación

general, definición de, 558 
particular, definición de, 588 
por ecuación en diferencias, 633, 

634-637 
por factorización, 846-847 

general, definición de, 588
para una ecuación en diferencias, 633 

particular, definición de, 588 
Sombra de un hombre, 168 (prob. 49)Suma

de derivadas, 112 
de Riemann, 384
eliminación de variables por, 848-849 
límite de, área bajo la curva como, 381-384 

Suministros, 379-380, 632, 814 
Superficie de silla, 522-523 

gráfica de, 500 
Supervivencia

de la vida acuática, 247 
y renovación, 427-428,432,486 

Susceptibles, en el modelo S-I-R, 656 
Sustitución

eliminación de variables por, 849-850 
en las integrales definidas, 389-390 
integración por, 368-380

aplicaciones prácticas de, 376-377 
falla de, 375

Tabla(s)
cálculo del límite con, 58-59 
de integrales, 456-460 
graficación de funciones con, 15-17 

Tamaño de un tumor, 174 
Tangente vertical, 104, 105, 224 
Tasa asintótica de expansión de la población, 

583
de abastecimiento, 165-166, 167 
de aprendizaje, 367 
de crecimiento, intrínseca, 583 
de demanda, 167, 168 
de depreciación, 590 
de mortalidad, 339, 347,483-484 
de reacción química (ecuación de 

Arrhenius), 346, 351-354 
efectiva de interés, 295, 344 
intrínseca de crecimiento, 583 
metabólica basal, 92, 168

Tasas
de interés, efectiva, 295 

nominal, 295 
nominal de interés, 295 
relacionadas, 162-166, 804 

Telecomunicaciones, 744 
Temperatura

determinación de la, sin termómetro, 351 - 354
promedio, 408,410, 576, 578 Tendencia central, 715 

Tendencias
en la población, 434 
políticas, 433 

Teorema
de Pitágoras, 25, 41
fundamental del cálculo, 358, 380, 385-387 Teoría
de conflictos, 335, 336 
del aprendizaje, 338 

Terapia contra el cáncer, 367, 531 
Término, definición de, 415 
Termodinámica, trayectorias ortogonales en, 618
Tiempo

de duplicación, 304-305 
cálculo del, 304-305 

de espera, optimización del, 329 
mínimo de viaje, 270 
óptimo de espera, 329, 336-337, 338-339, 

345
Tirar desechos, 761 

peligrosos, 770 
Toxina (efecto sobre el crecimiento de la

población), 125-126, 337,428-429, 441
Trabajo, productividad marginal de, 513 Tránsito rápido, 173 
Transporte, 734 

público, 119,440 
Trapecios, aproximación por, 472-475 
Trayectorias ortogonales, 618-619, 621 

en quimiotaxis, 618-619 
Trazado de puntos, 15-17 
Triángulos rectángulos, 785-787 

cálculos con, 787

Ubicación
de fondos, 530, 551-552, 555-556,557, 577 
de plantas, 755 
de recursos, 551-552 
de una bodega, 527-528 
del almacén, 527-528 

Urbanismo, 530
Utilidad, 49, 507 (probs. 38 y 39), 557,793 

de publicación, 57 
de una invención, 426 
del dinero, marginal, 557 
en un monopolio, 198, 530 
exceso de, 402-403
marginal, 148, 149-150, 238-239, 367, 379,

380, 395
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del dinero, 557 
máxima, 236-237, 245, 252-253, 267-268, 

345, 526-527 
análisis marginal para la, 238-239 

negativa, 50 
neta, 482 
promedio, 573 

Utilidades anuales, 120, 145

Valle de la parábola. Véase Vértice de parábola 
Valor absoluto, 836-837

absoluto. Véase Valor absoluto 
Valor absoluto (cont.) 

de la educación, 13-14 de la pendiente de una función lineal, 28 
de una máquina, 589-590 
de una propiedad, 573 
del costo de la educación, 14 
del terreno, 379, 394 
e intervalos, 837 
esperadode la distribución de probabilidad 

conjunta, 741 de una variable aleatoria, continua, 736- 
737
cálculo de, 737-738 
con distribución de Poisson, 758 
discreta, 715-716 
normal, 747 

futuro, 289
de flujo de ingresos, 415-417, 424, 437, 

440
de una inversión, 462, 481, 604-605 

intermedio de una propiedad, 78-79, 185 
neto de un activo, 439, 486 
presente, 289-290

de la renta de una propiedad, 471 
de un activo, 484-485 
de un flujo de ingresos, 417-418,440, 

467-468 
de una anualidad, 345, 667-668 
de una franquicia, 425, 471, 480

de una inversión, 290, 293, 425, 471, 486, 
670-671,700, 701 

promedio
de inversión, 411 
de una función, 406-408 
de dos variables, 568-569 interpretación geométrica del, 408-409 

real de un préstamo, 296 
Variable

de integración, 358 
normal, 741 

Variable aleatoriacon distribución de Poisson, valor esperado 
de, 758 continua, 710, 725-736 

valor esperado de, 736-737 
cálculo de, 738-739 

varianza de, 738-739 
cálculo de, 739-741 

continua, 710, 725-736 
valor esperado de, 736-738 
varianza de, 738-741 

discreta, 710-725
valor esperado de, 715-716 distribuida exponencialmente, 728 

normal
fórmulas para, 747 
valor esperado de una, 747 

uniformemente distribuida, 727 
valor esperado de, 715-716 

Variables, 3
aleatoria discreta, 710-725 

valor esperado de, 715-716 
aleatorias geométricas, 718-721 

con parámetro, 719 
dependientes, 3 
discretas finitas, 710-718 

valor esperado de, 715 varianza y desviación estándar de, 717 
dos, función de. Véase Función(es), de dos 

variables 
eliminación de, 41-45

por multiplicación y suma, 848-849 
por sustitución, 849-850

independientes, 3 
Variación

neta, cálculo de la, 390-391 
total, 390-391

de la biomasa, 366, 391, 395, 440 
Varianza

de una variable aleatoria, discreta, 716-718 
con distribución de Poisson, 758 
normal, estándar, 747 

de una variable aleatoria continua, 738-739 
cálculos de, 739-741 

Velocidad de la luz, 246 
Velocidad

de un objeto, 97-98, 108, 116, 117, 129, 134, 
146-147 (prob. 67), 146 (prob. 66),
177 (prob. 67), 368 (prob. 67), 441, 
480

de una lagartija, 168 
instantánea, 98
movimiento rectilíneo y, 115-116 
unidad de medida de, 115 

Ventas, 132, 214, 294, 344, 366, 407, 541, 573, 
578, 803, 804, 822, 825 

al por menor, 23, 54, 260, 263, 294, 506,
529

de seguros, 769-770 
Vértice de parábola, 18 
Viaje(s) 

aéreo, 723 
en avión, 55 
regulares, 733, 742 

Vida
de una planta acuática, 295 
media, 305-306

cálculo de la, 305-306 
útil de una máquina, 414-415, 424, 732, 742 

Virología, 743
Visitas a un sitio internet, 763 
Volumen

como integral doble, 567-568 
de biomasa, 568 
de sangre durante la sístole, 413 
de un balón de fútbol, 176 (prob. 59) 
de un cubo, 174 (prob. 44)
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La octava edición de Cálculo aplicado para administración, economía y ciencias 
sociales se ha modificado de manera que satisface plenamente las necesidades de 
la materia, pues ahora se le han incluido los siguientes temas:
• Aproximaciones a series infinitas y de Taylor (capítulo 9)
• Probabilidad y cálculo (capítulo 10)
• Funciones trigonométricas (capítulo 11)
los cuales satisfacen las necesidades de aquellos docentes que estudian uno o los 
cuatro capítulos, además del contenido de los primeros ocho.
Como es sabido, la gran fortaleza de esta obra ha sido introducir los conceptos 
del cálculo en un contexto práctico, de manera que el estudiante tenga un 
conocimiento lógico, a la vez que intuitivo, de los conceptos básicos que 
necesitará en su desempeño académico. Otra característica es que se exponen las 
técnicas de derivación y cálculo integral sin sacrificar la precisión matemática, y se 
expresan de manera detallada los principales resultados, motivando y explicando 
al estudiante en forma intuitiva o geométrica; asimismo, se ha tratado que cada 
concepto e idea sea tan fácil de entender como sea posible; por ello, el contenido 
se ha diseñado en torno a herramientas prácticas como:
• Procedimientos detallados en ejemplos y recuadros
• Conjunto de ejercicios renovados
• Cobertura extendida de las aplicaciones de economía y ciencias sociales
• Modelado matemático
• Aplicaciones de tecnología
• Lineamientos para calculadora graficadora
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